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Epreuve finale : Algebre 1

’ Les calculatrices et téléphones portables sont strictement interdits ‘

Exercice 1 : (06 points)
Dans N*, on définit la relation R par :

Vm,n € N*: mRn <= dk € N* : n = km.

1. Montrer que R est une relation d’ordre partiel sur N*.

2. Déterminer I'ensemble des majorants, I'ensemble des minorants, la
borne supérieure et la borne inférieure de la partie A = {4,5,6,7,8,9, 10}.
La partie A possede-t-elle un plus grand élément 7 un plus petit élément ?

Exercice 2 : (08 points)
a+0b

1+ ab

Soit G =] — 1, +1[ muni de la loi interne % ot a * b =

1. Montrer que (G, %) est un groupe abélien.
2. Soit x, un réel strictement positif fixé. On forme 'ensemble :
"t —1

Hx—{$n+1 /nEZ}.
Montrer que H, est un sous-groupe de (G, *).
Exercice 3 : (06 points)
Soient X, X’ deux ensembles et f: X — X’ une application.
1. Rappeler la définition de f~*(B) (image réciproque) pour une partie
BcCX'.
2. Montrer que VO, D Cc X' : f~{(CuU D)= f~YC)u f~4D).
3. Montrer que VB C X' : f~Y(B) = f~1(B).
4. En déduire que VC,D Cc X': f~{(CU D) = fYC)n f~YD).
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’ Les calculatrices et téléphones portables sont strictement interdits ‘

Exercice 1 : (06 points)
Dans N*, on définit la relation R par :

Vm,n € N*: mRn <= 3k € N* : n = km.

1. Montrer que R est une relation d’ordre partiel sur N*.

2. Déterminer l'ensemble des majorants, I’ensemble des minorants, la borne supérieure et la
borne inférieure de la partie A = {4,5,6,7,8,9,10}.

La partie A possede-t-elle un plus grand élément ? un plus petit élément ?

Solution Exercice 1 :
1. Montrons que R est une relation d’ordre partiel sur N* :

— R est réflexive car : Vn e N* :nRn< Jdk=1€ N*:n=1.n| 0.5pt
— R est anti-symétrique. En effet :

:]{51]{?271
mRn = Jdky € N*:n = kim n_ =
SR S R
m = kon
n(l—klkg)zo klk:gzlcarnsé().
= n=km = n=km
m = kon m = kon

Ce qui donne que k1 = ky=1et n = m.
— 'R est transitive car :

{ nRp = Jko € N* : p = kon :>p—k1k2m,

= dk = k1ky € N* :p:km:me.
inversement.

Conclusion : R est une relation d’ordre partiel car par exemple 2 n’est pas en relation avec 3 et




2. M est un majorant de A < Vn € A:nRM 0.25pt |= Jk € N*: M = kn.

(M =4k, k € N*
M = b5ko, ky € N*
M = 6ks, ks € N*

< M:7I{74,]€4€N*

M = 8ks, ks € N*

M = 9kg, kg € N*

\ M = 10k;, k; € N*

Le seul M qui convient est le plus petit commun multiple de 4,5,6,7,8,9 et 10 i.e M = 2520.

L’ensemble des majorants M = {2520p /p € N*} 0.25pt | = SupA = 2520.
m est un minorant de A < Vn € A: mRn 0.25pt |= Jk € N* : n = km.

(4 =mky, k € N*
5:mk2,k‘2€N*
6 = mks, k3 € N*
7:mk4,k4€N*
8:mk5,k‘5€N*
9:mk6,l€6€N*
[ 10 = mkq, k; € N*

Le seul m qui convient est le plus grand commun diviseur de 4,5,6,7,8,9 et 10 i.e m = 1.

L’ensemble des minorants N' = {1} 0.25pt |= infA = 1.

A ne possede ni plus grand élément ni plus petit élément. 0.5pt

Exercice 2 : (08 points)
a+b

1+ab

Soit G =| — 1, +1] muni de la loi interne * o1 a % b =

1. Montrer que (G, *) est un groupe abélien.
2. Soit x, un réel strictement positif fixé. On forme ’ensemble :

" —1
HI:{ ez}.
"+ 1 /n

Montrer que H, est un sous-groupe de (G, *).
Solution Exercice 2 :
1. Montrons que (G, %) est un groupe abélien :

a. Montrons que * est associative i.e Va,b,c € G : ax (bxc) = (a*b) *c.| 0.5pt

b+ c
b+c a+1+bc a+abc+b+c
b = = = 1 0.25pt
CL*( *C) a*(l—i—bc) 1+a(b+c) 1+bc+ab+ac
1+ bc
a—l—b+
a+b ltab ' ¢  a+bdtctabe
(@b <1+ab)>I<C 1+Ca—|—b 1+ ab+ ca+ cb P
1+ ab

Donc * est associative.




b. Montrons qu’il existe un élément neutre e dans G tel que

VaEG:a*e:e*a:a

a+te 9 9
are=a= s =a at+e=a+a’e=e(a )
Ce qui implique que e = 0 € G car a® # 1. 0.25pt

c. Montrons que pour tout a € G, il existe un symétrique o’ (inverse a=!) dans G, i.e

! a+a,_ ! !
axa =¢ 0.5pt :>1+aa,—0:>a+a =0=dad =—-a€eG,| 0.5pt

Notons que 1+ aa’ # 0 (elle est méme strictement positive).
d. La loi * est commuattive car :

a-+b b+ a
Ya,b e G : b= = =bx*xa| 0.5pt
a,b€Giaxb= o=  =bxal 0.5pt |
Conclusion : (G, ) est un groupe abélien.| 0.5pt

"—1
2. Montrons que H, = {x
"+ 1

On remarque que H, C G. En effet soit a =

/né€ Z} est un sous-groupe de G :
" —1

" + 1

€ H,. Pour montrer qu’il est dans G il suffit
de montrer que —1 < a < +1.

" —1 —2
— 1= —1= < 0 0.25pt

n_ 1 n

T 2
l= = > 0 0.25pt
atl=—gt+l=—r

a. H, # () car e =0 € H, (pour n = 0 on obtient e = O).

b. Montrons que Va,b € H, : axb~' € H, (b-1 = V).
n w

—1 —1
Prenonsa:in+1,n€Zitbzl)ip+1,p€Z. Calculons a * b~ 1.
Calculons d’abord b = ¥ = —bp = — 2 0.5pt

P+ 1
x”—1+1—:cp
faplo _antl g+l :(J:”—1)(:10”—%—1)—1—(1—#)(1:"—1—1) 05t
(33"—1)(1—33”) (r +1)(2P + 1) + (z» — 1)(1 — zP)—
"+ 1" zP + 1
no_ b P opnp _ ] n—p _ 1
A e I _Z e H,[ 0.5pt
x4 P PP — 1 P — 1




Exercice 3 : (06 points)

Soient X, X’ deux ensembles et f: X — X’ une application.

1. Rappeler la définition de f~ ( ) (image rec1proque) pour une partie B C X'.
2. Montrer que VO, D C X' : f (C’ D)= f~YC)u f~YD).

3. Montrer que VB C X' : f~}(B) = f~1(B).

4. En déduire que VC, D C X’ I (C’ uD)=fYC)n f~1(D).

Solution Exercice 3 :
1. Pour B C X/, f~(B) = {z € X/ f(z) € B} Olpt |
2. Montrons que VC,D C X': f~(C' U D) fH(C)u (D).
7C” :Soit x € fTHCUD) = f(z) eCUD = f(x) € Cou f(x) €D
=zx€ fY{C)ouxe fFYD)=ze€ fH(C)U f D), 0lpt
D” : De la méme maniere on démontre l'inclusion inverse. 01pt

3 Montrons que VB C X': f~Y(B) = f~Y(B).

:Soit € fH(B)= f(z) € B= f(r)¢ B>z ¢ f1(B)=z¢€ f1(B)| 0lpt

: De la méme maniere on démontre 'inclusion inverse.

4. D’a,prés ce qui précede, et en remplacant B par C'U D on obtient :

fY(CuD)= f-1(CuUD)|0.25pt

= f~1(C)U f~1(D)| 0.25pt
= f~1(C)n f~1(D)| 0.25pt
= /74(C)n f~4(D) ] 0.25pt |
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