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Examen d’algébre I

Exercice 1. Parmi les propositions suivantes, déterminer celles qui sont vrais ou fausse tout en justifiant votre

répomnsc.

1. dogeN, 2<¢r 4

2.Va, b eRy, si: E%I::;’i—’f#a:b

3. Toute fonction continue sur R est dérivable.
4. vneN, 3peNtelquen(n+1)=2p.

Exercice 2. Soit £ = R?. On définit sur £ une relation binaire notée R par:
(a,b) R (c,d) & 3 A € R* tel que (c,d) = (Aa, Ab) .

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer la classe d’équivalence de {1, 295
Exercice 3. Soit G = R. On définit sur G la loi de composition interne notée * par

3 4
Vo, be @, axb=ag+b+=

6
1. Montrer que * est une loi commutative
2. Montrer que (G, *) est un groupe.
3. Soit
f i (G\ *) = (R‘ +)

z — 3r+ =

2

Montrer que f est un isomorphisme de groupe..

Exercice 4. Calculer le pged de A= X" —~1let B= e,

Pr. A. Djebabla



Corrigé

Exercice 1. Parmi les propositions suivantes, déterminons celles qui sont vrais ou fausse tout en
justifiant les réponses. |

L. dzeN, 2<z<4.

Cette proposition est vraie car pour t =3 € N,ona 2 < 3 < 4 —

b 2. Va, b eRy, si: =L =05

_a_
a+l = b+l
Cette proposition est vraie, en utilisant le raisonnement par absurde. Suppons que a # b

di o h
el s = s alors,

b
o b+1:>a(b+ ) (a+1)

= ab+a=0ba+b

=g = i
d’ou la contradiction avec le fait que a =b. —=

3. Toute fonction continue sur R est dérivable.

Cette proposition est fausse car la fonction |z| est continue sur R mais elle n’est pas
dérivable sur R. _s (1pr)

4. VneN, 3peNtel quen(n+1) = 2p.

Cette proposition est vraie, en utilise le raisonnement par récurrence.

Pour n = 0, il existe un p = 0 tel que 0. (0 + 1) = 2.0 (Vraie)
Pour n =1, il existe un p = 1 tel que 1. (1 + 1) = 2.1.(Vraie)

Supposons que la proposition est vraie pour n est on la démontre pour n + 1. Alors,

(m+1){n42) = nn+l)+2(n+1)
= 2p+4+2(n+1)
= 2(p+n+1)=2p.

=
D’ou, il existe un p’ € N tel que la proposition est vraie pour n+1. — / \(Y



Exercice 2. Soit £ = R? On définit sur E une relation binaire notée ¥ par:
(a,b) R (c,d) & 3 X € R* tel que (c,d) = (Aa, Ab).
1. Montrons que R est une relation d’équivalence.

a. R est réflexive car (a,b) R (a,b) pour A =1. —> A PB

b. R est symétrique car si (a,b) R (c,d) alors, 3 A € R* tel que (c,d) = (Aa, Ab), d’ou

¢ = Ja et d = b, donc

1 1
a-——xcetbz—d

A
ainsi il existe un N = 1 € R* tel que (a,b) = (¢, N'd) . D’o (c,d)R(a,b) _.—a@

c. R est transitive car si

(a, )R (c, d) = X € R* tel que (¢,d) = (Aa, AD)

(e, R (e, f) = XN €R* tel que (e, f) = (Ne,Nd),

= (Ne,Nd) = (Mg, XAb). D'ou il existe un X7 = X'A € R* tel que
5
2. Déterminons la classe d’équivalence de (1,2).

La classe d’équivalence de I’élément (1,2) est

13 = {(0deR 1,2)R(d)}
= {(c,d) € R’/ I A€ R" tel que (c,d) = (X, 2))}

done, c= A et d = 2. Dol
5-pa/rery. —0P
Exercice 3. Soit G = R. On définit sur G la loi de composition notée * par

1
Va, b € G, a*b:a+b+6



1. La commutativité: Soit a, b € G, alors,

i 1
a*b:a+b+6:b+a+6:b*a. _,__»@

Dot la commutativité.

2. Montrons que (G, *) est un groupe.
. L’associativité:

Soit a, b, ¢ € G, alors, d’une part

1 1l 1
a*(b*c):a*<b+c+6> :a+b—|—c+—+6:a+b+c+§. —?

6

D’autre part
1 £ 1 ‘
(wseh) we= a+b+g *c:a+b+c+6+6:a+b+c+§. =7 :

D’ou 'associativité.

. L’élément neutre. Comme la loi est commutative il suffit de démontrer ’existence de
I’élément neutre uniquement a gauche ou a droite.

1 1 Cps)
a*e:a@a+e+6:a:>e:—666‘. @

. Iélément symétrique: Soit a € G, alors il existe un o’ € G tel que axa' =e = —%.
Alors
. ol 1
T RO (= :
6 6 )
1 ; /| l”)

= a’:—a—geG. >
2. Seit

Fooeo dba e (8 ]

: 3 + —
B> T+2

Montrons que f est un isomorphisme de groupe.



a. f est un homomorphisme

Soit z, y € G, alors,
fmsyl = 3gayit=
= 3 e el
e b ViU Ll s
= f@+f0). —5 Zpl)
b. f est bijective
1. L’injection. Soit z, y € G, alors

1
f(:c):f()<:>3x—|--2—-—3y+ < z = y. d’ou l'injection ———)

2. La surjection: Soit y € R, alors, on démontre qu’il existe un z € G tel que
f(z) =y. Alors

1
) = perdid ey
1
& CE:g——EG. ‘
%8 I

D’ou la surjection. De 1 et 2 on déduit que f est une bijection.——= %4 F

Exercice 4. Calculons le pged de A = X* — 1 et B = X® — 1. En utilisant algorithme d’Euclide
donné par

7~ s
RO:A, etRI:B, ——zy C’i\f/s

Alors, pour n =1, on a v
S i B oy pand i -
Ry=Rih+ R e A=Bh+Re X' -1=(X3-1).X +X -1 __,>@

=A -5

_‘Ql *‘Rz
Comme R # 0, on continu pour n = 2, c’est & dire
R = R2Q2+R3<:>X3—1~(X )(X2+X+ JE D
_Q2 —Rg

—Rl

{ Rn—l = RnQn 4= Rn+17 n 2 1

Comme R3 = 0, alors le pged est le denier reste non nul c’est & dire pged (A, B) = X -1 "}@‘r



