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Examen Final (2018� 2019)

Exercice 01:(05pts)

1) Montrer, par l�absurde, que ln(3)
ln(2)

est un nombre irrationnel.

2) Soient k; k0 2 Z�. Montrer par contraposée que: (k:k0 = 1) =) (jkj = jk0j = 1):

Exercice 02:(09pts)
Soient f : Z �! Z et h : Z �! Z les applications dé�nies par :

8n 2 Z; f(n) = 2n+ 1 et h(n) =
�

n+1
2
, si n est impair

n
2
, si n est pair

1) Déterminer f�1(f�1; 0; 1g) et h(f�1; 0; 1g).
2) Etudier l�injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et h.
3) Préciser l�application h � f puis étudier sa bijectivité.

Exercice 03:(06pts)

Soit S la relation dé�nie sur R+ par : 8x; y 2 R+ : xSy () x2

x2+1
� y2

y2+1

1) Montrer qu�il s�agit d�une relation d�ordre.
2) L�ordre est-il total ? (justi�er).

Bon courage.
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Exercice 01:(05pts)

1) Supposons que ln(3)
ln(2)

2 Q; c-à-d ln(3)
ln(2)

= p
q
, avec p; q 2 Z�;

d�où ln(3q) = ln (2p) ; donc 3q = 2p; qui est impossible, car 3q est impair et 2p est pair.
Par suite ln(3)

ln(2)
est irrationnel..................(02pts)

2) Soient k; k0 2 Z�.
Pour montrer que: (k:k0 = 1) =) (jkj = jk0j = 1) par contraposée, il faut
montrer que ((jkj 6= 1) _ (jk0j 6= 1)) =) (k:k0 6= 1);.................(01pt)
On a ((jkj 6= 1) _ (jk0j 6= 1)) =) ((jkj > 1) _ (jk0j > 1))

=) ((jkjjk0j > jk0j) _ (jk0jjkj > jkj))
=) ((jkk0j > jk0j > 1) _ (jkk0j > jkj > 1)); car k; k0 2 Z�
=) jkk0j > 1
=) k:k0 6= 1.................(02pts)

Exercice 02:(09pts)
1) f�1(f�1; 0; 1g) = f�1; 0g et h(f�1; 0; 1g) = f0; 1g..................(1.5pts)
2)
2.1) Soient n; n0 2 Z; on a:
f(n) = f(n0) =) 2n+ 1 = 2n0 + 1 =) n = n0:
Alors f est injective..................(01pt)
2.2) Il su¢ t de prendre m = 0; soit n 2 Z; on a: 2n+ 1 6= 0, c-à-d: f(n) 6= m;
alors f n�est pas surjective..................(01pt)
Par suite f n�est pas bijective .................(0.5pt)
2.3) Il su¢ t de prendre n = �1 2 Z; n0 = 0 2 Z; on a: h (�1) = 0 = h (0),
mais: �1 6= 0;
alors h n�est pas injective..................(01pt)
2.4) Soit m 2 Z; Il su¢ t de prendre n = 2m; on a:
h (n) = h (2m) = 2m

2
= m:

Alors h est surjective..................(01pt)
Par suite h n�est pas bijective .................(0.5pt)
3) h � f : Z �! Z; et pour tout n 2 Z; on a:
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h � f (n) = h (f (n)) = h (2n+ 1) = (2n+1)+1
2

= n+ 1:.................(0.5pt)
3.1) Soient n; n0 2 Z; on a:
h � f(n) = h � f(n0) =) n+ 1 = n0 + 1 =) n = n0:
Alors h � f est injective..................(01pt)
3.2) Soit m 2 Z; Il su¢ t de prendre n = m� 1; on a:
h � f (m� 1) = h (2m� 1) = (2m�1)+1

2
= m:

Alors h � f est surjective..................(01pt)
Par suite h � f est bijective .................(0.5pt)

Exercice 03:(06pts)
1) Etudions la relation S:
1.1) Soit x 2 R+; on a:
x2

x2+1
= x2

x2+1
, c-à-d xSx:

Alors S est re�exive..................(01pt)
1.2) Soit x; y 2 R+; on a:
(xSy et ySx ) =) ( x2

x2+1
� y2

y2+1
et y2

y2+1
� x2

x2+1
)

=) x2

x2+1
= y2

y2+1

=) x2y2 + x2 = y2x2 + y2

=) x2 = y2

=) x = y; car x; y 2 R+:
Alors S est antisymétrique...................(2pts)
1.3) Soit x; y; z 2 R+; on a:
(xSy et ySz ) =) ( x2

x2+1
� y2

y2+1
et y2

y2+1
� z2

z2+1
)

=) ( x2

x2+1
� z2

z2+1
)

=) xSz
Alors S est transitive...................(01pt)
Par suite S est une relation d�ordre...................(01pt)
2) Soient x; y 2 R+; on a: x2

x2+1
; y2

y2+1
2 R+; donc ( x2

x2+1
� y2

y2+1
ou y2

y2+1
� x2

x2+1
);

c-à-d: ( xSy ou ySx).
Par suite S est un ordre total...................(01pt)
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