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TD opérations sur les ensembles

Exercice 1:
Montrer que :
1. (AcBetBc(C)= (Ac()
Solution :
L'hypotheseiciest A € B et B © C, c’est ce que I'on suppose vrai, et on doit prouver que A c C.
Soitx € A,orA c Bdoncx € BetcommeB c C doncx € C aussi; donc4 c C.

Exercice 2 :
1. Décrire I'ensemble des parties des ensembles suivants et déterminer le cardinal de chacun
d’eux:
0,A={a},B={ab}, C={ab,c} D ={a,b,c,d}
2. Endéduire que sicard( E) = nalors card(P(E)) = 2"

Solution :

1. P(@) = {0}
P(A) = {0,{a}} P(B) = {0,{a},{b},{a b}}
PC) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
PD) = {0,{a}, {b}, {c},{d},{a b} {a c}{a d},{b,c},{b d},{c d},
{a,b,c},{a,b,d},{a,cd},{b,c d},{a,b,c d}}

Ona:
Card (@) =1; card(A)=2 ; card(B)=4 ; card(C)=8; card(D) =16
Remarquonsque1 =20 ;2=21; 4=22; 8=23%; 16 =2*

2. Onva faire un raisonnement par recurrence:
Posons pour celap(n) :(card(E) = n) = (card(P(E)) = 2™)
Onap(0):(card(E) =0) = (card(P(E)) = 2°), orsicard(E) = 0alorsE = @ eton a
vu que Card (@) = 1 = 2°; donc p(0) est vraie
Supposons que p(n) soit vraie c'est-a-dire (card( E) = n) = (card(P(E)) = 2")
Montrons que p(n + 1) est vraie aussi, c'est-a-dire

(card(E) =n+1) = (card(P(E)) = 2"*1)

Sicard( E) = n+ 1, on peut choisir un élément x appartenant E, etona E = F U {x},avec
card(F) = n, donc card(P(F)) = 2"
On procede ainsi pour faire apparaitre un ensemble de cardinal égal a n pour pouvoir utiliser
I’hypothése de récurrence.
Dans I'ensemble P(E), il y a les parties de E qui ne contiennent pas x, et celles qui
contiennent x, celles qui ne contiennent pas x sont toutes les parties de F, leur nombre est
égale a card(P(F)) = 2™
Les parties qui contiennent x peuvent etre former en ajoutant a chaque partie de F
I’élément x, donc dans il y a 2™ parties de E contenant x, donc a total il y a 2" + 2™ = 2™*1,
donc card(P(E)) = 21,



Exercice 3 :
1. Montrer que pour touts ensembles AetBona:Ac AUB
2. Montrer que pour touts ensemblesAetBona:ANB c A
Solution :
1. Soitx € A4, la propositon x € A ou x € B est vraie car dans cette disjonction il y a une
proposition vraie, celle de ’hypothése x € A, doncx E AUB ,doncA c AUB.
2. Soitx€eANB,doncxeAdetx € B,doncx € A, doncANBCA

Exercice 4 :

Montrer que pour tous ensembles A, B,C on a:

1. AN(BUC)=(MANB)UANC) 2AU(BNC)=(AUB)N (AU )
Solution :

def
1. AN(BUCO)=(ANB)UMANCO)]S[xeAn(BUC)=xe(ANB)UANO)]
On peut donc utiliser une table de vérité :
Pour chaque ensemble figurant dans I'égalité in faut une colonne, et le nombre de ligne est
égale aux nombres de possibiliés qui est égales a 8

Ona:
xX€EA| x€EB | xe(l X x€EANC | x x X
€EANB €EBUC| €AN(B € (ANB)
uQl) UAno
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

On remarque que les lignes de méme niveau des deux derniéres colonnes ont les mémes
valeurs de vérités, donconabienx EAN(BUC) © x € (ANB)U (AN C), c'est-a-dire
ANBUC)=(ANB)UANC)

Exercice5 :
A, B, C sont des parties d’un ensemble E. Montrer que :
1. A-B=AnBE
2. AnAfF =9
3. AAB=(AUB)—(ANnB)
4. A—(BUC)=A-B)nA-0)

Solution :

1. Rappelons que pour montrer que deux X et Y ensembles sont égaux, on peut le faire au
moins de deux fagons, soit on montre que pour toutxonax € X & x €Y, soit on montre
queX CcYetY CcX.

Dans notre cas on va montrer |'égalité en utilisant I'équivalence :
XEA-Box€ElAdetx¢BeoxcAetxeBE = xeAnBE



Ici on va utiliser un raisonnement par I'absurde pour montrer I'égalité :

Supposons qu’il existeunx € AN AF,ona:

x€EANAE & (x € Aetx & A), or la proposition x € A et x & A est fausse, il en est de
méme donc pour la proposition x € A N AE, donc x & A N AE, donc pour tout x dans E

x&ANAE doncAnAfF =9
1. 7Morgan
(AUB)—(ANB)Z2(AUB)N(ANB) = (AUB)N(AUB)
=(ANAUMANB)UBNAUBNB)
=(AnNnB)U(BNA) carANA=BnNnB=¢
1.
2(A—B)U(B—A)=AAB
1 morgan 1

A-(BUOZ2ANBUO £ AnBnO=@ANBNANEOZ2(A-B)N(B—A)



