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TD structures algébriques

Exercice 1
On définit dans Z une loi de composition interne par a * b = a? + b?
Etudier les propriétés de cette loi.
Solution
1. Laloi est commutative : en effet pour tous a, b dansZon a
ax*b=a?+b>=b*+a’>=bxa
2. laloin’est pas associative en effet :
1x(2%3)=1%(22+3%)=1%13=12+132=170
(1x2)*«3=(12+2%)x3=5%x3=52+32=34
Doncl*(2%3)# (1%2)=3
3. Laloin’admet pas d’élément neutre en effet :
pourtoutedansZex(e+1) =e?+(e+1)2=e?+e?+2e+1=2e%2+2e+1
si e était neutre alorse x (e + 1) = e + 1 c’est a dire 2e? + 2e + 1 = e + 1 autrement dit
2e? + e =0doncsoite = 0soite = —1/20or—1/2 ¢ Z donce = 0 mais 0 n’est pas
neutrecar2*0 =4+ 2
Donc la loi n"admet pas d’élément neutre

4. Existence d’élément symétrique : il n’y a pas d’élément neutre donc le concept de

symétrique pour cette loi est absurde.

Exercice 2
On définit dans R les lois a x b = inf (a,b) eta o b = sup (a, b)
1. Montrer que ces deux lois sont commutatives et associatives.
2. Montrer que * est distributive par rapport a o
3. Ces lois ont-elles un élément neutre.
Solution
1. La commutativité est évidente.

Associativité de la loi x : pour tous a, b, ¢ dans R on peut supposerquea < b < cetona:
(axb)xc=inf(a,b) xc = axc =inf(a,c) =a
ax(bxc)=axinf(b,c) =axb =inf(a,b) =a

Donc la loi inf est associative

Associativité de la loi o: pour tous a, b, c dans R on peut supposerquea < b < cetona:

ao(boc)=aosup(b,c) =acc=sup(ac)=c
(aeb)oc=sup(a,b)occ=boc=sup(bc)=c
Donc la loi sup est associative
2. Distributivité de la loi * par rapport a la loi o

Pour tous a, b, c dans R on peut supposerquea < b < cetona:
a* (b oc) =sup(a,inf(b,c)) = sup(a,b) = b
(a*xb)o(axc) =sup(a,b)osup(a,c) =boc=b
Etonaax(boc)=(axb)o(axc)
bx(acc)=>bxinf(a,c) =b*a=sup(b,a) =»b
b xa)o (bxc)=sup(b,a)esup(b,c) =boc=inf(b,c) =b
Etonabx(aoc)=(bxa)o(bxc)
cx(boc)=cxinf(b,c) =cxb =sup(c,b)=c
(c *b) o (c xa) = sup(c,b) esup(c,a) = coc =inf(c,c) =c¢



Et doncaussic x (boc) = (c*xb) o (c*xa)
Donc dans tous les cas de figureonaa x (boc) = (axb) o (a*c).

3. Existence d’élément neutre pour la loi inf
Supposons que cette loi admette un élément neutre m, alors pourt tout a dans R on a
aecm=a etsionprenda=m+ lalors(m+1)sm=m+lor(m+1)* m=
inf(m,m + 1) = m doncm + 1 = m ce qui est absurde donc cette loi n’admet pas

d’élément neutre.
Existence d’élément neutre pour la loi sup

Méme raisonnement pour voir qu’elle n’en admet pas.

Exercice 3

On définitsur [0,1] laloiacb=a+ b —ab
1. Montrer que cette loi est interne
2. Etudier les propriétés de cette loi.

Solution
1. a+b—ab=a(l-b)+b=a(1l-b)+Bb-D+1=b-D(1-a)+1

Or[0<a<let0<b<1]donc[0<1—-a<let—1<b—1<0]doncsionmultiplieles

deux membres de cette derniere inégalité par (1-a) alors

—1+a<(b-1)(1-a)<0or—-1<—-1+adonc—1<(b—1)(1-a)<0onajoute1aux
deux membres pour obtenir0 < (b —1)(1 —a) +1 < 1c'est-a-dire0 <aob < 1letdoncla

loi est interne dans [0,1].
+ commut
2. laloi est commutative:aecb=a+b—ab~ = b+a—ba=boa
Xcor\-rv:mut
la loi admet un élément neutre : c’est visiblement0:0ca=04+a—0.a =a

et 0 est bien dans [0,1].
La loi est associative :
(aeb)oc=(a+b—ab)ec=(a+b—ab)+c—(a+b—ab)c

+ assoc + commut

2 agq4+b—ab+c—ac—bc+abc = a+b+c—ab—ac—bc+abc

ao(boc)=ao(b+c—bc)=a+b+c—bc)—alb+c—bc)
=a+b+c—bc—ab—ac+abc=a+b+c—ab—ac— bc+ abc

Onabiendonc(aeb)oc=ao(boc)

Recherche des éléments symétrisables

a admet un symétrique a~ ! si et seulementsiaca™! = a~1 o a = 0 et il suffit de vérifier

une seule de ses égalités :

acal=0oa+al-aal=0=a'(1-a)=-a
Sia = 1:on obtient 0 = —1 ce qui est faux, donc 1 n’a pas de symétrique
Sia#1:a 1 =—--2 mais —— < 0 donc

1-a 1-a

sia=0alorsa™ !l =0,
etsia # 0 alors —ﬁ < 0 donc —ﬁ € [0,1] et donc a n’a pas de symétrique.

Donc seul I’élément neutre 0 admet un symétrique.

Exercice 4
On définit dans | =]—1,1[laloiaxb =

a+b
1+ab




1. Montrer que cette loi est bien interne dans J.

2. Vérifier que (J,*) est un groupe commutatif.
Solution
Dans cet exercice il suffit de remarquer que (a + b) et 1 + ab font partie d’'un développement du
produit de facteur (1 + a)(1 + b)

1. Laloiestinterne dansJ:
a€j=-1<a<l=0-a)>0
abej=0—-a)(1-b)>00r[(1—a)(1—b)=14+ab— (a+b)]donc

1+ab—(a+b)>0]=[l+ab>a+bh]=1>""

D’autre part remarquons que [(1 +a)(1 +b) =14+ ab + (a + b) > 0] donc
a+b

1+ ab
b . .
Onadonc—1< % < 1, autrement dit pour tous a,b dans Jonaa * b € ] et laloi est

ceci d’'une part ;

1+ab+(a+b)>0=[14+ab>—-(a+b)]=-1<

donc interne dans J.

+ commut
a+b —_— b+a

1+ab “ 1+ba
X commut

2. Commutativité : pourtousa,bdans/:a*b =

a+b
1+ab
dithb =0 = a * 0 = a et comme la loi est commutative alorsa * 0 = 0 * a = a donc 0 est

3. Element neutre : si on regarde bien = a, on voit que b = 0 réalise I'égalité, autrement

I’élément neutre.
4. Element symétrique :si on observe bien % = 0onvoitqueb =—aetonaax*(—a) =
(—a)*a=0,deplus (-1 <a<1)=(-1< —a<1),cest-a-dire que —a € J, donc
pour tout a dans (—a) est le symétrique de a.

5. Associativité : pour tout a, b,cdansJona:

b a+b+c ) ,
a*(b*C):a* +C= 1+bC :a+ +C+CI,C
1+be 1+au 1+ bc+ab+ac
"1+ bc
b atb . ; ,
@ebyrc=Fb _THap™ _atrbtctabe
1+ab 1+a+b 1+ ab+ ac+ bc
c
1+ab

Onabiena* (b *c) = (a=*b) * c et donc la loi est associative.

Ainsi (J ,*) est bien un groupe commutatif.

Exercice 5
On considere les quatre applications suivantes de R dans R :

fiixox fiixo-n frixot  frxo L
Montrer que ces applications forment un groupe pour la loi ° de composition des fonctions.
Solution

Il est facile de voir que la loi de composition des fonctions est internes dans {f3, f2, f3, f4a} en
composants les fonctions entre-elles, la fonction f; est I'’élement neutre, et en remarquant que

I'inverse de I'inverse est neutre, ainsi que I'opposé de I'opposé est neutre aussi. On a le tableau de



composition suivant construit en composant les fonctions de la colonne gauche avec celles de la igne
horizontale du haut :

f, f, f, f,
f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f,
f, f, f, f, f,

la loi est commutative, la fonction f; est I'élément neutre, toute fonction est son propre symétrique,
et je vous laisse le soin de vérifier que la loi est associative.

Exercice 6

Soit (G,*) un groupe tel que Vx € G: x * x = e ou e est I'élément neutre
Montrer que la loi est commutative.

Solution

Pour tousx,y dansG ona:

xxx=e=yxy=(xxy)x(x*y)=G*xx)*y*y)

assoc
() x(x*xy) =@x*0)x(y*y) S xx(yrx)xy=x*(x*xy)*y
=x txxxrx)xyxy =0Tt xx(xxy)xyxyt
Assoc
S @) @) r@ry D= x ) x@ry) s (yry )
=ex(yxx)xe=ex(xxy)*e
S YyxXxX=Xx*Y
La loi est donc bien commutative.

Exercice 7
1. Est-ce que (]0,1],%) est un sous-groupe de (R*,X).
2. Est-ce que le cercle C(0; 1), d’équation x? + y% = 1, muni de I'addition dans R? , est un
sous-groupe de R?.
Est-ce que E = {(x,y) € R?: xy = 0} muni de 'addition est un sous-groupe de R?
Méme question pour (AU B, +) avec 4 = {(x,y) € R%:y = 0} et B = {(x,y) € R?>:x = 0}.
Est-ce que la droite D, = {(x,y) € R?:y = ax} muni de I'addition dans R.
Meme question pour la droite Dy, = {(x,y) € R*:y = ax + b}ou b # 0.
Est —ce que le plan P = {x,y,z) € R3:ax + by + cz = 0} muni de I'addition dans R®.

i A

Meme question pour le plan P, = {x,y,2) € R3:ax + by + cz = c}olc # 0.



Solution
1. Le symétrique de 1/2 est 2 mais 2 n’appartient pas a ]0,1], donc (]0,1],X) n’est pas un sous-
groupe de (R*,X).
2. A=(0;1)€C(0,1), B=(1;0) € €(0,1) voyons si A+B est dans le cercle C(O,1) :
(A+B)=(1,1)et1?2+12=2 # 1doncA+ b & C(0; 1) donc I'addition dans C(O,1) n’est
pas interne dans C(O ;1) n’est pas un sous-groupe de R
3. 1Xx0=0et0x1=0donc(1,0)€Eet(0,1) € E mais (1,0) + (0,1) = (1,1) et
1x 1+ 0donc(1,0) + (0,1) € E donc I'addition n’est pas interne dans E donc E n’est pas
un sous-groupe de R
4. Remarquerque AUB =F
5. D, est un sous-groupe de (R® ,+) en effet :
* (x,y)ED et(x,y)eD, = y=axety =ax'
CCy)+ &, y)=C&+x",y+yHory+y =a(x+x")donc(x,y) + (x',y') € D,
= Le symétrique de (x,y) est (—x, —y) pour 'addition dans R?, donc si (x,y) € D,
alors y = ax donc —y = a(—x), ce qui signifie que (—x, —y) € D,
Ainsi D, est un sous-groupe de(R?, +)
6. Lélément neutre(0,0) de R? n’est pas dans D, eneffet0# 0+ bcarb # 0donc D,y
n’est pas un sous-groupe de (R?,+)
7. P estun osu-groupe de (R*+) en effet :
» (x,y,z)EPet(x,y',zZYeEP=ax+by+cz=0etax'+by +cz' =0
y,2)+ Yy, Z)=(+x,y+y,z+2)oralx+x)+b(y+y)+cl(z+2)=0
Donc(x+x',y+y',z+2) € P autrementdit (x,y,z) + (x,y,Z) €P
= Le symétrique de (x,y, z) est (—x, —y, —z) pour I'addition dans R?, donc si
(x,y,z) € Palorsax + by + cz = 0 donc a(—x)b(—y) + c(—z) = 0, ce qui signifie
que (—x,—y,—z) €P
Ainsi P est bien un sous-groupe de (R3,+).
8. P.n’est pas un sous-groupe de (R3,+) en effet vu que a.0 + b.0 +¢.0 = 0 # ¢, 'élément
neutre (0,0,0) & P.

Exercice 8

On considére 'ensemble des fonctions F: {f,: C — C telles que f(z) = az aveca € C et |a| = 1}.
Montrer que (F,0) est un groupe commutatif, ou o représente la composition des fonctions.

Solution

La loi est interne : en effet pour tout zdans Con a

(fa o fo)(@) = fo(f5(2)) = fa(b2) = a(bz) = (ab)z,donc f, © f, = fap, etsify €Cetfy €C
alors |a| = 1 = |b|, et comme |a| X |b| = |ab|, alors |ab| = 1, ainsi f,;, € F, c'est-a-dire f, o f, € F
La loi est commutative

D’apres ce quivientd’étrevuonafy,ofy = fub = foa = fo ° fa

La loi admet un élément neutre

fa° fp = fap et sion prend b=1alors f; o f; = f,«1 = f, - La loi est commutative donc f; est
I’élément neutre, rappelons que f;(z) =1 Xz =2z

La loi est associative

Jaefo)efe=favofe= f(ab)c = fa(bc) =fa° foc=fa° (o fe)

Calcul du symétrique de f,
Soit fy, fp, fr dans F :




fp est le symétrique de f, si et seulement si (f, © f) = (fp © fz) = f1 autrement dit f,;, = foa = f1
On a f,p = f1 lorsque pour tout zdans C, f,,(2z) = f1(2), c'est adire (ab)z = zd'olab =1, et

comme |a| =1 +# 0donca # 0dou b = %de plus |§| = ﬁ = 1 donc f1 € F. Et comme la loi est

a

commutative alors (fy o f1) = (f1 o f;) = f; donc tout fonction f, de F admet un symétrique.
a a

Ainsi (F,o) est un groupe commutatif.

Exercice 9

Déterminer toutes les bijections f:{0,1} - {0,1}

Montrer que I'ensemble de ces bijections muni de la composition des fonctions forment un groupe.
Solution

Il'y deux bijections : f; = (2 : (1)) etf, = ((1) : (1))

ith=h fA°f2=1 Rh=fh LRfh=h

On voit que la loi est une loi de composition interne, elle est commutative. Son élément neutre est
f1. Le symétrique de f; est f, lui-méme. De meme pour f;.

Reste a vérifier I'associativité :

(1°f)°f2 = fifa=fa et 1i°(fi°f2) = fi°f2 = f2 donc (f1°f1)°f2 = fi°(f1°f2)-

(1°f2)°fi = L°i=f2 et fi°(2.°f1) = f1°f2 = f2 donc (f1°£2)°f1 = f1°(F.°f1)

L) =R°f=h et (R°R)°H=Af1=f doncf,°(f2.°f1) = (.°f2)°h

Etc...

Exercicel0
Soit (G,*) un groupe, e son élément neutre, et a un élément de G.

1. Soit H={x € G:a*x = x *a}.Montrer que (H,*) est un sous-groupe.

2. On suppose de plus que G est commutatif. Montrer que Test un sous-groupe.

T={xeG:An€eN,x" =e}, x" =x*x*..%X
n fois

Solution
H est un sous-groupe

= Pourtoutx,ydansHona:a*x=xx*aet a*y=y+*a dou

ax(xxy)=(a*xx)xy=(x*a)xy=x*(@a*y)=xx(y*a)=(xxy)*a
Donc x *y € H, donc |a loi est interne dans H

* Soitx dans ,donc a*x = x * aq, il S’agit de montrer que x !

1

appartienta H :
axx = x*xa=>xt*x(a*x)*x T=x"1x(x*a)*x"
= txa)*s(xxxD)=O"Txx)x(axxh)
= x lxa)xe=ex(axx"1)
=xlxa=axx"?!
Donc x~1 € H. Donc H est bien un groupe.
T est un sous-groupe

» Soientx, ydansT, alors il existe n, m dans N telsque: x" = eety™ =e.
donc (x™)m =e™ =¢ et (y™)" = e™ = e autrment dit x™" = y""M =¢
* commut
Ona(x*y)" = (x*xy)*(x*xy)x..x(xxy) = (xrx*.xx)*(Y*y*..xy)

nm fois nm fois nm fois

=xnm*ynm=e*e=e



Doncx*y €T

1, Lk x—l — (x—l)n

» Six"=ecealors(x™) =€ l=cor(x") ' =(x*x*..xx)" L =x"
Doncx ' €T

T est bien un sous-groupe.

Exercice 11
Montrer que la fonction exp : (C,+) — (C*,X) est un homomorphisme de groupe. Déterminer son
image et son noyau.
Solution
eZt? = e% x e?, donc exp est un un homomorphisme de (C,+) dans (C*, x).
= Ker(exp):
L’élément neutre du groupe (C*,X) est 1 ; donc ker(exp) = {z € (C,+):e* =1}
Posonsz =re?. Onae? =1 (re'? = 1) & (re? = 1e?°) & (r = 1et § = 2kn)
Donc z = 1e?*™ d’ol Ker(exp) = {2ikn: k € Z}
= Im(exp):

Soitw =re'®, posonsa = Inretetz=a+ifalorse? =e i6 i6

atit — oa ol = yelf =y ce qui

veut dire que exp est surjectif et donc Im(exp) = C*

Exercice 12
Déterminer tous les homomorphisme de (Z, +) dans lui-méme. Quels sont ceux qui sont
injectifs ?surjectif ?
Solution
Tous morphisme f doit vérifier f(x + y) = f(x) + f(y)
Six=y=0alors f(0+ 0) = f(0) + f(0) autrement dit f(0) = 2f (o) donc f(0) = 0.
Posons f(1)=a
f(A+1)=f(1)+ f(1) c'est-a-dire f(2) = 2f (1) = 2a
Par récurrence on peut prouver que pour tout n dans N, f(n) = an ( faites-le).
fA+ED))=fD)+f(-)doul0=a+ f(—1)donc f(—=1) = —a
fE)=f(D+ D)) =fD+f(-1) =—2a
et par récurrence on prouve que pour tout n dans N ona f(—n) = —an.
Donc pour tout x dans Z on a f(x) = ax aveca = f(1)
= Caractérisations des morphismes surjectif
f est surjectif si et seulement si il pour tout m dans Z existe un entier relatif n tel que
m = f(1).n donc f (1) divise tout les entiers relatifs donc f(1) = 1 ou f(1) = —1, donc
f(n)=noufn)=—-n.
Cette condition reste suffisante vu que clairement ces deux fonctions sont surjectives.
= Caractérisation des morphismes injectifs
Si £(1) # 0 alors f est injective, sinon si f(1) = 0 alors f est la fonction nulle et donc f n’est pas
injective.



