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Exercicel. 1- Montrer par contraposition que si le reste de la division de

22 4+ y? + 22 par 2" est —1 alors x, y et z sont, soit tous les trois impairs, soit
deux sont pairs.

2- Reprendre la démonstartion précédente en utilisant un raisonnement par
I’absurde.

Solution: On veut montrer que :

SI pour tous z, y, z, et pour tout n, z%+y?+22=—1[2"] ALORS uz, y,
z sont tous imapirs ou deux sont pairs.

La phrase aprés ALORS est la suivante: [(« impair) ET (y impair) ET (z
impair)] OU [(z pair) ET (y pair)]. (On peut penser a prendre z impair dans
la deuxiéme assertion aussi, c.a.d. dans [(x pair) ET (y pair)])

Remarque: Dans [(z pair) ET (y pair)], on peut remplacer (z et y) par (z et
z) ou (y et z) et ceci du fait qu’il y a une symétrie par rapport a x,y et z dans
I'expression: x2+y%+ 2% = —1 [2"]. Donc un choix suffit & cause de la symétrie.

Par contraposition: Montrons que SI [(z pair) OU (y pair) OU (z pair)]
ET [(x impair) OU (y impair)] ALORS il existe au moins z, y, z, et n tel
que z? 4+ y* + 2% est non congru a —1 [2"].

On part de:  [(x pair) OU (y pair) OU (z pair)] ET [(z impair) OU (y
impair)]  VRAI, donc on part de: [(z pair) OU (y pair) OU (z pair)]
VRAI ET |[(x impair) OU (y impair)] VRAL

Pensons au OU exclusif !

On remarque que "z pair" figure dans [(x pair) OU (y pair) OU (z pair)] et
aussi dans [(x impair) OU (y impair)]. (Voir la phrase écrite entre parentheéses
a la 5™ et 67" lignes). Donc Prendre z pair (sans penser & la parité de = et
y,d’ou le OU exclusif) nous donne [(x pair) OU (y pair) OU (z pair)] VRAI
ET  [(z impair) OU (y impair)] VRAL

Maintenant cherchons au moins un x, un y et un n, avec un z pair, de telle
maniére que x2 + y% + 22 ne soit pas congru a —1 [2"].
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On peut choisir:

x impair, y pair, z pairet n =0, 22 +y?> + 22 =42 +k+ k2 + k") +1=0
[1] ou

T pair, y impair, z pairet n =0, 22 +y? + 22 = 4> + k2 + K + k") +1=0
[1] ou

x impair, y impair, z pair et n = 1, 22 +9%+22 = 4(K> +k+Kk? +K +k"*)+2=0
[2]. Les deux premiers choix sont triviaux donc pas vraiment importants. Le
troisiéme est le bon choix. D’ou la contraposée.

AUTRE METHODE pour la contraposée:
Montrons que SI [(z pair) OU (y pair) OU (z pair)] ET [(z impair) OU (y
impair)] ALORS il existe au moins z, y, z, et n tel que z2 + y? + 22 est non
congru a —1 [2"].

[(z pair) OU (y pair) OU (z pair)] ET [(x impair) OU (y impair)]

<= [(z pair) ET (x impair)] OU  |[(y pair) ET (z impair)] OU
[(z pair) ET (z impair)] OU [(z pair) ET (y impair)] oUu

[(y pair) ET (y impair)] OU  [(z pair) ET (y impair)]

Or les assertions [(« pair) ET (x impair)] et [(y pair) ET (y impair)] sont
FAUSSES, donc il reste :

[(y pair) ET (z impair)] OU  [(z pair) ET (z impair)] OU

[(z pair) ET (y impair)] OU  [(z pair) ET (y impair)].

Puisque [(z pair) ET (x impair)] et [(y pair) ET (y impair)] sont FAUSSES,
alors supposons (z impair) et (y impair).

Dans ce cas il reste: [(z pair) ET (x impair)] OU |[(z pair) ET (y impair)].
En conclusion: pour z impair, ¥ impair, z pairet n =1, 2?24 y?+ 22 =
Ak +k+K?+ K + k") +2=0 [2]. D'ou la contraposée.

Par 1’absurde:
On veut montrer par I’absurde que :

SI pour tous x, y, z, et pour tout n, z%+y?+22=—1[2"] ALORS uz, y,
z sont tous imapirs ou deux sont pairs.

Dans ce cas supposons que toute I'implication ci-dessus est fausse, c.a.d, on a:
[ pour tous z, y, z et pour tout n, z2+y?>+22=-1[2"] ] ET
[[(z pair) OU (y pair) OU (z pair)] ET [(x impair) OU (y impair)]].

On part de:
2?2+ y?+22=-1[2"] VRAI pour tous z, y, z et pour tout n
et [[(z pair) OU (y pair) OU (z pair)] ET [(x impair) OU (y impair)]] VRAL

Maintenant il faut faire un raisonnement et trouver une contradiction.



Comme [12+y?+2%2=—1[2"] | est VRAI pour tous z, y, z et pour tout

n, alors ¢a sera vrai pour x = 1, y = 1 et n = 1. Bien stire, pour

x=1cet y=1, [[(x pair) OU (y pair) OU (z pair)] ET [(z impair) OU (y impair)]]
est VRAI & condition que z soit pair. En remplagant x = 1, y = 1l et n =1

dans 2% + 3% + 22 = —1 [2"], on trouve 2 + 22 = —1 [2], soit 22 = —1 [2], soit 2

impair, donc contardiction car z est pair.

Exercice2. Soit n un entier naturel. On se donne n + 1 réels, zg, z1, ..., T,
de [0, 1] vérifiant: 0 < 29 < 21 < ... <z, < 1. On veut démonter par 'absurde
I’assertion P suivante:

P : 11y a deux de ces réels qui sont distants de moins de 1/n.

1- Ecrire a 'aide de quantificateurs et des valeurs x; — z;_1 une formule logique
équivalente & P.

2- Ecrire la négation de cette formule logique.

3- Rédiger une démonstartion par ’absurde de P.

Solution: 1) Selon ’énoncé on a, en supposant que ¢ < j:
1

Ji=1,..,n; Ij=1,...,n tel que |z; —x;|=z; —x; < —.
Puisqu’il existe deux nombres x; et x; qui sont distants de moins de — alors
n
certainement il existe deux nombres consécutifs x; et x;_1 qui sont distants de

. 1 . . . .
moins de —. Donc on peut écrire la formule logique équivalente & P comme suit:
n

1
Ji=1,..,n tel que (z;—x;—1) < —.
n

1
2) La négation est: Vi=1,..,n; (z;—xi_1) > —.
n
1
3) Par absurde on suppose que: 3 i=1,...,n tel que (z; —x;—1) < — est
n

1
fause. Donc on suppose que V i = 1,...,n; (x; —x;—1) > — est vraie. Puisque
n

1
(x; —x;—1) > — est vraie pour toutes les valeurs de i dans ’ensemble {1,2,...,n}
n
alors on aura: L 1
(Tn—Tp—1) > - (Tp—1—Tp—2) > — (Tp—2—Tp_3) > e et (z1—mp) > —
d’ou : )
(xn —z0) = (T — Tp-1) + (Tn-1 — Tp—2) + ... + (x1 — o) > n -

Donc =z, —xg > 1, ce qui est absurde.
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Exercice3. Démontrer par récurrence que: Vn € N — {0, 1,2, 3}, n? <27,

Solution: Pour n = 4 ona 42 < 2% soit 16 < 16 ce qui est vrai. Fixons
maintenant n dans N — {0,1,2,3} et supposons que n?> < 2". Montrons alors
que pour ce n fixé on a (n+1)% < 2n+L,

(n+1)?2 =n?+2n+1 < 2" +2n+ 1. Montrons maintenant que 2n+1 < 2" pour
tout n € N—{0,1,2,3}. Pourn = 4on a9 < 2% soit 9 < 16 ce qui est vrai. Fixons
n dans N — {0, 1,2, 3} et supposons que 2n + 1 < 2" et montrons que pour ce n
fixé ona2(n+1)+1 < 2" Onabien 2(n+1)+1 = 2n+1+2 < 2742 < 27427,
Donc (n + 1)% < 2" + 2" soit (n + 1)% < 27+L,
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