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Exercice n 1

Montrer que la fonction x — xcos(x) est une primitive, sur R, de la fonction x — cos(x)
T
Calculer / (cos(x) —xsin(x)) dx.
0

—xsin(x).

Solution
x +— xcos(x) est dérivable sur R de dérivée x — cos(x) — xsin(x).
T
/ (cos(x) —xsin(x))dx = [xcos(x)]§ = :
0
Exer@isein 2
1
Calculer / (1 —x)v/xdx.
0
Solution 1
1 1 3 23 25 2 2 4
1— = 2 —x2 = |=x2 — —=x2| =——=—=| — |
/0( x)v/xdx /O(x x2)dx {3)( ¥ ]0 375|135

Exercice n 3

Tx>

1
Calculer /0 mdx.

Solution

L7
= /0 ﬁdx. On pose u(x) = x> +2 donc u’(x) = 3x>.
u'(x) 7

’:[fgxwwfhzﬁ{Tiiﬁzg[‘%‘<‘gﬂ::%?

Exercice n 4

Calculer

I

Solution
On pose u(x) = x> 42 donc u/(x) = 3x%.

/01 (% xu/(X)u(x)i) dx:% [u(lx)l;r

g(\“/ﬁ—%).

L2
I:/-————x:
0 vVa3+2

4 1
1= uw]

donc | I =
0
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Exercice n 5

3
Calculer / ﬂdx.
2 (x—1)°

Solution
Pour tout x appartenant a [2,3],

x+1  (x-1)+2 1 2 4 -
R S e e
3 -3 473
_ 14 _1\-S _[&=1) (x—1)
/2 ((x D4 42(x—1) >dx—[ St
3
- [_3(;;1)3 - 2(x11)4]2 - (_ﬁ - 31_2) - (_% - %)
_ 73
]
Exer@ige n 6
T
Calculer / sin(x) cos® (x) dx.
0
Solution .
T
/ sin(x) cos® (x) dx = |:—1COS4(X):| _ 1 ((—1)4—14):@.
0 4 0 4
Exer@fe n 7
/3
Calculer / cos® (x) dx.
/6

Solution
/ cos’ (x)dx = / cos(x) cos?(x)dx = / cos(x) (1 — sin®(x) )dx = sin(x) — %sin3 (x).

[sin(x) - %sin3(x)} ZZ = ? - % (?) | N (é - % (%)3>
-

NS

C3V3Y /1 1N _3V3 11 9\/§—11
24) (3—21) =% = ——

Exercice n &8

/6
Calculer / sin®(x) cos’ (x) dx.
0
Solution
On écrit sin®(x) cos® (x) = sin?(x)(1 — sin?(x))?cos(x) = (sin?(x) — 2sin*(x) 4 sin®(x)) cos(x).

Primitive : % sin® (x) — % sin® (x) + % sin’(x).
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. , 407
Avec sin(m/6) = 1/2, le résultat est ﬁ - %2) + 7(1128) =5 % + ﬁ = T340 |
Exer@ise n 9
/3
Calculer / cos?(x) dx.
0

Solution . 5
On linéarise : cos?(x) = —|—c+(x)‘
/ﬂ/3 1 +cos(2x) e | X4 sin(2x) 7/3 @ sin(2n/3) | =@ n V3

0 > YT 274 ], "6 4 |6 8]

Exerciece n 10

/3
Calculer / cos*(x) dx.
0

Solution

On utilise la formule d’Euler ou l% linéarisation successives :
cos*(x) = (cos?(x))? = (M) = 2(142cos(2x) +cos?(2x))

(—cosx — sinx)

o] i

u' = cosx+sinx. Donc I +J =

Sinx — cosx 2n/3
—dx=

Sinx — COSX

1=3I+D)+T-T))

cos*(x) = (1 +2cos(2x) + 1+COS = 2 + L cos(2x) + § cos(4x).
7/3 1 1 3 2 4x)1™3
/0 (8 ) cos(2x) + < g cos(4x)> dx = [gx o smi %) sm3(2x) .
= E_+”!: nyz ZE Zl[?
8 8 8 64 |
Exercice n 11
21 /3 i 2m/3
On pose I = / _Sde et J = ,(:de.
n/3 sinx—cosx m/3 sinx—cosx
Calculer I+J. Calculer I —J. En déduire I et J.
Solution
- I +J = / smx+cosxdx. Le numérateur est la dérivée de sinx — cosx — constant 7 Non,
sinx — cosx

—(cosx + sinx) est la dérivée de (cosx —sinx). Si u = sinx — cosx,

72;%3 =|In(2++3)|

[In|sinx — cosx]]

T
ldx=|—=|
x

T 1
g+§1n(2+\/§) et

/3

_ J:%((H—J)—(I—J))——g+%ln(2+\/§).

A Prof:Kamel Maatallah

#9 9025-2026 © 4 Maths

3/k1




(23-12-2025)

2025-2026

Année scolaire:

4 Maths

lycée Tahar Sfar Sousse

Prof: Kamel Maatallah

Exercice n 12

T
Calculer / xsin(2x) dx.
0

Solution
On pose u(x) =x et v( ) ;
On a u/(x) =1 et V/(x) = sin(2x).
T ” T
/ xsin(2x) dx = [ } _cos(2 ) dx
0
T T
/ xsin(2x)dx = —— —l— [s1n( x))g = ~5 |
0

Exercice n 13

T T
On pose I = / x%cos?(x)dx et J = / % sin®(x) dx.
0 0

Calculer 1+J. Calculer 1 —J.

En déduire I et J.

Solution

.I+J / (cos x+smx :/ :% :%.
. I J= / cos x — sin’ x) /
Double Intégration par parties sur / 2 cos(2x)dx
0
T 2 T
/ x?cos(2x)dx = [xzwmt — / xsin(2x)dx =
0 0
7 cos(2x) m 1sin(2x),, =©
| =L
0 2 2 2 2

w

I 1=3(5+D etT=3(5 1),

T
— / xsin(2x)dx = [x
0 2

Exerciée n 14

! 1

Encadrer I = —Zdt
o 1+t+1

Solution

Sur [0,1], 1 <1474 <3. Donc 1/3 < 1=

< 1. Intégration sur [0, 1] donne 1/3 <7< 1.

A Prof:Kamel Maatallah
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Exercice n 15

2x 1
— et
x V241

Montrer que, pour tout x > 0,

Soit f définie sur R par f(x) =

2x _ _1
/th\/t4—|-t2 122+ Vit + 12+ )

Vm——

1
. En déduire que hm xf(x) = X

Montrer que, pour tout x € [1,4-oo], ‘f(x) — %C‘ <5 2 liry

Solution

Pour tout x > 0, }f(x) —

{ 2x 1 2x 1
M=l e [ L
X l4+tz—|—1 x 1

R P S
. LRI ! tzm
2% (t*+12+1) > 1
AthET_W+ﬁWF_3‘ | mE
On en déduit que tout 0 — 5l < ) !
que, pour tout x > 0, }f(x) 2% —g tz\/m_Tz(t2+\/t4+T)
. b t-+1
OLWH$:72ﬂ9+¢Fnﬁﬁzm“““KthET_W+%“?_V

2x 42

-+ .

/ 576 dt. En prenant x > 1, nous avons, pour ¢ € [x,2x], % < tl4 En intégrant sur [x,2x],
X

2x 2+1 2x |

on obtient / dt </ t—4dt. Finalement, pour tout x > 1, on a |f(x) — Z—IX < 2477 ou
X X

|xf (x) ’ < 24 57— . Ainsi, x1_1>r£wxf(x) =5

Exercice n 16

dx.

1
Soit (I)nen la suite définie par I, = /0 e

Montrer que (I,),en est croissante et majorée. Que peut-on en déduire ?

. Montrer que 1 — —+ <1, <1. En déduire la limite de la suite (I,),en.

Solution

Pour tout x appartenant a [0,1], x"*! <x" donc 1+x"*! <14x". On en déduit que 1+x;”+1 >

1 1 1
1+x" En intégrant sur [0, 1], on obtient /0 de > /0 1+xndx soit I,4+1 > I,. On en

déduit que (I,),en est croissante. D’autre part, 0 <x" <1 donc 1 <14x" <2 d’ou Hﬁ <1
et en intégrant sur [0,1], 3 <1I, <1 (1). (I,)sen est une suite croissante et majorée, donc elle

D Prof:Kamel Maatallah 5/@ D 90252026 © 4 Maths
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est convergente.

Pour tout x appartenant a [0, 1],

I 1+x"—x" x"
1+xt 14+x0 I 4x"
x”l—l—l > 1 d’ou x,1,1+1 < 1 soit — ,f_nH > —x"et 1 — 73— > 1—x". En intégrant sur [0, 1], on a
1
/ dx > / (1 —x")dx d’ou
o I+x" 0
Xl 1
,>1— — > 1
n+1j, n+1
A Taide de (1), on obtient 1 — —7 <1, <1. En utilisant le théoreme des gendarmes, on a :
lim I, =1|
n—r—+oo

Exercice n 17

Déterminer la limite de la suite (I,),cn définie par :

I, = /4x"tan(x)dx
0
Solution

Pour tout x appartenant & [0,%], tan(0) < tan(x) < tan (%) donc 0 < tan(x) < 1 d’ott 0 < x"tan(x) <
i

T

x". En intégrant sur [0, %], on obtient 0 < x"tan( )dx < / X"dx soit
0

17 1 smyntl
0<1I,< ot 0<I,< (—) .
n+1 0

im | (Y 20 (car 0 < Z < 1). done lim I, = 0
I () |0l 0B s I s
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Exercice n 18

On pose, pour tout entier naturel non nul n, u, = Z

Montrer que, pour tout x appartenant a [0, 1],

1_ 2 _lnlnl
x+x" 4.+ (=1) Tox

Loy
En déduire que u, =1n(2) + (—1)”“/ ——dx.
0

1+x

Déterminer la limite de (uy),en--

Solution

Pour tout x appartenant a [0, 1],

1—x+x2 4+ ()" W =1+ (—x) + (—x)*+- -+ (=) L.
C’est la somme des termes d’une suite géométrique de raison —x # 1.
"Zl< v 1—(—x)" 1—(-1)%" 1 (=)™
—X = = = —_ .
= 1—(—x) 14+x 1+x 1+x

Donc 1 —x+x2+--+(—=1)"" = 1 — (—1)" &

En intégrant sur [0, 1], on obtient :

/“” D= [ (T (1) a
X = — (= X
0 o \1+x 1+x

kg(_) {;ﬁ”o In(1+x)] — ( 1)"/01 S
Z;; (k_j)lk :1n(2)+(—1)"+1/0 li—i—x
En posant j =k+1, ’f(ki)lkzé(_ljj_l = up (car (—1)/~1 = (=1)/+})
Dot 1, = In(2) + 1)"+1/0 lx_:xdx. (1)

‘(_1)?14—1/01 m

F <1

x" Ly

T dx‘:/ T dx. 0<x<1 implique 1 <1+4x<2 dou
0 X 0 X
1

1
+

B[ —

Loy
<1et"7§1 < x". En intégrant sur [0,1], onamg/ I dx <
0 X

) 1
Comme lim =0, en utilisant le théoreme des gendarmes, on a lim
n—+eo 4+ 1 n—+e Jo 14x

n+1
dx=0

donc
n

1
lim (—1)"“/ L _dx=o0.
n—yoo o 1+x

En reprenant I’égalité (1), on a| lim u, =1In(2)|.
n—y+oo

-
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FExercice n 19

Soit (0,7,) un repére orthonormé (unité 2 cm). Etudier la position relative des courbes
représentatives des fonctions f: x> 2x> — 13x+23 et g : x+— x+ 3. Calculer 'aire du domaine
délimité par les droites d’équations x =2,x =5 et les courbes d’équations y = f(x) et y = g(x).

Solution
Pour tout réel x, f(x) — g(x) = 2x*> — 13x+23 — (x +3)

fx)—gx) =2(x* = 7x+10) = 2(x — 2)(x — 5).

On en déduit que, sur | —oo,2[U]5, +oo[, Cr est au-dessus de C,, sur |2,5[, Cy est en dessous de C,
et les points d’intersection sont A(2,5) et B(5,8). L’aire <7, en unités d’aire, du domaine est donc

/zs(g(x) — f(x))dx = /25 —2(x* — Tx+10)dx = —2 {%3 — 7—)262 + 1()xE.

o =9 wa ou| o =36 e’

Exercice n 20

Calculer la valeur moyenne sur [1,4] de la fonction x — xv/x2 +1.

Solution
La valeur moyenne sur [1,4] de la fonction x — xvxZ+1 est :

f= _1/xvx2 dx—3/ — X 2x(x? +1)2dx

4

P é [z(xz—kl)%] _ é 2+ 1)\/x2—+1]‘1t

3 1

7= (17\/ﬁ—2\f2) || =23

9

1
9

—

Exerciee n 21

Supposons que la vitesse v d’un point mobile M soit une fonction continue du temps . Montrer
que la valeur moyenne de la fonction v sur [tg,#;] est la vitesse moyenne du point sur U'intervalle

[l‘(),tl].

Solution
La valeur moyenne de la fonction v sur [fg,#;] est —— ["v(t)dt. Or v est la vitesse instantanée,

11—tp Y10
donc v(t) = dz(tt) ou x désigne la fonction position du mobile. Ainsi,

! /tlv(t)dt: L = ) =x()

1
t—to Jiy t —1o 0 1 —1o

Cette derniere expression est bien la définition de la vitesse moyenne du point sur l'intervalle
[0, 11]-

-

D Prof:Kamel Maatallah 8/@ D 90252026 © 4 Maths
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Exercice n 22

Un météorologiste estime que la température, en °C, d’une froide journée d’hiver en fonction
de I’heure suit ’équation :
1
T=—tt—12)(t—24)—18
(= 12)(=24)

ou t est le temps, en heures et t = 0 correspond a minuit. Quelle est la température moyenne
entre 6 heures du matin et midi ?

Solution
La température moyenne entre 6 heures du matin (t =6) et midi (t = 12) est :

12 12
t(t—12)(t—24)— 18| dt = t — 361> + 288t — 648] dt
In=122 6/ { A ) } 216/ + | dt

12
1 [ 15
Tp=—— | —— 1267+ 1441> —648¢| =——
216 {4 i L 2
La température moyenne est de .

.

—

Exerciée n 23

Soit f une fonction dérivable sur [0, 1] telle que f(0) =0 et, pour tout x € [0,1], 0 < f(x) < 1

Soit ¢ la fonction définie par @(x) = / )dr — < / St dt) . Calculer ¢’'(x), puis
montrer que, sur [0,1], ¢’(x) a le méme signe que (f(x))? —2/ f(t)dr.
0
2

Demituer e sizme dle (F07)P—2 /0 " A, T ddtiie e / ) < < /0 1 f(t)dt) .

0

Solution

Pour tout x appartenant a [0,1], on a :

=]

o) = 0P - 270) [ 70 =| 70 | (722 [ st |

f est croissante sur [0,1] car 0 < f/(x) <1 donc x > 0 implique f(x) > f(0) soit f(x) >0
X

Donc ¢'(x) a le méme signe que (f(x))? —2/ f(t)dr.
0

Pour tout x appartenant a [0, 1], on pose :

0() = (F0)2 =2 [ f0yar

Ona ¢'(x) =2f(x)f"(x) —2f(x) =2f(x)(f'(x) —1). Pour tout x € [0,1], f(x) >0et f'(x)—1<
0 donc ¢'(x) <0. ¢ est décroissante sur [0, 1]. x > 0 implique ¢(x) < ¢(0) soit ¢(x) <0. On en
déduit que ¢’ (x) <0 et donc que @ est décroissante sur [0, 1]. Pour tout x € [0,1], ¢(x) < ¢(0)

#D Prof:Kamel Maatallah 9/1 #D 20252026 © 4 Maths
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X X 2
soit @(x) <0. On en déduit que : pour tout x € [0,1], / (f(1)3dr < </ f(t)dt) donc en
0 0

particulier
[ oras ([ rwa) |

Exerciece n 24

X
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = / 5

0o 1+1
g = fotan.

Déterminer g'(x) puis g(x).

dt et g la fonction définie sur |—%, %[ par

L |
En déduire la valeur de / 2dt.
o 141t

Solution

tan est dérivable sur | =%, % [ et f est dérivable sur R donc g = fotan est dérivable sur | -5, % [.
(

D’autre part, (fotan)’ = (f’otan)tan’ d’ou, pour tout réel x € | -5, 5],

1

= () x (1+tan(x)) = 1.

g'(x)

On en déduit que g(x) =x+A ou A est une constante réelle. Or, g(0) = f(tan(0)) = f(0) =0
donc | g(x) = x|

tan(x)
dt = x. En remplacant x par %, on a

En écrivant g(x) = f(tan(x)), on a /

0 1412
| T
dt = —|
/ol+t2 4

—

Exerciee n 25

2
X
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = / V1 +1t4ds.
0

Déterminer x1_1>IJIrlm f(x) puis xl_l}lloo f(x).

Montrer que f est dérivable puis calculer f’(x).

)]
2)
Bl

Déterminer le sens de variation de f.

Solution

Soit x > 0. Pour tout ¢ € [0,x*], t*+1 > 1 donc vt*+1 > 1 d’oil, en intégrant sur [0,x%],

D Prof:Kamel Maatallah 10/@ D 90252026 © 4 Maths
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2
X
/ V1414dt > x>, Comme lim x* = 4oeo, on a| lim f(x) = ool
0

X—r+o0 X—>o0

f est une fonction paire donc lim f(x) = lim f(x) = +oo.
X——o00 X—r—+too

X
Soit u la fonction définie sur R par u(x) = / V1+14dt et v la fonction définie sur R par
0

v(x) =x%>. On a f=uov avec u et v dérivables sur R donc f est dérivable sur R et f' =

(u' ov) x V' soit, pour tout réel x, | f'(x) = 2x\/1+x8|.

f est strictement croissante sur [0,+oo[ et strictement décroissante sur | — oo, 0].

Exercice n 26

2x% 1
—dr.
2 AV1+t2 44

Montrer que f est dérivable sur R puis calculer f’(x).

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

Déterminer les limites de f en +oo et en —oo.

)]
2)| Déterminer le sens de variation de f.
3)]

Solution

g . 1 g 2 gng
La fonction u : x — i est continue sur R donc admet des primitives. Notons F une

primitive de u sur R. On a :
2
fR) =[FOIF =F@2x) - F ().
x > 2x? est dérivable sur R et F est dérivable sur R donc x +— F(2x?) est dérivable sur R. De
méme, x — F(x?) est dérivable sur R. Finalement, f est dérivable sur R et, pour tout réel x,

4x 2x

(x) = dxu(2x?) — 2xu(x?) = - -
f(x) = dxu(2x7) — 2xu(x”) JI1aA 1168 Vit d1a8

2 1
() =2 - |
F&) x(\/1+4x4—}—16x8 \/1+x4+x8)

Déterminons le signe de la dérivée.

2 1
> — (4(14+x"+28) > 1+4* +1628).
VI+4axA+16x8  V1+x4 428 ( ( ) )
2 1
> = (3-12x3>0).
V1+4x*+16x8 V144 +28 ( )
2 1

3(14+2x%) (1—2x%) >0).
Siraeries viters o Bl 1-2)>0)

\/1+4x24W> m = ((1-v22) (1+v22) >0).
2 1

>
V1+4x*+16x8 V144 +a8

— <1—\/§x2>0>.

D Prof:Kamel Maatallah 11/@ D 90252026 © 4 Maths
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Racines : 775 © \/i
X —o0 —1 % 0 v % +oo
1— /2% - 0 + + 0 -
X — - 0 + +
() = 0 = U = 0 =
Finalement, f est croissante sur |—oo, —y % et sur [O, {‘/;] et f est décroissante sur
{—{‘/;,O] et sur [Q/;,—Foo [
On a t* < 1+£2+* donc 0 < m < lz En intégrant sur [x?,2x%] (si x> >0, i.e. x #0),
on a
2 T e T B
0<| ——dr<|-| =—t =
“Je V142444 _{ th 2x2+x2 2x2
1
0< < —.
= f('x) = 2x2
Comme xgrgwﬁ =0, on a XLHEM flx)=0et xgmoo f(x)=0]. ( f est une fonction paire).

Exercieée n 27

d’équation x=0,x=1et y=0.

Déterminer le volume du solide de révolution engendré par la rotation autour de l'axe des
abscisses du domaine délimité par la courbe représentative de x — xv/x2+1 et les droites

Solution

Le volume est donné par V = /

V=rm x—5+
s

(x))?dx.

V:/Ol7t<x\/x2_|_1>2dx:7r/ol 2(: +1)dx

x3 1_71'
31y

8
15|

(5

—

Exercice n 28

Prof: Kamel Maatallah

On appelle intensité efficace, Ig, d'un courant alternatif I'intensité d'un courant continu qui pro-
duirait & travers la méme résistance R le méme effet calorifique. Sachant que I(r) = Iyjqy sin(wr)
est I'intensité a I'instant ¢ du courant alternatif, déterminer Ir en fonction de Iy,. La période
est T = 25” L'effet calorifique moyen sur une période correspond a l'intégrale de RI? divisée

par T. La loi de Joule donne RIZT = fOTRIZ(t)dt.

Solution

A Prof:Kamel Maatallah Ja) 2025-2026 © 4 Maths
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T 12 T
RIZT = / RI, sin®(of)dt = I = % / sin® (ot )dr.
0 0

On linéarise sin?(wt) = 17%(2“”)

B L. (T1—cos(2ot) . I {t B sin(2(ot)} d

T Jo 2 27 20 |,

Sachant que oT =2, sin(2wT) = sin(4x) = 0.

1
On en déduit |Ig = Max |

V2

Exercice n 30

Démontrer que, pour tout x > 0,

H
‘ -

<Vx+1—vx<
2v/x+1 \/__2

B

Solution
Pour tout x > 0 et pour tout ¢ appartenant a [x,x+ 1], on a :

VIS VIS VIHT = 2/ <2VE <2V + 1
1 1

1
— < < c
2vVx+1 7 24/t T 24/x
En intégrant cette inégalité par rapport a ¢ sur [x,x+ 1] :

x+1 1 x+1 1 x+1 1
—__ai< / i< / —_ar
/x Watl L o2vk T 2yx

Les termes extrémes sont constants par rapport a ¢, 'intervalle a une longueur de 1.

1 x+1 1

< t < —.

2vx+1 7 [\/—L T2/

L rTovie
x+1—yx<—|
2vx+1 T 2x
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Exerciee n 31

1
On pose u, = / V1 —x"dx.
0

Montrer que, pour tout x de [0,1], 1 —x" < /1 —x"<1-— "7]’

En déduire lim u,.

n—y+oo

Solution

0<x<ldomme0<x"<1let0<1—x"<1.Onsait quesia€c][0,1],a<+/q,
n 2 n
d’ou 1 —x" <+/1—x" D’autre part, <1—%> = 1—x"+)% >1-x">0.

n
Done vI—+ <4/ (1-%)*=1-% (car 1=£ > § >0). Doit| 12" < VI-¥" <1-|

1

1 1 n
En intégrant sur [0,1], on obtient : /0 (1 =x")dx <u, < /0 (1 — %) dx. [x— %]0 <u, <

1
Kl 1 1
[x— 2(n+1)]0' =i Sun < 1= 550y

1
Comme lim 1 — = lim 1-— =1, en utilisant le théoreme des gendarmes,
n—teo  n41  note 2(n+1)
Iim uw,=1|
n—r+oo

Fxercice n 32

n+1 1
O = —————dx. Déterminer lim is lim n’u,.
n pose U, /n T x. Déterminer lim u, puis lim n"u,
Solution
<x< taxt< . Pl s, —L <L oL
Pour n <x<n-+1,onan”<x*<(n+1)* doncn*+1<x*+1 Tt = Ve S Ve En
Qg . 1 1
X < .
intégrant sur [n,n+ 1] (intervalle de longueur 1), on a =5 S S g Les membres
extrémes tendent vers 0 quand n — +oco, donc lir£ u, =01\
n—r o0
) ol 2. n? 2 n? P _
On reprend l'encadrement en multipliant par n* : T < n‘u, < g g On a =l

n? — 1
n2\/1+1/n*  \/1+1/n*

des gendarmes, | lim n?u, =1/
n— o0

— 1 quand n — +c0. De méme pour le terme de gauche. D’apres le théoreme
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Exercice n 33

Pour tout entier naturel n, on pose u, = / tan” (x)dx.
0

)| Calculer ug et u;.

)| Calculer u, +uy1>. En déduire lim u,.

I ’ n (_l)k—l
i Montrer, par récurrence, que up, = (—1)" [% — Z — .

I n (_l)k—l _ T

L2 | n— oo

/4

n—r4-oo

En dédui li —_— =
n déduire que lim Lo 1

Solution

3 In2
up = [T 1dx = . uy = [ tan(x)dx = [7* 502 4x = [~ In(cosx)|F/* = —In (ﬁ) - “7 |

T4 n 2 tan”" ! x zb 1 T
Up +Unio = [y tan"x(1 + tan“x)dx = o P P 0<x<7 = O0<tanx < 1.
Donc 0 < uyp < uy. Ainsi ﬁ = Up+ Uy > Uy, donc 0 < u, < ﬁ Comme,limm =0,

ainsi | limu, =0/

o no(_1 k—1
Notons P(n) la proposition : « up, = (—1)" [% -Y (=1 ] ».

D’apres la question précédente, up +ug=1. Or uy =
1 L (=14t

De plus, (—1) [%_,;1216——1] =—(Z-1)=1-%.

On en déduit que P(1) est vraie.

Supposons que, 11)0111" un entier naturel n, P(n) soit vraie. D’apres la question précédente,
u2(n+]) —|— Uy, = m dOIlC

R w[ TN (DM
_ )t 1)kl ntl(_1)k—1
Wont2 = (_l)n-‘rl <%+§_k§] (216—)_1) = (_1)n+1 <§_k_] (2k)__1 ) o

Ainsi, P(n+ 1) est vraie.

Donc , pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

n (_1)/{—1 n (_1)k—l 1 T
= (1) [E— done — (1) +

-1

‘(_l)nﬂuzn‘ =uy, et lim wup, =0 donc | lim i (—=1)k T

at

n—+oo
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Exercice n 34

1
On définit la suite (I,)nen par Iy = / V1 —xdx et, pour tout entier naturel non nul n, I, =
0

1
/ xX"1—xdx.
0

Calculer I et I;.

)

(o | 0 _ 2(n+1)

2)| Montrer que, pour tout entier naturel n, Iy+1 = 5,75 In.
3)]

222 (n+1)(n!)?
!

Montrer, par récurrence, que I, = 2n+3)

Solution

1 2
Iy= [—%(l —x)3/ 2} . donc | Iy = 3l Pour calculer 17, on procede a une intégration par parties

L= /O]x\/l——xdx: {x (-%(1 —x)3/2>];+§/01(1 _ x4,

27 2 ! 4
I =21-2(1=x)?| donc|l; = —|
1 3[ 5( x) }0 onc |11 15

1
) A :/ ¥"H1'V/1—=xdx. En intégrant par parties, on a :
0

Tyor = {x”“ (-%(1 —x)3/2)}:)— (n—l—l)/olx” <_§> (1—x)2dx.

Ist = %(nﬂ)/olx"u _ VT —xdx.
1n+1=§(n+1) (/le"\/de_/lenﬂmclx).

2(n+1)
In .
2n+35

2 .
L1 = §(n—i— ) (L, — Lyy1). Ainsi, | L4 =

2n+2 2
Notons, pour tout entier naturel n, P(n) la proposition : < I,, = % >. Iy = % donc

P(0) est vraie. Soit n un entier naturel. Supposons P(n) vraie.
2(n+1)
2n+5
2n+1) 2202 (n 4 1)(n!)?

2n+5 (2n+3)!

On multiplie numérateur et dénominateur par (2n+4) =2(n+2).

L= I, (question précédente).

1 = (hypothese de récurrence).

224 (n+2)((n+1)!)
(2n+5)!

L = . Ainsi, P(n+1) est vraie.

Donc P(n) est vraie pour tout entier naturel n.
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Exercice n 35

1 1
On pose, pour tout (p,q) € N* xN* I, , —/ tP(1—t)%dt. Pour tout peN, I, :/ tP dt et,
0 0

pour tout g €N, Iy, = / (1—1)%dr.
0

Montrer que, pour tout (p,q) € NxN, on a I,11,=

Montrer que I, 4 — I g+1 = Ipt1,4, puis que I 411 = pj—qu—i—Z p.g-
Démontrer, par récurrence sur ¢, p étant fixé, que :
q'p!
V(p,q) eNxN, I,,= g t1)

n 1
Calculer Z Cﬁ/ tP(1—1)""Pdr.
p=0 0

p+1

?Ip,qﬂ (on pourra utiliser une
q

intégration par parties).

Solution

Les conditions d’intégrations par parties sont remplies (fonctions polyndmes continues). Soit

v(t) =P V()= (p+1)t?

"ty =(1—1)4 ) = — L (1 —p)at!
p+1,q—/ tPT1(1—1)4dt. Posons : {u() (1-7) _ {”() 7l —1)

1
l_t)q+l p+1 1
I = _[P+1(— P21 [ (1 =19yt
p+lq { R 0+q+1 . ( )

Le terme entre crochets est nul en 1 et en 0. On obtient donc :

_p+l
plq = mlp,qﬂ :

D’autre part :
1 1
Ipgq—1Ipg+i :/ tP(1 —t)qdf—/ (1 =) dr
0 0

1 1
:/ t”(l—t)q[l—(l—t)]dIZ/ tP (1 —1)9[t]dt
0

0

_ 1
/ 1 1)idt = Ipi14.

Ainsi, en remplagant I, , par 'expression trouvée avec 'intégration par parties :

p+1 p+1
I,,—1 =—] = [,,=1 1
pq ~lpat1 = Ty pat P pq+1< + q+1>
q+1+p+1> g+1
I :I ———— :> I —_ L
Pq Pyq+1 ( g+1 Pyq+1 PEWE) Pq
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plq!

2) | Pour p fixé. Notons P(q) la proposition « I, , = ————— ».

o) onatom [rar= "] 2 1 La formule d Al A
(g=0): Ona p70—/0 tPdt = pril, T prT a formule donne 5= = iy = 751
Donc P(0) est vraie.

Supposons P(g) vraie pour un entier naturel g. D’apres la question 1,ona: I, 441 = /%q}rzlp’q.
En utilisant ’hypothese de récurrence :
_ g+l plg  _ plllg+1)q!] _ plg+1)!
Ipg+1= X = = :
p+q+2" (p+q+1)! (p+q+2)(P+q+1)! (p+g+2)!

La formule est vérifiée au rang g+ 1.
p'q!

Conclusion : ¥Y(p,q) € N2, Ipg= m

Premiere méthode (Utilisation de la linéarité) :

n 1
ZC}Q’/ tP(1—1)"Pdt = / ZCPtP )" Pdt
p=0 0

n
D’apres la formule du binéme de Newton : Z CPtP(1—1t)"P=(t+1—-1)"=1"=1. Donc
p=0

1
la somme vaut / 1dt = 1.
0

Deuxieme méthode (Utilisation de la question 2) :

n

L n! pl(n—p)!
S=) Clyp = X
pg‘o e ,,z::op!(n—p)! (p+n—p+1)!

n n 1

n '(n
p!(
S = X
E)p!(n—p)! (n+1 pzb n+1 tn+1

Il y an+1 termes dans la somme, tous égaux a donc :

T

S=(n+1)x
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Exercice n 36

Etudier la fonction f définie sur R par f(x) = 11+x2.

Justifier que F est définie sur R et dérivable sur R. Calculer F’(x). En déduire le sens de
variation de F.

Pour tout réel x, on pose F(x

)—/X#dt
o V12

Montrer que F est impaire.

X 1 X
Montrer que, pour tout x > 0, —dt < / dt. En déduire la limite de F en
0

o 1+1¢
+-o0.

Pour tout réel x, on pose G(x) = F(2x) — F(x).

1
V1412

Montrer que G est dérivable sur R. Etudier le sens de variation de G.

Montrer que, pour tout x > 0, 11+x2 < )—IC En déduire que, pour tout réel x, G(x) <In(2).

Solution

x — 1 +x2 est dérivable et strictement positive sur R donc, par composition, x — /1 + x2
est dérivable sur R. x+ v/1 +x2 est strictement positive sur R donc ne s’annule pas sur R.
Ainsi, f est dérivable sur R et, par conséquent, continue sur R.

X

(l—l—xz)\/H——xZ.

f(0) =0, pour tout x >0, f'(x) <0 et pour tout x <0, f'(x) > 0. f est strictement décrois-
sante sur Ry et strictement croissante sur R_. Pour tout réel x, 2 >0donc x*+1>1 et

0<flx)<1|

Pour tout réel x, f'(x) = —

f est continue sur R donc, pour tout réel x, f est continue sur 'intervalle d’extrémités 0 et

x. F est donc définie et dérivable sur R. La dérivée est définie sur R par |F' = f|. f étant
strictement positive, on en déduit que F est strictement croissante sur R.

Pour tout réel x, (F(—x)) = —F'(—x) = —f(—x) = — f(x). D’autre part, (—F (x))' = —F'(x) =
—f(x). Les fonctions x — F(—x) et x — —F(x) ont la méme dérivée, elles different donc d’une
constante A. Pour tout réel x, F(—x) = —F(x) +A. En remplagant x par 0, on obtient A =0
et F(—x) = —F(x). F est donc impaire.

Pour tout x > 0 et pour tout ¢ appartenant a [0,x], 0 < 1422 <142t +2s0it 0< 142 <

S|
2 10 2 1 1 s LA

(14+1)” d’ou 0 < V1+1> <1+t donc ey 2 En intégrant sur [O,x],ona/o —H_tdtg

]
————dr. Donc [In(1+1)[F < F(x) soit F(x) > 1In(1+x).
[ = in(1-+1)}§ < F(x) soit F() > In(1-+)
Comme lim In(l+x)=+eo, on a| lim F(x) = +co|.
X——o0 X—r+too

x+— 2x et F sont dérivables sur R donc, par composition, x — F(2x) est dérivable sur R. G
est dérivable sur R comme différence de deux fonctions dérivables sur R. Pour tout réel x,
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G'(x) =2F'(2x) — F'(x) = 2f(2x) — f(x).

, 2 1 2V 1 +x2 — 1+ 442
G (x)= — =
V1+4x2 V1442 V1+4x2V1+x2
') V1 +x2 —V14+4x2)(2V1 +x2+ V1 +4x2)
X)) =

VI+432V1T+x22V1 + 32 + V1 +4x2)
4(1+4x%) — (1+4x%) 3
VI+42VT+ 22V + 32 +V1+4x2)

Pour tout réel x, G'(x) > 0 donc G est strictement croissante sur R.

G (x)=

Pour tout réel x>0, 0 < x? < 1+x% donc 0 < x < vV1+x2 d'ot —=— < L. Pour tout x > 0,

1+4+x2

g d</2x1d it F(2x) — F(x) < [In(t)]
t —df sol X)— X n(zs .

X \/1—|—t2 T Jx ot o *

G(x) <In(2)]

1
T

x < 2x donc en intégrant sur [x,2x],

Exercice n 37

! x"

Pour chaque entier naturel n, on pose : u,, = ——dx.
g EE " Jo 14 2x+4x2

Montrer que 1'on définit ainsi une suite (u,),en dont chaque terme est positif ou nul.
Etudier le sens de variation de la suite (ttn)nen- En déduire qu’elle converge.

Déterminer un réel a vérifiant : < a pour tout réel x de l'intervalle [0,1]. En

1]
2)]
3)]

D
1+2x-+4x2
déduire la limite de la suite (u,),eN-

Solution

1 +2x+4x? est, pour tout x appartenant a [0, 1], supérieur ou égal & 1 donc non nul.
X ﬁ est continue sur [0, 1] donc l'intégrale est bien définie.

Pour tout x appartenant a [0,1], ﬁ > 0 donc, en intégrant sur [0,1],

1 '
——dx>0|
/o 14+2x+4x2  —

1 xn+1 1 B
9 ST V. SR . S—
Ll e /0 1+ 2%+ 42 /o 1+ 2%+ 4x2

1 xn—i—l_xn 1 xn(x 1)
L —dx:/ ) o
el /()1+2x+4x2 0 14+2x+4x2
x(x—1)
? T4+2x+4x2

0. Ainsi, uy+1 —up <0 et (up)en est décroissante.

1 y(x—1
<0 donc, en intégrant sur [0, 1], / (1)

Pour tout x appartenant a [0, 1] T o rad <
0 X+ 4x

La suite (up),en est décroissante et minorée par 0 donc elle converge.
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.. X
AIHSI’ 142x+4x2 —

Finalement, pour tout entier naturel n, 0 <u, < —=

Pour tout x appartenant & [0,1], 14 2x+4x> > 1 donc

1
<x" (¥* >0). En intégrant sur [0,1], u, < / K" dx soit u, <
0

1
n+1

lim u, =0]|

n——4-o0

HT1+4x2 <1. On peut prendre a = 1.

n+l-

et lim

=0, alors
n—+eop+ 1
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