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Avant-propos 

CET OUVRAGE est destiné à tous les étudiants qui peuvent avoir besoin d'étudier 
les fonctions de plusieurs variables, les courbes paramétrées, les intégrales 

doubles ou triples, curvilignes ou de surface, et les opérateurs différentiels. 
Bien sûr, les étudiants en deuxième année de licence de mathématiques sont les 
premiers concernés, mais il ne fait aucun doute qu'un étudiant scientifique curieux 
d'avoir des explications rigoureuses sur les outils qu'il est obligé de manipuler 
quotidiennement, pourra lui aussi être intéressé par le contenu de ce manuel. 
Les candidats aux concours de l'enseignement (CAPES et Agrégation de mathé­
matiques), quant à eux, doivent avoir vu et compris les notions développées dans 
cet ouvrage, qui leur sera donc d'un grand secours. 
La particularité de cet ouvrage est qu'il essaie de ne jamais faire de raccourci et 
que tous les raisonnements sont parfaitement détaillés. Il apparaît ainsi comme un 
outil idéal pour tout étudiant isolé qui voudrait acquérir, comprendre et dominer 
par lui-même toutes les notions abordées. 

Dans ce manuel, on trouvera d'abord 5 chapitres de cours très détaillés, rédigés 
dans un style clair et accessible : 

1. un chapitre sur l'introduction à la topologie de IR.n dans lequel sont présentés 
tout le vocabulaire de topologie utile dans cet ouvrage ainsi que l'étude 
générale de la topologie ; 

2. un chapitre sur les études des courbes paramétrées (ou fonctions vectorielles) 
qui expose de manière exhaustive toutes les particularités classiques de ce 
type de courbes ; 

3. un gros chapitre sur les fonctions de plusieurs variables (de JR.P vers IR.n) 
qui constitue le cœur de cet ouvrage et dans lequel sont introduites les 
notions de continuité, de limites, de dérivées partielles, de différentiabilité 
pour toutes ces fonctions et étudiés les opérateurs différentiels classiques ; 

4. un chapitre sur les intégrales curvilignes qui propose une introduction 
rigoureuse de la notion d'arc paramétré, avant d'étudier différents aspects 
possibles de l'intégration sur un arc paramétré, de l'intégration d'une forme 
différentielle ou d'un champ de vecteurs, mais aussi l'intégration d'une 
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fonction scalaire, avec le calcul de la longueur d'une courbe. On y montre 
également comment utiliser l'intégrale curviligne pour calculer des aires ; 

5. un dernier chapitre traite des différents aspects des intégrales multiples, 
dans lequel toutes les démonstrations ne sont pas faites. Cependant, à partir 
de quelques propriétés admises, tous les résultats utiles pour calculer les 
intégrales doubles et triples, et faire des calculs d'aires ou de volumes, sont 
prouvés. Il s'agit ensuite de s'intéresser aux intégrales de surface et, après 
une introduction rapide de la notion de nappe paramétrée (introduction 
aux variétés différentiables), les calculs de flux d'un champ de vecteurs, 
d'aire d'une nappe, et d'intégrale d'une fonction scalaire sur une nappe sont 
expliqués. Enfin, le chapitre se termine sur les grands théorèmes liant les 
intégrales multiples entre elles : Green-Riemann, Ampère-Stokes, Ostrograd­
ski, avec pour chacun de ces théorèmes une démonstration élémentaire et 
convaincante. 

À la fin de chaque chapitre, est proposée une liste d'exercices dont la difficulté est 
très progressive. 
Pour chaque exercice, on trouve d'abord des «indications » pour les résolutions, 
puis un corrigé détaillé, regroupés dans deux chapitres distincts, situés en fin 
d'ouvrage. Le lecteur est invité à commencer par essayer de résoudre seul les 
exercices proposés, et à ne consulter les indications que s'il ne voit pas comment 
commencer. Enfin, il pourra vérifier sa solution en la comparant avec celle de 
l'ouvrage, qui est toujours très détaillée et dont la rédaction se veut pouvoir servir 
de modèle. 
C'est à partir d'un cours par correspondance qui a fait la preuve de son efficacité 
avec des générations d'étudiants, que ce livre a été réalisé. 
Nous souhaitons une bonne réussite à tous nos lecteurs. 



CHAPITRE 1 

Notions de topologie dans :!Rn 

1.1 Introduction générale 

La notion la plus utilisée en analyse mathématique a longtemps été tout simplement 
la notion de nombre réel. Pour apprécier la proximité de deux nombres réels a et b, 
on utilise la valeur absolue la - bl, qui mesure la distance entre ces deux nombres. 
Cette notion de proximité des nombres est essentielle pour toutes les questions 
d'analyse. Elle sert pour : 
• le calcul de l'erreur dans un calcul approché; 
• la définition de la limite d'une fonction f : lf(x) - RI doit pouvoir devenir 

arbitrairement petit lorsque lx - xol est petit; 
• la définition de la continuité d'une fonction f : l~fl = lf(x + ~x) - f(x)I doit 

être aussi petit qu'on le désire à condition que l~xl soit suffisamment petit; 

• la définition de la dérivabilité d'une fonction f en x : 1 ~~ - J'(x)I doit tendre 

vers zéro lorsque ~x --+ 0 ; 

Une première généralisation de cette notion est classiquement faite à l'ensemble 
<C des nombres complexes, le module lz - z'I mesurant la distance de deux 
nombres complexes z et z'. Nous ne nous étendrons pas sur cette possibilité. 

Mais les progrès en mathématiques ont amené une évolution irréversible : actuelle­
ment, la notion fondamentale n'est plus celle de nombre, mais celle de vecteur, ou 
tableau de nombres. Que ce soit en analyse théorique, ou en analyse numérique, 
comme en informatique, on manipule maintenant comme objet, essentiellement des 
vecteurs, et on doit leur appliquer des traitements analogues à ce qu'on faisait avec 
des nombres : on doit savoir mesurer la proximité de deux vecteurs, pour pouvoir 
parler de limites, de continuité, de dérivabilité d'une fonction dont l'ensemble de 
départ n'est pas un intervalle de~ mais un ensemble de vecteurs, un ensemble de 
tableau de nombres. 
L'objet de ce chapitre est donc, après avoir rappelé quelques principes sur les 
opérations concernant les vecteurs, de définir une notion permettant de mesurer 
la distance de deux vecteurs. Cet outil est la norme. 
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1.2 Qu'est-ce que ~n? 

1.2.1 Définition abstraite 

Mathématiquement, n étant dans tout ce chapitre un entier non nul (et si possible 
au moins égal à 2) on définit lîn comme le produit cartésien de lî par lui-même n 
fois : lîn est l'ensemble des n-uples de réels. Par exemple, lî2 est l'ensemble des 
couples de réels, Jî3 l'ensemble des triplets ... 
Un n-uple est une suite ordonnée den éléments, à ne pas confondre avec l'ensemble 
{x1, x2, ... , Xn}· Par exemple, on doit distinguer un couple (a, b) de la paire de ses 
éléments {a, b}, car (a, b) =/= (b, a) alors que {a, b} et { b, a} sont deux ensembles 
égaux. 

Pour X E lîn, on appelle x1, x2, ... , Xn les composantes de X. 

1.2.2 Structure de lî-espace vectoriel 

On munit :lîn d'une structure d'espace vectoriel sur lî, en définissant la somme de 
deux n-uples de réels et le produit d'un nombre réel (un scalaire) par un n-uple de 
réels : pour X et Y deux éléments quelconques de :lîn, de composantes respectives 
(x1,x2, ... ,xn) et (y1,y2, ... ,yn), et pour À un scalaire quelconque, on pose 

X+ Y= (x1 +Yi. X2 + Y2, · · ·, Xn + Yn) 

Il est classique que ces deux opérations confèrent à lîn une structure d'espace 
vectoriel. 
On notera OJRn = (0, 0, ... , 0) le vecteur nul de :lîn et parfois simplement 0 ou O. 
Les n vecteurs ei = (1, 0, ... , 0), e2 = (0, 1, 0, ... , 0), ... , en= (0, ... , 0, 1) forment 
une base de :lîn appelée base canonique. 

1.2.3 Universalité de ce point de vue 

Soit E un lî-espace vectoriel de dimension n. Il existe donc une base B de E 
possédant n éléments. Alors tout élément x de E est caractérisé par ses coordonnées 
(x1,x2, ... ,xn) dans la base B. Ces coordonnées sont en fait un élément de :lîn. 
Ce procédé définit un isomorphisme entre un espace vectoriel de dimension n et 
:lîn qui est en fait le modèle des espaces vectoriels de dimension n. 
De même, l'ensemble des points du plan [de l'espace] peut être modélisé à l'aide 
de Jî2 [de Jî3] : dès qu'on a fixé un repère (O,i,J) [(O,i,J,k)], tout point est 
caractérisé par le couple [le triplet] de ses coordonnées qui est un élément de Jî2 

[de Jî3]. Par analogie, on appellera souvent «points» des éléments de :lîn, alors 
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que le terme «vecteur» serait plus correct. Il faut accepter ces d'abus de langage 
en gardant un esprit tolérant. 
De la même façon, l'ensemble C des nombres complexes peut aussi être modélisé 
comme l'ensemble ~.2, chaque complexez= x + iy étant associé au couple (x, y) 
de JR.2 . 

1.2.4 Notation 

En général, on note en ligne les éléments de JR.n, c'est-à-dire, qu'on écrit, pour 
un vecteur X de JR.n, X= (x1, x2, ... , Xn)· Mais dans certaines situations, il est 
plus pratique d'utiliser une notation de vecteur-colonne : en particulier en algèbre 
linéaire, lorsqu'on doit multiplier par une matrice un élément de JR.n, il vaudra 

mieux noter X= (J:J, la base canonique étant dans ce cas formée des vecteUT'3 

1 0 
0 0 

0 
0 

, ... ,en= 

0 
1 

. Nous serons amenés à utiliser ce type de notation 

lorsqu'on manipulera les matrices jacobiennes. 

1.3 Normes dans Rn 

1.3.1 Définition 

Définition 1.1 Soit (E, +,.)un JR.-espace vectoriel, on appelle norme sur E toute 
application N de E dans JR.+ telle que : 
(i) VX E E, N(X) = 0 -Ç:::::::? X= ÜE; 

(ii) V>. E lR. VX E E N(>.X) = l>.IN(X); 
(iii) VX E E VY E E N(X +Y) ::::; N(X) + N(Y); 
(cette dernière propriété est connue sous le nom d'inégalité triangulaire). 

1.3.2 Propriétés immédiates 

Proposition 1.2 Pour établir qu'une application N définie sur un JR.-espace 
vectoriel E est une norme, il suffit d'établir que N est à valeurs dans JR.+ (c'est-à­
dire que N(X) ~ 0 VX E E) et 
(i)' VX E E, N(X) = 0 ===>X= ÜE; 

(ii) V>. E lR. VX E E N(>.X) = l>.IN(X); 
(iii) VX E E VY E E N(X +Y)::::; N(X) + N(Y). 
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Preuve La seule différence avec la définition étant le remplacement dans (i) 
de {::::::::} par ==>, pour. établir cette proposition, il suffit de remarquer que 
(ii)==> N(OE) = 0 
En effet, on a N(OE) = N(O.OE) = IOIN(OE) = 0 en utilisant (ii). D 

Proposition 1.3 Si N est une norme sur E, alors pour tous X et Y de E, on a 
(ii)' N(-X) = N(X); 
(ii)" N(X - Y)= N(Y - X); 
(iii)' N(X - Y)~ N(X) + N(Y). 

Preuve Pour (ii)', il suffit de remarquer que -X= (-l)X et d'utiliser (ii) : 
N(-X) = N((-l)X) = 1- llN(X) = N(X). 
Pour (ii)", on applique (ii)' à Y - X= -(X - Y). 
Puis pour (iii)', on écrit X - Y = X + (-Y) et on applique (iii) puis (ii)' : 

N(X - Y)= N(X +(-Y)) ~ N(X) + N(-Y) = N(X) + N(Y) 

Proposition 1.4 (Deuxième inégalité triangulaire) 
Si N est une norme sur un espace vectoriel E, alors on a : 
(iv) \::/XE E \::/Y E E IN(X) - N(Y)I ~ N(X +Y) 
et 
(iv)' \::/XE E \::/Y E E IN(X) - N(Y)I ~ N(X - Y) 

Preuve En écrivant X= (X+ Y) - Y, et en utilisant (iii)', on a 

D 

N(X) = N((X+Y)-Y) ~ N(X+Y)+N(Y) donc N(X)-N(Y) ~ N(X+Y) 

de même en échangeant le rôle de X et Y, on obtient 

N(Y) = N((Y +X) - X) ~ N(Y +X)+ N(X) 

donc N(Y) - N(X) ~ N(Y +X) = N(X +Y) 

En remarquant que pour tout réel A, on a IAI = max(A, -A), et puisque l'opposé 
de A= N(X) - N(Y) est -A= N(Y) - N(X), puisque ces deux nombres sont 
tous deux inférieurs ou égaux à N(X +Y), le plus grand des deux est aussi majoré 
par ce nombre, c'est-à-dire qu'on a 

IN(X) - N(Y)I =max( N(X) - N(Y), N(Y) - N(X)) ~ N(X +Y) 

(iv)' se démontre comme (iii)', en utilisant (ii)' et (iv). D 
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1.3.3 Les normes usuelles de ]Rn 
La Norme Euclidienne 

Pour tout X~ (x1,x2, ... ,x.) ER•, on pose N,(X) ~ llXll2 ~ ~~x1. 
Proposition 1.5 N2 est une norme sur ]Rn 

5 

Preuve La démonstration des points (i)' et (ii) ne pose aucune difficulté. Pour 
montrer l'inégalité triangulaire, on élève au carré puis on simplifie : 

N2(X +Y) ~ N2(X) + N2(Y) 

( iJxi + Yi) 2) ~ ~ (txr) ~ + (tyr) ~ 
i=l i=l i=l 

n n (n )~(n )~ n 
~(xr+2XiYi+Yf) ~ ~x;+2 ~x; ~YT + ~YT 

Cette dernière inégalité est donc équivalente à l'inégalité triangulaire 
Or, cette dernière inégalité est vraie, car, comme nous allons le voir, c'est une 
conséquence du § qui suit. 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz 
n 

Il est d'usage de poser X · Y = L XiYi (produit scalaire du vecteur X et du 
i=l 

vecteur Y). 
L'inégalité de Cauchy-Schwarz s'écrit dans ce cadre : 

Puisque X· Y~ IX· YI, notre inégalité en est clairement une conséquence. Pour 
démontrer Cauchy-Schwarz, qui est une inégalité entre nombres positifs, on l'élève 
au carré et elle est équivalente à 
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Le raisonnement qui suit est très classique, et il est important de savoir le retrouver; 
X et Y étant deux vecteurs de ~n fixés, on pose pour tout À E ~. 

Il est clair que f (À) est un polynôme du second degré en À puisque tous les Xi et 
les Yi sont des constantes, (le coefficient dominant n'est nul que si X= 0 et dans 
ce cas l'inégalité de Cauchy-Schwarz est acquise puisque elle s'écrit 0 ~ 0) 
Or, en tant que somme de carrés de par sa première expression, il est clair que 
pour tout À E ~. on a f(À) ~ O. Mais un polynôme du second degré ne garde 
un signe constant que si son discriminant est négatif, ou à la rigueur nul (si le 
discriminant est positif, il y a deux racines réelles et entre ces racines ce n'est pas 
le même signe qu'à l'extérieur!). On peut donc affirmer que D. ~ 0 c'est-à-dire : 

d'où le résultat attendu en simplifiant par 4. D 

La Norme du Max 

Proposition 1.6 N00 est une norme sur ~n 

Preuve Remarquons tout d'abord que le max de la définition ci-dessus est 
atteint, et que donc, il existe toujours un indice io (pas forcément unique) tel que 
llXlloo = lxiol; cet indice est donc tel que pour tout i entre 1 et n, on a lxil ~ lxiol 
Les points (i)' et (ii) de la définition d'une norme se vérifient aisément. 
Pour le point (iii), il suffit d'écrire que pour tout X, Y dans ~n, posant Z =X+ Y, 
si io est un indice tel que llZlloo = lzi0 I, alors on a: 

llX + Ylloo = llZlloo = lziol = lxio + Yiol ~ lxiol + IYiol 
~ m~x lxil + m~x IYil = llXlloo + llYlloo 

I~;i,,;;n I:s;;;i:s;;;n 

La Norme « Somme » 

Cette norme est moins utilisée en pratique que les deux précédentes. 
n 

Pour tout X= (xi, x2, ... , Xn) E ~n, on pose Ni(X) = llXll1 = L lxil 
i=l 

D 
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Proposition 1. 7 Ni est une norme sur ]Rn 

La démonstration de cette propriété ne présente aucune difficulté et est laissée en 
exercice au lecteur (voir exercice 1.2). 

Un peu de culture 

Pourquoi ces différents indices 1, 2 ou oo sous le N ou après les doubles barres? 
En fait, on peut définir une «norme p » pour tout p E [1, +oo[ en posant 

1 

Np( X) = llXllp = (~ lxilP) v · 
Il est clair que pour p = 1 ou p = 2, on retrouve la « norme somme » et la norme 
euclidienne. 
Dans le cas général (pour p t/. { 1, 2}), la démonstration que Np est une norme est 
trop difficile à notre niveau. Je vous déconseille de vous lancer dans ce calcul : 
cela butera pour établir l'inégalité triangulaire, car on a besoin d'une inégalité 
comparable à celle de Cauchy-Schwarz en bien plus compliqué, la classique inégalité 
de Holder. 
Il est possible de montrer à notre niveau, avec un peu d'organisation que pour 
X fixé, on a lim Np(X) = N00 (X). C'est cette propriété qui justifie le nom de 

p---t+oo 
cette dernière norme N 00 • 

1.3.4 Équivalence de normes 

Définition 1.8 Soient N et N deux normes définies sur ]Rn. On dit que les deux 
normes sont équivalentes si il existe deux constantes strictement positives Ci, C2 
telles que: 

\:/XE ]Rn 

On peut à la rigueur noter cette propriété par : N "' N. C'est une relation 
d'équivalence dans l'ensemble de normes définies sur JRn. (La démonstration du 
fait que c'est une relation d'équivalence est un excellent exercice: voir TD, exercice 
1.3) 

Théorème 1.9 Les normes Ni, N2 et N00 sont équivalentes. 
On a pour tout X= (xi, ... , Xn) E JRn, 

N00 (X) ~ N2(X) ~ Ni(X) ~ n N00 (X) ; 

Noo(X) ~ N2(X) ~ Vn Noo(X) ; 

N2(X) ~ Ni(X) ~ Vn N2(X) ; 

N00 (X) ~ Ni(X) ~ n N00 (X). 

Ces constantes ne peuvent être améliorées car pour chacune de ces inégalités, on 
peut trouver un X pour lequel on a l'égalité. 
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Pour la démonstration de ce théorème, voir l'exercice 1.4, et son corrigé. 
Signalons un théorème important mais que nous n'utiliserons pas, car on ne le 
démontre pas dans ce cours et il «tue» tout un tas d'exercices : 

Théorème 1.10 (admis) Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les 
normes sont équivalentes. 

Remarque : Dans le cas particulier (assez peu intéressant) où n = 1, on considère 
que JR1 = JR, et les trois normes que nous avons étudiées sont en fait les mêmes : 
Pour tout x E JR, on a Ni(x) = N2(x) = Noo(x) = lxl 

1.3.5 Distance dans )Rn 

Nous arrivons maintenant véritablement à la mesure de l'écartement de deux 
éléments de )Rn. Les normes que nous avons rencontrées jouent le rôle de la valeur 
absolue dans R Pour les nombres, la mesure de l'éloignement de deux réels utilisait 
la valeur absolue de la différence de ces nombres. Dans )Rn, on prendra la norme 
de la différence de deux vecteurs pour apprécier leur distance. Mais tout d'abord 
définissons ce qu'est mathématiquement une distance. 

Définition 1.11 Soit E un ensemble; on appelle distance sur E toute application 
d définie sur E x E, à valeurs dans JR, et vérifiant les 4 propriétés suivantes : 
(dO) Vx,y E E d(x,y);;::: 0 
(dl) d(x, y) = Ü {=:::} X= y 
(d2) Vx, y E E d(x, y)= d(y, x) 
(d3) Vx, y, z E E d(x, z) :::; d(x, y)+ d(y, z) 
(cette dernière inégalité s'appelle aussi « l'inégalité triangulaire »). 
Un ensemble dans lequel existe une distance s'appelle un espace métrique. 

Dans un espace métrique, il y a aussi une deuxième inégalité triangulaire 
(d3)' Vx, y, z E E ld(x, y) - d(y, z)I :::; d(x, z) 
Elle se démontre un peu comme la deuxième inégalité triangulaire des espaces 
normés (voir exercice 1.6). 

La notion de distance est étroitement liée à celle de norme puisque l'on a la 
proposition : 

Proposition 1.12 Si E est un espace muni d'une norme N, alors l'application 
d définie sur E x E par d(X, Y) = N(X - Y) est une distance. C'est la distance 
associée à la norme N. 

Preuve La démonstration de cette proposition est tout à fait évidente en 
utilisant les propriétés d'une norme. D 
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Remarque : Il ne faut pas croire que tous les espaces métriques sont des espaces 
normés (munis d'une norme). 
En effet, pour qu'il y ait une norme, l'ensemble doit avoir une structure d'espace 
vectoriel, alors qu'un espace métrique n'a pas forcément de structure algébrique. 
En revanche, tous les espaces normés sont des espaces métriques comme le prouve 
la proposition ci-dessus. 

Conséquence 

IR!n est un espace métrique de trois façons : à chacune des trois normes classiques 
de IR!n correspond une distance. 
À la norme euclidienne N2, correspond la distance dite distance euclidienne d2 de 
ffi!n: 

1 

d2(X, Y) = N2(X - Y) = llX - Yll2 = (~(xi - Yi) 2) 
2 

C'est la distance usuelle, la seule que l'on comprenne bien intuitivement; on peut 
la qualifier de distance naturelle, bien que mathématiquement, cet adjectif ait 
assez peu de sens. Souvent on omet l'indice 2, et la on note simplement d. 
C'est celle que l'on utilise en géométrie, lorsque le plan ou l'espace est rapporté à 
un repère orthonormé : 
Si A et B sont deux points du plan [de l'espace], 

Remarque : On peut à cette occasion justifier ici le terme inégalité triangulaire : 
Si ABC est un triangle; si on pose 11 =AB; 1J = Bê et donc 11+1J = Aê, 
l'inégalité triangulaire s'écrit 

Elle exprime le résultat classique que dans un triangle, la longueur d'un côté 
est inférieure à la somme des deux autres longueurs de côtés ou encore plus 
prosaïquement que la ligne droite est le plus court chemin pour aller d'un point à 
un autre, puisque pour aller de A vers C, il est plus court d'y aller directement 
qu'en passant par B. Cette dernière interprétation n'étant d'ailleurs pas valable 
avec une autre norme que la norme euclidienne. 
La deuxième inégalité triangulaire exprime, elle, que dans un triangle, la longueur 
d'un côté est supérieure (ou égale) à la différence des deux autres longueurs de 
côtés. Avec les mêmes notations, on a : 
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À la norme du max N00 correspond la distance d00 de :!Rn définie par : 

À la norme somme Ni correspond la distance di de :!Rn définie par : 

n 

di(X, Y)= Ni(X - Y)= llX - Yll1 = L lxi - Yil· 
i=l 

1.4 Ouverts, fermés, bornés, voisinages dans Rn 

1.4.1 Boules ouvertes et fermées de ]Rn 

Ces notions sont essentiellement liées à la notion de norme. Comme il y a trois 
normes usuelles dans ]Rn, et pour ne pas nous répéter, nous appellerons Nk une 
quelconque de ces trois normes, et dk la distance associée, étant entendu que k 
vaut soit 2, soit oo, soit 1. 

Boule ouverte 

Définition 1.13 Pour Xo un élément de ]Rn et r un réel strictement positif. On 
appelle boule ouverte de centre Xo et de rayon r, pour la norme Nk, et on note 
Bk(Xo, r) le sous-ensemble de ]Rn défini par : 

Boule fermée 

Définition 1.14 Pour Xo un élément de ]Rn et r un réel strictement positif. On 
appelle boule fermée de centre Xo et de rayon r, pour la norme Nk, et on note 
Bk(Xo, r) le sous-ensemble de ]Rn défini par : 

Boules dans lR 

Les trois normes usuelles étant confondues dans lR avec la valeur absolue, il n'y a 
qu'une seule notion classique de boules, que l'on note sans indice k.: elle correspond 
à la notion d'intervalles centrés; les définitions des notions de limite, continuité 
pour des fonctions de lR dans lR font largement appel à ces intervalles centrés. 
Dans JR, B(xo, r) =]xo - r, xo + r[; l'inégalité lx - xol < c caractérise x E B(xo, c). 
De même, B(xo, r) = [xo-r, xo+r]; l'inégalité lx-xol ~ c caractérise x E B(xo, c). 
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Boules usuelles en dimension 2 

Une remarque préliminaire s'impose : entre une boule ouverte et une boule fermée, 
la différence est «mince». On a bien sûr Bk(xo, r) c Bk(xo, r) et seuls les X qui 
sont exactement à la distancer de Xo sont dans la boule fermée Bk(Xo, r) et pas 
dans la boule ouverte Bk(Xo, r). 
D'autre part, pour une bonne compréhension de ces notions il est utile de se placer 
systématiquement dans un repère orthonormé. 

Yo 

(1.1) 

Boules Euclidiennes : ce sont les plus simples à concevoir, car ce sont des 
disques, ouverts ou fermés, selon le cas, c'est-à-dire sans ou avec le cercle frontière. 
Pour s'en convaincre, il suffit de considérer l'inéquation caractérisant une boule : 

Il est bien connu que cette dernière inéquation caractérise le disque fermé de rayon 
r et de centre le point de coordonnées (x1,o, x2,o). (Vous connaissez sans doute 
mieux ce résultat en nommant (x, y) les coordonnées : (x - x0 )2 +(y - y0 )2 ~ r2 
caractérise le disque fermé limité par le cercle d'équation (x-x0 )2+(y-y0 ) 2 = r2 .) 

Boules pour la norme du max: ce sont des carrés. En effet, 

{ lx - xol < r 
llX - Xolloo < r {::=:} max(lx - xol, IY - Yol) < r {::=:} I 1 y-yo < r. 

Or, lx - xol < r caractérise une bande verticale de largeur 2r, limitée par les deux 
droites verticales x = xo - r et x = xo + r. De même, IY - Yol < r caractérise 
une bande horizontale de largeur 2r, limitée par les deux droites horizontales 
y = Yo - r et y = Yo + r. L'intersection de ces deux bandes est un carré dont le 
centre est le point Xo(xo, Yo). 
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(1.2) 

(1.3) 
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Y&""r __ - - - - _ -+------+-

Yo -----------~ 
1 
1 
1 - - - - - - - -+---,---+-

y -----

' 1 

><i,+r 

Boules pour la norme somme : ce sont aussi des carrés, mais « posés sur la 
pointe ». Voir la figure ci-dessus ; la démonstration un peu technique est laissée 
en exercice (voir exercice 1. 7.) 

Boules usuelles dans ~3 

On montre sans grande difficulté que les boules euclidiennes sont de « vraies » 
boules, limitées par des sphères, que les boules pour la norme du max sont des 
cubes, et avec un peu plus de mal, on peut établir que les boules pour la norme 
somme sont des octaèdres. 

Remarque : La propriété d'équivalence des trois normes usuelles est illustrée par 
la figure de la page suivante, qui illustre qu'à l'intérieur de toute boule pour une 
des normes, on peut en inclure une autre, de même centre, pour une des autres 
normes. Réciproquement, toute boule pour une des normes est incluse dans une 
autre boule de même centre, pour une des autres normes. Cette propriété est vraie 
en dimension quelconque. Nous verrons dans la suite l'intérêt de cette possibilité. 
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(1.4) 

Remarque : Lorsque le contexte aura privilégié un des trois types de norme, on 
s'abstiendra de préciser à chaque fois laquelle, et on notera simplement N au lieu 
de Nk, d au lieu de dk, llXll au lieu de llXllk, B(Xo, r) au lieu de Bk(Xo, r) etc. 
C'est en général la norme euclidienne qui sera ainsi privilégiée. 

1.4.2 Parties bornées 

Définition 1.15 Une partie de ]Rn est bornée lorsqu'elle est incluse dans une 
boule. 

Grâce à la remarque 1.4.1, il est clair que cette définition ne dépend pas de la 
norme considérée. On peut aussi clairement utiliser des boules ouvertes ou fermées 
sans changer cette notion de partie bornée. 

Proposition 1.16 Une partie P de ]Rn est bornée si et seulement si il existe 
R > 0 tel que \IXE P, on a llXll ~ R. 

Preuve La remarque 1.4.1 permet de ne pas spécifier quelle norme on utilise. 
Si on a VX E P, llXll ~ R, cela signifie que P c B(O, R) (en posant 0 = ÜJRn) 

donc P est une partie bornée. 
Si Pest bornée, alors il existe Xo et r tel que P c B(Xo, r). 
Soit alors R = r + d(Xo, 0) = r + llXoll· Alors pour tout X E P, puisque 
XE B(Xo,r), on a llX -Xoll ~ r et donc 

llXll = ll(X - Xo) + Xoll ~ llX - Xoll + llXoll ~ r + llXoll = R. 

0 
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1.4.3 Ouverts de ~n 

Définition 1.17 Une partie 0 de E est dite ouverte si elle vérifie la propriété 
suivante: 

XE 0 ===} 3rx E ~+, Bk(X,rx) C 0 

Cette définition signifie que dès que 0 contient un élément X, alors il contient 
nécessairement toute une boule centrée en X. 
Apparemment, cette notion dépend de la norme considérée. Mais en fait, d'après 
la remarque 1.4.1 (p.12), puisque toute boule d'un type en contient d'autres 
de même centre des autres types, si un ensemble est ouvert au titre d'une des 
normes, il est ouvert également pour les autres normes et on dit simplement qu'il 
est ouvert. 

Proposition 1.18 Toute boule ouverte est un ensemble ouvert 

Preuve Cette démonstration se fera en utilisant une quelconque des normes et 
sans la numéroter. 
Soit B = B(Xo, r) une boule ouverte pour la norme N =li· li· Soit XE B. Par 
définition, 8 = d(X, Xo) < r. Posons rx = r - 8 > O. Alors la boule B(X, rx) est 
incluse dans B. En effet, soit Y E B(X, rx ), alors par l'inégalité triangulaire, 

(1.5) 

d(Y, Xo) ~ d(Y, X)+ d(X, Xo) = d(Y, X)+ 8. Or, d(Y, X) < rx par définition 
de la boule ouverte B(X,rx). Donc d(Y,Xo) < rx + 8 = r - 8 + 8 = r et 
Y E B(Xo,r) =B. D 

Remarque : Cette proposition est rassurante, et elle justifie a posteriori la 
pertinence des dénominations. Il ne faudrait surtout pas croire que l'adjectif 
« ouverte » dans boule ouverte est à lui tout seul une preuve de la proposition. 
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1.4.4 Fermés de ~n 

Définition 1.19 Une partie F de E est dite fermée si elle est le complémentaire 
d'une partie ouverte. 

Cette définition « en creux » est assez difficile à manier. Nous verrons un peu 
plus loin un théorème important qui permet de définir les fermés de façon plus 
positive. 
Comme pour les ouverts, nous avons la proposition rassurante : 

Proposition 1.20 Toute boule fermée est un ensemble fermé. 

Preuve Comme pour la proposition 1.18 (p.14) on ne numérote pas la norme 
utilisée. 
Soit B = B(Xo,r) une boule fermée pour la norme N = Il· Il· Pour montrer 
que c'est un ensemble fermé, on doit considérer le complémentaire C de B et 
montrer que C est un ensemble ouvert. Soit XE C. Par définition, puisque X <t B, 
ô = d(X, Xo) > r. Posons rx = ô-r >O. Alors la boule B(X, rx) est incluse dans 
C. En effet, soit Y E B(X, rx ), alors grâce à la deuxième inégalité triangulaire, 
d(Y, Xo) ~ ld(Y, X) - d(X, Xo)I ~ d(X, Xo) - d(Y, X)= ô - d(Y, X). 

(1.6) 

Or, d(Y,X) < rx par définition (1.13) de la boule ouverte B(X,rx). 
Donc -d(Y, X) > -rx et d(Y, Xo) > ô - rx = ô - (ô - r) = r. 
On peut donc affirmer que Y <t B, donc Y E C. On a trouvé une boule B(X,rx) 
centrée en X et incluse dans C, ceci quel que soit X dans C : c'est exactement ce 
qui permet d'affirmer que C est bien un ouvert, donc Best un bien fermé. 0 

1.4.5 Voisinages, bases de voisinages dans ~n 

Définition 1.21 Pour Xo dans E, on appelle voisinage de Xo, toute partie de 
~n qui contient une boule ouverte centrée en Xo. 
On note V(Xo) l'ensemble de tous les voisinages de Xo. 
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Grâce à la remarque 1.4.1 (p.12), cette notion ne dépend pas de la norme utilisée. 

Proposition 1.22 V est un voisinage de Xo si et seulement si il existe un 
ensemble ouvert contenu dans V et qui contient Xo. En particulier tout ouvert 
est voisinage de chacun de ses points. C'est même une autre caractérisation des 
ouverts. 

Preuve Si V est un voisinage de Xo, d'après la définition, il existe une boule 
ouverte centrée en Xo, de rayon r, qui est incluse dans V et une boule ouverte est 
un ouvert d'après la proposition 1.18 (p.14). Donc V contient un ouvert contenant 
Xo. 

Réciproquement : si E est une partie qui contient un ouvert 0 qui contient X 0 . 

Puisque 0 est ouvert, et que Xo E 0, il existe une boule ouverte centrée en Xo et 
incluse dans 0. Par transitivité de l'inclusion, cette boule est incluse dans E qui 
est donc un voisinage de Xo. 

Pour la deuxième partie de la proposition : il est évident que si X 0 est un point 
d'un ouvert, cet ouvert contient un ouvert - lui-même - contenant Xo, donc 
c'est un voisinage de Xo d'après le début de la proposition qu'on vient d'établir. 

Réciproquement : Soit E un ensemble qui est voisinage de chacun de ses points. 
Pour chacun de ses points X, il existe donc une boule que l'on peut prendre ouverte, 
centrée en X et incluse dans E. C'est justement la définition d'un ensemble ouvert: 
E est donc ouvert. D 

Un exemple très important de voisinages de Xo est fourni par les boules de centre 
Xo, de rayon non nul. 
En effet, elles contiennent toujours une boule ouverte (elle-même ou la boule 
ouverte de même centre et de même rayon) contenant Xo. 

Les voisinages d'un point sont extrêmement nombreux, puisque toute partie 
contenant un voisinage de Xo devient ipso facto elle aussi un voisinage de X 0 . 

Cette trop grande richesse peut être gênante, surtout lorsqu'on aura besoin de 
propriétés utilisant « Pour tout voisinage de Xo ». . . Afin de remédier à cet 
inconvénient, on utilisera la notion de bases de voisinages 

Définition 1.23 On appelle base de voisinages de Xo un sous-ensemble B de 
V(Xo) tel que pour tout VE V(Xo), il existe WEB tel que W c V. 

Exemples 
L'ensemble des boules ouvertes centrées en Xo est banalement une base de voisinage 
de Xo. 
L'ensemble des boules fermées (de rayon non nul) centrées en Xo est aussi une 
base de voisinage de Xo. 
Ceci quelle que soit la norme considérée. 
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1.5 Suites de ~n 

1.5.l Présentation des suites de vecteurs 

Mathématiquement, une suite de vecteurs de ]Rn est une application de N dans 
]Rn; comme pour les suites, la notation est spécifique : on note (Up)pEN [ou plus 
simplement (Up)] une telle suite, étant entendu que Up désigne le p-ième terme de 
la suite (image de p) et que c'est un élément de JRn. Up a donc n composantes qui 
dépendent de p. On a donc besoin d'une double indexation: lai-ème composante 
de Up sera notée Uip· 
En général, quand il n'y a pas d'ambiguïté avec les exposants, on préfère envoyer 
en haut un des indices : on note alors la suite (UP)pEN [ou (UP)], avec UP = 

(u}, u~, ... , u~). 
évidemment, dans certains cas il peut être intéressant de noter en colonne les 

élémenIB de a• : dans ce cas on aura UP = ( !l 
Remarquons que la lettre n est «taboue» pour les indices tant qu'on travaille 
dans JR!!. 
Une suite de vecteurs (UP)pEN est entièrement déterminée par la donnée des n 
suites réelles ( u})pEN, ( u~)pEN, ... , ( u~)pEN, car la connaissance de ces n suites 
réelles assure la connaissance de la suite vectorielle et réciproquement. Les n suites 
( uf)pEN sont les suites des composantes de (UP)pEN. 

1.5.2 Convergence de suites de ]Rn 

Grâce à la notion de norme, qui permet de mesurer la notion de proximité dans 
]Rn, nous pouvons maintenant, comme dans lR définir rigoureusement la notion de 
convergence d'une suite de vecteurs de JRn. 

Définition 1.24 Soit (UP)pEN une suite d'éléments de JRn. On dit que la suite 
(UP) converge vers l'élément L de ]Rn lorsque 

Ve > 0, 3po E N, tel que \:/p ~Po on a llUP - Lllk :::;; c 

On dit alors que Lest la limite de la suite (UP) et on note lim UP = L 
p-++oo 

Dans cette définition, L désigne un vecteur de ]Rn, et comme d'habitude Il · llk 
désigne une des trois normes usuelles de ]Rn. 

Avant de continuer, il est essentiel de préciser un point : 

Théorème 1.25 (Unicité de la limite) La limite d'une suite, si elle existe, 
est unique. 
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Preuve Supposons que la suite (UP) converge à la fois vers L et aussi vers L'. 
On va faire un raisonnement par l'absurde: supposons que L # L'. Dans ce cas, 
l , l llL - L'llk . . r e ree ê = 3 est strictement pos1t1 , et pour cet ê, 

d'une part puisque (UP) converge vers L, 3pI tel que sip ~PI, alors llUP-Lllk ~ ê. 

d'autre part puisque (UP) converge vers L', :lp2 tel que sip ~ p2, alors llUP-L'llk ~ 
ê. 

(Il ne faut surtout pas prendre le même Po dans les deux cas) 
Soit Po un entier qui soit à la fois plus grand que PI et plus grand que P2 (il suffit 
de prendre Po= max(pI,P2)) 
Puisqu'on a à la fois Po ~PI et Po ~ p2, on peut affirmer qu'on a 

Mais en utilisant l'inégalité triangulaire, on a 

C'est absurde qu'on trouve 3ê ~ 2ê avec ê > O. L'hypothèse que l'on a faite L # L' 
n'est donc pas correcte et on a L = L'. D 

Remarque: C'est ce théorème qui assure la cohérence de la notation lim UP = 
p-++oo 

L : le signe = ne devait pas, jusque là être compris comme l'égalité habituelle, 
mais seulement comme une convention. Maintenant, il n'y a plus de problème, 
et si on a simultanément lim UP = L et lim UP = L', on peut sans scrupule 

p-++oo p-++oo 
affirmer que L = L' (transitivité de l'égalité). 

La définition de la convergence utilise une certaine norme Nk, et on devrait donc 
parler de convergence au sens de Nk; ce n'est pas pratique, mais nous allons lever 
cette difficulté grâce à la proposition suivante : 

Proposition 1.26 Si Nj et Nk sont deux normes équivalentes sur ]Rn, alors la 
convergence d'une suite vers L au sens de Ni est équivalente à la convergence de 
cette suite vers L au sens de Nk. 

Preuve Remarquons tout d'abord qu'il suffit d'établir l'implication dans un 
sens pour en déduire l'équivalence, puisque j et k jouent un rôle symétrique, la 
réciproque s'établira en échangeant les rôles. 
Montrons que si (UP) converge vers Lau sens de Nj, alors elle converge vers L 
au sens de Nk. 
Soit (UP) une suite convergente vers L au sens de Nj. 
Puisque ces deux normes sont équivalentes, on sait qu'il existe deux constantes 
strictement positives CI et C2 telles que pour tout X E ]Rn, on a 
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Soit ê > 0; pour ê 1 = ~2 > 0, d'après l'hypothèse de convergence vers Lau sens 

de Nj, il existe Po tel que \::/p ~Po on a llUP - Liii :::;; ê1• Mais ~2 llUP - Lllk :::;; 

llUP - Liii, donc on a donc pour ces p, llUP - Lllk:::;; C2ê' = ~ 
Ce qui est souligné dans le texte ci-dessus assure la convergence vers L au sens de 

~- D 

D'après cette proposition, la convergence d'une suite vectorielle ne dépend plus de 
la norme considérée, et dans la suite, on utilisera au choix n'importe quelle norme, 
sans forcément préciser laquelle. En pratique, c'est plutôt la norme euclidienne 
que l'on comprend, mais dans certains cas la norme du max est bien pratique. 
Notons une propriété analogue à la précédente, qui peut servir à une autre 
définition de la convergence d'une suite : 

Proposition 1.27 Une suite (UP) de vecteurs de ]Rn est convergente vers L si et 
seulement si pour tout voisinage V d'une base de voisinages de L, il existe Po tel 
que pour p ~ po, on a UP EV 

Preuve Notons tout d'abord que la définition 1.24 (p.17) peut être paraphrasée 
en utilisant les termes de cet énoncé, puisque à chaque ê > 0 correspond un 
élément Ve: = B(L, ê) de la base de voisinages de L formée des boules fermées 
de centre L, et que X E B(L, ê) {::::::::} llX - Lll :::;; ê. Quand on lit dans la 
définition Vê > 0, on peut aussi bien comprendre « Pour tout élément B(L, ê) de 
la base de voisinages de L formée des boules fermées de centre L » ; le dernier 
morceau de la phrase de la définition « llUP -Lll :::;; ê »se comprend alors comme: 
(( UP E B(L, ê) ». 
Soit B une autre base de voisinages de L. 
Supposons tout d'abord que (UP) converge vers L. 
Soit W un voisinage de L appartenant à la base de voisinages B. Puisque c'est un 
voisinage de L, il contient une boule centrée en L que l'on notera B(L, r). 

Pour ê = ~, il existe Po tel que pour p ~ Po, on a 

- - r 
UP E B(L,ê) = B(L, "2) c B(L,r) c W. 

On a établi le sens nécessaire de cette propriété. 

Réciproquement : Supposons que pour tout W E B, on puisse trouver un Po tel 
que pour p ~Po on ait UP E W. 
Soit ê >O. La boule fermée B(L, ê) est un voisinage de L. Or, B étant une base 
de voisinages de Let B(L, ê) un voisinage de L, on peut trouver un voisinage W 
de L qui soit un élément de B et qui soit inclus dans B(L, ê). Pour cet élément W 
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de B, d'après l'hypothèse, il existe Po tel que pour p ~ po, on ait UP E W. Mais 
puisque W c B(L,c), on a UP E B(L,c) et donc llUP - Lll::::; c. 
Ce qui est souligné ci-dessus correspond à l'affirmation que (UP) converge vers 
L. D 

Une conséquence importante de cette propriété est que dans la définition, on peut 
si on le souhaite, changer l'inégalité large dans llUP - Lll ::::; c par une inégalité 
stricte Il UP - L Il < c : cela revient alors à considérer la base de voisinages de 
L formée des boules ouvertes centrées en L. Personnellement, je préfère utiliser 
quand je le peux des inégalités larges, car il y a en général moins de pièges avec 
elles. 
On peut aussi se restreindre aux c qui sont plus petits qu'un nombre M fixé à 
l'avance, car l'ensemble des boules ouvertes (ou fermées) de centre Let dont le 
rayon est plus petit que M est aussi une base de voisinage (vérification immédiate). 
Nous arrivons maintenant à une propriété essentielle sur la convergence des suites 
vectorielles en dimension finie : 

Théorème 1.28 Soit (UP)pEN une suite de vecteurs de ~n et ( uf)pEN, ( u~)pEN, ... , 
(u~)pEN les suites des composantes de (UP). Alors la suite (UP) est convergente si 
et seulement si les n suites composantes sont convergentes, et la limite L de la 
suite (UP) a alors comme composantes (fi,f2, ... ,Pn), chaque fi étant la limite 
de la suite numérique ( uf)pEN. 

Ainsi dans ~n, la convergence d'une suite se ramène à celle des suites composantes; 
il y en a autant que la dimension de l'espace. 

Preuve Supposons tout d'abord que (UP) soit convergente vers L = (P1, f2, ... , Pn)· 
Soit j un entier entre 1 et n. Pour tout c > 0, d'après l'hypothèse, il existe Po tel que 
p ~Po implique que llUP - Llloo ::::; é. 

(Notons le choix fait ici d'utiliser la norme du max parce que «ça nous arrange».) 
Posant UP - L =V= (v1, v2, ... , vn), on a donc m~ lvil ::::; é. 

l~i~n 

En particulier, lvil ::::; m!=l-x lvil ::::; c. Or, la j-ième composante du vecteur V= 
l~i~n · 

UP - L est égale à la différence de la j-ième composante de UP et de la j-ième 
composante de L, donc vi = u~ - Pi. 
On a donc lu~ - fil ::::; c et ce qui est souligné signifie justement que la suite 

( u~)pEN converge vers Pi. 
Réciproquement : 
On suppose maintenant que chacune des n suites ( u~)pEN converge vers fi. 
Soit c > 0 ; puisque chaque suite ( u~)pEN converge vers Pi, pour chaque j, il existe 
Pi tel que p ~Pi implique que lu~ - fil ::::; c. 
Il existe alors Po = m!=l-x Pi tel que si on a p ~ po, alors (puisque pour tout j, 

- l~J~n 

Po ~ Pi) on a p ~ Pi. 
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On a donc pour tout j entre 1 et n: lu~ - Rjl ~ E:. 

On peut donc affirmer que le plus grand de ces n nombres lu~ - Rjl = lvil est lui 
aussi majoré par E:: on a m!'lJC lvil = llVlloo ~ E:. Mais le vecteur V de composantes 

h(i.;;;n 

(v1, v2, ... , vn) est justement égal à UP - Let on a donc llUP - Lll 00 ~ E:. 

Ce qui est souligné prouve que (UP) converge vers L. D 

Exemple: 
Dans E = JR2 , considérons la suite de terme général : 

XP - (-1- 2 -p) 
- p+l' e 

On sait que les deux suites réelles ( xf )pEN et ( x~)pEN définies respectivement par : 

{ xf = p!1 
X~= 2e-P 

convergent dans lR respectivement vers R1 = 0 et R2 =O. Donc la suite (XP)pEN 
converge dans JR2 vers L = (0, 0). 

1.5.3 Opérations sur les suites convergentes 

Grâce au théorème 1.28 (p.20), on démontre sans aucune difficulté, en passant 
par les composantes, les propriétés suivantes. 

Proposition 1.29 Si (UP) et (VP) sont deux suites de .!Rn convergentes, respec­
tivement vers Let L', alors la suite (UP + VP) converge et sa limite est L + L'. 

Proposition 1.30 Si (UP) est une suite de .!Rn convergente vers L et a un réel, 
alors la suite ( aUP) est convergente et sa limite est aL. 

Remarque : Il n'est pas possible de définir, comme on le faisait pour les suites 
réelles des suites admettant une limite infinie : si une de ses suites composantes 
d'une suite vectorielle admet une limite infinie, alors cette suite vectorielle n'a 
pas de limite, et il est inutile de chercher davantage. 

1.5.4 Convergence par majoration 

Voici une proposition technique très intéressante. 

Proposition 1.31 Si (XP)pEN est une suite de vecteurs de .!Rn et L E .!Rn; s'il 
existe une suite réelle (up)pEN, convergente vers 0; si pour tout p à partir d'un 
certain rang Pl, on a 

Alors on a lim XP = L. 
p-++oo 
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Preuve Notons tout d'abord que la suite (up) est forcément à termes positifs, 
au moins à partir du rang Pl· 
On a Ve> 0, 3p2 EN tel que si p ~ po, on a lupl ::::; E:. (On a simplement traduit 
la convergence de la suite réelle (up) vers 0). 
Soit Po= max{pi,p2}; 
On peut dire qu'il existe Po EN tel que si p ~Po, 
On a d'une part, p ~pi, donc llXP - Lll ::::; up et donc forcément 0::::; up = lupl, 
et d'autre part on a p ~ P2, donc up = lupl ::::; E:. 

Mettant bout à bout ces deux inégalités, on obtient 

llXP - Lli::::; é. 

D 

1.5.5 Suites et fermés 

Nous allons maintenant revenir sur la notion d'ensemble fermé et établir une 
caractérisation «positive» de ces ensembles. Les raisonnements qui vont suivre 
sont valables dans tout espace métrique. 

Théorème 1.32 Soit F une partie non vide de ]Rn. Alors F est fermée si et 
seulement si pour toute suite convergente (UP) d'éléments de F, la limite L de 
cette suite est un élément de F. 

La démonstration de ce théorème use et abuse du raisonnement par l'absurde. 
Elle peut être sautée en première lecture. 
Supposons d'abord que F soit fermé. 
Soit (UP) une suite convergente d'éléments de F. Soit L = lim UP. Pour montrer 

p-++oo 
que LE F, on va supposer le contraire, c'est-à-dire que L </. F et montrer qu'on 
arrive à un contradiction. 
Soit () le complémentaire de F. Puisque F est fermé, () est par définition un 
ouvert. On a donc supposé que LE CJ. Puisque ()est un ouvert, et que LE CJ, il 
existe une boule fermée de centre L, de rayon E: qui est incluse dans CJ. Pour cet E:, 
puisque L = lim UP, alors on peut affirmer qu'il existe Po tel que pour p ~Po, 

p-++oo 

on a llUP - Lll ::::; E:, donc entre autres UP0 E B(L,E:) c CJ. On a donc trouvé un 
terme UP0 de la suite (UP) qui appartient à () : ça veut dire qu'il n'appartient 
pas à F, mais c'est absurde puisque cette suite a tous ses termes dans F. Notre 
hypothèse L </. F est donc incompatible avec les autres hypothèses et on a donc 
forcément L E F 

Réciproquement : 
Supposons maintenant que toutes les suites convergentes d'éléments de Font leur 
limite appartenant à F. 
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Pour montrer que Fest fermé, nous allons supposer que ce n'est pas le cas : son 
complémentaire 0 est donc supposé non ouvert. Il existe donc un point L de 0 
tel que on ne peut pas trouver un r > 0 avec B ( L, r) c 0. 
Pour tout ê > 0, puisque B(L,E) et 0 (sinon on aurait B(L,E) c 0), il existe 
donc un X tel que JIX - LJI ~ ê mais X </. 0, donc X E F. En particulier, 

pour chaque p EN, en considérant ê = __!_,on peut trouver un XP E F tel que 
2P 

llXP-LJI ~ 2~· 
On construit ainsi une suite (XP) d'éléments de F. Montrons qu'elle converge 

1 
vers L : pour tout ê > 0, il existe Po tel que p ;:::: Po implique 0 < - ~ ê (ceci 

2P 
. 1 . 1 

parce que hm - = 0+). On a donc, pmsque llXP - Lli ~ -, JIXP - Lli ~ ê. 
~~~ ~ 

La suite (XP) dont tous les termes sont dans F converge donc vers un vecteur 
L qui n'est pas dans F: c'est contradictoire avec l'hypothèse, donc l'hypothèse 
supplémentaire F n'est pas fermé est absurde et on a établi que Fest fermé. 0 

1.6 Vocabulaire de topologie 

Voici quelques notions qu'il est bon de comprendre, mais sur lesquelles nous ne 
nous attarderons pas. 
En première lecture, cette partie peut être sautée : elle peut servir de référence en 
cas de besoin. 

1.6.1 Adhérence 

Définition 1.33 Soit P une partie de ~n. Un élément L de ~n est dit adhérent 
de P lorsqu'il existe une suite d'éléments de P qui converge vers L. 
L'ensemble des points adhérents de Pest appelée l'adhérence ou la fermeture de 
Pet se note P 

Voici quelques propriétés concernant l'adhérence d'une partie dont nous ne donnons 
pas la démonstration. 

Proposition 1.34 • PC P 
• P est un fermé. 
• P est fermé {::::::::} P = P 
• P est le plus petit fermé de ~n qui contient P. 
• Si B = B(Xo, r), alors B = B(Xo, r) 

1.6.2 Intérieur 

Définition 1.35 Soit P une partie de ~n. On appelle intérieur de P, et on note 
0 

P l'ensemble des points U de P pour lesquels il existe une boule ouverte de centre 



24 CHAPITRE 1. NOTIONS DE TOPOLOGIE DANS ]Rn 

U qui soit incluse dans P. 

Ici aussi, quelques propriétés sans démonstration. 

0 

Proposition 1.36 • Pc P 
0 

• P est un ouvert. 
0 

• P est ouvert {::::::::} P= P 
0 

• Pest le plus grand ouvert de ~n qui est inclus dans P. 
0 

• Si B = B(Xo, r), alors B= B(Xo, r) 

1.6.3 Frontière 

Définition 1.37 Soit P une partie de ~n. On appelle frontière de P, on note 
Fr(P) l'ensemble des points de ~n qui sont adhérents de P sans être à l'intérieur 
de P. 

- 0 

Fr(P) = P\ P 

Proposition 1.38 La frontière d'une boule fermée ou ouverte de centre Xo, de 
rayon r est formée de l'ensemble des points qui sont exactement à la distancer 
de Xo. 
Si la norme utilisée est la norme euclidienne, si on est dans ~2 , cette frontière est 
le cercle de centre Xo et de rayon r (si on est dans ~3 , c'est la sphère). 

Ce qu'il suffit de retenir, à notre niveau, c'est que la notion intuitive qu'on peut 
avoir de la frontière d'un domaine du plan ou de l'espace correspond pour tous 
les domaines usuels, pas trop compliqués, à la frontière au sens mathématique. 

1.6.4 Point d'accumulation 

Cette notion est très importante en vue des calculs de limites. En effet, on ne peut 
calculer une limite de fonction qu'en des points d'accumulation de l'ensemble de 
définition de cette fonction, comme nous le verrons au chapitre III. 

Définition 1.39 Soit P une partie de ~n. Un élément U de ~n est dit point 
d'accumulation de P lorsqu'il existe une suite d'éléments de P \ {U} qui converge 
vers L. 

On peut remarquer que la définition d'un point d'accumulation ressemble beaucoup 
à celle d'un point adhérent. Un point d'accumulation est d'ailleurs un point 
adhérent, la réciproque étant fausse. En effet il y a des points adhérents qui ne 
sont pas point d'accumulation : ce sont les points isolés. 
Un point isolé Y de Pest un point tel qu'il existe une boule B(Y, .s) ne contenant 
pas d'autre point appartenant à P à part Y. Il y a une seule façon de construire 
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une suite (UP) d'éléments de P convergeant vers Y : c'est de prendre une suite 
stationnaire, telle que à partir d'un rang Po, on a UP =Y. Mais une telle suite 
n'est pas formée d'éléments de P \ {Y}. 
Un point d'accumulation X est tel que toute boule centrée en X contient d'autres 
points que X appartenant à P. Les terminologies « point d'accumulation » et 
« point isolé » sont assez imagées pour aider à comprendre ces notions. 

1.6.5 Compacité 

Sans démonstration, une propriété très importante de ~n 

Théorème 1.40 Les parties fermées bornées de ~n sont les compacts de ~n. 
Cela signifie que si JC est une partie fermée bornée de ~n, alors de toute suite 
(UP) d'éléments de JC, on peut extraire une sous-suite convergente vers LE JC, 
et réciproquement, si une partie P a la propriété que de toute suite d'éléments 
de P, il est possible d'extraire une sous-suite convergente vers un élément de P, 
alors P est une partie fermée et bornée de ~n. 

1. 7 Exercices 

Exercice 1.1. 
Expliciter la démonstration de la formule 

IN(X) - N(Y)I ~ N(X - Y) 

(voir proposition 1.3 p.4). 

Exercice 1.2. 
Montrer que Ni est une norme. 

Exercice 1.3. 
Montrer que l'équivalence entre normes est une relation d'équivalence dans l'en­
semble des normes définies sur un espace vectoriel E. 

Exercice 1.4. 
Montrer le Théorème 1.9 (p.7), qui affirme que : 
Les normes Ni, N2 et N00 sont équivalentes. 
On a pour tout X= (xi, ... ,xn) E ~n, 

N00 (X) ~ N2(X) ~ Ni(X) ~ n N00 (X) ; 

Noo(X) ~ N2(X) ~ Vn Noo(X) ; 

N2(X) ~ Ni(X) ~ Vn N2(X) ; 

N00 (X) ~ Ni(X) ~ n N00 (X). 
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Ces constantes ne peuvent être améliorées car pour chacune de ces inégalités, on 
peut trouver un X pour lequel on a l'égalité. 

Exercice 1.5. 

1. Soit N la norme définie sur JR3 par 

N(X) = Jx~ + x~ + lx3I· 
N est-elle une norme? Si oui montrer qu'elle est équivalente à une des 
normes usuelles. 

2. Mêmes questions avec N définie par 

3. Mêmes questions avec N définie par 

Exercice 1.6. 
Montrer la deuxième inégalité triangulaire pour les distances (propriété (d3)' p.8) 
Dans un espace métrique E, 

(d3) 1 \lx, y, z E E ld(x, y) - d(y, z)I :::;; d(x, z). 

Exercice 1. 7. 
Montrer le résultat sur les boules de la norme somme suggéré par la figure (1.3) 
de la p.12 (on pourra dans un premier temps se contenter d'établir le résultat 
dans le cas où (xo, Yo) = (0, 0) et r = 1). 

Exercice 1.8. 
Pour X= (x,y) E JR2, on pose 

N(X) = N(x,y) = Jx2 +xy+y2. 

1. Montrer que N est une norme sur JR2 . 

2. Montrer que N et Il · 112 sont des normes équivalentes. 

3. Représenter graphique~ent la boule fermée Ê(O, 1) de centre 0(0, 0), de 
rayon 1, pour la norme N ; 

(on a posé, naturellement, Ê(O, 1) = {x = (x, y) E JR2 ,N(X) :::;; 1 }.) 

Représenter sur le même dessin les deux boules fermées B2(0, 1/a) et 
B2(0, 1/ (3). 
Commentaires ... 
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Exercice 1.9. 
Soit Yo E ffi.n et (XP)pEN une suite convergente de points de ffi.n. 
Étudier la convergence de la suite réelle ( up)pEN définie par 

VpEN, 

Exercice 1.10. 
Montrer que U = ffi.2 \ { (0, 0)} est un ouvert. 
On utilisera successivement deux méthodes : 

1. directement ; 

27 

2. avec la caractérisation séquentielle des fermés pour le complémentaire de U 
(théorème 1.32 p.22). 

Exercice 1.11. 

1. Montrer que dans ffi.2 , l'axe des abscisses (Ox), c'est-à-dire l'ensemble des 
couples sous la forme (x,O) est un fermé de ffi.2 . 

2. Étendre le résultat au cas d'une droite D quelconque de ffi.2 , d'équation 
cartésienne ax + by + c = O. 

On utilisera dans chaque cas successivement deux méthodes : 

a) le complémentaire de la droite est un ouvert; 

b) avec la caractérisation séquentielle des fermés (théorème 1.32 p.22.) 





CHAPITRE 2 

Fonctions vectorielles. Courbes paramétrées. 

2.1 Introduction 

Dans ce chapitre, nous étudierons des fonctions d'une seule variable réelle, à 
valeurs dans ~n. Nous allons d'abord considérer les différents points de vue, et 
constater leur équivalence, avant de faire le choix du point de vue le plus facile à 
concevoir : l'étude des courbes données par une représentation paramétrique, ou 
courbes paramétrées. 
Nous ferons une petite digression topologique pour justifier les notions de conti­
nuité, dérivabilité, de ces fonctions. 
Puis nous donnerons les méthodes pratiques d'étude des courbes paramétrées 
essentiellement pour des courbes planes, représentant des fonctions de ~ vers ~2 . 

2.2 Différents points de vue 

2.2.1 Fonctions vectorielles 

Soit F une fonction définie sur une partie de~ à valeurs dans un espace vectoriel E, 
de dimension n finie. Pour étudier une telle fonction, on fixe une base de E, et on 
associe ainsi n nombres réels à tout t appartenant à l'ensemble de définition de F : 
ce sont les n coordonnées de F ( t) dans la base qu'on a choisie. Puisque ces nombres 
dépendent de t, ce sont des fonctions de t, on les note (f1(t), h(t), ... , fn(t)). Les n 
fonctions (!1, h, ... , fn) ainsi définies sont les fonctions coordonnées (ou fonctions 

composantes) de F. Il est clair que ces fonctions coordonnées caractérisent F car 
leur donnée permet de connaître F. 
On ramène donc l'étude d'une fonction vectorielle à l'étude d'une fonction à 
valeurs dans ~n, et à celle de ses fonctions composantes. 

2.2.2 Fonctions ponctuelles 

On considère un ensemble E, dit « affine », formé de points. E peut être un plan, 
ou l'espace usuel à trois dimensions. 
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Soit F une fonction de IR. dans E. Pour étudier F, on commence par choisir un 
repère ( 0, i,J) si E est un plan, ( 0, i,J, k) si E est l'espace à trois dimensions. À 
chaque point de E correspond de façon biunivoque un couple [ou un triplet] de 
réels qui sont ses coordonnées. 

À chaque réel t de son ensemble de définition, F fait correspondre un point 
F(t), qui a donc, dans le repère qu'on s'est fixé, des coordonnées (x(t), y(t)) [ou 
(x(t), y(t), z(t))] qui se trouvent donc être des fonctions de t. On définit donc les 
fonctions coordonnées (x, y) [ou (x, y, z)] de F, qui réciproquement caractérisent 
évidemment F. 

On ramène donc l'étude d'une fonction ponctuelle à l'étude d'une fonction à 
valeurs dans IR.n (n = 2 ou n = 3), et à celle de ses fonctions composantes. 

2.2.3 Point de vue cinématique 

On considère un point mobile du plan [ou de l'espace]. À tout instant t, ce point 
mobile est à la position M(t). Pour étudier la trajectoire de ce point, on commence 
par fixer un repère, on définit ainsi les coordonnées (x(t), y(t)) [ou (x(t), y(t), z(t))] 
de ce point mobile, et l'étude de ces fonctions coordonnées permet de connaître la 
position de ce point mobile à tout instant. 

On ramène donc l'étude cinématique d'un point mobile à l'étude d'une fonction à 
valeurs dans IR.n (n = 2 ou n = 3), et à celle de ses fonctions composantes. 

2.2.4 Fonction complexe 

Si z est une fonction de IR. dans C, qui à tout réel t de son ensemble de définition 
associe un nombre complexe z(t) = x(t) + iy(t), elle définit ipso facto deux 
fonctions réelles x et y, respectivement fonction partie réelle et fonction partie 
imaginaire de la fonction z. Réciproquement la connaissance des fonctions x et y 
permettant évidemment de tout savoir de la fonction z, on a donc ramené l'étude 
d'une fonction complexe à l'étude d'une fonction à valeurs dans IR.2 , et à celle de 
ses fonctions composantes. 

2.2.5 Quel point de vue? 

Les § précédents montrent qu'une fonction de IR. vers IR.n peut être interprétée de 
différentes manières. Il faut avoir à l'esprit que toutes ces notions sont équivalentes, 
et qu'on est libre de choisir l'une ou l'autre. Ce que nous privilégierons, c'est le 
point de vue « ponctuel », avec aussi une compréhension parfois « cinématique ». 
Néanmoins, le point de vue «vectoriel» réapparaîtra dès que l'on dérivera. 
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2.3 Limite, continuité, dérivabilité des fonctions vectorielles 

2.3.1 Limites 

Définition 2.1 Soit f une fonction de~ vers ~n, et (!1, /2, ... , fn) ses fonctions 
composantes. Soit a un point où il est possible de calculer des limites ; (a peut 
être un réel to, +oo ou -oo, ou même un «réel à gauche» ou un «réel à droite», 
comme 0+, to+, to-, etc.). On dit que f admet une limite L = (.e1,e2, ... ,.en) 
pour t tend vers a, et on note lim f(t) = L lorsqu'on a : 

t---+a 

\fiE{l,2, ... ,n}, on a lim fi(t) = .ei. 
t---+a 

Cette définition par les fonctions composantes est essentielle. On voit que grâce 
à ce point de vue, les fonctions vectorielles sont aussi simples à étudier que les 
fonctions réelles vues en analyse I. Nous justifierons dans le chapitre suivant cette 
définition de façon topologique. 

Remarque : Pour des fonctions vectorielles, il n'y a pas de limite infinie (même 
si on peut considérer des limites à l'infini). Dès qu'une des fonctions composantes 
n'a pas de limite ou a une limite infinie, on dit que la fonction vectorielle f n'a 
pas de limite. 

Les définitions suivantes sont aussi simples à énoncer et à utiliser. 

2.3.2 Continuité 

Définition 2.2 Soit f une fonction de~ vers ~n, de composantes (fi, /2, ... , fn)· 
Soit to un réel appartenant à l'ensemble V(f) de définition de f. Alors f est 
continue en t0 si et seulement si ses n fonctions composantes sont continues en to. 
Cela signifie que 

lim f(t) = f(to) 
t---+to 

Soit I un intervalle inclus dans V(f). Alors f est continue sur I si et seulement si 
ses n fonctions composantes sont continues sur I. 

f est continue (ou continue sur son ensemble de définition) si et seulement si ses 
n fonctions composantes sont continues. 

Si f est définie sur un intervalle du type [to, ,B[, alors f est continue à gauche en 
to si et seulement si ses n fonctions composantes sont continues à gauche en to. 

Si f est définie sur un intervalle du type ]'Y, to], alors f est continue à droite en to 
si et seulement si ses n fonctions composantes sont continues à droite en to. 
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Prolongement par continuité 

Proposition 2.3 Soit f une fonction de~ vers ~n, de composantes (!1, h, ... , fn)· 
On suppose que f est définie sur ]'Y, to[U]to, ,8[ [respectivement sur ]'Y, to[, sur ]t0 , ,8[ 
]. On suppose que lim f(t) = L [resp. lim f(t) = L, lim j(t) = L ]. Alors la 

t--+to t--+to t--+to 
t<to t>to 

fonction f définie sur ]'Y, ,8[ [resp. sur ]'Y, to], sur [to, ,8[ J par f(t) = j(t) pour 
t =/=- t0 et par f(to) =Lest continue [resp. continue à gauche, continue à droite] 
en to. 

Définition 2.4 La fonction f de la proposition 2.3 est appelée le prolongement 
par continuité [resp. par continuité à droite, par continuité à gauche] en t0 de la 
fonction f. Lorsque les hypothèses de cette proposition 2.3 sont satisfaites, on dit 
que f est prolongeable par continuité [resp. par continuité à gauche, par continuité 
à droite] en to. 

La démonstration de cette propriété est évidente, en passant par les fonctions 
composantes et en revoyant la notion de prolongement par continuité d'une 
fonction réelle. 

2.3.3 Dérivabilité 

On commence par définir la dérivabilité un peu comme pour les fonctions réelles 
d'une variable. 

Définition 2.5 Soit f une fonction de~ vers ~n, de composantes (!1, h, ... , fn)· 
On suppose que f est définie au voisinage de to (c'est-à-dire sur un intervalle ouvert 
contenant to). On dit que f est dérivable en to lorsque la fonction vectorielle : 

h t-t ~(f(to + h) - f(to)) admet une limite L pour h---+ O. 

Dans ce cas, le vecteur dérivé de f en to est: f'(to) = L = lim _hl (f(to+h)- f(to)) 
h--+0 

On définit bien entendu (par analogie avec la continuité) la notion de dérivabilité 
sur un intervalle ou de dérivabilité « tout court », c'est-à-dire sur 'D(f). 
La fonction dérivée d'une fonction dérivable f est la fonction vectorielle f', de~ 
vers ~n, qui associe à tout t le vecteur dérivé J'(t). 

Voici maintenant une proposition permettant de se ramener aux fonctions compo­
santes. 

Proposition 2.6 Soit f une fonction de~ vers ~n, de composantes (!1, h, ... , fn)· 
On suppose que f est définie au voisinage de to (c'est-à-dire sur un intervalle 
ouvert contenant to). Alors f est dérivable en to si et seulement si ses n fonctions 
composantes Ji, h, ... , fn sont toutes dérivables en to, et dans ce cas on a : 

f'(to) = (ff(to), f~(to), ... ,Jn(to)). 
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La démonstration ne présente aucune difficulté : 

1 
Preuve Si f est dérivable en to, alors lim -h(f(to + h) - f(to)) existe, ce qui 

h---+0 
signifie que les n fonctions composantes de la fonction : 

1 
g : h t--t 9(h) = h(f(to + h) - f(to)) admettent une limite pour h---+ 0, d'après 

la définition 2.1 p. 31. Mais les composantes de 9( h) sont (91 ( h), 92 ( h), ... , 9n ( h)) 
. . fi(to + h) - fi(to) 

avec, clairement, pour t<:>ut i, 9i(h) = h · 
Or, ce quotient admet une limite pour h ---+ 0 si et seulement si fi est dérivable en 
to est cette limite vaut alors fi = Jf (to). Ce qui achève la démonstration dans le 
sens direct. 
Réciproquement, en gardant les mêmes notations, si toutes les fonctions compo­
santes fi sont dérivables en to, c'est que pour chaque i, ce qu'on a appelé 9i(h) 
admet pour limite Jf(to) pour h---+ 0, donc 9(h) admet (fi(to), f~(to), ... , f~(to)) 
comme limite pour h---+ O. Mais cela signifie justement que f est dérivable en to, 
et que 
f'(to) = (fi(to), J2(to), ... , f~(to)). D 

Remarque : Comme pour les fonctions de lR vers JR, il est possible de définir 
1 

la dérivabilité à partir de la limite pour t---+ to du quotient --(f(t) - f(to)) : 
t - to 

absolument rien ne serait changé et on montre sans peine, en passant par les 
fonctions composantes que ces deux notions sont les mêmes. 

Dérivées successives 

Définition 2.7 Une fonction f de lR vers JRn, de composantes (Ji, h, ... , fn) est 
deux fois, k fois, indéfiniment dérivable si ses fonctions composantes le sont aussi. 
Dans ce cas, 
le vecteur dérivée seconde en to est f"(t) = (f{'(to), f~(to), ... , J::,(to)); 
le vecteur dérivée k-ième en to est 1<k)(t) = uik)(to), 1Jk)(to), ... , 1Jik)(to)); 
la fonction dérivée seconde est la fonction vectorielle de t : f" = (Ji', f ~, ... , J::,) ; 
la fonction dérivée k-ième est la fonction vectorielle de t: 1<k) = uik), 1Jk), ... , 1Jik)). 

2.3.4 Interprétation géométrique et cinématique de la dérivée 

On se place dans un cadre de fonction ponctuelle, ou dans un cadre cinématique, en 
posant f(t) = M(t). L'espace (de dimension n, avec n = 2 ou n = 3) est rapporté 
à un repère. Les coordonnées de f(t) = M(t) sont (x(t), y(t)) [ou (x(t), y(t), z(t))]. 
Dans ces deux cadres, il est d'usage de considérer que toutes les fonctions dérivées 
sont des fonctions vectorielles : même si M(t) est un point, M'(t) sera toujours 

---t 
un vecteur, le plus souvent noté M'(t). 
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Proposition 2.8 Soit J(t) = M(t) une fonction ponctuelle. On suppose que f 
est dérivable en t0 et que f'(to) f:. O. Alors la courbe décrite par f(t) admet en 
son point M ( to) une tangente dirigée par f' ( to). 

Il n'est pas possible de donner une «vraie» démonstration de cette proposition, 
mais nous allons en donner une explication graphique. 

(2.1) 

Dans la situation de la figure ci-dessus, on conçoit sans peine que la tangente à la 
courbe paramétrée par f soit la position limite de la droite-sécante (M(to)M(t)), 

pour t---+ to. Or, cette droite (M(to)M(t)) est dirigée par le vecteur M(to)M(t) = 
f(t) - f(to) (il suffit de passer aux coordonnées pour être convaincu de l'égalité 

1 . 
de ces deux vecteurs). Tant que t f:. t0 , --(f(t) - f(to)) est aussi un vecteur 

t- to 
directeur de cette sécante, et pour t ---+ to, il est clair que ce vecteur directeur a 
pour limite f'(t0 ). Puisque par hypothèse, ce vecteur est non nul, il dirige une 
droite que nous admettrons être la tangente à la courbe en to. 

2.3.5 Complément cinématique 

Dans ce§, M(t) est un point mobile, M étant une fonction au moins deux fois 
dérivable. Le repère auquel on se rapporte est orthonormé et on utilisera la norme 
euclidienne. 

Définition 2.9 Dans un contexte cinématique, l'ensemble des points A du plan 
[ou de l'espace] pour lesquels il existe un instant t tel que A= M(t) s'appelle la 
trajectoire du point mobile M(t). 

Le vecteur dérivé ~(t) =V (t) s'appelle le vecteur vitesse à l'instant t du point 
mobile (ou vitesse instantanée). 
On note souvent (x, y)= (x(t), y(t)) [ou (x, y, i) = (x(t), y(t), i(t))] ses coordon­
nées (au lieu de (x', y') [ou (x', y', z')]). 

Le vecteur dérivée seconde AfTt(t) = A (t) s'appelle le vecteur accélération à 
l'instant t du point mobile (ou accélération instantanée). On note souvent (x, y) = 
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(x(t), y(t)) [ou (x, y, z) = (x(t), y(t), z(t))] ses coordonnées. (au lieu de (x", y") 
[ou ( x", y", z") J 

La norme du vecteur vitesse V = llVll est la vitesse absolue du point mobile. 
C'est une fonction scalaire du temps (c'est-à-dire à valeurs dans JR). 
Le mouvement du point mobile M(t) est dit accéléré lorsque V est une fonction 
croissante ; il est dit retardé lorsque V est une fonction décroissante. 
Le point mobile est stationnaire, ou «à l'arrêt» lorsque V= 0 ~ V= O. 

Proposition 2.10 Le mouvement du point mobile est accéléré sur un intervalle 
de temps I si et seulement si 1 V(t) · A(t) ~ 0 pour tout t E J. Il est retardé si et 
seulement si V(t) · A(t) ~O. 

Preuve Il suffit d'exprimer en fonction de t et des fonctions coordonnées de 
M(t) la dérivée de la fonction vitesse absolue. On a V(t) = llV (t)ll, donc 

V(t) = . lx(t)2 + y(t)2[+i(t)2] et V'(t) = 2xx + 2yy[+2iz] = V(t). A(t). 
v , 2Jx2 +y2[+.z2J llV(t)ll 

V'(t) est donc du signe de V (t) ·A (t), d'où le résultat. D 

Une interprétation géométrique intéressante peut être donnée à ce résultat. Si 
la résultante de toutes les forces qui est proportionnelle à A ( t) tire dans le sens 
de la marche, on comprend bien que le mouvement est accéléré; si elle tire vers 
l'arrière, il est logique que le mouvement soit retardé. 
En effet, le sens de la marche est donné par V(t). Dire que A(t) tire dans le sens 
de la marche, cela signifie que l'angle que fait A ( t) avec V ( t) est aigu, donc que 

V(t) · A(t) > 0 (se rappeler que V(t) · A(t) = llV(t)ll llA(t)ll cos (V(t), A(t)) 
et qu'un angle aigu est caractérisé par le fait que son cosinus est positif). 
De même, si ce produit scalaire est négatif, c'est que l'angle de ces deux vecteurs 
est obtus et que A (t) tire à contre-sens de la marche. 

2.4 Étude des courbes paramétrées du plan 

2.4.1 Introduction 

Dans tout ce §, f désigne une fonction au moins deux fois dérivable à valeurs dans 
IR2 , et nous adopterons systématiquement un point de vue « fonction ponctuelle » : 

1 Le point entre V(t) et A(t) dans V (t) · A (t) désigne le produit scalaire. Si 71 et -:;) sont 
deux vecteurs de composantes (a,/3) [resp. (a,/3,1)] et (a',/3') (resp (a',/3',1')] dans une base 
orthonormée (f, j') [resp. (f, 'j, k)], alors on a 71 ·-:;) = aa' + /3/3'[+î'î'']. 
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à tout t E 'D(f) correspondra un point M(t) de coordonnées f(t) = (x(t), y(t)) 
dans un repère orthonormé (0, 1, f). L'axe des abscisses sera classiquement 
horizontal, et orienté vers la droite, l'axe des ordonnées étant orienté vers le haut. 
Ces conventions sont importantes pour donner un sens à des expressions comme 
« à droite », « monter », « vertical » ... 
Lorsque ce sera utile pour la compréhension, nous mélangerons ce point de vue 
avec un point de vue cinématique, ce qui ne pose aucun problème. 
Rappelons que l'interprétation de la fonction dérivée f' est toujours vectorielle : 

---+ 
on mettra une flèche sur la dérivée de Men l'écrivant M'(t) = f'(t). 

Définition 2.11 On appelle courbe paramétrée du plan un ensemble r de points 
du plan, tels qu'il existe une fonction f, de ~ vers ~2 telle que 
\ft E 'D(f), on a f(t) E I' et \f M Er, :3t E 'D(f) tel que f(t) =M. 
En d'autres termes, on a r = f(~). 
La fonction f s'appelle une paramétrisation de r. On la définit en général par 
ses fonctions coordonnées (x(t), y(t)) en précisant le domaine dans lequel t peut 
varier. 

Exemple 1 : Une droite du plan peut toujours être considérée comme une 
courbe paramétrée, puisqu'une paramétrisation de la droite D, passant par A, 
dirigée par le vecteur 1t (a, /3) est 

{ x(t) = XA + at (t E ~) 
y(t) = YA + /3t 

Il y a bien sûr bien d'autres paramétrisations d'une droite, il suffit de changer de 
point A et/ou de changer de vecteur directeur (sans compter toutes les paramé­
trisations où d'un point de vue cinématique, la droite ne serait pas parcourue à 
vitesse constante). 

Si on restreint le domaine des paramètres, on n'a en général plus qu'une partie de 
la courbe paramétrée. 

Exemple 2 : Un cercle, de centre n, de rayon r, peut être paramétré de multiples 
façons. La plus classique, qu'il faut absolument connaître est la suivante : 

{ x(t) = xn + rcost (t E ~) 
y(t) = Yn + rsint 

Avec cette paramétrisation, d'un point de vue cinématique, le cercle est parcouru 
une infinité de fois, dans le sens trigonométrique ; le point correspondant au 
paramètre t = 0 est le point le plus à 1'« est » (au sens géographique), c'est-à-dire 
le point de coordonnées ( xn + r, Yn). 
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Si on restreint le domaine des paramètres à un intervalle de longueur 271" (par 
exemple [O, 271"]), la totalité du cercle sera encore décrite, mais si on prend un 
intervalle plus petit, seule une partie du cercle sera décrite. Par exemple, pour 
t E [ü, ~], seul le quart de cercle en haut à droite est décrit. 
Sauf indication contraire, le domaine des paramètres est toujours la plus grande 
partie de lR possible. 

Remarque : La notion de courbe paramétrée correspond exactement à la notion 
de trajectoire dans un point de vue cinématique. 

Contrairement aux deux exemples ci-dessus, une courbe paramétrée est presque 
toujours définie à partir de ses fonctions coordonnées. 
En général on dit : étudier la courbe paramétrée définie par 

{ x(t) = .. . 

y(t) = .. . ou simplement {x: .. . 
Y- .. . 

avec à la place des points de suspension deux expressions mathématiques où t 
intervient. 
Il y a là un léger abus de langage, car en fait, ce qui est donné est une pa­
ramétrisation de la courbe paramétrée. Il n'est d'ailleurs pas interdit et il est 
utile dans certains cas de faire un changement de paramètres, par exemple en 
posant t = t.p( s). On obtient alors une nouvelle paramétrisation de cette courbe 
paramétrée, g = f o t.p. 

Le but de ce § 2.4 est de donner un plan d'étude permettant de traiter les 
différentes courbes paramétrées rencontrées, et d'en faire une représentation 
graphique soignée. 
Il est à noter que la plupart des calculatrices scientifiques récentes possèdent une 
fonction graphique permettant de représenter directement sur leur petit écran une 
courbe paramétrée. De nombreux outils graphiques sur ordinateur permettent 
aussi de construire des courbes paramétrées. Il est tout à fait conseillé d'utiliser 
soit une calculatrice, soit un ordinateur avec un logiciel adéquat. Une utilisation 
pertinente d'un tel outil permet de vérifier les résultats trouvés par les calculs, et 
de détecter des erreurs. 

2.4.2 Plan d'étude d'une courbe paramétrée 

Pour étudier une courbe paramétrée, on suivra à peu près le même plan que pour 
l'étude d'une courbe de fonction y= f(x). 
Chacun de ces points sera précisé plus loin. 
• Détermination de l'ensemble de définition D(J) 
• Réduction éventuelle de l'ensemble d'étude 

(en utilisant symétries et périodicité) 
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• Étude des variations des fonctions coordonnées et résumé de ces varia­
tions dans un tableau des variations conjointes. 

• Étude des limites et détermination des branches infinies 
• Étude complémentaire des éventuels points particuliers points station­

naires, points multiples, points limites, points d'inflexion ... 
• Tracé de la courbe Cette étape doit être une synthèse de toutes les étapes 

précédentes. 

2.4.3 Ensemble de définition 

Il s'agit de l'ensemble de définition de la fonction vectorielle f, dont les fonctions 
coordonnées sont ( x, y). 
Il est important de comprendre que x(t) ne peut pas exister si y(t) n'existe pas. 
En effet, ces fonctions x et y n'ont de sens qu'en tant que fonctions coordonnées 

d'une fonction ve{ctoriellei 
x(t) = -

Par exemple, si _ ~ 
y(t) - t2 - 1 

, il ne faut pas croire que V(x) = JR* ou que 

V(y) = lR \ {-1, l}. 
On a V(f) = V(x) = V(y) = lR \ {-1,0,1}. En effet, pour t = 0, x(O) n'a 
pas de sens, donc f(O) n'existe pas, et y(O), n'existe pas non plus, puisque 
c'est la deuxième coordonnée d'un vecteur qui n'existe pas. D'un point de vue 
cinématique, à l'instant t = 0, il n'y a pas de point M(O), donc ni abscisse, ni 
ordonnée. Cette remarque est surtout importante pour remplir correctement un 
tableau de variations conjointes : il faut prolonger les doubles barres. 

2.4.4 Réduction du domaine d'étude 

Périodicité 

Si f est une fonction T-périodique, (il est clair que cela arrive quand x et y 
sont elles-mêmes toutes deux T-périodiques), on restreint évidemment le domaine 
d'étude déjà à un intervalle de largeur T. 
C'est classiquement lorsqu'apparaissent des fonctions trigonométriques dans les 
expressions caractérisant x est y que cette situation arrive le plus souvent. 

Parité 

Si x et y ont toutes deux une parité, on peut toujours restreindre le domaine 
d'étude à [O, +oo[, et compléter ensuite la courbe en utilisant une symétrie. Quelle 
symétrie? 
Plutôt que d'essayer de retenir par cœur les quatre situations possibles, il est 
pertinent de s'habituer à retrouver la symétrie grâce à un petit dessin. 
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Si x est paire et y est impaire, puisque x(-t) = x(t) et y(-t) = -y(t) pour 
tout t, on constate sur la figure (2.2) que M(t) et M(-t) sont symétriques par 
rapport à l'axe des abscisses. C'est cette symétrie que l'on utilisera pour compléter 
la figure .. 

y(t) 

y(-t)= -y(t) 

(2.2) 

M(t) 
-r 

x(t)
1
=x(-t) 

1 

--" M(-t) 

Si x est impaire et y est paire, puiSque x(-t) = -x(t) et y(-t) = y(t) pour 
tout t, on constate sur la figure (2.3) que M(t) et M(-t) sont symétriques par 
rapport à l'axe des ordonnées. C'est cette symétrie que l'on utilisera pour compléter 
la figure. 

(2.3) 

M(-t) 

r-

x(-t)= -x(t) 

(t)=y(-t) M(t) 
-t 

x(t) 

Si x est impaire et y est impaire, puisque x(-t) = -x(t) et y(-t) = -y(t) 
pour tout t, on constate sur la figure (2.4) que M(t) et M(-t) sont symétriques 
par rapport à l'origine du repère. C'est cette symétrie que l'on utilisera pour 
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compléter la figure. 

(2.4) 
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y(t) 

x(-t)= -x(t) 

..... - - - - (-t)= -y(t) 
M(-t) 

M(t) 
-r 

x(t) 

Si x est paire et y est paire, puisque x(-t) = x(t) et y(-t) = y(t) pour tout 
t, on constate sur la figure (2.5) que M(t) et M(-t) sont confondus. Dans cette 
situation, on n'utilise pas de symétrie, car on a déjà la totalité de la courbe pour 
t E [O, +oo[. 

y(t)=y(-t) 

(2.5) 

A_utl'es cas . de symétrie 

M(t)=M(-t) 
-r 

x(t)=x(-t) 

En général, il est très difficile de les détecter a priori, et d'en profiter pour 
restreindre le domaine d'étude. 
Pour certaines fonctions trigonométriques, il peut être pertinent de comparer à 
M(t) les points M(t + 7r), M(7r - t), M(~ - t) ... 
Dans un cas où on soupçonne une symétrie après avoir tracé la courbe, on doit 
essayer de la démontrer, en comparant M(t) à M(cp(t)), cp étant une fonction 
réelle bien choisie. 

Autre possibilité 

Dans l'exemple classique de la cycloïde, que l'on détaillera dans l'exercice 2.1 p. 60 
et dans son corrigé p. 304 

{ x = t- sint 
y=l-cost 
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y est bien une fonction 2?r-périodique, mais pas x. Cependant, x contient dans 
son expression une fonction trigonométrique, et on n'aimerait pas être obligé de 
travailler sur ~ tout entier. 
La solution vient de l'étude des positions respectives des points M(t) et M(t+27r). 
Puisque y est 2?r-périodique, ces points ont même ordonnée. 
Mais x(t + 27r) = t + 27r - sin(t + 27r) = t - sin t + 27r = x(t) + 27r 
M(t + 27r) est donc situé «à droite» de M(t), à 27r de ce point (voir figure 2.6). 
Géométriquement, le point M(t + 27r) se déduit de M(t) par une translation de 
vecteur Û (27r, 0). De même, 

y(t)=y(t+2 ... 
M~t) 

û 
y(t')=y(t1+2 ... 

M~t') M(t' + 27r) +-<---Û==-------•I 

( 
x(t':t-211")=x(t')+211" 

(2.6) x(t) x(t') x(t+211")=x(t)+211" 

Donc on pourra restreindre le domaine d'étude à un intervalle de largeur 2?r, puis 
ensuite compléter par des translations de vecteur Û et - Û. 
Remarquons que puisque x est impaire et y paire, on a aussi une symétrie par 
rapport à l'axe des ordonnées. On a donc intérêt à faire l'étude sur [O, ?rj, puis à 
compléter par symétrie, puis à compléter par translations. 

2.4.5 Étude des variations 

On étudie les variations des fonctions réelles x et y comme on sait le faire, grâce 
au signe de leurs dérivées. On résume ces variations dans un seul tableau, avec 5 
lignes : 
• la ligne t, dans laquelle sont portées les bornes du domaine d'étude (ainsi que 

les éventuels « trous » de l'ensemble de définition) et les valeurs qui annulent 
au moins une des deux dérivées x' ou y' ; 

• la ligne x'(t), dans laquelle est porté le signe de cette fonction dérivée, ainsi 
bien sûr que les zéros en dessous des valeurs de t pour lesquelles x'(t) s'annule. 
On n'oublie pas les doubles barres pour les «trous» de 'D(J); 

• la ligne x(t) : elle est remplie en suivant les indications de la ligne x'(t). Flèche 
qui monte sous les +, flèche qui descend sous les -, et valeurs de x(t) ou de sa 
limite aux deux extrémités de chaque flèche et sous chaque valeur particulière de 
t apparaissant dans la première ligne (y compris pour les valeurs annulant y' ( t) 
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et pas x'(t)). Les limites sont en général déterminées lors de l'étape suivante, et 
devront être reportées dans ce tableau. On n'oublie pas les doubles barres pour 
les « trous » de V(f) ; 

• juste en dessous, la ligne y(t). Elle se remplit en suivant les mêmes principes 
que la ligne précédente, mais en utilisant le signe de y'(t), qui apparaît dans la 
dernière ligne ; 

• la ligne y'(t), remplie comme la ligne x'(t). 

Prenons pour illustrer cette démarche l'exemple suivant : 

{ 
2t-1 

x(t) = t2 - 1 
t2 

y(t) = -· 
t-l 

L'ensemble de définition de cette fonction est clairement 

V(f) = ~ \ {-1, 1} =] - oo, -l[U] - 1, l[U]l, +oo[. 

Dans la ligne t devront apparaître les valeurs -1 et 1, et sous ces valeurs il faut 
mettre des doubles barres à la fois dans les lignes concernant x (x(t) et x'(t)) mais 
aussi dans les lignes concernant y. 

Il n'y a pas de symétrie apparente, car ni x, ni y n'est paire ou impaire, donc le 
domaine d'étude sera~ sans restriction. 

On calcule les fonctions dérivées : 

'( ) - -2t2 + 2t - 2 
X t - (t2 - 1)2 . 

Il est clair que x'(t) < 0 pour tout t E ~.car le trinôme apparaissant au numérateur 
a un discriminant négatif et est donc toujours du signe du coefficient de x2 . 

'( ) - t(t - 2) 
y t - (t-1)2 

y'(t) est du signe du numérateur t(t - 2), donc y'(t) est positif à l'extérieur des 
racines 0 et 2. 

Il faut donc aussi faire apparaître, dans la ligne t, les valeurs 0 et 2. 

On peut maintenant dresser le tableau de variation : 
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t -OO -1 0 1 2 + OO 

1 1 

x'(t) - - 1 - - 1 -
1 1 

o~ 
-roo 

1 +oo 1 

x(t) 1 ~ 1 
-OO. -OO 

1 1 
0 

Q) 

~~:;+ y(t) -1/2 -11r:~ 
~ 

-OO 1 -OO 4 

OO 

1 1 

y'(t) + + 0 - - Q) + 

(2.7) 1 1 

C'est à la lumière de ce tableau qu'on sait quelles limites on doit calculer, et 
quelles études de branches infinies on doit faire. 
Dans cet exemple, pour compléter ce tableau, on doit calculer les limites suivantes 
(qui ne présentent aucune difficulté) : 

lim x(t) lim y(t) lim x(t) 
t-+-oo t-+-oo t-+-1 

limx(t) 
t-+1 
t<l 

t<-1 

lim x(t) 
t-+1 
t>l 

lim y(t) 
t-+1 
t<l 

lim x(t) 
t-t-1 
t>-1 

lim y(t) 
t-+1 
t>l 

lim y(t) = lim y(t)[= « y(-1) »] 
t-t-1 t-+-1 
t<-1 t>-1 

lim x(t) lim y(t) 
t-++oo t-++oo 

Remarque : Lors d'une étude pratique, pour des devoirs ou le jour de l'examen, 
ne perdez surtout pas de temps à expliciter des calculs et des résultats de limites 
évidents : dites que c'est évident, et reportez simplement ces résultats évidents 
.dans le tableau de variation, et gardez du temps et de l'énergie pour les véritables 
problèmes intéressants. 
Notons les guillemets autour de y(-1), car ce nombre n'existe théoriquement pas, 
mais c'est bien comme ça qu'on calcule cette limite. 

On a besoin aussi des valeurs x(O); y(O); x(2); y(2). 

2.4.6 Étude des branches infinies 

Il y a branche infinie lorsque pour une valeur a, borne de l'ensemble de définition 
de f, on a x qui tend vers l'infini ou y qui tend vers l'infini. 
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Ces branches infinies sont très faciles à repérer une fois qu'on a dressé le tableau 
de variation et calculé les limites. 
Nous suivrons l'exemple ci-dessus, en gardant un œil sur le tableau de variation 
de la figure (2. 7) p. 43, mais la technique exposée est universelle. Les bornes de 
V(!) apparaissent grâce aux doubles barres (sans oublier les deux infinis). Sous 
ces bornes, dès qu'il y a un ou deux symboles oo, on est en présence d'une branche 
infinie. 
Celles-ci sont de plusieurs types. Les plus faciles à traiter sont les asymptotes 
parallèles aux axes de coordonnées, horizontales ou verticales : on les détecte 
lorsqu'une seule des deux coordonnées tend vers l'infini, l'autre ayant une limite 
finie. Lorsque x et y tendent simultanément vers l'infini, on est en présence d'une 
vraie étude de branche infinie, et on essaiera de détecter d'éventuelles asymptotes 
obliques (et de placer la courbe par rapport à ces asymptotes), ou d'éventuelles 
branches paraboliques ou autres directions asymptotiques ... 

Dans l'exemple, le tableau de la figure (2.7) p. 43 présente deux (ou 4: tout dépend 
comment l'on compte) branches infinies faciles: pour t-+ -1 et pour t-+ oo; et 
une (ou 2) branche infinie plus compliquée car x et y tendent simultanément vers 
l'infini : pour t -+ 1. 

Pour t-+ -1. 
Puisque x tend vers l'infini alors que y-+-!, alors la droite d'équation y=-! 
(qui est comme chacun sait horizontale!) est asymptote à la courbe et on a l'aspect 
suivant: 

(2.8) 

Nous avons matérialisé le « sens de parcours » correspondant à une interprétation 
cinématique. 
Lorsque t se rapproche de -1 par valeurs inférieures, ( t -+ -1-), x tendant 
vers -oo, la courbe «s'éloigne» vers la gauche de la figure; mais puisque y est 
croissante au voisinage de -1, y(t) est encore inférieur à-!, et la branche de la 
courbe est à cet endroit en dessous de l'asymptote. 
Au contraire, lorsque t se rapproche de -1 par valeurs supérieures, (t-+ -1+), 
(en considérant une interprétation « temporelle » de t, on peut dire qu'on se place 
«juste après» l'instant t = -1) on a x qui tend vers +oo, et y(t) qui est un peu 
plus grand que -!, donc une branche de la courbe tout à droite de la figure, et 
au dessus de l'asymptote. 
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Pour t--+ oo. 
Puisque x tend vers 0 alors que y--+ ±oo, alors la droite d'équation x = 0 (qui 
est représentée verticale) est asymptote à la courbe et on a l'aspect suivant : 

(2.9) 

Nous avons aussi matérialisé le «sens de parcours» correspondant à une interpré­
tation cinématique. 
Précisément, pour t--+ -oo, y tend vers -oo, donc la branche correspondante de 
la courbe est tout en bas de la figure. D'autre part, x décroît à partir de 0, donc 
x(t) est inférieur à 0 et la courbe est à gauche de l'asymptote. 
Au contraire, pour t --+ +oo, y tend vers +oo, donc la branche de la courbe est 
tout en haut de la figure, et puisque x se rapproche de 0 par valeurs supérieures 
(en décroissant), la courbe est à droite de l'asymptote. 

Pour t--+ 1. 
Les variations et les limites permettent juste, sans étude complémentaire de 
préciser dans quelle zone de la figure se trouve la courbe pour t --+ 1 + et pour 
t--+ 1- : Le point mobile M(t) s'éloigne à l'infini en bas à gauche pour t--+ 1-, 
puisque c'est vers -oo que tendent tous les deux x et y. Au contraire, il «revient» 
de l'infini depuis en haut à droite pour t --+ 1 +, puisque x et y tendent vers +oo. 
Mais ces renseignements sont bien vagues, et pour les préciser, on procède comme 
pour l'étude des branches infinies des courbes de fonction. Tout d'abord, un peu 
de théorie: 

Soit a une borne de 'D(f) telle que lim x(t) = ±oo et lim y(t) = ±oo. 
t-+a t-+a 

Pour déterminer au voisinage de t =a, l'aspect de la branche infinie de la courbe 
paramétrée de f, on procède ainsi. 

• On étudie lim y(t) · 
Ha x(t) 

• Si cette limite n'existe pas, on ne peut rien dire de la branche infinie (cas très 
rare et absent des exemples étudiés). 

• Si cette limite est infinie ou nulle, on peut conclure que la courbe admet au 
voisinage de t = a, une branche parabolique, de direction asymptotique verticale 



si lim y((t)) = ±oo, de direction asymptotique horizontale si lim y((t)) =O. 
t-+a X t t-+a X t 

• Si lim y((t)) =a =f. 0, on peut déjà affirmer que la courbe admet pour t-+ a, une 
t-+a X t 

branche infinie de direction asymptotique celle de la droite d'équation y= ax 

(ou dirigée par le vecteur de coordonnées ( ! ) ) . Attention ! Cela ne signifie 

nullement que la droite y = ax est asymptote; seulement que la courbe et 
la droite, vues depuis l'origine du repère, s'éloignent dans la même direction. 
Elles peuvent en fait se rapprocher l'une de l'autre, s'éloigner, rester à distance 
constante : pour l'instant on n'en sait rien! 

On étudie alors lim (y(t) - ax(t)) 
t-+a 

• Si cette limite n'existe pas, on n'a pas de renseignement supplémentaire. 
• Si cette limite est infinie, on peut affirmer que la courbe de f admet au voisinage 

de t = a une branche parabolique dont la direction asymptotique est celle de 
la droite y= ax. La branche parabolique est au dessus ou au dessous de cette 
droite selon le signe de cette limite infinie. 

• Si lim (y(t) - ax(t)) = b E R, alors on peut affirmer que la droite d'équation 
t-+a 

y= ax + b est asymptote oblique à la courbe, au voisinage de t =a. 
Il est alors d'usage de déterminer la position relative de la courbe avec son 
asymptote. Pour cela, on étudie le signe de la quantité ~(t) = y(t) - (ax(t) + b). 
La courbe est au dessus de l'asymptote là où ~(t) est positif, en dessous lorsque 
~(t) <o. 
On peut souvent se contenter d'une étude locale : on n'étudie alors le signe de 
~(t) qu'au voisinage de t = a. 

Revenons à l'exemple: 

x(t) = 2t - 1 
t2 -1 

y(t) = t _t2 l donc y(t) = t2(t + 1) ----+ 12(1+1) = 2. 
x(t) 2t - 1 Hl 2 X 1 - 1 

On a lim y((t)) = 2 : on peut donc affirmer que la branche infinie de la courbe, 
t-+1 X t 

au voisinage de t = 1 admet la direction de la droite y = 2x comme direction 
asymptotique. On étudie lim(y(t) - 2x(t)). 

t-+1 

(t) _ 2x(t) = _±__ _ 22t - 1 = t2(t + 1) - 2(2t - 1) = t3 + t2 - 4t + 2. 
y t - 1 t2 - 1 ( t - 1 )( t + 1) ( t - 1 )( t + 1) 

1 est racine évidente du numérateur de cette dernière fraction : on factorise donc 
(t - 1), et on obtient 

(t) _ 2X (t) = ( t - 1) ( t2 + 2t - 2) = t2 + 2t - 2 ----+ 12 + 2 X 1 - 2 = ! . 
y (t-l)(t+l) t+l Hl 1+1 2 
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1 
La droite y = 2x+ '2 est donc asymptote oblique à la courbe. On étudie maintenant 
la position de la courbe par rapport à son asymptote. 

Pour cela, on étudie le signe de Li(t) = y(t) - ( 2x(t) + ~); 

) - ( ) - 2 ( )- ! - t2 + 2t - 2 - ! - 2t2 + 4t - 4 - ( t + 1) - 2t2 + 3t - 5 . 
b,.(t - y t X t 2 - t + 1 2 - 2(t + 1) - 2(t + 1) 

1 est à nouveau racine du numérateur de cette fraction, on obtient 

2t+5 
Li(t) = (t - 1) 2(t + 1) 

Au voisinage de t = 1, on a ~t + 5) > 0, donc Li(t) est du signe de (t-1), et pour 
2t+l 

t -+ 1-, la courbe est au dessous de l'asymptote (et en bas à gauche du dessin, 
ne l'oublions pas, car x et y tendant vers -oo sont négatifs), et pour t-+ 1 +, la 
courbe est au dessus (et en haut à droite du dessin, puisque x et y tendent vers 
+oo, donc sont positifs). 
On obtient donc l'aspect schématique suivant de la courbe au voisinage de t = 1 : 

(2.10) 

2.4.7 Étude des points particuliers 

Les points particuliers que l'on peut étudier sont les points stationnaires, les points 
multiples, les points limites, les points d'inflexion, et les points d'intersection avec 
les droites particulières de la figure, les axes de coordonnées, les asymptotes ... 
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Points stationnaires 

C'est l'étude la plus importante et la plus difficile : c'est l'objet du § suivant 2.5 
(p. 54). 

On détecte un point stationnaire, ou point d'arrêt, ou point singulier, au vu du 
tableau de variation, lorsqu'il y a une valeur de t sous laquelle on trouve deux 0, 
l'un dans la ligne x' et l'autre dans la ligne y'. Dans l'exemple que nous sommes 
en train d'étudier, comme x' ne s'annule pas, il n'y a aucune chance de trouver 
un point stationnaire. 

Points multiples 

Un point multiple d'une courbe paramétrée est un point A de la courbe pour lequel 
il existe plus qu'une valeur t pour laquelle A= M(t). En général, en pratique, ce 
sont des points doubles, c'est-à-dire qu'il existe deux valeurs distinctes ti =/=- t2 
telles que M(t1) = M(t2). 

P d , 1 · h h , , d 1 , { x(t1) = x(t2) our etecter un te pomt, on c erc e a resou re e systeme y(ti) = y(t2) 

avec la condition ti =/=- t2. 

Cette condition est essentielle, car elle permet de simplifier les équations obtenues 
par le facteur (t1 - t2), qui peut la plupart du temps être factorisé lorsqu'on a 
passé tous les termes des équations du même côté. 

En pratique, il est déconseillé et inutile de se lancer systématiquement dans 
l'étude des points multiples : on ne fera cette étude que si l'énoncé le demande 
explicitement, ou si on s'aperçoit, après avoir tracé la courbe, que celle-ci se 
«recoupe», et donc qu'il y a un point double. 

Dans la courbe que nous sommes en train d'étudier, cherchons s'il y a un ou 
plusieurs points doubles ou multiples. 

On résout le système : 

{ x(t) = x(t') 
y(t) =y(t') 

{ 
2t - 1 = 2t' - 1 
t2 - 1 t'2 - 1 

{=::::} t2 t'2 
-----· 
t-1 t'-1 

Nous avons remplacé (t1, t2) par (t, t'), ce qui ne change rien mais est à peine plus 
court à écrire. Il faut raisonner en pensant qu'on impose aussi la condition t =/=- t', 
donc t - t' =/=-O. 
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On obtient: 

{ (t'2 - 1)(2t - 1) = (t2 - 1)(2t1 - 1) 
(t' - l)t2 = (t - l)t'2 

~{ 

{ 2t'2t - 2t2t' - t'2 + t2 - 2t + 2t' = 0 
t't2 - tt'2 - t2 + t'2 = 0 

2tt'(t' - t) + (t - t')(t + t') - 2(t - t') = 0 
t't(t - t') - (t - t')(t + t') = 0 

{ -2tt' + (t + t') - 2 = 0 
~ tt' - (t + t') = 0 

49 

On pose alors classiquement tt' =Pet t + t' = S (comme Produit et Somme) 2 . 

Cela donne 

{ -2P+S-2 = 0 
P=S 

~ P=S=-2 

t et t' sont donc les deux racines du trinôme T 2 - ST+ P = T 2 + 2T- 2. 
Ce trinôme a un discriminant positif, et adiÎiet comme racines ti = -1 - v'3 et 
t2=-l+v'3. 
On peut donc affirmer que le point double est le point A= M(t1) = M(t2). Reste 
seulement à déterminer ses coordonnées, que l'on peut obtenir en remplaçant t 1 

par sa valeur dans x(t1) et y(t1). Notons cependant qu'il est toujours possible de 
simplifier beaucoup les calculs en se rappelant que t~ = -2t1 + 2. On obtient 

{ 
( ) - 2t1 - 1 - 2t1 - 1 - -1 

X ti - 2 - -
ti - 1 -2t1+1 

y(t1) = __Ê_ = -2t1 + 2 = -2. 
ti - 1 ti - 1 

Le point double est donc le point A(-1, -2). 
Une question que l'on se pose souvent est de déterminer les tangentes à la courbe 
en ce point double. 
Il y a bien deux tangentes en ce point, l'une pour le paramètre t1 et l'autre pour le 

-t 
paramètre t2. Ces tangentes sont dirigées par les vecteurs M'(ti), de coordonnées 

( x' ( ti), y' ( ti)), et ont donc pour coefficient directeur ai = y: ((ti )) (bien sûr, i vaut 
X ti 

1 puis 2). Ici aussi, en utilisant astucieusement tr = -2ti + 2 ou tr + 2ti = 2 et en 

2 Dans ces systèmes pour déterminer des points doubles, les inconnues t et t' (ou t 1 et t2 ) jouent 
des rôles tout à fait symétriques, de sorte que le système que l'on étudie est symétrique en t et 
t', et la théorie générale sur les équations algébriques symétriques explique que cette technique 
fonctionne toujours 
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sachant multiplier les dénominateurs par la « quantité conjuguée », obtenue en 
utilisant l'autre racine tj du trinôme <p(T), ce qui permet d'utiliser titi = P = -2 
et ti + tj = S = -2, on simplifie beaucoup le calcul de ces coefficients directeurs, 
et on ne fait qu'un seul calcul : 

y'(ti) (tr - 2ti) (tr - 1)2 (-2ti + 2 - 2ti)(ti + 1)2 
a·-~~ - X = ~---:-~~~-,---~~~-

i - x'(ti) - (ti - 1)2 (-2tr + 2ti - 2) -2(-2ti + 2) + 2ti - 2 

(-4ti + 2)(tr + 2ti + 1) (-2ti + 1)(2 + 1) (-2ti + 1)(tj - 1) 
= 6ti - 6 = 3(ti - 1) = (ti - l)(tj - 1) 

= - 2P + ti + 2ti - l = -2P + S + ti -1=1 + ti = ±J3. 
P-S+l 

On obtient donc au point double deux tangentes de coefficients directeurs opposés, 
et faisant avec l'horizontale un angle () dont la tangente est ai : elles font un angle 
de ±arctan( v'3) = ±~ = ±60° avec l'horizontale et entre elles. 

Points limites 

On dit qu'une courbe admet un point limite lorsque pour a </. 'D(f), a point 
d'accumulation de 'D(f), on a cependant lim x(t) = Xa E ~et lim y(t) = Ya ER 

t--+a t--+a 
Dans ce cas le point Ma(xa, Ya) est un point limite de la courbe paramétrée par 
f. C'est le plus souvent pour a= ±oo que l'on rencontre des points limites. 
Il est d'usage, lorsque l'on rencontre un point limite, de déterminer la tangente à 
la courbe en ce point limite. 
On cherche donc le coefficient directeur de cette tangente, et on a deux possibilités 
pour cela, dont on admettra l'équivalence : 
• On trouve ce coefficient comme limite pour t --+ a du taux d'accroissement 

y(t) - Ya 
x(t) - Xa 

• On trouve ce coefficient comme limite pour t --+ a du coefficient directeur de la 

tangente à la courbe, c'est-à-dire de ~:~~~ 
La courbe que nous sommes en train d'étudier n'admet pas de point limite; 
nous rencontrerons des exemples avec points limites dans les exercices. 

Points d'inflexion 

Un point d'inflexion d'une courbe paramétrée est un point où sa concavité change 
de sens. Qu'est-ce que cela signifie? Une bonne façon de le comprendre est le 
point de vue cinématique : on peut facilement imaginer que le point mobile M(t) 
doit faire des virages soit à droite, soit à gauche lorsqu'il décrit sa trajectoire 
(c'est-à-dire la courbe paramétrée). Un point d'inflexion est un point de la courbe 
où il n'y a pas de virage, ou plutôt un point où le virage change de côté : avant 
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ce point, il y avait par exemple un virage à droite, après ce point, il y a virage à 
gauche. 
Comment repérer un point d'inflexion? Là encore, c'est le point de vue cinématique 
qui apporte l'explication la plus facile à comprendre. Il suffit d'admettre une 
notion assez simple, c'est que l'accélération d'un point mobile est toujours dirigée 
vers l'intérieur d'un virage (d'un point de vue dynamique, l'accélération est 
proportionnelle à la résultante de toutes les forces, et il faut bien qu'une force tire 
le point mobile vers la droite pour qu'il tourne à droite). 
Il ne peut donc y avoir un point d'inflexion que si l'accélération ne tire ni à droite, 
ni à gauche, mais est «dans le sens du mouvement », c'est-à-dire proportionnelle 
à la vitesse. Cela se traduit par V(t) et A(t) colinéaires, et, en revenant à 
l'interprétation de courbe paramétrée, le déterminant des coordonnées de ces 
vecteurs devant être nul, on trouve la condition nécessaire de point d'inflexion : 

1 :;~!j :;;gj 1 = x'(t)y"(t) - x"(t)y'(t) =O. 

Cette condition est assez compliquée à manier, car elle fait intervenir les dérivées 
secondes, et cela peut amener des calculs lourds, comme dans notre exemple. 
On s'abstiendra donc de chercher systématiquement les éventuels points d'inflexion 
à moins que cela ne soit demandé explicitement. 
D'autre part, nous n'expliquerons pas pourquoi une condition suffisante est que 
cette quantité change de signe, mais c'est assez logique. 
La courbe que nous étudions possède un point d'inflexion que nous ne détermine­
rons pas car les calculs sont trop compliqués. 

Points d'intersection avec les droites de la figure 

Pour trouver l'intersection de la courbe avec une droite d'équation ax + by + c = 0, 
il suffit de résoudre l'équation d'inconnue t : 

ax(t) + by(t) + c = 0 

On trouve alors le ou les valeurs de t pour lesquelles le point M(t) est sur cette 
droite. Reste alors à trouver les coordonnées de ces points en remplaçant t par sa 
valeur dans (x(t),y(t)). Il faut remarquer que l'équation ax + by + c = 0 permet, 
connaissant l'une des deux valeurs des coordonnées d'un point d'intersection, de 
retrouver l'autre facilement. 

Revenons à l'exemple que nous étudions. 

Intersection avec l'axe des abscisses : il suffit de résoudre 

t2 
y(t) = 0 ~ - = 0 ~ t =o. 

t-1 
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La courbe rencontre donc l'axe des abscisses uniquement à l'instant t = 0, et le 
tableau de variation nous indique que c'est au point B(l, 0). 

Intersection avec l'axe des ordonnées : il suffit de résoudre 

2t -1 1 
x(t) = 0 ~ -- = 0 ~ t = -· 

t2 -1 2 

La courbe rencontre donc l'axe des abscisses uniquement à l'instant t = ! ; à cet 
instant, le point M(!) a bien sûr une abscisse nulle et son ordonnée vaut 

Le point d'intersection de la courbe avec l'axe des ordonnées est le point C(O, -!). 
Intersection avec l'asymptote horizontale y=-! : 
Le point que l'on vient de trouver est déjà un point de cette droite. Nous allons 
vérifier qu'il n'y en a pas d'autre. On résout 

1 t2 1 2 1 
y(t) = -2 ~ t - 1 = -2 ~ 2t + t - 1 = 0 ~ t = 2· 

(L'autre racine -1 de ce trinôme est à rejeter car elle n'appartient pas à l'ensemble 
de définition de J). Il n'y a donc pas d'autre point que C(O, -!) = M(!). 

Intersection avec l'asymptote oblique y = 2x + ! 
On doit éviter de refaire bêtement des calculs déjà réalisés. En effet, lorsqu'on 
a étudié la position relative de la courbe avec cette asymptote, c'est le signe de 
~(t) = y(t) - 2x(t) - ! que l'on a étudié, et on a déjà déterminé pour quels t 
cette quantité était nulle ! 

. (t-1)(2t+5) . . 
Pmsque ~(t) = ( ) , la seule valeur de t dans 'D(f) qm convient est 

t - 5 - -2· 

2t+l 

Le seul point d'intersection de la courbe avec l'asymptote oblique est donc 
D = M(-~). Pour trouver ses coordonnées, on peut par exemple calculer son 
abscisse, puis reporter dans l'équation de la droite, ou calculer directement les 
deux coordonnées. 

5 _ -5 - 1 _ 6 X 4 _ 8. 
x(- 2) - ~ - 1 - -25 - 4 - -7, 

4 
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2.4.8 Tracé de la courbe 

Le tracé que l'on fera utilisera des valeurs données par une calculatrice ou un 
ordinateur : on prend quelques valeurs de t et on calcule les valeurs de x(t) et y(t) 
correspondantes. On peut aussi utiliser un logiciel de traçage de courbe. 
Le dessin que l'on fait doit être une synthèse de toutes les études précédentes. 
On doit en particulier choisir les unités sur les axes de façon à voir : 
• les tangentes horizontales et verticales ; 
• les asymptotes ; 
• les points particuliers et leurs tangentes éventuelles étudiés au § précédent. 

~ 

B 
---1- -------+------!---~- l----~----1-----l-----... 
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2.5 Étude des points stationnaires 

Dans ce§, nous étudions un point stationnaire d'une courbe paramétrée par une 
fonction f. Nous supposons donc que pour t = to, f'(to) = 0, c'est-à-dire qu'on a 
simultanément x'(to) = 0 et y'(to) =O. 

2.5.1 Tangente en un point stationnaire 

Nous supposerons qu'il existe p EN, p ~ 2 tel que J(P)(to) =/= 0, alors que pour 
tout k EN, 1 :::;; k < p, on a J(k)(to) =O. En d'autres termes, p est le plus petit 
ordre d'un vecteur dérivé non nul en to. 
On a donc (x(P)(to),y(P)(to)) =!= (0,0). 
écrivons la formule de Taylor-Young, pour x et y, au voisinage de to, à l'ordre p. 

p- l ( t t )k ( t t )P 
x(t) = x(to) + {; ~ 1° x<k)(to) + ~ ! 0 x(P)(to) + (t - to)Pé1(t) 

p-l (t t )k (t t )P 
y(t) = y(to) + {; ~ 1° y(k)(to) + ~ ! 0 y(P)(to) + (t - to)Pé2(t) 

avec bien sûr, pour i E {1, 2}, lim Ei(t) = O. 
t--+to 

Tenant compte du fait que les dérivées k-ièmes de f sont nulles pour 1 :::;; k < p, 
on obtient simplement 

(t - to)P ( ) 
x(t) = x(to) + 1 x P (to) + (t - t0)PE1(t) 

p. 
( t - to)P ( ) 

y(t) = y(to) + 1 y P (to) + (t - to)Pé2(t) 
p. 

En raisonnant comme dans le § 2.3.4 p. 33 (voir aussi la figure (2.1) toujours 

valable ici), la droite (M(to)M(t)) est dirigée par le vecteur M(to)M(t~ = [f(t) -

f(to)]. Tant que t =/= to, ( 1 ) [f(t)- f(to)] = W(t) est aussi un vecteur directeur 
t -to P 

de cette sécante. Or, les coordonnées de W(t) sont (Xw(t), Yw(t)) données par 

X (t) = x(t) - x(to) = x(P)(to) + él(t) 
W (t - to)P p! 

Y.~(t) = y(t) - y(to) = y(P)(to) + é2(t) 
W (t - to)P p ! 

( x(P)(to) y(P)(to)) 1 
Ces fonctions coordonnées ont pour limite 1 , 1 = - f(P)(to) 

p. p. p! 
lorsque t --+ to. Puisque par hypothèse, ce vecteur est non nul, il dirige une 
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droite que nous admettrons être la tangente à la courbe en to. Notons que f(P)(t0) 
est aussi un vecteur directeur de cette tangente. 
Nous avons «démontré » la proposition suivante : 

Proposition 2.12 Si M(to) est un point stationnaire d'une courbe paramétrée 
par la fonction f, si toutes les dérivées de f en to ne sont pas nulles, alors la 
tangente en M(to) à la courbe est dirigée par le premier vecteur dérivé successif 
de f non nul en to. 

Remarquons que cette proposition est aussi vraie si M(to) n'est pas un point 
stationnaire, d'après la proposition 2.8 p. 34. 

2.5.2 Aspect de la courbe au voisinage d'un point stationnaire 

On garde les hypothèses du§ précédent, à savoir qu'il existe p EN, p ~ 2 tel que 
j(P)(to) f:. 0, alors que pour tout k EN, 1 ~ k < p, on a j(k)(to) = 0 et on ajoute 
comme hypothèse supplémentaire que toutes les dérivées successives suivantes 
de f ne sont pas colinéaires à j(P)(to). Il existe donc q E N, q ~ p + 1, tel que 
(f(P)(t0 ), j(q)(to)) forme une base du plan; bien entendu, si q f:. p + 1, pour tous 
les k entre pet q, on a j(k)(to) qui est colinéaire à j(P)(to) (ou nul, mais dans ce 
cas il est aussi colinéaire à j(P) ( t0)). 

Écrivons à nouveau la formule de Taylor-Young au voisinage de to, pour x et y, 
mais cette fois à l'ordre q. 

y(t) = y(to) + I: (t - ~o)k Y(k)(to) + (t - ~o)P y(P)(to) 
k=l k. p. 

+ I: (t - ~o)k y(k)(to) + (t - ~o)q y(q)(to) + (t - to)qE4(t) 
k=p+l k. q. 

avec bien sûr, pour i E {3, 4}, lim Ei(t) =O. 
t--+to 

Pour 1 ~ k < p, on a (x(k)(t0), y(k)(to)) = (0, 0), 
et pour p + 1 ~ k ~ q - 1, puisque j(k)(t0) est colinéaire à j(P)(to), 
il existe Àk E lR tel que j(k)(to) = >.kf(P)(to), ou ce qui revient au même 

{ 
x(k)(to) = >.kx(P)(to) 
y(k)(to) = >.ky(P)(to). 
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On a donc 

Écrivant vectoriellement cette double égalité, on obtient 

t ( t) est une fonction vectorielle qui tend vers le vecteur nul 0 lorsque t -t t0 
puisque ses coordonnées qui sont (ê3(t),ê4(t)) tendent vers O. 
On obtient alors 

M(to)M(t) = u(t)j(P)(to) + v(t)f(q)(to) 

u(t) et v(t) sont les coordonnées de M(t) dans le repère (M(to),f(P)(to),j(q)(to)) 

(c'est bien un repère puisque par hypothèse f(P)(to) et j(q)(to) ne sont pas coli­
néaires). 
Ce sont deux fonctions réelles qui valent 

l ( ( t t )P q- l ( t t ) k ) 
u(t) = - 1° + L ~ 1° Àk + (t - to)q111(t) 

p k=p+l 
(t - to)q 

v(t) = 1 + (t - to)q112(t) 
q. 

(111(t),172(t)) sont les coordonnées de i(t) dans la base (f(P)(to),f(q)(to)). 
Anticipant sur un résultat que nous verrons au chapitre suivant (Proposition 3.27 
p. 79), il est facile de comprendre que 111(t) et 112(t) sont des fonctions qui tendent 
vers 0 lorsque t -t to. 
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En utilisant la notion de fonctions équivalentes (! ,...., g lorsque ~ -+ 1) sur les 
fonctions équivalentes, il est facile de voir directement qu'au voisinage de ta, 

) (t-to)q 
v(t "' q! · 
C'est à peine plus compliqué pour u(t), mais en factorisant (t - ta)P, on se rend 
compte qu'on a aussi u(t) ,...., (t-t~)P · 

p. 

M(t) a donc, dans le repère ( M(ta), j(P)(ta), j(q)(ta)), des coordonnées (u(t), v(t)) 
qui ont, pour t « proche de ta » ( « au voisinage de ta »), le même signe que les , ((t - ta)P (t - ta)q) 
coordonnees du vecteur 1 , 1 • 

p. q. 
Ces deux coordonnées sont toujours positives lorsque t >ta. Utilisons une interpré-
tation cinématique : on peut affirmer que lorsque le point mobile M(t) « quitte» 
M(ta) (juste après son passage en M(ta)), il est dans la partie du plan limité par 

les deux demi-axes du repère (M(ta),JCP)(ta),JCq)(ta)) (partie non hachurée sur 

la figure). 
Mais n'oublions pas que j(P)(ta) dirige la tangente à la courbe en M(ta) : quels 
que soient pet q, on a toujours l'aspect suivant pour la trajectoire, juste « après » 
l'instant ta. 

-M(to) 

(2.11) 

Sur cette figure, a et f3 désignent des réels positifs. Il n'est en effet pas toujours 
aisé de représenter j(P)(ta) ou j(q)(ta), si ces vecteurs sont «trop longs» ou «trop 
courts». Ce qui est important, c'est leur orientation, et elle n'est pas changée si 
on multiplie ces vecteurs par un réel positif 
Lorsque t < ta, le signe des coordonnées de M(t) dans ce repère dépend de la 
parité de pet q. En effet, (t - ta)k est toujours positif pour k pair, mais est du 
signe de (t - ta) lorsque k est impair. 
On comprend donc qu'il y a 4 cas à étudier. N'oublions pas que quel que soit le 
cas, le vecteur j(P)(ta) dirige toujours la tangente à la courbe, et que la courbe 
doit donc « s'appuyer » sur cette tangente « avant » comme « après » l'instant ta. 
Nous conserverons dans nos explications le point de vue cinématique. Puisque 
le point qui nous intéresse est le point M(ta), nous appellerons « arrivée » en 
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M(to) la partie du mouvement correspondant à t < to et «départ » la partie du 
mouvement après to. 

p pair, q impair 

Puisque u(t), première coordonnée de M(t) dans le repère ( M(to), f(P)(to), j(q)(to)) 

est du signe de (t - to)P et que p est pair, on a u(t) > 0 aussi pour t < to. Mais 
v(t), la deuxième coordonnée étant du signe de (t - to)q et q étant impair, on a 
v(t) < 0 avant l'instant to. L'aspect de la courbe est donc le suivant 

(2.12) 

Dans cette situation, on dit que la courbe présente en M(to) un point de re­
broussement de première espèce. La courbe y traverse sa tangente, mais en «se 
retournant » . 

p pair, q pair 

Puisque u(t), première coordonnée de M(t) dans le repère ( M(to), f(P) (to), j(q) (to)) 
est du signe de (t - t0 )P avec ici aussi p pair, on a u(t) > 0 aussi pour t < to, mais 
v(t), la deuxième coordonnée étant du signe de (t-to)q, q étant cette fois pair, on 
a dans ce cas toujours v(t) > 0 après et avant l'instant to. L'aspect de la courbe 
est donc le suivant 

1"<1,) 

M(t,) 

(2.13) 

Dans cette situation, on dit que la courbe présente en M(to) un point de rebrous­
sement de deuxième espèce. La courbe reste du même côté de sa tangente, « mais 
se retourne » . 
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La position relative de la partie de courbe correspondant à « avant » l'instant ta 
(qui est au-dessus sur la figure (2.13)) par rapport à la partie de courbe «après» 
ta ne peut pas être prévue sans renseignement supplémentaire. On peut souvent 
deviner cette position d'après les autres éléments de l'étude, mais démontrer que 
tel morceau est au-dessus est souvent très compliqué. Il arrive même que ces deux 
morceaux de courbe soient confondus. 

p impair, q impair 

Puisque u(t), première coordonnée de M(t) dans le repère ( M(ta), f(P)(ta), j(q)(ta)) 

est du signe de (t - ta)P; or, ici p est impair : on a ici u(t) < 0 pour t <ta. Quant 
à v(t), la deuxième coordonnée, elle est du signe de (t - ta)q avec q impair : on a 
cette fois v(t) < 0 avant l'instant ta. L'aspect de la courbe est donc le suivant 

(2.14) 

Dans cette situation, on dit que la courbe présente en M(ta) un point d'inflexion. 
La courbe traverse sa tangente sans se retourner. 

p impair, q pair 

Puisque u(t), première coordonnée de M(t) dans le repère ( M(ta), j(P) (ta), j(q)(ta)) 

est du signe de (t - ta)P avec p impair, on a ici u(t) < 0 pour t < ta. v(t), la 
deuxième coordonnée étant du signe de (t-ta)q avec q pair, on a cette fois toujours 
v(t) > 0 après et avant l'instant ta. L'aspect de la courbe est donc le suivant 

Pt"'(l,J 

(2.15) 

Dans cette situation, on dit que la courbe présente en M(ta) un point ordinaire. 
La courbe se comporte normalement par rapport à sa tangente, et il existe peut-
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être une autre paramétrisation de cette courbe dans laquelle ce point n'est pas un 
point stationnaire. 

Remarque : Les deux derniers cas, qui correspondent tous les deux à p impair, 
arrivent banalement (surtout le dernier) lorsque la courbe ne présente pas en 
M(to) un point stationnaire, c'est-à-dire lorsque p = 1. En effet, l'étude et les 
calculs que nous avons faits sont aussi valables dans ce cas. 

Les exercices proposés à la fin de ce chapitre présentent au moins un cas de chaque 
sorte. 
Une petite remarque importante mais non rigoureuse: il n'est pas évident d'obtenir 
que de nombreuses fonctions s'annulent simultanément pour le même t0 . En 
conséquence, ce qu'on rencontre le plus fréquemment, lorsqu'on trouve un point 
stationnaire, c'est un point de rebroussement de première espèce, correspondant à 
p = 2 et q = 3 : il suffit que x'(to) = y'(to) =O. On rencontre ensuite, par ordre 
de fréquence, des points de rebroussement de seconde espèce, puis des points 
ordinaires et enfin, le plus rarement des points stationnaires d'inflexion (on ne 
parle pas ici des points non stationnaires d'inflexion étudiés au§ 2.4.7). 

2.6 Exercices 

Les exercices suivants demandent l'étude de courbes paramétrées. Pour chacune des 
courbes, vous déterminerez l'ensemble de définition, vous réduirez éventuellement 
l'ensemble d'étude, vous dresserez le tableau de variation, vous étudierez les 
éventuelles branches infinies, les éventuels points singuliers, les éventuels points 
multiples, vous déterminerez toutes les tangentes à la courbe aux points particuliers 
de la courbe et vous terminerez en faisant dans chaque cas, un tracé soigné de 
chaque courbe, faisant apparaître l'ensemble des propriétés mises en évidence lors 
de l'étude. 

Exercice 2.1. 

x(t) = t - sint 

Exercice 2.2. 

Exercice 2.3. 

t 
x(t) = ~l t -

8t 
x(t) = t2 + 1 

y=l-cost (voir cours p. 40). 

t2 
y(t) = -· 

t+l 

8t-4 
y(t) = (t2 + 1)2. 
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Exercice 2.4. 

x(t) = 2cost+cos2t 

Exercice 2.5. 

Exercice 2.6. 

x(t) = cos2 t +ln( sin t) 

3t 
x(t) = (1 - t)2 

y(t) = 2sint - sin2t. 

y(t) = 2sintcost. 

3t -1 
y(t) = (1-t)3. 

On montrera l'existence d'un axe de symétrie. 

Exercice 2. 7. 

x(t)=et-t 

Exercice 2.8. 

t4 
x(t) = 2 + 3t3 + 6t2 + 4t 

Exercice 2.9. 

t4 
x(t) = sint - t - -

24 

t4 2 
y(t) = 4 - 6t - 16t. 
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Pour cette fonction, on étudiera les branches infinies (pour t -+ ±oo) et le point 
stationnaire (pour t = 0), mais on admettra que y' garde un signe constant (à 
part en 0), et que x' ne change de signe qu'une fois pour t = to ~ -2,070 344 719. 





CHAPITRE 3 

Fonctions de JRP vers ]Rn 

3.1 Introduction 

Nous traitons dans ce chapitre l'étude des fonctions de JRP vers ]Rn du point de 
vue de l'analyse, c'est-à-dire que nous définissons leurs limites, leur continuité, et 
la possibilité qu'on a de les dériver, et de les différentier, ce qui n'est pas pareil, 
contrairement au fonctions d'une seule variable, comme nous le verrons. 
C'est le gros morceau de ce cours. 
Après une rapide présentation, nous expliquerons comment par l'intermédiaire 
des fonctions composantes, on peut facilement se ramener à l'étude des fonctions 
numériques de plusieurs variables, c'est-à-dire les fonctions de JRP vers R Nous 
étudierons en détail, pour ces fonctions la notion de limite et de continuité, puis 
nous introduirons la notion de dérivée partielle ; nous appliquerons cette notion 
pour rechercher des extremums de fonctions. Ensuite nous étudierons la notion de 
différentiabilité et nous mettrons en évidence l'intérêt des fonctions de classe C1. 

Nous définirons la notion de différentielle d'une fonction et parlerons de formes 
différentielles et de champs de vecteurs. 
Revenant aux fonctions à valeurs dans ]Rn, nous définirons pour les fonctions 
régulières la notion de matrice jacobienne et de jacobien, puis nous introduirons 
le vocabulaire des opérateurs différentiels 

3.2 Limites des fonctions de ffi.P vers Rn 

3.2.1 Notion de limite 

Définition 3.1 Soit f une fonction de JRP vers ]Rn. Soit Xo E JRP ; on suppose 
que Xo est un point d'accumulation de l'ensemble 'D(f) de définition de f, (sans 
forcément que f(Xo) existe). (En pratique, on aime mieux qu'il existe une boule 
B de centre Xo, telle que B \ {Xo} soit incluse dans l'ensemble de définition de f, 
c'est-à-dire que f soit définie « autour » de Xo). 
On dit que f admet le vecteur L de ]Rn comme limite lorsque X tend vers Xo (on 
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note lim f (X) = L) lorsque 
X--tXo 

CHAPITRE 3. FONCTIONS DE JRP VERS !Rn 

(3.1) Vê > 0, :377 > 0 tel que llX - Xolla ~ 77} ===? llf(X) _ Lll ~ ê 
et X E 'D(f) /3 ""' • 

Remarque essentielle : Dans cette définition, Il · lla est une des 3 normes 
usuelles de JRP et Il · 1113 est une des 3 normes usuelles de ]Rn. 

On a vu que toutes les normes d'un espace vectoriel de dimension finie sont 
équivalentes. 
Comme conséquence, dans cette définition, on pourrait remplacer ces normes par 
n'importe quelles autres normes. Précisons ce point. 

Théorème 3.2 Si N (resp. Nj est une autre norme de JRP (resp. de ]Rn], alors 
l'assertion {3.1} est vraie si et seulement si l'assertion suivante {3.2) est vraie. 

, . N(X - Xo) ~ 77'} -
(3.2) Vê > 0, :377 > 0 tel que et XE 'D(f) ===? N(f(X) - L) ~ ê. 

Cette propriété exprime que la définition de la limite est indépendante des normes 
utilisées. 

Preuve 
Préliminaire : puisque N et N sont des normes équivalentes respectivement à 
Il· lla et à Il· 1113, il existe 4 constantes strictement positives C1, C2, C3, C4, telles 
que 

(3.3) 

(3.4) 

\:IX E JRP, 

\:/Y E lRn, 

C1N(X) ~ llXlla ~ C2N(X) 
C3N(Y) ~ llYll/3 ~ C4N(Y). 

D'autre part, pour ne pas alourdir l'écriture, on ne considérera que des X appar­
tenant à l'ensemble V(!) de définition de f. 
Si {3.1) est vraie : 
Soit ê > 0; pour ê 1 = ê C3 > 0, d'après (3.1), il existe 77 > 0 tel que, lorsque 
llX - Xolla ~ 77, on peut en déduire 11/(X) - Lll13 ~ ê 1• 

On pose 77' = if2. On peut donc affirmer que :377' > 0 
tel que si N(X - Xo) ~ 77', alors on a C2N(X - Xo) ~ 77 et donc, d'après la partie 
droite de (3.3), on en déduit llX - Xolla ~ 77 d'où 11/(X) - Lll/3 ~ ê 1• 

Utilisant cette fois la partie gauche de (3.4), on en déduit que C3N(f (X)-L) ~ êC3 

et finalement N(f(X) - L) ~ ê. 

Ce qui est souligné ci-dessus est l'affirmation que (3.2) est vraie et on a fini de 
montrer (3.1)===?(3.2). 

Réciproquement, si {3.2) est vraie : 
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soit e > 0; alors pour e' = é > 0, il existe d'après (3.2) 171 > 0 tel que, lorsque 
- 4 

N(X - Xo) ~ r/, alors N(f(X) - L) ~ e1• 

On pose alors 17 = C1r/. On peut affirmer que :317 > 0 tel que si llX - Xolla ~ 17, 
alors d'après la partie gauche de (3.3), on a C1N(X -Xo) ~ 17 = C117', c'est-à-dire 
N(X - Xo) ~ r/ donc d'après l'hypothèse (3.2) N(f(X) - L) ~ e1 = é4 et donc, 

c4N(J(X) - L) ~ e. Utilisant maintenant la partie droite de (3.4), on obtient 
llf(X) - Lli.a ~ e. D 

Conséquence : Dans la suite, on ne notera plus Il · lia ni Il · li.a les normes de JRP 
ou !Rn, mais simplement Il · Il. Il est entendu que ce symbole désigne n'importe 
quelle norme usuelle ou pas de :!Rn, mais en général on préférera comprendre qu'il 
désigne la norme euclidienne. 

3.2.2 Unicité de la limite 

Proposition 3.3 (unicité) Si une fonction f de JR.P vers ]Rn admet une limite 
L pour X-+ Xo, alors cette limite est unique. 

Preuve Supposons que l'on ait à la fois lim f(X) =Let lim f(X) = L'. 
X-tXo X-tXo 

Remarque : Le bon sens, et la transitivité de l'égalité semblent amener à 
conclure immédiatement L = L'. Ce serait abusif, car pour l'instant, la notation 
lim f(X) = L est une convention, dans laquelle le symbole= ne doit pas encore 

X--+Xo 
être pris au sens usuel. Après la démonstration de cette propriété, on pourra 
oublier ces subtilités et comprendre ce symbole = comme d'habitude. (Voir aussi 
la remarque suivant le théorème 1.25 p. 18). 

D'après l'hypothèse, en ne considérant à nouveau que des X E 'D(f), les deux 
assertions suivantes sont vraies : 

(3.5) 

(3.6) 
Ve > 0, :3171 > 0, 

Ve > 0, :3172 > 0, 

!IX - Xoll ~ 171 ===? llf(X) - Lli ~ e 

!IX - Xoll ~ 172 ===? llf(X) - L'll ~ e. 

(Notons que pour le même e, il n'y a aucune raison que le 17 de la limite L soit le 
même que le 17 de la limite L' : il faut donc distinguer ces 17 en les numérotant). 
Nous allons raisonner par l'absurde : supposons L =/:- L'. 
Soit R = llL - L'll > O. 
Pour e =~'d'après (3.5), il existe 171 > 0 tel que llX-Xoll ~ 171 ===? llf(X)-Lll ~ 
ê. 

D'après (3.6), il existe 172 > 0 tel que llX - Xoll ~ 172 ===? llf(X) - L'll ~ e. 
Soit 17=min(17i,172); soit X1 tel que llX1 - Xoll ~ 17 et tel que X1 E 'D(f). 
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(Il est toujours possible de trouver un tel X1, car Xo est un point d'accumulation 
de 'D(f) : la boule ouverte de centre X 0 , de rayon rJ contient des points de 'D(f).) 
D'une part, puisque llX1 - Xoll :::;; rJ:::;; rJ1, on doit avoir ll/(X1) - Lll :::;; c = ~­
D'autre part, puisque llX1 - Xoll :::;; rJ:::;; rJ2, on doit avoir ll/(X1) - L'll :::;; c = ~­
On aurait donc 

R = llL - L'll = llL - /(X1) + /(X1) - L'll 
:::;; llL- /(X1)ll + ll/(X1) - L'll (inégalité triangulaire) 

:::;; i1/(X1) - Lli+ ll/(X1) - L'll 
R R 2R 

:::;;3+3=3· 

On aboutit à l'absurdité R:::;; 2: (car R > 0). 

L'hypothèse supplémentaire L f:. L' n'était donc pas compatible avec l'hypothèse 

· · · 1 X--tXo d c ' L L' D { 
lim J(X) = L 

m1tia e lim J(X) = L'., one on a 1orcement = . 
X--tXo 

Voici maintenant une proposition qui lie la valeur de f(Xo) avec la limite de f en 
Xo si elle existe. 

Proposition 3.4 Si Xo E 'D(f) et si lim f(X) = L, alors nécessairement 
X--tXo 

L = J(Xo) 
(Nous verrons plus loin que cela signifie que f est continue en Xo). 

Preuve Pour tout c > 0, puisque Xo E 'D(f) et qu'on a 0 = llXo - Xoll :::;; rJ, on 
a Il/ (Xo) - Lll < c. Cette dernière inégalité n'est possible pour tout c > 0 que si 
f(Xo) = L. D 

3.2.3 Définition «topologique» des limites 

Proposition 3.5 Soit f une fonction de JRP vers !Rn. Soit Xo un point d'accumu­
lation de 'D(f) et soit L E !Rn. 
Soient B et B' des bases de voisinages respectivement de L dans !Rn et de Xo dans 
JRP. 
Alors f admet L comme limite lorsque X tend vers Xo si et seulement si : 
Pour tout voisinage V de la base de voisinages B de L, il existe un voisinage W de 
la base de voisinages B' de Xo tel que pour tout XE W n 'D(f), on a /(X) EV. 

Cette caractérisation se note formellement : 

lim J(X) = L ~ [vv E B, :JW E B' tel que 
X--tXo 

XE W } l X E 'D(f) ===} f (X) E V 
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ou encore 

lim f(X) = L Ç:::::> [vv E B, 3W E B' tel que f (W) c v]. 
X--+Xo 

Preuve Tous les X considérés sont dans V(!). 
Supposons tout d'abord que lim f (X) = L. 

X--+Xo 
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Soit V un voisinage de la base de voisinages B de L. Puisque V est un voisinage 
de L, il existe une boule de centre L, de rayon r qui est incluse dans V (on ne 
sait pas si elle est ouverte ou fermée). 

Soit é = ~ > 0; pour cet é, d'après l'hypothèse, il existe 77 > 0 tel que llX-Xoll ~ 77 

implique Il! (X) - Lll ~ é. 

Considérons la boule B(Xo, 77). C'est un voisinage de Xo, et B' est une base de 
voisinages de Xo: il existe donc WEB' tel que W c B(Xo, 77). Pour tout XE W, 
on a donc XE B(Xo, 77) et llX-Xoll ~ 77. On peut donc affirmer que llf(X)-Lll ~ 
é et par conséquent f(X) E B(L,é). Or, cette boule est incluse dans la boule de 
centre Let de rayon r, elle-même étant incluse dans V : on a donc établi que 
f(X) EV. 

Ce qui est souligné correspond à ce qu'on voulait démontrer. 

Réciproquement : on suppose que 

VVE B,3W E B' tel que XE W ===} f(X) EV. 

Soit é > 0; la boule B(L, é) est un voisinage de Let Best une base de voisinages 
de L: il existe donc un voisinage V de L, élément de B qui est inclus dans B(L,é). 
D'après l'hypothèse, pour ce VE B, il existe un voisinage W de Xo, élément de 
B', tel que XE W implique f(X) EV. Ce W étant un voisinage deXo, il existe 
par définition d'un voisinage une boule de centre Xo, (que l'on peut choisir fermée, 
quitte à diviser par deux son rayon), incluse dans W. Il existe donc un 77 > 0 qui 
est son rayon. On a donc B(Xo, 77) c W. Si un X est tel que llX - Xoll ~ 77, alors 
on en déduit que X E B(Xo, 77) c W donc X E W. On peut donc affirmer que 
f(X) EV c B(L,é): on a f(X) E B(L,é), donc llf(X) - Lll ~ é 

Ce qui est souligné ci-dessus est justement la caractérisation de la conclusion que 
l'on voulait atteindre, à savoir lim f (X) = L. D 

X--+Xo 

Corollaire 3.6 Dans la définition de la limite, on peut remplacer librement les 
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~par des <. Plus précisément, on a 

lim J(X) = L 
X-+Xo 

{::=:} [vc > 0, 317 > O tel que 

{::=:} [vc > 0, 317 > O tel que 

{::=:} [vc > 0, 317 > O tel que 
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llX - Xoll < 17} ==? Il/ (X) _ Lll < c] 
et XE 'D(f) 

llX - Xoll ~ 17} ==? llJ(X) _Lli < c] 
et XE 'D(f) 

llX - Xoll < 17} ==? Il! (X) - Lll ~ c] 
et X E 'D(f) ~ . 

Preuve Puisque l'ensemble des boules ouvertes [fermées] de centre L [ou de 
centre Xo] forme une base de voisinages de L [de Xo], il est possible d'utiliser 
n'importe laquelle de ces bases de voisinages dans le rôle de B ou B' dans la 
proposition 3.5 (p. 66). Si par exemple B' est l'ensemble des boules ouvertes de 
centre Xo, un élément de B' est caractérisé par la donnée de son rayon 17, et 
trouver un élément dans B' revient à montrer l'existence d'un 17 > O. De sorte 

que [ 3W E B' tel que X E W n 'D(f)] revient exactement à [ 317 > 0 tel que 

llX - Xoll < 77}J 
et XE 'D(f) . 

On raisonne de la même façon pour le rapport entre les c et les V. D 

3.2.4 Composition de limites 

Théorème 3. 7 Soit f une fonction de JRP vers !Rn et g une fonction de !Rn vers 
!Rm. 
On suppose que lim f(X) = Yo et que lim g(Y) = Zo. On suppose de plus que 

X-+Xo Y-+~ 

Xo est bien un point d'accumulation de 'D(g o !). 
Alors on a lim go f(X) = Zo. 

X-+Xo 

Preuve Soit c > O. 
Puisque lim g(Y) = Zo, pour cet c, 

Y-+Yo 

(3.7) 317 > 0 tel que si llY - Yoll < 17, avec Y E 'D(g), alors llg(Y) - Zoll < c. 

D'autre part, pour c1 = 17 > 0, puisque lim f (X) = Yo, il existe 171 > 0 tel que 
X-+Xo 

llX - Xoll < 171 et XE 'D(f) implique 11/(X) - Yoll < c' = 17. 
On a donc: 317' > 0 tel que si llX - Xoll < 171, avec XE 'D(g o !), 
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alors on en déduit d'abord forcément que X E V(!), et f(X) E V(g) (c'est 
nécessaire et suffisant pour que XE 'D(g o !)) donc on a llf(X) - Yoll < E1 = 7], 

et ensuite, d'après (3.7), JJg(f(X)) - ZoJJ < E c'est-à-dire 119 o f(X) - Zoll < ê. D 

3.3 Limites et fonctions coordonnées 

3.3.1 Fonctions coordonnées 

Pour l'instant, nous ne nous sommes pas intéressés à l'aspect particulier des 
fonctions de JRP vers ]Rn. Comme dans le chapitre précédent, ces fonctions ont des 
fonctions coordonnées, et on peut se ramener à l'étude de fonctions à valeurs dans 
JR.. 
Soit f une fonction de JR.P vers ]Rn. 
Alors, pour tout XE V(!), puisque f(X) E JRn, si on pose Y= f(X), le vecteur Y 
possède des composantes (yi, y2, ... , Yn)· à chaque XE V(!), correspond donc n 
nombres réels Yi; cela définit donc n fonctions de JRP vers JR, notées (!1, /2, ... , fn)· 
fi est la fonction qui à tout X EV(!) associe lai-ème composante de f(X). 
Les fonctions fi sont les fonctions composantes ou fonctions coordonnées de f. 
Notons que X en tant que vecteur de JRP possède aussi des composantes : on peut 
poser X= (x1, x2, ... , xp)· On peut donc considérer que les fi sont des fonctions 
réelles des p variables xi, ... , Xp. (D'où le nom : fonctions de plusieurs variables). 

3.3.2 Limite d'une fonction numérique de plusieurs variables 

Cette notion n'est en fait pas absolument nouvelle, car c'est un cas particulier des 
limites étudiées dans la section précédente. En effet, nous n'avons pas exclu que n 
soit égal à 1, et nous avons admis que lR 1 = JR. 
Donc une fonction de plusieurs variables qui va de W vers lR n'est rien d'autre 
qu'une fonction de JRP vers ]Rn avec n = 1. Nous allons cependant expliciter ce 
que deviennent les définitions dans ce cas pour préparer la suite. 
N'oublions pas que dans lR = JR1, les trois normes usuelles sont en fait égales à la 
valeur absolue. 

Proposition 3.8 Soit fun fonction numérique de plusieurs variables (x1, ... , xn), 
et R un réel. Alors on a 

Xlim f(X) = R ~ [vê > 0, :3ry > O tel que llX - Xoll ~ 'fJ} ===> lf(X)-RI ~ E] 
--+Xo et X E 'D(f) "" . 

Bien entendu, on peut remplacer un ou les deux~ par des <. 
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3.3.3 Opérations sur les limites des fonctions de plusieurs variables 

Nous allons établir, pour des fonctions de ~P vers~. les propriétés d'opérations 
sur les limites, comparables à ce qu'on sait faire pour les fonctions d'une seule 
variable réelle. Les démonstrations sont d'ailleurs en tout point semblables à celles 
des propriétés analogues pour les limites des fonctions numériques d'une seule 
variable. 

Proposition 3.9 (addition) Si f et g sont deux fonctions de ~P vers~ telles 
que lim f (X) =fi et lim g(X) = f2. 

X-+Xo X-+Xo 
Alors on a lim (! + g)(X) =fi+ f2. 

X-+Xo 

La démonstration est très simple à condition de savoir « couper un ê en deux ». 

Preuve Soit ê > 0 
Pour ~ > 0, puisque lim f(X) =fi, il existe 'f/1 > 0 tel que 

X-+Xo 

llX - Xoll :::;; 'f/1} ===> lf(X) - f 1 ~ f 
et XE 'D(J) 1 """ 2· 

De même, pour ~ > 0, puisque lim g(X) = f2, il existe 'f/2 > 0 tel que 
X-+Xo 

llX-Xoll:::;; 'f/2} ===> lg(X)-f 1 ~ f 
et XE 'D(g) 2 """ 2· 

On peut donc affirmer qu'il existe 'f/ = min{'f/1, 'f/2} > 0 tel que si on a 

{ llX - Xo Il :::;; 'f/ . 
et X E 'D(J + g), pmsque V(!+ g) =V(!) n V(g), on a 

d'une part 

(3.8) { llX - Xoll:::;; 'f/1 ê 
et XE 'D(J) donc lf(X) - fil :::;; 2, 

et d'autre part 

(3.9) { llX - Xoll :::;; 'f/2 donc lg(X) - f 1 ~ :.. 
et X E V(g) 2 """ 2 

En additionnant les deux inégalités (3.8) et (3.9), on obtient 

et puisque par inégalité triangulaire, 

IJ(X) + g(X) - (f1 + f2)1:::;; IJ(X) -fil+ lg(X) - f21· 

on peut conclure que l(J + g)(X) - (f1 + f2)1 :::;; ê. D 

De même, avec une démonstration sensiblement plus compliquée, on a le résultat 
analogue pour la limite d'un produit de deux fonctions. 
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Proposition 3.10 (multiplication) Si f et g sont deux fonctions de JRP vers lR 
telles que lim f(X) = fl et lim g(X) = f2. Alors on a lim (! g)(X) = fl f2. 

X-+Xo X-+Xo X-+Xo 

Preuve Pour trouver le nombre 17 correspondant au nombre€ quelconque qu'on 
se donne, on utilise l' « astuce » : 

lf(X)g(X) - flf2I = lf(X)g(X) - flg(X) + flg(X) - flf2I 

~ lf(X)g(X) - flg(X)I + lf1g(X) - flf2I 

~ IJ(X) - fll lg(X)I + lf1l lg(X) - f21· 

Tous les X de cette démonstration seront supposé~ appai:tenir à 'D(f g) = 'D(f) n 
V(g). 
Soit€> O. 

Pour € 1 = (If f ) > 0, puisque lim f(X) = fl, 3171 > 0 tel que si llX -Xoll ~ 
2 2 + 1 X-+Xo 

171, alors on a lf(X) - fll ~ € 1 = 2(lf2f + l). 

De même, pour€"= min {1, (If f ) } > 0, puisque lim g(X) = f2, 3172 > 0 
2 1 + 1 X-+Xo 

tel que si llX - Xoll ~ 172, alors on a lg(X) -f2I ~ €" ~ 2(lf1f + l) · 
Pour ces mêmes X tels que llX - Xoll ~ 172, on a aussi lg(X) -f2I ~ €" ~ 1, donc 
en utilisant la deuxième inégalité triangulaire 

lg(X)l - lf2I ~ jlg(X)l - lf2lj ~ lg(X) - f21~1, 

et on obtient lg(X)I ~ lf2I + 1. 
On prendra 17 = min{171,172} >O. On peut donc affirmer que 317 >O. 
Si X est un élément de 'D(fg) tel que llX - Xoll ~ 17, 
alors on a à la fois llX - Xoll ~ 111 et llX - Xoll ~ 172· 
On a donc, d'une part, puisque llX - Xoll ~ 111 

(3.10) 

D'autre part, puisque llX - Xo Il ~ 172 

(3.11) 

De plus, toujours puisque llX - Xoll ~ 112 

(3.12) 

Enfin, on a banalement 

(3.13) 
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Combinant ces quatre inégalités entre nombres positifs de la façon suivante 
(3.10)x(3.11) + (3.13)x(3.12), 

on obtient 

lf(X) - f1I X lg(X)I + IRil X lg(X) - f2I ~ (2(IR2f + 1)) X (IR2I + 1) 

+ (IR1I + 1) X (2(IR1f + 1)) = ê. 

On conclut en utilisant l' « astuce » signalée en début de démonstration : 
puisque 

on en déduit que 
l(fg)(X) - f1f2I ~ ê 

et on a bien montré que lim (fg)(X) = f1f2. 
X-+Xo 

On en déduit le corollaire : 

D 

Corollaire 3.11 (linéarité des limites) Si f et g sont deux fonctions de JRP 
vers lR telles que lim f (X) = f1 et lim g(X) = f2. 

X-+Xo X-+Xo 
Alors, pour tous À, µ réels, on a 

lim (Àf + µg)(X) = Àf1 + µf2. 
X-+Xo 

Pour démontrer cet énoncé, il suffit de combiner les deux propositions précédentes 
3.9 et 3.10, en établissant auparavant (ce qui est très facile) qu'une fonction 
constante X t-----+ À est telle que pour tout Xo, on a lim À= À. 

X-+Xo 

On a aussi le corollaire suivant : 

Corollaire 3.12 Si f et g sont deux fonctions de JRP vers lR telles que lim f(X) = 
X-+Xo 

f1 et lim g(X) = R2. 
X-+Xo 

1 1 
Si f1 f= 0, on a )~111-o f (X) = Ri· 

. . f(X) f1 
Si f2 f= 0, on a hm (X) = 0 · 

X-+Xo g .c.2 

La première partie de ce résultat s'établit en considérant la fonction de lR dans lR 
qui associe à tout t f= 0 le réel h(t) = t· On sait que cette fonction h est continue, 

donc on a lim h(t) = h(f1) = : · 
t-+l1 q 
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On peut alors appliquer le Théorème 3.7 (p. 68) sur les fonctions composées, 
puisque y= ho f. 
La deuxième partie s'obtient tout simplement en combinant cette première partie 
avec le résultat sur le produit de deux limites de la Proposition 3.10 (p. 71) puisque 
t=f·l. g g 

Un autre résultat utile est le suivant : 

Théorème 3.13 Si f et g sont deux fonctions.définies sur une partie U de JRP, 
et à valeurs respectivement dans les espaces vectoriels de dimension finie E et F. 
On suppose qu'il existe une multiplication · entre les éléments de E et F, à valeurs 
dans un espace vectoriel G, lui aussi de dimension finie. 
On suppose de plus qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tous (Y, Z) E 

E x F, on a llY · Zll :::;;; C llYll llZll · 
Si f est une fonction bornée dans un voisinage de Xo EU, et si lim g(X) =Op, 

X-+Xo 

alors on a : lim (f(X) · g(X)) = Oa. 
X-+Xo 

Ce théorème affirme que le produit d'une fonction bornée par une fonction qui 
tend vers 0 a aussi une limite nulle. 
En pratique, les 5 multiplications que l'on peut rencontrer qui vérifient les hypo­
thèses sont les suivantes ; 
• E = F = G = lR et· est la multiplication de deux réels (on a bien IY ZI :::;;; IYI IZI 

puisqu'on a l'égalité : on prend C = 1). 
• E = F = G = <C et · est la multiplication des complexes (on a bien IY ZI :::;;; 

IYI IZI puisqu'on a l'égalité: on prend C = 1). 
• E = lR et F = G = JRP; · est la multiplication externe d'un réel et d'un vecteur 

(on a bien 11>-Zll :::;;; l>-1 llZll puisqu'on a l'égalité: on prend C = 1). 
• E = G = JRP et F = lR; · est encore la multiplication externe d'un réel et d'un 

vecteur, mais ici, c'est la fonction à valeurs réelles qui a une limite nulle et celle 
qui a ses valeurs vectorielles qui est bornée. 

• E = F = JRP et G = lR ; · est le produit scalaire de deux vecteurs (on a bien 
IY · ZI :::;;; llYll llZll (Cauchy-Schwarz) et on prend C = 1). 

• E = F = G = JR3 et ·est le produit vectoriel de deux vecteurs/\ (il est classique 
que llY /\ Zll = llYll llZll I sin(Y, Z)I, donc on a bien llY · Zll :::;;; llYll llZll : on 
prend C = 1). 

Preuve du théorème Soit E > 0 
Le fait que f soit bornée dans un voisinage de Xo impose qu'il existe un ry1 > 0 et 
un réel M > 0 tels que pour tous X tels que llX - Xoll :::;;; f/1, on a llf(X)ll :::;;; M. 

Pour E1 = CEM' puisque lim g(X) =Op, il existe ry2 > 0 tel que pour tout X tel 
X-+0 

ê 
que llX - Xoll:::;;; f/2 on a llg(X)ll:::;;; CM' 

Il suffit maintenant de choisir fJ = min { f/1, f/2}. 



74 CHAPITRE 3. FONCTIONS DE JRP VERS !Rn 

Il existe 1J > 0 tel que pour llX - Xoll ~ 1J, on a d'une part llX - Xoll ~ 7]1, donc 
ê 

llf(X)ll ~ M, et d'autre part, on a llX - Xoll ~ 1]2, donc llg(X)ll ~ CM' 
En multipliant ces deux inégalités de nombres positifs, on trouve donc 

ê ê 
llf(X)ll llg(X)ll ~MC M = c· 

Or, on a llf(X) · g(X)ll ~ Cllf(X)ll llg(X)ll ~ C ~ = ê, donc on obtient bien 

llf(X) · g(X)ll ~ ê. 0 

3.3.4 Théorème fondamental 

Voyons à présent la propriété essentielle qui permet de simplifier l'étude des 
fonctions de JRP vers !Rn. 

Théorème 3.14 Soit f une fonction de JRP vers !Rn et soient (!1, ... , fn) les fonc­
tions coordonnées de f. On suppose que L = (R1, ... ,Rn)· On a alors l'équivalence 
suivante : 

lim f(X) = L ~ [vi E {1, ... , n}, on a lim fi(X) = .ei]. 
x~xo x~Xo 

L'immense intérêt de cette propriété est de permettre de remplacer l'étude de 
toute fonction vectorielle (à valeurs dans !Rn) par l'étude de n fonctions réelles (à 
valeurs dans IR) ce qui est a priori bien plus simple. 

Preuve du théorème fondamental 
Si lim f (X) = L : 
X~Xo 

Pour un io quelconque montrons que lim fio (X) = Rio. 
x~xo 

Soit ê > O; 
d'après l'hypothèse, :37] > 0 tel que si llX - Xoll < 1], alors llf(X) - Llloo < ê. 

Or, llf(X)-Llloo = m~x lfi(X)-Ril, donc on a (pour ces X tels que llX-Xoll < TJ) 
l~i~n 

lfio(X) -Riol~ llf(X) - Llloo< ê, 

ce qui achève la démonstration du théorème dans le sens ===}. 

Réciproquement, si \::li E {1, ... ,n}, on a lim fi(X) =Ri alors: 
X~Xo 

soit ê >O. D'après l'hypothèse, il existe pour chaque i entre 1 et n, un 1Ji > 0 qui 
assure que dès que llX - Xoll < 1Ji, on peut en déduire lfi(X) - fil < ê. 

Posons 1J = m.in 1Ji. Ce nombre est strictement positif. On peut donc dire : 
l~i~n 

:37] > 0 tel que llX - Xoll < 1J implique que pour chaque i, puisque 1J ~ 1Ji, on a 
llX - Xoll < 1Ji et donc lfi(X) - fil < ê. 
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Le plus grand des lfi(X) - fil est donc lui aussi < é. Mais ce max est 

0 

Un corollaire important en est le suivant. 

Proposition 3.15 (linéarité de la limite) Si f et g sont deux fonctions de JRP 
vers ]Rn, définies au voisinage de Xo, et admettant une limite en Xo, si À et µ 
sont deux réels quelconques, alors la fonction (de JRP vers ]Rn) Àf + µg admet une 
limite en Xo et on a : 
si lim f(X) =Let lim g(X) = M, alors 

X--+Xo X--tXo 

lim (.Xf(X) + µg(X)) =.XL+ µM. 
X--tXo 

La démonstration est immédiate en considérant les fonctions coordonnées et le 
Corollaire 3.11 (p. 72). 

3.3.5 Continuité 

Définition 3.16 (continuité en un point) Une fonction f de JRP vers ]Rn est 
continue en Xo lorsque f est définie en Xo, et au voisinage de Xo, et lorsque f 
admet une limite en Xo (qui ne peut être que f(Xo), d'après la Proposition 3.4 
p. 66). On retient 

f continue en Xo {::::::::} lim f(X) = f(Xo). 
X--tXo 

Définition 3.17 (continuité globale) Une fonction f de JRP vers ]Rn est conti­
nue sur un sous-ensemble E de son ensemble de définition lorsque pour tout 
Xo E E, on a f continue en Xo. 
Une fonction f de JRP vers ]Rn est continue lorsqu'elle est continue sur son ensemble 
de définition. 

Ces définitions sont évidemment les mêmes que pour la continuité des fonctions 
réelles d'une variable. 
Nous admettrons les propriétés suivantes qui sont en fait très simples à démontrer 
car ce sont simplement des conséquences des propriétés correspondantes sur les 
limites. 

Proposition 3.18 Si f et g sont deux fonctions de JRP vers ]Rn continues [resp. 
continues en Xo] [resp. continues sur E], alors pour tous À,µ réels, Àf + µg est 
continue [resp. continue en Xo] [resp. continue sur E]. 
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Proposition 3.19 Si f est une fonction continue de JR.P vers IR.n, si g est une 
fonction continue de IR.n vers IR.m, alors g o f est une fonction continue partout où 
elle est définie. 
De même, si f est une fonction de JR.P vers IR.n telle que lim f(X) = L, si g est 

X--tXo 
une fonction de IR.n vers IR.m définie et continue au voisinage de L, alors on a 

lim (go f)(X) = g(L). 
X--tXo 

Remarquons que dans cet énoncé en particulier, comme d'ailleurs dans tout ce§, 
il est tout à fait possible qu'un ou plusieurs des entiers m, n, p soient égaux à 1. 

Proposition 3.20 Une fonction de JR.P vers IR.n est continue [resp. continue en 
Xo] [resp. continue sur l'] si et seulement si ses n fonctions composantes sont 
continues [resp. continues en Xo] [resp. continues sur l']. 

Proposition 3.21 Une fonction f de JR.P vers IR.n est continue en Xo si et seule­
ment si étant définie en Xo, on a 

(3.14) VE > 0, :377 > 0 tel que llX - Xoll ~ 77} 
et XE 'D(J) ===> llf(X) - f(Xo)ll ~ é. 

Proposition 3.22 (continuité d'une fonction réelle de plusieurs variables) 

Une fonction f de JR.P vers IR. est continue en Xo si et seulement si étant définie en 
Xo, on a 

(3.15) Vé > 0, :377 > 0 tel que llX - Xoll ~ 77} 
et XE 'D(J) ===> IJ(X) - J(Xo)I ~ é. 

Dans ces deux dernières propositions, on peut bien sûr remplacer les ~ par des <. 

Nous sommes maintenant armés pour étudier concrètement les limites et la 
continuité des fonctions de plusieurs variables. 

3.4 Étude pratique des limites de fonctions réelles de plusieurs 
variables 

3.4.l Présentation de la situation 

Dans ce §, nous considérerons des fonctions f à valeurs dans IR., définies sur une 
partie de JR.P. Dans la plupart des exemples, p vaut 2, et parfois 3, mais en théorie, 
p peut prendre n'importe quelle valeur entière non nulle, et même 1, mais alors ce 
n'est plus intéressant : f serait dans ce cas une fonction d'une seule variable. 
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3.4.2 Fonctions continues «de référence» 

proposition 3.23 (continuité des projections) 
Soit Pi lai-ème projection de JRP vers R 
Pi est l'application qui à tout vecteur X = ( x1, ... , Xi, ... , Xp) associe Xi pour 
i E {1,. .. ,p}). 
Alors Pi est continue. 

Preuve Soit Xo = (x10, ... , XiQ, ... , Xpo) E JRP. Montrons la continuité de Pi en 
Xo, qui est quelconque, ce qui assurera la continuité de Pi· 
\:;/é > 0, on peut affirmer qu'il existe 1J = é > 0 
tel que si on a llX - Xolloo:::;; 1J alors on a m;pc lxj-Xjol:::;; 1J = é (en effet laj-ème 

l~J~P 
composante de X - Xo est bien sûr égale à la différence des j-èmes composantes 
de X et de Xo, c'est-à-dire Xj - Xjo). 
En particulier, on a bien sûr lxi - xiOI :::;; é. 

Mais ceci signifie clairement que IPi(X) - Pi(Xo)I :::;; é. Ce qui est souligné permet 
d'affirmer que Pi est continue en Xo d'après la proposition 3.22 ci-dessus. D 

On en déduit la proposition suivante qui généralise ce résultat. 

Corollaire 3.24 Si J = {j1, ... ,jm} c {1, ... ,p} est un sous-ensemble de m 
indices, alors l'application PJ de JRP vers JRm définie par 

est continue. 

Preuve Il suffit de remarquer que toutes les applications composantes de PJ 
sont des projections Pik, qui sont continues d'après la Proposition 3.23 p. 77. D 

Proposition 3.25 (Opérations) 
Soit S l'application de JR2 vers JR, définie par S(x, y) = x +y. 
Alors S est continue. 
Soit P l'application de JR2 vers JR, définie par P(x, y) = xy. 
Alors P est continue. 

Preuve Ces deux résultats sont des corollaires immédiats des propositions 
correspondantes concernant la somme et le produit des limites (Propositions 3.9 
et 3.10 p. 70-71), appliquées aux fonctions projections PI et P2. D 

Corollaire 3.26 Toute fonction fabriquée avec une seule formule ne contenant 
que des opérations usuelles ( +, x , - , /) et des fonctions usuelles continues ( 1 · 1 

(valeur absolue), sin, cos, exp, ln, arcsin, r, r, sh, argth, ... ) est continue. 
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Il n'est pas possible de démontrer rigoureusement un énoncé aussi vague, mais 
nous allons essayer d'en expliquer le principe : 
Toute fonction fabriquée avec une seule formule ne contenant que des opérations 
usuelles et des fonctions usuelles continues peut en fait se décomposer en une 
succession de fonctions d'une ou plusieurs variables, toutes continues. 
Illustrons simplement ce type de raisonnement par un exemple : 
Soit f l'application définie sur ~3 \ { (0, 0, 0)} par 

Montrons que f est continue. 
Nous allons décomposer f en une composition de fonctions toutes continues. 
Considérons 

u1 : (x,y,z) f---+ x f---+ x 2 . 

u1 est une application continue comme composée u1 = c o Pl, c étant la fonction 
« carré » x f---+ x2 est classiquement continue, Pl qui est la première projection de 
~3 vers ~ est continue d'après la Proposition 3.23 p. 77. 
Soit maintenant 

u2 : (x, y, z) f---+ z f---+ sin2 z. 

Elle se décompose aussi u2 = 91 op3 avec p3 troisième projection et 91 z f---+ sin2 z 
fonction continue, donc u2 est aussi continue. 
On définit maintenant 

v1 : (x,y,z) f---+ (u1(x,y,z),u2(x,y,z)) = (x2 ,sin2 z). 

v1 est continue puisque ses fonctions composantes u1 est u2 le sont. 
Maintenant v2 = S o v1 (S : notation de la proposition 3.25 p. 77) définie par 

v2 : (x, y, z) f---+ (x2 , sin2 z) f---+ x2 + sin2 z 

est bien sûr continue et v3 = exp ov2 est elle aussi continue. On a 

On considère ensuite 

2+. 2 
V3 : (x, y, z) f---+ ex sm z. 

V4 : (x, y, z) f---+ (y, ex2+sin2 z). 

C'est une application de ~3 vers ~2 dont les fonctions composantes sont p2 et v3 : 

elle est continue. 
Ensuite on prend N = Pov4 (P: notation de la proposition 3.25 p. 77). C'est une 
application continue et elle associe à tout (x, y, z) le numérateur de f(x, y, z) : 

N : (x,y,z) f---+ (P2(x,y,z),v3(x,y,z)) = (y,é2+sin2z) f---+ yex2+sin2z. 
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pour le dénominateur, on raisonne un peu de la même façon : si 

u3 : (x, y, z) i-------+ (x2 , y2). 

on a u3 = (c o p1, c o P2) donc u3 est continue. 
Ensuite on considère u4 = S o u3, qui est continue. u4 est définie par 

. ( ) ( 2 2) 2 2 U4 • X, y, Z 1-------+ X , y 1-------+ X +y . 

On considère maintenant u5 = c o p3, qui est continue et est définie par 

U5 : (X, y, Z) 1-------+ Z 1-------+ z2 . 

On pose maintenant u5 = ( u4, u5) et on obtient (enfin ! ) la quantité sous le radical 
avec la fonction R = S o U6 

Si on pose h(t) = ~·et w1 =ho R, ce sont des fonctions continues et on a 

1 
w1 : (x, y, z) i-------+ J 2 2 2 

X +y +z 

Pour terminer, on pose w2 = (N, w1) et on constate qu'on a f =Po w2 puisque 

( ) 

2+. 2 
2 . 2 1 yex sm z 

f : (X' y' z) i-------+ y ex +sm z' J 2 2 2 i-------+ J 2 2 2 = J (X' y' z). 
x +y +z x +y +z · 

Donc f est continue (ouf!) 

Il est bien évident qu'un tel raisonnement n'est pas à refaire. En pratique, on se 
contentera de dire « f est clairement continue sur JR3 \ {(O, 0, O)} ». 

3.4.3 Changement de base, de repère 

Nous avons maintenant les moyens de démontrer une propriété très importante 
en théorie de l'analyse en dimension finie. 

Théorème 3.27 La notion de limite ou de continuité d'une fonction d'un espace 
vectoriel ou affine E de dimension finie p vers un espace vectoriel ou affine F de 
dimension finie n ne dépend pas de la base ou du repère choisi dans chacun de 
ces espaces. 
De même la convergence d'une suite à valeurs dans un espace affine ou vectoriel 
E est indépendante de la base ou du repère de E choisi. 
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Preuve Pour définir la notion de limite ou de continuité d'une fonction de E 
vers F, on passe par les coordonnées dans une base ou un repère dans chacun de 
ces espaces et on se ramène ainsi à une fonction de JR.P vers IR.n. Pour montrer que 
le choix de la base (ou du repère) est sans importance sur le résultat, il est clair 
qu'il suffit de montrer la continuité de l'application changement de base (ou de 
repère). 
Or, ce résultat est une conséquence du lemme qui suit. 0 

Lemme 3.28 Soit E un espace vectoriel ou affine de dimension finie n. 
Soient B1 et B2 deux bases (ou repères cartésiens) de E. 
Pour i E {1, 2}, soit 'l/Ji l'application de E vers IR.n qui à un élément X de E fait 
correspondre le n-uple 'l/Ji(X) de ses coordonnées dans la base (ou le repère) Bi. 

Alors l'application 'l/J1 o 'l/J21 qui va de IR.n dans lui-même est continue. 

Remarquons que cette application 'l/J1 o 'l/J21 est l'application changement de base 
(ou de repère) de B2 vers B1. 
En effet, elle associe aux coordonnées dans B2 d'un élément X de E les coordonnées 
de X dans 81. 

Preuve Il suffit de se rappeler les formules de changement de base (ou de repère). 

Si X a pour coordonnées (] dans la base B1 et (1) dans la base B,, on a 

{ ~1 := aux! + · · · 7 alnX~ [ :+ xm] 

Xn = an1x! + · · · + annX~ [ + Xnn]· 

La matrice ( aij) 1,,;;i,,;;n est la matrice de changement de base, elle est formée par 
1,,;;j,,;;n 

la juxtaposition des vecteurs-colonnes coordonnées dans la base B1 des vecteurs 
de 82. (On rajoute les constantes xrn seulement si on est dans un espace affine, 
(xrn)i,,;;i,,;;n étant alors les coordonnées de l'origine n du repère B2 dans le repère 
81). Ces formules caractérisent l'application 'l/J1 o 'l/J21, puisqu'elles donnent les 
Xi en fonction des x~. Chaque ligne caractérise une des fonctions coordonnées 
de 'l/J1 o 'l/J21, et il est clair que ces fonctions coordonnées sont continues puisque 
définies seulement avec des produits et des sommes. 
'l/J1 o 'l/J21 est donc continue. 0 

3.4.4 Continuité partielle 

Définition 3.29 Soit f une fonction de plusieurs variables: f est une fonction de 
JR.P vers IR.. On dit que f est partiellement continue en Xo = (x10, ... , XiQ, ... , Xno) 
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par rapport à la i-ème variable (ou par rapport à la variable xi) lorsque la fonction 
d'une seule variable 
gi : Xi t--+ 9i(xi) = f (x10, ... , X(i-l)o, Xi, X(i+l)O ... , Xno) est continue. 9i est 
appelée lai-ème fonction partielle de f en Xo. 

Traduisons cette définition dans une situation usuelle : si f est une fonction des trois 
variables (x, y, z), la continuité partielle de f en Xo = (xo, yo, zo) par rapport à la 
1 re variable (par rapport à x) signifie que la fonction 91 : x i---+ 91 ( x) = f ( x, Yo, zo) 
est continue. 

Le lien entre la notion de continuité et celle de continuité partielle est assuré par 
la propriété 

Proposition 3.30 Si f est une fonction de plusieurs variables continue en Xo, 
alors f est partiellement continue par rapport à toutes ses variables. 

Preuve Il suffit de se rendre compte que la i-ème fonction partielle 9i de f 
en Xo se décompose comme f o Ui, Ui étant la fonction de IR. vers JR.P définie 
par ui(t) = (x10, ... , X(i-l)o, t, X(i+l)O ... , Xno). Cette fonction Ui est évidemment 
continue, puisque ses fonctions composantes sont continues en tant que fonctions 
toutes constantes, sauf la i-ème qui est la fonction identique t t---t t qui est aussi 
continue. D 

Remarque : Attention ! La réciproque est fausse, ainsi que nous le verrons un 
peu plus loin. 

3.4.5 Méthodes pour démontrer une limite 

Lorsque l'on doit démontrer qu'une fonction f admet une limite pour X -t Xo, 
en général, c'est qu'il y a un problème en Xo : la formule définissant f (X) n'est 
pas valable lorsqu'on remplace X par Xo. Il y a principalement deux types de 
situation: 
• soit Xo t/. 'D(f) et on demande de trouver, si elle existe, lim f(X); 

X-tXo 
• soit f(Xo) est défini à part, et on se demande si f est continue. 
Dans les deux cas, la démarche est la même : on cherche si lim f(X) existe, et 

X-tXo 
X=IXo 

si oui, on cherche à déterminer sa valeur. 
En général, il faut essayer de deviner si on va démontrer que la limite existe ou si 
au contraire on va montrer que cette limite n'existe pas. On dispose du théorème 
suivant: 

Théorème 3.31 (caractérisation séquentielle des limites) Soit f une fonc­
tion de p variables définie au voisinage de Xo E JR.P; alors lim f(X) = R si et 

X-tXo 
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seulement si, pour toute suite (Xn)nEN d'éléments de 'D(f), convergente vers Xo, 
on a lim f(Xn) = R. 

n--++oo 

Preuve Supposons lim f (X) = R. 
X--+Xo 

Soit (Xn)nEN une suite d'éléments de V(f), convergente vers Xo. Pour tout é > 0, 
puisque lim f(X) = R, il existe 'T/ > 0, tel que si llX - Xoll :::;; 'f/, avec X E 'D(f), 

X...-+Xo 
alors on a If (X) - RI :::;; é. 

Mais pour cet 'T/ > 0, puisque (Xn)nEN converge vers Xo, il existe no EN tel que 
pour n;::: no, on a llXn-Xoll :::;; 'f/, avec par construction, xn E 'D(f). On peut donc 
conclure que lf(Xn) - RI :::;; é et ce qui est souligné montre que lim f(Xn) = R. 

n--++oo 

Réciproquement : on va raisonner par la contraposée. Supposons que l'on n'a 
pas lim f(X) = R (soit cette limite est différente, soit elle n'existe pas). Nous 

X...-+Xo 
allons montrer qu'on peut alors construire une suite (Xn)nEN d'éléments de V(f) 

qui converge vers X 0 , mais qui est telle que la suite de réels (f(xn)) ne 
nEN 

converge pas vers R. 
Puisque lim f(X) =Rest faux, il existe éo > 0 tel que pour tout 'T/ > 0, il existe 

X--+Xo 
un X E V qui vérifie llX - Xoll :::;; 'f/, mais pas lf(X) - RI :::;; éo, donc qui est tel 
que If (X) - RI > éo. 

1 
En particulier, si on prend 'T/ = 2n, pour tout n EN, il existe xn E 'D(f) qui est 

tel que llXn - Xoll :::;; 2~, mais qui est tel que lf(Xn) - RI > éo. 

On construit ainsi une suite (Xn)nEN d'éléments de V(f), qui converge vers Xo 
1 

puisque llXn -Xoll :::;; 2n --+ 0 (voir la proposition 1.31 p. 21), mais on est sûr que 

( f(Xn)) ne converge pas vers R puisque lf(Xn)-RI > éo > 0, donc lf(Xn)-RI 
nEN 

ne tend pas vers O. D 

Ce théorème permet de montrer qu'une fonction f n'admet pas la limite R lorsque 
X--+ Xo, ou de montrer que cette fonction n'admet pas du tout de limite pour 
X--+ Xo; il permet aussi de trouver la seule valeur possible de la limite éventuelle 
R de f (X) pour X --+ Xo. 
• Si on arrive à construire une suite de vecteurs (Xn) de V(f), convergente vers 

X0 , et telle que lim f(Xn) =/:- R, on est sûr de ne pas avoir lim f(X) = R 
n--++oo X...-+Xo 

• Si on arrive à trouver deux suites de vecteurs (Xn) et (X'n) de V(f), toutes 
deux convergentes vers Xo et telles que lim f(Xn) =/:- lim f(X'n), alors on 

n--++oo n--++oo 
est sûr que lim f (X) n'existe pas. 

X...-+Xo 
• Si on trouve une suite de vecteurs (Xn) de 'D(f), convergente vers X 0 , telle que 

lim f(Xn) est facile à calculer, alors si lim f(X) existe, sa valeur est égale 
n--++oo X--+Xo 



3,4 ÉTUDE PRATIQUE DES LIMITES DE FONCTIONS RÉELLES DE PLUSIEURS VARIABLES 83 

à la valeur de cette limite facile à calculer. 
• Si on trouve une suite de vecteurs (Xn) de 'D(f), convergente vers Xo, telle que 

lim f (Xn) = ±oo, alors on est sûr que lim f (X) n'existe pas. 
n--++oo X--+Xo 

Étude d'un exemple 

Soit fla fonction de JR2 vers lR définie par f(x, y) = 2 xy 2 . 
X +y 

Il est clair que cette fonction est définie et continue sur JR2 \ { (0, 0)}. 
Est-ce que f admet une limite pour (x, y) -+ (0, 0)? 

Considérons la suite (Xn) définie par xn = (un,Vn) = (0, 2;). Elle converge 
évidemment vers (0, 0) et est formée de vecteurs de 'D(f). Calculons, pour tout 
n EN, J(Xn) et étudions si cette quantité possède une limite pour n-+ +oo. 

f ( n) J( 1 ) 0 ' 2; X = 0, 2n = 2 = O ------+ O. 
02 + ( 2;) n--++oo 

On peut donc affirmer que si lim f(X) existe, alors cette limite est nulle, mais 
X-+Xo 

il ne faut surtout pas conclure que cette limite existe. 

Considérons maintenant la suite (Yn) définie par yn = (vn,Vn) = ( 2;, 2;). 

Évidemment, elle converge aussi vers (0, 0) et est formée de vecteurs de 'D(f). 
Mais on a cette fois 

Puisque J(Yn) n'a pas la même limite que J(Xn), on peut affirmer que lim J(X) 
X-+Xo 

n'existe pas, que f n'admet pas de limite pour (x, y) -+ (0, 0). 

Autre méthode 

Il est un peu lourd d'introduire toujours des suites pour réfuter une limite, et on 
aime bien utiliser les fonctions vectorielles, faciles à se représenter si on utilise 
l'interprétation courbe paramétrée. 
La propriété suivante est un corollaire immédiat du théorème 3. 7 (p. 68) utilisé 
avec p = m = 1. 

Proposition 3.32 Si f est une fonction réelle de plusieurs variables (de JRP vers 
IR), si lim f (X) = f, alors pour toute fonction vectorielle X de la variable réelle 

X-+Xo 
t à valeurs dans 'D(f), (X est une fonction de lR vers JRP), telle que lim X(t) = Xo, 

t-+a on a 
lim f(X(t)) = f. 
t-+a 
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Dans cet énoncé, a désigne un endroit de IR où on peut calculer une limite : ce 
peut être un réel to, ou ±oo, ou encore un réel à gauche ou à droite comme tri ou 
t(). 

Une interprétation géométrique ou cinématique importante de cet énoncé est le 
suivant : 
Si M(t) est un point mobile qui tend vers le point Mo de coordonnées Xo (n'ou­
blions pas que Xo est un p-uple, qui peut être considéré comme les coordonnées 
d'un point), alors l'image par f de ce point mobile tend aussi vers f. En d'autres 
termes, quel que soit le chemin (au sens courbe paramétrée) qu'utilise X pour se 
rapprocher de Xo, on doit avoir f (X) -+ f. 
Attention! ceci n'est pas une propriété caractéristique de la limite, car aussi 
difficile à se le représenter que cela puisse paraître, il est possible que X tende 
vers Xo sans emprunter un chemin! 
En particulier, il est tout à fait insuffisant que f(X) tende vers f uniquement 
lorsque X se rapproche de Xo en suivant des droites. 

Application 

Pour montrer qu'une fonction f n'admet pas f comme limite lorsque X-+ X 0 , 

il suffit de trouver une façon de se rapprocher de Xo en suivant un chemin 
(inclus dans V(f)), c'est-à-dire de trouver une fonction vectorielle X(t) telle que 
lim X(t) = Xo, avec lim f(X(t)) qui n'existe pas, ou qui est infinie, ou qui est 
t--+a t--+a 
différente de f. 
De même, pour montrer qu'une fonction f n'admet pas de limite lorsque X-+ X 0 , 

il suffit de trouver deux façons X(t) et Y(t) de se rapprocher de Xo en suivant 
des chemins inclus dans V(f) tels que lim X(t) = Xo et lim Y(t) = X 0 mais avec 

t--+a t--+a 

lim f(X(t)) =/:- lim f(Y(t)), ou encore de trouver un seul chemin avec la limite de 
t--+a t--+a 
f(X) le long de ce chemin qui est infinie ou qui n'existe pas. 

Autre exemple 

Soit f définie sur IR.2 \ { (0, O)} par 

On cherche si f admet une limite lorsque (x, y) -+ (0, 0). 
Pour cela on va chercher la limite de f(x, y) lorsque (x, y) se rapproche de (0, 0) 
en suivant différents chemins. 

Tout d'abord, si (x,y) reste sur la« première diagonale du repère», la droite 

y= x. Une paramétrisation de ce chemin est { ;g;.::: :. 
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Il suffit de faire tendre t vers 0 pour que le point (x, y) tende vers (0, 0) en suivant 
ce chemin. On a alors 

t2 - t2 
f(x(t), y(t)) = 2 2 = 0----+ O. 

t +t HO 

Donc si f admet une limite en (0, 0), cette limite est nulle. 

Maintenant, on fait tendre (x, y) vers (0, 0) en restant sur l'axe des abscisses. 

Cela correspond à la paramétrisation { :&? : ~ avec t---+ O. On a alors : 

' t2 - 02 
f (x(t), y(t)) = t2 + 02 = 1 Hot 1. 

On peut donc affirmer que f n'admet pas de limite en (0, 0). 

Ce n'est pas utile, mais il est intéressant de se rendre compte que si (x, y) tend 
vers (0, 0) en restant sur l'axe des ordonnées, alors on trouve une troisième valeur 
f(x, y)= -1. 

3.4.6 Comment montrer que f admet une limite? 

Jusqu'alors, nous n'avons montré que des «non-limites». C'est bien, mais ce n'est 
pas le plus intéressant. 
Pour montrer qu'une fonction f admet une limite f, en Xo, il est en général lourd 
de revenir à la définition parc, 17. On essaiera en général de procéder comme suit. 
Tout d'abord, il est essentiel de « deviner » quelle est la valeur de R. Si cette valeur 
n'est pas donnée par l'énoncé, on dispose des deux méthodes que l'on vient de 
voir pour essayer de la déterminer : utiliser une suite vectorielle qui converge vers 
Xo ou un chemin menant à Xo. 
Ensuite, on a intérêt à se ramener à Xo = 0 et à f, = 0, ce qui ne pose pas de 
problème: 
Pour f, il suffit de considérer g(X) = J(X) - f, et de chercher à montrer que 
lim g(X) =O. 

X--tXo 
Pour Xo, on fait le changement de variable X = Xo + H et X ---+ Xo équivaut 
évidemment à H ---+ O. Si on veut être plus rigoureux que ce «évidemment», 
il suffit de comprendre que, dans la caractérisation de la limite, llX - Xoll ~ 1J 
équivaut, puisque H = X - Xo, à llHll ~ 1J ou encore llH - Oil ~ 17, de sorte que 
si on trouve un 1J > 0 correspondant à un c, il conviendra aussi bien pour établir 
une lim qu'une lim. 

X--tXo H--tO 

Nous supposons, dans la suite quitte à changer les notations, qu'il s'agit de montrer 
que lim f (X) = O. 

X--tO 
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La meilleure méthode consiste à essayer de majorer, pour X f:. 0, en valeur absolue, 
f(X) par une fonction de référence g(X) qui tend vers 0 lorsque X-+ O. Cette 
fonction de référence est la plupart du temps la valeur absolue d'une fonction 
régulière, continue en 0 : cette valeur absolue est également continue en 0 comme 
composée de fonctions continues. On peut alors conclure grâce au théorème suivant, 
qui est à rapprocher du «théorème des gendarmes » pour les fonctions d'une 
variable. 

Théorème 3.33 Soit f et g deux fonctions de JîP vers lî, définies au voisinage 
de 0 (mais f(O) n'existe pas forcément). 
On suppose que lim g(X) = 0 et que pour tout X f:. 0, dans un voisinage de 0, 

X--+0 
on a 

lf(X)I ~ g(X). 

Alors on peut affirmer que 
lim f(X) =O. 

X--+0 

Attention! Dans ce théorème (comme d'ailleurs dans le corollaire suivant 3.34), 
il est essentiel que la majoration de f se fasse en valeur absolue! Si on a une 
relation du type f(X) ~ g(X), même si on connaît la limite de g, on ne peut rien 
dire pour celle de f. 

Preuve 
Soit c >O. 
Puisque lim g(X) = 0, il existe 1J > 0 (qu'on peut choisir suffisamment petit pour 

X--+0 
que la boule de centre 0, de rayon 1J soit incluse dans tous les voisinages des 
hypothèses) tel que pour tout X f:. 0 tel que llXll = llX - Oii ~ 17, on a f(X) et 
g(X) qui existent (puisque ces fonctions sont supposées définies au voisinage de 
0) et surtout lg(X)I = lg(X) - OI ~ c. 
Mais 1J étant suffisamment petit, on a lf(X)I ~ g(X), et l'hypothèse impose 
que dans ce voisinage de 0 on ait g(X) ~ 0 donc g(X) = lg(X)I. On a donc 
lf(X)I ~ lg(X)I ~ c, c'est-à-dire lf(X) - OI ~ c. D 

Nous verrons que pour les fonctions de deux variables, il est souvent pratique 
d'utiliser les coordonnées polaires, c'est à dire que si X= (x,y) E Jî2 , on pose 

{ x = rcos(} . 
. (} avec r = vx2 + y2 = ll(x, y)ll2 et(} est l'angle que fait le vecteur de 

y= rsm , 
coordonnées ( x, y) avec le premier vecteur de la base (orthonormée, directe) ( (} 
est aussi l'argument du nombre complexe x + i y). 

On peut alors souvent utiliser la propriété suivante qui est un corollaire immédiat 
du théorème 3.33 : 
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Corollaire 3.34 Si f est une fonction de deux variables x et y définie au voisinage 
de (0, 0), s'il existe une fonction d'une variable g, telle que pour tous (x, y) f:. (0, 0), 
dans un voisinage de {0,0), posant r = ll(x,y)ll2 on ait lf(x,y)I ~ g(r), 
si de plus on a lim g(r) = 0, alors on a 

r--+0 

lim J(x, y)= O. 
(x,y)--+(0,0) 

Preuve Il suffit de se rendre compte que si on pose h(x, y) = g( Jx2 + y2) = g(r), 
on a par compositions de limites, lim h(x,y) = 0 et qu'on a lf(x,y)I ~ 

(x,y)--+(0,0) 

lh(x, y)I. On peut donc sans problème appliquer le théorème 3.33. D 

Quelques exemples 

• Soit f définie sur ~3 \ { {O, 0, O)} par 

xyz 
f ( x' y' z) = x2 + y2 + z2 

Montrons que f(x, y, z) tend vers 0 pour (x, y, z) -+ {O, 0, 0). 

Il est clair que !xi= JX2 ~ Jx2 + y2 + z2 donc J 2 lxl2 2 ~ 1. 
X +y +y 

D ~ IYI ,/ 1 e meme, on a _ / 2 2 2 ~ . 
yX +y +y 

On en déduit que: 

Or, on a lim z = 0 {la fonction (x, y, z) i---------+ z est la troisième projection 
(x,y,z)--+(0,0,0) 

p3 de la proposition 3.23 p. 77). Le théorème 3.33 (p. 86) s'applique donc et on 
peut conclure que lim f(x, y, z) =O. 

(x,y,z)--+(0,0,0) 

• Soit f définie sur ~2 \ { {O, O)} par 

x3 
f(xy)----

' - x2 -xy +y2 

On veut montrer que cette fonction tend vers 0 pour (x, y) -+ {O, 0). 

Vérifions tout d'abord qu'on a bien 'D(f) = ~2 \ {{O, 0)}. 
Cherchons pour quelles valeurs le dénominateur de la fraction définissant f 
s'annule. On a 

2 2 x2+(x2-2xy+y2)+y2 x2 (x-y)2 y2 
X - xy +y = = - + + - ~ 0. 

2 2 2 2 
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Cette quantité ne peut s'annuler que si x = y = O. 

Utilisons maintenant les coordonnées polaires : 

lx3 I lr3 cos3 BI 
1 f ( x' Y) 1 = x2 - xy + y2 = r2 cos2 0 - r cos 0 r sin 0 + r 2 sin 2 0 

r3 r 
~ - . 
""r2(1- sinOcosO) - 1- sinOcosO 

On a utilisé les « évidences » 1 cos BI ~ 1 et cos2 0 + sin2 0 = 1. 
Or, on a sinOcosO = ~sin20 ~ ~ donc 1-sinOcosO ~ 1- ~ = ~ > 0, donc 

1 
-----~2 
1- sinOcosO 

et 
r 

-----~2r, 
1- sinOcosO 

d'où finalement 
lf(x, y)I ~ 2r. 

et on peut conclure grâce au corollaire 3.34 p. 87, puisqu'on a évidemment 
lim 2r =O. 
r-tO 

Degré total 

Un petit « truc » bien utile, mais qui est juste une indication, lorsqu'on doit 
étudier la limite en 0 d'une fonction de plusieurs variables dont l'expression se 
présente comme une fraction, c'est de considérer le degré total de cette fraction. 
Ce truc ne marche que si le numérateur et le dénominateur sont homogènes, c'est­
à-dire, comme dans les quatre exemples que nous venons d'étudier, des polynômes 
sommes de monômes ayant tous le même degré. Le degré total d'une fraction est 
alors la différence entre le degré du numérateur et le degré du dénominateur. Si le 
degré total de la fraction est > 0, on devrait pouvoir arriver à démontrer que la 
limite de cette fraction est O. Si le degré total de cette fraction est ~ 0, on doit 
pouvoir démontrer qu'il n'y a pas de limite. Les deux derniers exemples que nous 
venons de voir avaient un degré total de 3 - 2 = 1, ça confirme la limite nulle que 
nous avons démontrée Les deux premiers exemples étudiés dans ce § avaient un 
degré total égal à 2 - 2 = 0 et n'avaient effectivement pas de limite. 
Attention ! Ce « truc » n'est pas une démonstration : il donne juste une indication 
sur ce qu'il faut démontrer (limite nulle ou pas de limite). 

Et si la fraction n'est pas homogène? Dans ce cas, il faut « bricoler»! Voyons 
deux exemples de cette situation. 

• Soit f la fonction définie sur IR2 \ { (0, 0)} par 

x2y 
f (X' y) = x2 + y4 
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On étudie la limite de f en (0, 0). 
Que doit-on montrer? Lorsque (x, y) se rapproche de (0, 0) en suivant un des deux 
axes de coordonnées, puisque x = 0 ou y= 0, on a f(x, y)= 0--+ O. Lorsque (x, y) 
reste sur la première bissectrice du repère, on a x =y, donc f(x, y)= -1 x 2 --+O. 

+x 
Il ne semble donc pas absurde d'essayer de démontrer que la fonction tend vers O. 

• 2 4 2. 1 1 
En fait, pour xi- 0, on a x +y ~ x > 0, donc 2 4 :::::; 2· 

X +y X 

On en déduit que pour x i- 0, on a 

x2IYI x2IYI 
lf(x, Y)I = x2 + y4 :::::; 7 = IYI· 

Comme pour x = 0, on a f(x, y) = 0, et donc lf(x, y)I = 0:::::; IYI, alors on peut 
affirmer que, pour tout (x,y) E JR2 \ {(0,0)}, 

lf(x, Y)I :::::; IYI· 

Puisqu'il est clair que lim IYI = 0, on peut conclure grâce au théorème 3.33 
(x,y)-+(0,0) 

(p. 86) que 
lim f(x, y)= O. 

(x,y)-+(0,0) 

• Soit maintenant la fonction f définie sur IR2 \ { (0, O)} par 

xy2 
f (X' y) = x2 + y4 

On étudie encore la limite de f en (0, 0). 
Cette situation ressemble beaucoup à la situation précédente, et l'étude de la 
limite en suivant les mêmes chemins donne le même résultat : apparemment, la 
limite est nulle. 
Seulement la même tentative de majoration n'aboutit pas, car on obtient dans ce 
cas: 

lxly2 y2 
lf(x,y)I:::::; 7 = i;T' 

et cette dernière fonction semble ne pas avoir de limite en (0, 0) : on ne peut donc 
rien conclure pour f. 
En fait, la solution vient d'une remarque pertinente : six= y2, alors f(x, y) = !· 
Donc si (x, y) se rapproche de (0, 0) en suivant la parabole d'équation x = y2, 

. d , 1 , . , . {x(t) = t2 t 0 ce qm correspon a a representation parametnque y(t) = t avec --+ , on 

obtient: 
t 2t 2 t4 1 1 

f (x(t), y(t)) = (t2)2 + t4 = 2t4 = 2 Hot 2· 
Mais puisque lorsque (x, y) --+ (0, 0) en suivant l'axe des abscisses (y= 0), on a 
f(x, 0) = 0--+ 0, cela prouve que la fonction f n'a pas de limite en (0, 0). 
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3.5 Dérivation partielle 

3.5.1 Présentation 

La dérivation d'une fonction de plusieurs variables n'est pas aussi simple que 
pour une fonction d'une seule variable, même à valeurs vectorielles. En effet, la 

généralisation de la formule lim f(t) - f(to) qui définit la dérivée, si elle existe, 
t-+to t -· t0 

d'une fonction réelle d'une seule variable était possible, comme nous l'avons 
vu au chapitre 2, aux fonctions vectorielles d'une seule variable sous la forme 

lim - 1- (f ( t) - f ( to)), mais pour une fonction de plusieurs variables, si X --+ X0 , 
t-+to t - t0 

quel sens donner à X ~ Xo ? 

Dans le contexte que nous utilisons, X - Xo est un vecteur, et s'il est possible 
de multiplier un vecteur par un scalaire, s'il est dans certains cas possible de 
multiplier entre eux deux vecteurs (produit scalaire, produit vectoriel. .. ) , si on 
peut à la rigueur admettre de diviser un vecteur par un scalaire (en le multipliant 
par l'inverse), en tout cas, il n'est jamais question de diviser par un vecteur. 
Alors, comment s'en sort-on? C'est un point de détail qui vous a peut-être échappé 
en première lecture dans le § 3.4.4 (p. 80), sur la continuité partielle qui nous 
apporte la solution : la notion de fonction partielle notée 9i dans la définition 
3.29, dont la continuité assurait la continuité partielle de f. Grâce à ces fonctions 
partielles, en raisonnant comme pour la continuité partielle, nous définirons, 
lorsqu'elles existent les dérivées partielles de f, et nous verrons ensuite quel lien il 
y a entre les dérivées partielles et la notion de différentiabilité de f. 

3.5.2 Dérivées partielles premières 

Définition 3.35 Soit f une fonction de plusieurs variables, (de JR.P vers JR) et Xo 
un point intérieur à 'D(f) (il existe une boule de centre Xo, de rayon non nul, incluse 
dans 'D(f)). Soit 9i lai-ème fonction partielle de f en Xo = (x10, ... , Xio, ... , Xno). 

lR i-------+ lR 
Rappel: 9i : 

t i-------+ 9i(t) = f (x10, ... , X(i-1)0, t, X(i+l)O' ... , Xno). 
On dit que f est partiellement dérivable en Xo par rapport à la i-ème variable 
lorsque 9i est dérivable en XiQ. Dans ce cas, la dérivée partielle par rapport à la 
i-ème variable de f en Xo est le nombre réel noté : 

{) f (X ) = f' (X ) = ~ ( . ) = l" 9i ( Xo + h) - 9i ( Xo) 
!::! 0 X. 0 9i XiO lm h UXi ' h-+0 

_ 1. f (x10, ... , XiQ + h, ... , Xno) - f (x10, ... , XiQ, ... , Xno) 
- im h . 

h-+0 

Pour bien comprendre cette définition, nous allons la traduire dans les cas parti­
culiers où p = 2 ou p = 3. 
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Si f est une fonction de deux variables x et y, de JR.2 vers JR, on définit la dérivabilité 
partielle par rapport à la première variable x, de f en (xo, Yo) E 'D(f) par le 

1. f (xo + h, Yo) - f (xo, Yo) . , 11 c 1 d ' 1 fait que im h existe et est ree e. e a correspon a a 
h--tO 

dérivabilité en xo de la première fonction partielle 91 en (xo, Yo), définie par 
g1(t) = f(t,yo). 

8f( ) !'( ) 1. f(xo+h,yo)-f(xo,Yo) '() On a alors -8 xo,Yo = x xo,Yo = im h = g1 xo . 
X h--tO 

De même, f est dérivablE: en (xo, Yo) par rapport à y, la deuxième variable lorsque 

d,. bl 't'd" 1 1. f(xo,Yo+k)-f(xo,yo) . 
92 est enva e en Yo, ces -a- Ire orsque im k existe et 

k--tO 
est réelle. 

8f( ) f'( ) 1. f(xo,Yo)-f(xo,yo+k) '( ) On a alors -8 xo,Yo = y xo,Yo = im k = g2 xo . 
y k--tO 

Étudions un exemple : 
Soit f la fonction de deux variables définie par 

f(x, y)= x2y. 

L'ensemble de définition de cette fonction est évidemment JR.2 . Soit (x0 , y0 ) E JR.2 

un point quelconque. La première fonction partielle de f en (xo, yo) est la fonction 
g1 : t i--+ t2yo; elle est évidemment dérivable sur lR et donc en xo et Yi (t) = 2tyo, 
de sorte qu'on a 

8f 
ax (xo, Yo) = 2xoyo. 

D'autre part, la deuxième fonction partielle de f en (xo, Yo) est 92 : t i--+ x6t; 
elle est dérivable sur JR, donc en Yo et on a g~ ( t) = x6 de sorte que 

8f 2 
ay (xo, Yo) = x0 . 

Cet exemple illustre la situation que l'on rencontre le plus souvent : il n'est en 
général pas besoin de recourir aux limites pour calculer les dérivées partielles. En 
pratique, lorsque f est définie par une seule formule algébrique faisant apparaître 
uniquement des fonctions de référence dérivables, on dérive f directement, en 
considérant que les variables qui ne sont pas celle par rapport à laquelle on 
dérive sont (provisoirement) des constantes. Précisons les choses. Pour dériver 
partiellement f(x, y) = x2y par rapport à x, on considère que y est une constante, 
x étant la seule variable : cela n'est pas différent de savoir dériver ax2 , on sait bien 
que la dérivée de ax2 est 2ax; ici ce n'est pas une constante a mais une constante 

y, le résultat est cependant le même, à savoir ~~ (x, y) = 2xy et on retrouve ce 

qu'on avait obtenu en (xo, Yo). 
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De même, pour dériver f par rapport à y, (on omet souvent le terme «partielle­
ment») on considère que dans x 2y, x est une constante: (c'est comme si on avait 

à dériver 7r2y, on sait bien qu'on trouverait 7r2) on obtient ~~ (x, y) = x2, c'est 

conforme à ce qu'on avait obtenu en passant par la deuxième fonction partielle en 
(xo, Yo). 

Voyons maintenant un autre exemple où il faudra revenir à la définition avec les 
limites. 
Soit f définie sur ~2 par 

{
f(x, y) = x2 X: y2 si (x, y) =J (0, 0) 

J(O, 0) =O. 

On cherche à étudier les dérivabilités partielles de f en tout (xo, Yo) de ~2 ( « les », 
car il y a la dérivabilité partielle par rapport à x et par rapport à y). 
Il est clair qu'il y a deux cas différents à étudier selon que (xo, Yo) = (0, 0) ou 
(xo, Yo) =J (0, 0). : 
Pour (xo, Yo) =J (0, 0), on est dans la situation de l'exemple précédent. Pour dériver 
par rapport à x, on considère que y est une constante, et on a juste à dériver 
une fraction rationnelle (lorsqu'on n'a pas l'habitude, sur un brouillon, on peut 

remplacer y par a : on dérive 2 ax 2 puis on remplace dans le résultat a par y). 
X +a 

8f ( ) y(x2 + y2) - xy(2x) y2 - x2 
-xy - -y----
8x ' - (x2 + y2)2 - (x2 + y2)2 · 

Pour dériver par rapport à y, c'est x que l'on considère comme une constante: 

remplaçons le par b; on doit donc dériver g2(y) b2 by 2 , avec y qui est la 
+y 

variable. 
I b(b2 + y2) - by(2y) b2 - y2 

On a 92(Y) = (b2 + y2)2 = b (b2 + y2)2 · 
On remplace alors b par x, et on obtient 

{)j x2 -y2 
-{) (x,y) =X ( 2 2)2' y X +y 

Remarquons que l'expression que l'on obtient est très similaire à celle de ~~ (x, y). 

Il suffi.sait d'échanger le rôle de x et y dans l'expression de ~~ (x, y) pour obtenir 

~~ (x, y). C'est logique car x et y jouent dans l'expression de f(x, y) des rôles 

tout à fait symétriques. On utilisera souvent cette technique pour éviter de refaire 
des calculs en tout point similaires à ce qu'on vient de faire. 
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Voyons maintenant ce qui se passe en (0, 0). 
Il n'est pas question ici d'utiliser uniquement l'expression f(x, y) = 2 xy 2 car 

X +y 
cette expression n'est pas valable justement en (0, 0). On sait cependant que 
f (0, 0) existe et vaut O. 
Il est nécessaire ici de revenir à la définition. f est dérivable par rapport à x en 
(0, O) si et seulement si la première fonction partielle 91 de f en (0, 0) est dérivable 

en O. t. o 
Or, ici 91 est définie par 91(t) = f(t,0), donc si t =/:- 0, 91(t) = t 2 +02 = 0 et pour 

t = 0, gi(O) = f(O, 0) =O. 
On a donc pour tout t E ~. 91(t) =O. Cette fonction 91 est donc l'application 
constante t t---+ 0, qui est dérivable, dont la dérivée est partout nulle. f est donc 
dérivable par rapport à x en (0, 0) et on a 

âf 
âx (0,0) =O. 

Pour la dérivée partielle de f par rapport à y en (0, 0), on peut évidemment refaire 
le même raisonnement (ou même se contenter d'un «de même»), mais nous allons 
voir la démarche que l'on utilise le plus souvent. 
f est dérivable par rapport à y en (0, 0) si et seulement si le quotient 
f(O, 0 + k) - f(O, 0) . . 

k admet une hm1te lorsque k--+ O. Or, 

f(O, 0 + k) - f(O, 0) = 0 - 0 = O--+ O. 
k k k~O 

Donc f est dérivable par rapport à y en (0, 0) et ~~ (0, 0) = O. 

Remarque : Cet exemple a été étudié du point de vue de la limite en (0, 0) 
au § 3.4.5 (p. 83). On avait vu que f n'admet pas de limite en (0, 0). f n'est 
donc pas continue en (0, 0), alors que nous venons de montrer qu'on peut l'y 
dériver. Quelle est l'explication de ce mini-paradoxe? En fait, il n'y a aucun 
paradoxe : simplement, pour une fonction de plusieurs variables, l'existence des 
dérivées partielles n'implique pas la continuité de la fonction, contrairement à ce 
qui se passe pour une fonction d'une seule variable, où on sait qu'une fonction 
dérivable en to est nécessairement continue en to. D'ailleurs, on parle simplement 
de dérivabilité partielle. Elle correspond à la dérivabilité des fonctions partielles 
9i, qui sont des fonctions d'une seule variable. Ces fonctions partielles sont donc 
continues si f est partiellement dérivable. Mais justement, nous avons signalé 
(voir la remarque 3.4.4 p. 81) que la continuité des fonctions partielles n'implique 
pas celle de la fonction f. Finalement, c'est très cohérent! 

Voyons maintenant un exemple pour une fonction de 3 variables. 



94 CHAPITRE 3. FONCTIONS DE JRP VERS ]Rn 

Soit f définie sur JR3 par 

{ 
(x2 + 1) y2 

f(x, y, z) = x2 + y2 + 2z2 si (x, y, z) =f (0, 0, 0) 

f (0, 0, 0) = o. 
La dérivabilité partielle de f par rapport à chacune des trois variables sur JR3 \ 

(0, 0, 0) ne pose qu'un problème de calcul. En effet, pour (xo, Yo, zo) =f (0, 0, 0), les 
trois fonctions partielles sont 

91: 

92: 

93: 

Elles sont évidemment dérivables partout, donc respectivement en xo, yo, zo. 
On trouve pour tout (x,y,z) =f (0,0,0) (exercice) 

âf 2x(y2 + 2z2 - 1) y2 
âx (x, y, z) = (x2 + y2 + 2z2)2 

âf ( ) _ (x2 +1)2y(x2 + 2z2) 
ây x, y, z - (x2 + y2 + 2z2)2 

âf -2z(x2 + 1) y2 
âz (x, y, z) = (x2 + y2 + 2z2)2. 

En (0, 0, 0), les fonctions partielles sont 

{ 
(t2 + 1) 02 

91 : t i-------+ t2 + 02 + 2 . 02 = 0 pour t =f 0 
0 i-------+ J(0,0,0) = 0 

{ 
~2+1)~ ~ 

92 : t i-------+ 02 + t2 + 2 . 02 = t2 = 1 pour t =f 0 
0 i-------+ f (0, 0, 0) = 0 

{ 
(02 + 1) 02 

93 : t i-------+ 02 + 02 + 2t2 = 0 pour t =f 0 
0 i-------+ f(0,0,0) =o. 

Les fonctions 91 et 93 sont constantes sur lR donc dérivables de dérivée nulle en 0, 
et on peut affirmer que f est partiellement dérivable en (0, 0, 0) par rapport à x 
et par rapport à z avec 

âf âf 
âx (0, 0, 0) = âz (0, 0, 0) = O. 
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Mais g2 étant discontinue en 0, elle n'est certainement pas dérivable en 0 et f n'est 
pas partiellement dérivable en (0, 0, 0) par rapport à y. On peut aussi retrouver 
ce résultat avec la méthode plus usuelle : la dérivabilité partielle de f par rapport 

. 1 f . 1 . f (0, 0 + k, 0) - f (0, 0, 0) 
à y se tradmt par e ait que e quotient k admette une 

limite réelle pour k --+ O. Or, 

f (0, 0 + k, 0) - f (0, 0, 0) 
k 

Ce dernier quotient n'a pas de limite finie pour k--+ 0, donc f n'est pas partielle­
ment dérivable par rapport à y. 

Bien entendu, comme pour les dérivées des fonctions d'une variable, on peut définir 

la fonction dérivée partielle par rapport à lai-ème variable 8
8 f , dont l'ensemble de 
Xi 

définition est l'ensemble des X de 'D(f) pour lesquels f est partiellement dérivable 
par rapport à Xi : 

âf âf 
-â : Xi-------+ -â (X). 

Xi Xi 

Cette fonction dérivée partielle est aussi une fonction de p variables, et il n'est 
pas impossible de la dériver partiellement à son tour, ce que nous ferons un peu 
plus loin. 

3.5.3 Propriétés des dérivées partielles 

Tout d'abord une formalisation d'une propriété déjà signalée : 

Proposition 3.36 Toute fonction fabriquée avec une seule formule ne contenant 
que des opérations usuelles ( +, x, -, /) et des fonctions usuelles dérivables (sin, 
cos, tan, arctan, exp, ln, sh, ch, th, argsh, argth, ... ) est partiellement dérivable 
par rapport à chacune de ses variables. On dérive partiellement par rapport à Xi 

une telle fonction en considérant Xi comme la seule variable, les Xj pour j f= i 
étant considérées comme des constantes, et on applique les règles usuelles de 
dérivation des fonctions d'une seule variable. 

Attention ! certaines fonctions usuelles ne sont pas dérivables sur leur ensemble 
de définition. C'est le cas des fonctions 1 · 1 (valeur absolue), arcsin, arccos, '\/', 
fi, argch. Si l'expression définissant une fonction f contient une de ces fonctions, 
méfiance! elle n'est peut-être pas partiellement dérivable. 
Les propriétés suivantes généralisent aux dérivées partielles des propriétés clas­
siques de la dérivation. 

Proposition 3.37 (linéarité de la dérivation partielle) Si f et g sont deux 
fonctions de plusieurs variables dérivables partiellement par rapport à Xi, alors 



96 CHAPITRE 3. FONCTIONS DE JRP VERS ]Rn 

pour tous >., µ E JR, la fonction de plusieurs variables >.J + µg est partiellement 
dérivable par rapport à Xi et on a 

â( >.f + µg) = >. â f + µ âg . 
ÔXi ÔXi ÔXi 

Proposition 3.38 Si f et g sont deux fonctions de plusieurs variables dérivables 
partiellement par rapport à Xi, alors la fonction de plusieurs variables f g est 
partiellement dérivable par rapport à Xi et on a 

â(J g) = â f g + f âg . 
ÔXi ÔXi ÔXi 

Une situation destinée à devenir très importante est celle où les fonctions dérivées 
partielles sont continues. 

Définition 3.39 Une fonction de plusieurs variables f (de JRP vers JR) est dite de 
classe ci sur un sous-ensemble U de 'D(f) lorsque f est partiellement dérivable 
par rapport à chacune de ses p variables en tout x E U et que de plus, pour tout 

i E {1, ... ,p}, 8
81 est une fonction (de plusieurs variables) continue surU. Une 

Xi 
fonction est dite simplement de classe ci lorsqu'elle est de classe ci sur 'D(J). 

De façon évidente, la somme, le produit de fonctions de classe ci sont des 
fonctions de classe ci. De même, toutes les fonctions fabriquées uniquement avec 
des opérations usuelles et des fonctions usuelles dérivables dont les dérivées sont 
classiquement continues sont de classe ci. 

3.5.4 Dérivée d'une fonction composée 

Nous allons étudier ici une propriété très importante généralisant la formule 
de dérivation des fonctions composées (! o g)' = (!' o g) · g'. Un peu plus loin, 
nous irons encore plus loin dans la généralisation, mais pour l'instant, nous nous 
contenterons de dériver une fonction réelle d'une seule variable dont la définition 
utilise une fonction de plusieurs variables : 
La situation que nous allons étudier est celle d'une fonction F, de lR dans JR, qui 
se décompose de la façon suivante : 

F=fou 

avec 

F 
t f---+ f---+ f(ui(t), ... , up(t)) = F(t). 
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Théorème 3.40 Avec les notations définies ci-dessus, si f est une fonction de 
classe ci sur un domaine ouvert U, et si u est une fonction dérivable sur un 
intervalle I, avec, Vt E J, u(t) EU; 
alors F = f o u est une fonction dérivable sur I, et on a 

F'(t) = t, u~(t) :~ (u(t)). 

Avant de le démontrer, traduisons ce théorème dans le cas d'une fonction de deux 
variables. 

Si f est une fonction des deux variables x et y, de classe ci sur U, et si u est une 
fonction définie sur un intervalle I, à valeurs dans U, de fonctions coordonnées ui 

( ui(t)) et u2 (u(t) = u2(t) ), 

alors F = f o u est dérivable sur I et on a 

Cette dernière formule est très souvent utilisée entre autres par les physiciens qui 
la notent en abrégé (en posant ui = x et u2 = y) 

dF âf dx âf dy 
dt = âx dt + ây dt · 

Preuve du théorème pour une fonction de deux variables (la démons­
tration dans le cas général est du même type, mais est un peu plus lourde à 
rédiger). 
Soit to E I; on doit étudier la limite pour t -t to du rapport F(t) - F(to)t - to . 
Pour cela, on utilise l'astuce 

F(t)-F(to) = f(ui(t),u2(t)) - f(ui(to),u2(to)) 

= (!(ui(t),u2(t)) -f(ui(t),u2(to))) + (!(ui(t),u2(to)) -f(ui(to),u2(to))) 

+ 

Nous considérons pour l'instant que test fixé, même s'il est destiné à varier et à 
tendre vers t0 . 

On pose aussi x = ui(t), xo = ui(to), y= u2(t), Yo = u2(to). 
Intéressons-nous d'abord au premier crochet Ai. Il s'écrit 

Ai= f(x, y) - f(x, Yo). 
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Si t est suffisamment proche de to, ce que nous supposons bien évidemment, 
puisque u 1 et u2 sont continues, on est sûr que (x, y) et (x, yo) sont dans U, et on 
peut affirmer que f est partiellement dérivable par rapport à y en (x, Yo). Appelons 
92 la deuxième fonction partielle de f en (x, Yo). 92 est donc une fonction dérivable 
en Yo 
On peut écrire A1 = 92(y) - 92(Yo). Appliquons la formule des accroissements 
finis entre Yo et y, pour cette fonction d'une variable 92 dérivable. 
Il existe donc un nombre Ç entre Yo et y tel que 

92(Y) - 92(Yo) = (y - Yo)~(Ç) = (y - Yo) ~~ (x, Ç). 

En fait, Ç dépend de y, bien sûr, mais aussi de x, puisque la fonction 92 en dépend: 
on écrira alors Ç = Ç(x,y)· 

Remarquons que pour (x, y) --+ (xo, Yo), on peut affirmer que y--+ Yo et a fortiori 
Ç(x,y) --+ Yo puisque ce nombre est « coincé » entre y et YO· 
On a aussi le développement limité à l'ordre 1 de u2 au voisinage de to 

u2(t) = u2(to) + (t - to)u~(to) + (t - to)E2(t) 

On peut donc écrire 

On a posé 

avec lim é2(t) =O. 
t-Ho 

En considérant attentivement l'expression de é3(t), on constate qu'elle tend vers 
0 lorsque t--+ to; il est entre autres essentiel de comprendre qu'on utilise ici la 

t . 't' d âf bt . con mm e e ây pour o emr 

. (âf âf ) . (âf âf ) hm -8 (u1(t), Ç(ui(t),u2(t)))--8 (xo, Yo) = hm -8 (x, y)--8 (xo, Yo) =O. 
t-Ho y y (x,y)--+(xo,yo) y y 
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Nous appliquons maintenant la même démarche pour le terme A2 (en légèrement 
plus simple : on n'aura plus à utiliser la continuité des dérivées partielles). 

A2 = f (x, Yo) - f (xo, Yo). 

On appelle 91 la première fonction partielle de f en (xo, Yo). 91 est dérivable en 
xo. On obtient 

A2 = g1(x) - 91(xo) = (x - xo)(gi(xo) + c4(x)) avec lim c4(x) = 0 
x-+xo 

= (u1(t) - u1(to)) (~~ (xo, Yo) + c4(x)) 

= (t - to)(ui(to) + c5(t))(~~ (u1(to), u2(to)) + c4(u1(t))) avec l~1fo c5(t) = 0 

A2 = (t - to)ui (to) ~~ (u1 (to), u2(to)) + (t - to)c5(t). 

On a posé c5(t) = c5(t) ( ~~ (u1 (to), u2(to)) + é4 (u1 {t))) + u! (to)c4( u1 (t)). 

Il est ici tout à fait clair que lim c5(t) = O. 
t-+to 

Finalement, on obtient 

F(t) - F(to) A1 + A2 
____.:...~--'----'-- = ---

t-to t-to 

= u~(to) ~~ (u1 (to), u2(to)) + c3(t) + ui (to) ~~ ( u1 (to), u2(to)) + c5(t). 

Puisque lim c3(t) = lim c5(t) = 0, on peut conclure que 
t-+to t-+to 

lim F(t) - F(to) = F' (to) = u~(to) 881 (u1 (to), u2(to)) + ui (to) 8
81 (u1 (to), u2(to)). 

t--tto t - to y x 

D 

Un corollaire important de ce théorème en est une généralisation de la formule 
des accroissements finis aux fonctions de plusieurs variables. 

Théorème 3.41 (accroissements finis pour plusieurs variables) 
Soit f une fonction de plusieurs variables, de classe C1 sur un ouvert U c D(f). 
Soit Xo E U, et X = Xo + H E U. On suppose de plus que tout le segment 
[Xo, Xo + H] est inclus dans U. (Rappel: [Xo, Xo + H] = {Xo + tH 1 t E [O, 1]}} 
Alors il existe 0E]O,1[ tel que 

p âf 
f (Xo + H) = f (Xo) +~hi ÔXi (Xo +OH). 
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~a 
X 

(3.16) 

Ce théorème se traduit ainsi : il existe toujours sur le segment [XoX] un point Xe 
tel que la différence f(X) - f(Xo) s'exprime en fonction des dérivées partielles 
en Xe. Remarquons que pour p = 1, on retrouve exactement le théorème des 
accroissements finis pour les fonctions d'une variable. 

Pour p = 2, ce théorème s'écrit 
Si f est une fonction de 2 variables, de classe C1 sur un ouvert U c D(f), si 
Xo = (xo, Yo) EU, si X= (xo + h, Yo + k) EU, le segment [XoX] étant tout entier 
inclus dans U, alors il existe 0 E]O, 1[ tel que 

âf âf 
f(xo + h, Yo + k) = f(xo, Yo) + h âx (xo +Oh, Yo + Ok) + k ây (xo +Oh, Yo + Ok). 

Preuve On introduit la fonction d'une variable 

F(t) = f(Xo + tH) = f(x10 + thi, ... , Xpo + thp)· 

On a bien sûr F(O) = f(Xo) et F(l) = f(X). Cette fonction est définie sur [O, 1] 
par F =fou avec u : t ~ u(t) = Xo + tH, fonction de lR vers JRP, dont la 
i-ème fonction composante est ui(t) = x10 + th1. On a uHt) =hi donc, d'après le 
théorème 3.40 (p. 97), Fest dérivable et 

p âf p âf 
F'(t) = [; u~(t) âxi (u(t)) =[;hi âx/Xo + tH). 

Mais cette fonction F étant dérivable sur [O, 1], on peut lui appliquer le théorème 
des accroissements finis (pour les fonctions d'une seule variable!) entre 0 et 1 : 
on a 

30 E]O, 1[ tel que F(li = ~(O) = F'(O). 



3.5 DÉRIVATION PARTIELLE 101 

Traduisant cette assertion avec les valeurs de F(l),F(O) et l'expression de F', on 
obtient 

30 E]O, 1[ tel que 
p âf 

f(Xo + H) - J(Xo) =~hi Ôxi (Xo +OH). 

0 

Remarque : Dans les hypothèses du théorème 3.41, la condition que tout le 
segment [XoX] soit inclus dans U est parfois vérifiée pour tous les couples de 
points (Xo, X) de points de U : dans ce cas, on dit que U est convexe. Le domaine 
U représenté sur la figure (3.16) de la page précédente n'est pas convexe, car on 
peut y trouver deux points Y et Z tels que le segment [Y Z] n'est pas entièrement 
inclus dans U. 
Les domaines convexes sont des ouverts « de bonne qualité » dans lesquels il est 
intéressant de travailler. 

3.5.5 Dérivées partielles successives 

Définition 3.42 Soit f une fonction des p variables x1, ... , Xp, de JR.P vers R On 
suppose que f est partiellement dérivable par rapport à Xi en tout X dans un 

domaine U c D(f). Si la fonction dérivée partielle 8° f est elle-même partiellement 
Xi 

dérivable par rapport à Xj en Xo EU, alors la dérivée partielle par rapport à Xj 

de 8
81 en Xo s'appelle dérivée partielle seconde de f par rapport à Xj et Xi en 

Xi 
Xo et se note 

(3.17) 0 °2t (Xo) = 0° (0âf) (Xo) = (f~.)~.(Xo) = J;.x.(Xo) Xj Xi Xj Xi i J i J 

Si j = i, on parle de la dérivée partielle seconde par rapport à Xi en Xo et on note 

8
8

2 
{ (Xo) = 8

8 ( 0
81 ) (Xo) = (f~.)~.(Xo) = J;2(Xo). 

Xi Xi Xi ' ' i 

On peut ainsi définir les fonctions dérivées partielles secondes 

a2 J ,, a2 J ,, 
{) {) = fx·x· et {) 2 = fx2· Xi Xj ' 3 Xi i 

Si ces fonctions dérivées partielles secondes sont elles aussi partiellement dérivables, 
on peut itérer le procédé et définir des dérivées partielles troisièmes (d'ordre 3) 

(3.18) a3 J a ( a2 J ) /11 (!" )' 
âxkÔXjÔXi = âxk ÔXjÔXi = f xixjxk = xixj xk etc. 

et des dérivées partielles d'ordre n. 
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Remarque : Attention à l'ordre des indices : si on dérive par rapport à Xj la 
dérivée par rapport à Xi, on obtient 

â2 f Il 

â â = fx·x·· Xj Xi • 3 

Bien noter le changement d'ordre entre Xi et Xj selon le formalisme choisi. La 
logique de ces ordres différents vient de la position respective des indices avant 
suppression des parenthèses dans (3.17) et dans (3.18) selon le formalisme choisi. 
(l'importance de cette subtilité décroîtra beaucoup après le théorème de Schwarz) 

Étude d'un exemple 

Soit f la fonction des trois variables x, y, z définie par 

xeY 
f(x, y, z) = -. 

z 

Son ensemble de définition est l'ensemble des triplets de réels dont le troisième 
terme est non nul ('D(f) = JRxlRxlR*). Construite à l'aide de fonctions indéfiniment 
dérivables, et d'opérations élémentaires, f est évidemment partiellement dérivable 
autant de fois que l'on veut. Nous allons calculer les dérivées partielles successives 
de f jusqu'à l'ordre 3. Il est intéressant de prévoir à l'avance combien de calculs 
cela demandera : 
Il y a trois dérivées partielles premières, chacune d'entre elles pouvant se dériver 
partiellement de trois façons, cela fait a priori 3 x 3 = 9 dérivées partielles 
secondes et en poursuivant le raisonnement, cela fait a priori 27 dérivées partielles 
troisièmes. On aura donc intérêt à bien s'organiser pour les calculs. On trouve 

âj eY 
-8 (x,y,z) = -

X Z 

â2J 
âx2(x,y,z) = 0 

âf xeY âf xeY 
-8 (x,y,z) = - -8 (x,y,z) = --2 y z z z 

â2 f x eY â2 f 2x eY 
â 2(x,y,z) = - â 2(x,y,z) = -3-

y z z z 

&J ~ &J &J ~ &J 
-â â (x,y,z) = - = -â â (x,y,z) -â â (x,y,z) = -2 = -â â (x,y,z) xy z yx xz z zx 
â2f xeY â2f 
-â â (x,y,z) = --2 = -â â (x,y,z) 

y z z z y 

â3 f â3 f x eY â3 f 6x eY 
âx3 (x, y, z) = 0 ây3 (x, y, z) =--;- âz3 (x, y, z) = -~ 

â3f â3f â3f 
âx2ây (x, y, z) = âxâyâx (x, y, z) = âyâx2 (x, y, z) = O 

â3f â3f â3J 
âx2âz (x, y, z) = âxâzâx (x, y, z) = âzâx2 (x, y, z) = O 
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Ô3f eY Ô3j Ô3j 
--r-ô (x,y,z) = - = ô ô ô (x,y,z) = ô ô 2(x,y,z) ôyx z yxy xy 

ô3f xeY ô3f ô3f 
Ô 2ô (x,y,z) = --2 = ô ô ô (x,y,z) = ô ô 2(x,y,z) y z z yzy zy 
ô3j 2eY ô3f ô3f 

Ô 2ô (x,y,z) = -3 = ô ô ô (x,y,z) = ô ô 2(x,y,z) Z X Z ZXZ XZ 
ô3f 2xeY ô3f ô3f 

Ô 2ô (x,y,z) = -3- = ô ô ô (x,y,z) = ô ô 2(x,y,z) z y z zyz yz 
Ô3 j eY Ô3 f Ô3 f Ô3 f 

ô ô ô (x,y,z) = -2 = ô ô ô (x,y,z) = ô ô ô (x,y,z) = ô ô ô (x,y,z) xyz z xzy yxz yzx 

ô3f ô3f 
ôzôxôy (x, y, z) = ôzôyôx (x, y, z). 

Si vous avez fait honnêtement ces 3 + 9 + 27 = 39 calculs, vous vous êtes sans 
doute aperçu que l'ordre des dérivations n'intervient pas. Ce n'est pas un hasard, 
mais le résultat bien utile d'un théorème très important, le théorème de Schwarz, 
qui permettra de réduire nettement le nombre de dérivations à faire : ici, par 
exemple, il suffi.sait d'en faire 19. Attention, tout de même, ce théorème nécessite 
des hypothèses supplémentaires sur f, mais ces hypothèses sont toujours satisfaites 
pour les fonctions construites avec une seule formule n'utilisant que des fonctions 
usuelles dérivables. 

3.5.6 Le théorème de Schwarz 

Théorème 3.43 (de Schwarz) Soit f une fonctions des p variables x1, ... , Xp. 
Soient i et j deux indices distincts ( 1 :( i < j :( p). On suppose qu'il existe 

ô2f ô2f 
une ouvert U c D(f) tel que les fonctions ÔxiÔXj et ÔXjÔXi soient définies et 

continues sur U. Alors, pour tout Xo EU, on a 

Preuve La démonstration de ce théorème repose sur l'application répétée 
du théorème des accroissements finis pour les fonctions réelles d'une variable. 
Rappelons ce théorème : 

Si w est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[, alors il existe c E]a, b[ 
w(b) - w(a) 

tel que = w'(c). 
b-a 
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Nous utiliserons ce théorème des accroissements finis sous la forme suivante, qui 
en est un corollaire évident : 

Si a et a + h sont deux points d'un intervalle où la fonction w est dérivable, alors 
il existe a E]O, 1[ tel que w(a + h) - w(a) = hw'(a +ah). 
Une remarque préliminaire s'impose: puisque lorsqu'on dérive f par rapport à 
Xi, toutes les autres variables peuvent être considérées comme des constantes, 
et que dans ce théorème, seules interviennent les dérivations par rapport à xi 
et par rapport à Xj, on peut considérer que tous les autres x1 avec 1 :::;; l :::;; p et 
l f:. i, l f:. j sont des constantes. Ce point de vue consiste, finalement, pour cette 
démonstration, à considérer que f est une fonction de seulement deux variables. 
On considérera donc que f est une fonction réelle des deux variables x et y et on 
admettra que dans le cas général, ce que nous aurons fait reste valable. 

Soit Xo = (xo, Yo) E U. Puisque U est un ouvert, il existe une boule de centre 
Xo, de rayon R, qui est incluse dans U. Nous avons le choix d'utiliser n'importe 
quelle norme de ~2 , mais ici, la norme la plus pertinente est la norme du max. 
On suppose donc que B 00 (Xo, R) c U. 
Soient h et k deux réels strictement positifs, que l'on choisit < R. 
Considérons f)..(h, k) = f(xo + h, Yo + k) - f(xo + h, Yo) - f(xo, Yo + k) + f(xo, Yo). 
Remarquons que les quatre couples (xo + h, Yo + k), (xo + h, yo), (xo, Yo + k) et 
bien sûr (xo, Yo) sont dans B00 (Xo, R), donc dans U donc dans V(f) et dans le 

d . d t· .t, d d' . , t· 11 . , a2 f t a21 ·1 omame e con mm e es envees par ie es « cr01sees » âxây e âyâx ; 1 en 

est de même de tous les couples situés dans le rectangle délimité par ces 4 points 
(voir la figure (3.19) de la page suivante). 
On appelle ABCD ce rectangle, avec A= (xo, yo) = Xo, B = (xo + h, Yo), 
C = (xo + h, Yo + k) et D = (xo, Yo + k). Les points de ce rectangle sont les points 
de la forme P = (xo +ah, Yo + /3k) avec a E [O, 1] et /3 E [O, 1]. 

D c 

y - Q 

X =A 
Mf 1 

Yo B 

(3.19) 

Pour tout x entre xo et xo + h, on pose 
u(x) = J(Px) - J(Mx) = f(x, Yo + k) - f(x, Yo). 
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De même, pour tout y E [yo, Yo + k], on pose 
v(y) = f(Ry) - f(Qy) = f(xo + h, y) - f(xo, y). 

105 

Nous allons calculer de deux façons différentes le nombre tl.(h, k), d'une part avec 
la fonction u, d'autre part avec la fonction v. 

Premier calcul 
On remarque que 

tl.(h, k) = (f(xo + h, Yo + k) - f(xo + h, Yo)) - (f(xo, Yo + k) - f(xo, Yo)) 

= u(xo + h) - u(xo). 

D'autre part, la fonction u est dérivable au moins sur l'intervalle [xo, xo + h]. 
En effet, la fonction u1 : t i-------+ f(t, Yo + k) est la première fonction partielle 
de f au point (x, Yo + k), ceci pour tout x E [xo, xo + h]. Mais pour toutes ces 
valeurs de x, le point (x, Yo + k) est dans B 00 (Xo, R), donc dans U. Or, f est 

, 11 a2 f a (âf) . d u c 1 âf . supposee te e que âyâx = ây âx existe ans . e a suppose que âx existe, 

donc que f est partiellement dérivable par rapport à x pour tout couple dans 
U. Or, la dérivabilité partielle de f par rapport à x en f(x, Yo + k) signifie tout 
simplement que la première fonction partielle u1 est dérivable en x, et on a de 

plus ul(x) = ~~ (x, Yo + k). 
De même, la fonction u2 : t i-------+ f(t, Yo) est dérivable sur [xo, xo + h] pour la 

même raison, et on a u~(x) = ~~ (x, Yo). 

Or, u = u1 - u2, donc u est dérivable sur [xo, xo + h], et on a 

/ Ôf Ôf 
u (x) = âx (x, Yo + k) - âx (x, Yo). 

On peut donc appliquer le théorème des accroissements finis à u entre xo et xo + h. 
On obtient qu'il existe (Ji E]O, 1[ tel que 

tl.(h, k) = u(xo + h) - u(xo) = hu'(xo + 01h) 

( âf âf ) 
= h âx ( xo + 01 h, Yo + k) - âx ( xo + 01 h, Yo) . 

(Si on pose x = x0 + 01h, cela signifie, avec les notations de la figure, que 

( âf âf ) 
tl.(h, k) = h âx (Px) - âx (Mx) .) 

On considère maintenant la fonction 92 : t i-------+ 8
81(xo+01h, t). C'est la deuxième 

X . 

fonction partielle de la fonction ~~ en (xo + 01h, y), et elle est dérivable au moins 

pour y E [Yo, Yo + k], puisque ~2:x = ~~ ( ~~) existe dans U. On a donc 92 
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dérivable pour y E [yo, Yo + k], et 

Mais on a vu que ~(h, k) = h(g2(Yo + k) - g2(Yo)). On peut à nouveau appliquer 
le théorème des accroissements finis à 92 : il existe fh E]O, 1[ tel que 

On a obtenu la formule 

(3.20) 

On utilise à présent la continuité de :::x en Xo = (xo, Yo) pour trouver la limite, 

lorsque ( h, k) tendent simultanément vers 0 (en fait vers o+, puisque ces nombres 
ont été au départ choisis positifs), du membre de gauche de (3.20). 
Pour tout E > 0, il existe rJ > 0 tel que pour tout X tel que llX -Xolloo ~ rJ, on a 

1 
a21 a21 1 âyâx (X) - âyâx (Xo) ~ E. 

Pour tous h, k strictement positifs tels que ll(h, k)lloo ~ rJ on a à la fois 0 < h ~ 'fJ 
et 0 < k ~ rJ, donc 01 et 02 étant tous deux dans JO, 1[, on en déduit que 0 < 01h ~ 'fJ 
et 0 < fhk ~ rJ, donc ll(01h, 02k)lloo ~ 'f/· Mais (xo+01h, Yo+02k)-Xo = (01h, 02k), 
donc on a ll(xo + 01h, Yo + 02k) - Xolloo ~ 'f/· D'après le choix de TJ, cela permet 

1 
a21 a21 1 de conclure que âyâx (xo + 01h, Yo + 02k) - âyâx (Xo) ~ E, et donc 

l ~(h,k) _ â2f (X )1 ~ 
hk âyâx 0 ""E. 

Ce qui est souligné, ci-dessus signifie que 

(3.21) lim ~(h, k) = a2 f (Xo). 
h--to+ hk âyâx 
k--to+ 

Deuxième calcul 
Nous irons cette fois beaucoup plus vite pour les justifications, qui sont en tout 
point calquées sur celles du premier calcul. 
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On commence par 

b.(h, k) = v(yo + k) - v(yo). 

On av dérivable sur [yo, Yo + k] et v'(y) = ~~ (xo + h, y) - ~~ (xo, y). 

Appliquant le théorème des accroissements finis, on trouve qu'il existe 6 E]O, 1[ 
tel que 

On applique à nouveau le théorème des accroissements finis à la première fonction 
. âf 

partielle 91 de ây en ( x, Yo + 6 k). 

91 est dérivable sur [xo, xo + h] et 

1 Ô (Ôf) Ô2f 
91 (x) = âx ây (x, Yo + Çik) = âxây (x, Yo + Çik). 

Il existe donc 6 E]O, 1[ tel que 

On a obtenu la formule 

D.(h,k) a21 
hk = âxây (xo + 6h, Yo + Çik). 

En utilisant maintenant la continuité de :::y en Xo, on obtient 

(3.22) 1. b.(h, k) _ 82 f (X ) 
lm - 0. 

h-+o+ hk âxây 
k-to+ 

Comparant les équations (3.21) et (3.22), grâce au principe de l'unicité de la 
limite, on obtient ce qu'on devait démontrer, à savoir 
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3.5. 7 Fonctions de classe en 

Le cas le plus fréquent où l'on peut appliquer le théorème de Schwarz est lorsque 
f est de classe e2 • Définissons cette notion. 

Définition 3.44 

Soit f une fonction de p variables. On dit que f est de classe en sur un sous­
ensemble U de 'D(f) lorsqu'on peut calculer en tout Xo EU toutes les dérivées 
partielles d'ordre inférieur ou égal à net que toutes ces fonctions sont continues 
ainsi que f. 
f est dite de classe e00 si f est de classe en pour tout n E N 

Remarquons que cela fait beaucoup de vérifications a priori! par exemple pour 
vérifier qu'une fonction de 3 variables est de classe e3 , il faudrait en théorie faire 
1 + 3 + 9 + 27 = 40 vérifications. 

Heureusement, en pratique, on ne fait pas toutes ces vérifications car on a la 
propriété suivante : 

Proposition 3.45 Toute fonction fabriquée avec une seule formule ne contenant 
que des opérations usuelles ( +, x, -, /) et des fonctions usuelles indéfiniment 
dérivables comme (sin, cos, tan, arctan, exp, ln, sh, ch, th, argsh, argth, ... ) est 
de classe e00 sur son ensemble de définition. 

Un corollaire important mais évident du théorème de Schwarz 3.43 est alors le 
suivant 

Corollaire 3.46 Si f est de classe e2 sur U, alors pour tout Xo EU, on a 

De même, si f est de classe en sur U, alors on peut calculer une dérivée partielle 
d'ordre inférieur ou égal à n en prenant dans n'importe quel ordre les variables 
qui interviennent. 



3.6 EXTREMA DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 109 

Par exemple, pour une fonction de 3 variables de classe C3 , on est sûr que pour 
tout (x, y, z), on a 

â3f â3f â3f 
âx2ây (x, y, z) = âxâyâx (x, y, z) = âyâx2 (x, y, z) ; 

â3f â3f â3f 
âx2âz (x, y, z) = âxâzax (x, y, z) = [)z[)x2 (x, y, z) ; 
[)3f [)3f [)3j 

8y28x (x, y, z) = 8y8x8y (x, y, z) = 8x[)y2 (x, y, z) ; 

â3f [)3j [)3f 
ây28z (x, y, z) = 8y8z8y (x, y, z) = [)z[)y2 (x, y, z) ; 

83! 83! â3f 
8z2âx (x, y, z) = âzaxâ)x, y, z) = 8x[)z2 (x, y, z) ; 

â3f 83! 83! 
[)z2[)y (x, y, z) = 8zây8)x, y, z) = 8yâz2 (x, y, z) ; 

â3f [)3f [)3j [)3j 
8x8y8z (x, y, z) = 8x8z8y (x, y, z) = 8y8x8z (x, y, z) = 8y8zâx (x, y, z) 

[)3f [)3f 
âz8x8y (x, y, z) = 8z8y8x (x, y, z). 

Dans l'exemple du§ 3.5.5 (p. 102), au lieu des 39 calculs des dérivées partielles 
d'ordre ~ 3, comme la fonction considérée est bien sûr de classe C00 , on était sûr 
de pouvoir échanger l'ordre des dérivations et il suffisait de faire 19 calculs (3 
dérivées premières, 6 dérivées secondes et 10 dérivées troisièmes). (Rassurez-vous, 
c'est ce qui a été fait pour faire ce livre, nous sommes bien sûrs que peu de lecteurs 
ont vraiment fait ces 39 calculs !) 

3.6 Extrema des fonctions de plusieurs variables 

3.6.1 Introduction 

Un des intérêts les plus visibles de la dérivation des fonctions d'une variable a été 
l'étude des variations des fonctions, et entre autres la détermination des extrema, 
c'est-à-dire des maximums et des minimums (maxima et minima, au choix). 
Si une fonction d'une seule variable f dérivable admet un maximum ou un 
minimum en x0 , alors on est sûr que f'(xo) =O. 
Si on veut chercher les extremums d'une fonction f d'une seule variable, on a 
pris l'habitude de résoudre l'équation f'(x) = 0, et ensuite, à l'aide du tableau de 
variation, on peut vérifier que les solutions de cette équation sont effectivement des 
extrema, la condition f'(xo) = 0 n'étant qu'une condition nécessaire d'extremum. 
Une méthode pour vérifier qu'une fonction f au moins deux fois dérivable admet 
bien un minimum en xo, lorsqu'on sait déjà que f'(xo) = 0 est d'étudier la 
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convexité de f en xo : une telle fonction f est convexe sur un intervalle I lorsque 
pour tout x E J, on a J"(x) ~O. 
Si donc on a non seulement f'(xo) = 0, mais aussi f"(xo) > 0, f" étant continue 
(c'est le cas lorsque f est de classe C2), alors on est sûr qu'il existe un intervalle I 
centré en xo dans lequel J"(x) ~ 0, donc sur lequel f est convexe. Mais alors la 
courbe de fa sa concavité tournée vers le haut et le point de la courbe d'abscisse 
xo où on sait déjà que la tangente est horizontale est forcément un minimum relatif 
(la tangente en tout point de la courbe d'une fonction convexe est en dessous de 
cette courbe). 

(3.23) 

Bien entendu, si f'(xo) = 0 et J"(xo) < 0, on peut en raisonnant de la même 
façon affirmer qu'il y a en xo un maximum relatif. 
C'est ce type de résultat qu'on va essayer d'étendre aux fonctions de plusieurs 
variables. 

3.6.2 Extremum relatif 

Définition 3.47 Soit f une fonction de ~P vers R On dit que f admet en 
Xo E 'D(J) un minimum [respectivement un maximum] relatif (ou local) s'il 
existe un voisinage V de Xo inclus dans 'D(J) tel que pour tout X E V, on a 
f(X) ~ f(Xo) [respectivement f(X) ~ f(Xo)]. Le minimum [respectivement le 
maximum] de f sur V est alors le réel f(Xo). 
Un extremum relatif est un maximum relatif ou un minimum relatif. 

Bien entendu un extremum relatif se transforme en extremum absolu lorsque le 
voisinage V de la définition peut être pris égal à 'D(J). 
On peut toujours choisir le voisinage V de la définition dans une base particulière 
de voisinages de Xo, par exemple on peut se limiter aux boules pour une certaine 
norme, de centre Xo. 
Une proposition assez évidente qui permet de se limiter dans les démonstrations 
aux minimums relatifs est la suivante : 

Lemme 3.48 Soit f est une fonction de plusieurs variables. Alors f admet un 
maximum en Xo si et seulement si - f admet un minimum en X 0 . 
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Preuve Il suffit d'appliquer la définition ci-dessus. D 

3.6.3 Condition nécessaire d'extremum des fonctions de plusieurs variables 

Théorème 3.49 Soit f une fonction des p variables x1, ... , Xp, de JRP vers iR, 
partiellement dérivable par rapport à toutes ses variables. Si f admet un extremum 
relatif en Xo, alors pour tout i E {1, ... ,p}, on a 

âf 
-8 (Xo) =O. 

Xi 

Preuve Grâce au lemme 3.48, il suffit d'établir ce résultat dans le cas où f 
admet un minimum en Xo, car ensuite, si f admet un maximum, - f admet un 
minimum, et donc les dérivées partielles de - f sont nulles en Xo et les dérivées 
partielles de f (qui sont les opposées de celles de - f) sont alors bien sûr elles 
aussi nulles. 

Supposons que f admet un minimum en Xo = (x10, ... , Xpo). 
Alors, pour tout indice i, la i-ème fonction partielle 9i est une fonction d'une 
variable admettant un minimum relatif en XiO· 
En effet, on peut trouver une boule B = B 00 (Xo, R) telle que pour tout XE B, 
on a f (X) ;;::: f (Xo). 
Mais alors, si t E [xiO - R, Xio + R], on a 
ll(x10, ... , X(i-l)O• t, X(i+l)O• ... , Xpo) - Xolloo = lt - XiQI ~ R, 
donc (x10, ... , x(i-l)O• t, X(i+l)O• ... , Xpo) E B et 

9i(t) = f (x10, ... 'X(i-l)O• t, X(i+l)O• ... 'Xpo) ;;::: f (Xo) = 9i(Xi0)· 

Le fait que pour tout t E [xiO - R, XiO + R], on ait 9i(t) ;;::: 9i(xi0) signifie justement 
que 9i présente un minimum relatif en XiQ. 

D'après ce qu'on sait pour les fonctions d'une variable, on peut donc affirmer que 
gHxiO) = 0, mais par définition de la dérivée partielle de f par rapport à lai-ème 

variable, on a justement gHxiO) = ââf (Xo), et donc 
Xi 

âf 
-8 (Xo) =O. 

Xi 

D 

Attention ! La réciproque est fausse : donnons un contre exemple. 

Soit f définie sur JR2 par f(x,y) = x3y3. Pour tout (x,y) E JR2 , on a ~~(x,y) = 

3x2y3 et ~~ (x, y) = 3x3y2 , donc ~~ (0, 0) = ~~ (0, 0) =O. 

Il pourrait donc y avoir un extremum en (0, 0). 
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Vérifions qu'en fait f (0, 0) = 0 n'est ni un maximum relatif, ni un minimum relatif. 
Pour cela, il faut prouver que dans tout voisinage de (0, 0), il y a des (x, y) tels 
que f(x, y) > 0 et d'autres tels que f(x, y) <O. Il suffit d'ailleurs de vérifier ceci 
pour toute boule B00 (0, é). 
Or, pour tout é > 0, on a (é,é) E B00 (0,é) et f(é,é) = € 6 >O. On a prouvé que 
f (0, 0) n'est pas un maximum relatif. 
De même, on a (é, -é) E B00 (0, é) et f(é, -€) = -€6 <O. On a prouvé que f(O, 0) 
n'est pas un minimum relatif. 
Le théorème 3.49 permet donc de détecter d'éventuels extremums, mais il ne 
permet pas de prouver quoi que ce soit. Il permet seulement de trouver les points 
« candidats » pour être extrema. On a vu un exemple où on arrivait à prouver 
que l'on n'avait pas extremum, alors que les dérivées partielles s'annulent. Mais 
comment faire pour établir qu'on a vraiment un extremum? On peut bien sûr 
« bricoler », faire apparaître des carrés, ... Mais dans le cas des fonctions de deux 
variables, on a aussi un théorème que nous verrons au§ 3.6.5. Auparavant, nous 
avons besoin d'une généralisation de la formule de Taylor-Lagrange. 

3.6.4 Une formule de Taylor pour les fonctions de 2 variables 

Dérivée seconde d'une fonction composée 

Nous nous plaçons dans un cas très particulier de la situation du §3.5.4 (p. 96), 
analogue à la situation de la formule des accroissements finis (Théorème 3.41 
p. 99). On considère une fonction F de lR vers JR, qui se décompose F =fou, 
avec 

F: 
t 1--7 

Cette fois, nous supposerons que f est de classe C2 et nous prenons comme fonction 
u celle définie par u(t) = Xo + tH = (xo + ht, Yo +kt). On a donc 

F(t) = f(xo + ht, Yo +kt). 

Proposition 3.50 Sous les hypothèses ci-dessus, F est deux fois dérivable et 
on a 

" 2&! &J 2&! F (t) = h âx2 (xo+ht, Yo+kt)+2hk âxây (xo+ht, Yo+kt)+k ây2 (xo+ht, yo+kt). 
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preuve Grâce au théorème 3.40 p. 97 (le calcul a déjà été fait pour le théorème 
3.41 p. 99), on a 

' 8f 8f 
F (t) = h 8x (xo + ht, Yo +kt)+ k 8y (xo + ht, Yo +kt). 

h et k sont des constantes en ce qui concerne la dérivation par rapport à la variable 
t. Il suffit donc de réappliquer ce théorème 3.40 aux deux fonctions composées 

8f 8f 
G1 : t i-------+ 8x (xo + ht, Yo +kt) et G2 : t i-------+ 8y (xo + ht, Yo +kt). 

On a bien sûr 

Gi(t) = h ! (~~) (xo + ht, Yo +kt)+ k :Y (~~) (xo + ht, Yo +kt) 

82J 82! = h 8x2 (xo + ht, Yo +kt)+ k 8y8x (xo + ht, Yo +kt) 

et G~(t) =h! (~~) (xo+ht,yo+kt)+k~ (~~) (xo+ht,yo+kt) 

82! 82! 
= h 8x8y (xo + ht, Yo +kt) + k 8Y2 (xo + ht, Yo +kt). 

En utilisant que F' = hG1 + kG2, on obtient 

"( ) 2 82 f ( ) 82 J ( ) F t = h 8x2 xo + ht, Yo + kt + hk 8y8x xo + ht, Yo + kt 

82! 82J + kh 8x8y (xo + ht, Yo +kt)+ k2 
8Y2 (x0 + ht, y0 +kt). 

On conclut en utilisant le théorème de Schwarz, puisque f est de classe C2 : 

"() 282!( 82! 282J F t = h 8x2 xo+ht, Yo+kt)+2hk 8x8y (xo+ht, Yo+kt)+k 8Y2 (xo+ht, Yo+kt). 

D 

La formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de 2 variables 

Théorème 3.51 Soit f une fonction de deux variables, supposée de classe C2 sur 
un domaine U C D(f), supposé ouvert et convexe (voir remarque 3.5.4 p. 101). 
Xo = (xo, Yo) et X= (x, y)= Xo + H = (xo + h, Yo + k) sont deux points de U. 
Alors il existe (J E]O, 1[ tel que 
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On a donc 

Preuve La démonstration de ce théorème ressemble beaucoup à celle de la 
formule des accroissements finis (théorème 3.41 p. 99). 
On considère la fonction F : t i-----+ f(Xo + tH) = f(xo +th, Yo + tk). C'est une 
fonction d'une variable, deux fois dérivable sur [O, 1], et on peut donc lui appliquer 
la formule de Taylor-Lagrange à l'ordre 2, (pour les fonctions d'une variable) 

(3.24) 30 E]O, 1[ tel que F(l) = F(O) + lF'(O) + ~2 F"(O). 

Or, les valeurs de F'(t) et de F"(t) ont été déterminées précédemment (théorème 

3.41 p. 99 et proposition 3.50 p. 112). On a F'(t) = h ~~ (xo + ht, yo +kt)+ 

8f 
k 8Y (xo + ht, Yo +kt) et 

,, 282f( ) 82f 282f F (t) = h 8 2 xo+ht, Yo+kt +2hk-8 8 (xo+ht, yo+kt)+k 8 2 (xo+ht, Yo+kt). 
X · X y y 

Reportant ces expressions dans (3.24), on tombe exactement sur ce qu'on voulait 
démontrer. D 

3.6.5 Une condition suffisante d'extremum 

Théorème 3.52 Soit f une fonction de deux variables x et y, à valeurs dans 
JR. On suppose que f est de classe C2 surU c D(f). Soit Xo = (xo,Yo) EU. On 

8f 8f . 
suppose que 8x (Xo) = 8y (Xo) = 0 {Xo est un extremum possible). Il est d'usage 

de poser 

82f 82f 
s = 8x8y (Xo) = 8y8x (Xo) (Schwarz) 

Alors on a les résultats suivants 

Si s2 - rt < 0, alors f admet un extremum relatif strict en Xo; cet extremum est 
un minimum sir> 0, un maximum sir< 0 (remarquons que r et t ont dans ce 
cas forcément le même signe). 
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Si 82 - rt > 0, alors on est §Ûr que f n'admet pas d'extremum relatif en Xo. 

Si s2-rt = 0, on ne peut rien conclure: f(Xo) peut être un minimum relatif (dans 
ce cas, forcément r ~ 0 et t ~ 0), un maximum relatif (dans ce cas, forcément 
r ::;; O et t ::;; 0) ou ni maximum, ni minimum relatif. 

Nous ne démontrerons pas en entier ce théorème, et nous admettrons certains 
points (une preuve complète nécessite la connaissance des formes bilinéaires 
symétriques, et pourrait alors être faite pour une fonction de n variables, pas 
seulement pour deux variables). Nous utiliserons cependant plus loin les résultats 
qu'il contient. 
Une façon d'aider à comprendre ce théorème est de le rapprocher de la situation 
décrite dans l'introduction (§ 3.6.1 p. 109) 
Tout d'abord, la représentation graphique d'une fonction f de 2 variables, c'est 
une nappe dans l'espace à trois dimensions, rapporté à un repère (0, i,J, k), ayant 
comme équation z = f(x, y). 
Admettons provisoirement le résultat suivant concernant le plan tangent à la 
nappez= f(x, y) en un point Xo = (xo, Yo) (tout cela sera précisé lors de l'étude 
de la différentiabilité) : 

Lemme 3.53 Si f admet des dérivées- partielles p = ~~ (Xo) et q = ~~ (Xo), 

le plan P passant par le point Mo = ( xo, Yo, f ( xo, Yo)) dirigé par les vecteurs 
ü = (1, O,p) et v = (0, 1, q) est tangent à la nappez= f(x, y) en son point Mo. 
Le plan P a pour équation cartésienne : 

z = f (xo, Yo) + p · (x - xo) + q · (y - Yo). 

Lorsque p = q = 0, c'est-à-dire lorsque Xo est un extremum possible, il est clair 
que le plan tangent à la nappe est horizontal. 
Cette situation ressemble à ce qui se passe pour une fonction d'une variable, 
lorsque la dérivée s'annule : la courbe admet en ce point une tangente horizontale. 
Ce qui joue ici le rôle de la dérivée seconde c'est l'ensemble des trois dérivées 
partielles secondes. 

Démonstration (partielle) du théorème 

Nous ne ferons la démonstration que dans le cas où s2 - rt < 0 (le début de la 
démonstration n'utilise pas ce fait). 
La formule de Taylor-Lagrange (proposition 3.51 p. 113) exprime que 
f(x,y) = f(X) = f(Xo+H) peut, au voisinage de Xo = (xo,Yo) être calculé grâce 
à une formule du second degré en h et k.· En effet, on a, d'après cette proposition 

( 1 2 2 
f x, y)= f(xo + h, Yo + k) = f(xo, Yo) +ph+ qk + 2(re h + 2se hk +tek ). 



116 CHAPITRE 3. FONCTIONS DE JRP VERS JR.n 

' âf âf 
On a pose p = âx (Xo), q = ây (Xo) et 

â2f 
r9 = âx2 (Xo +OH) 

Par hypothèse, Xo est un extremum possible, donc on a p = q = O. 
On a donc 

1 2 2 f(x, y) - f(xo, Yo) = 2(r9 h + 2s9 hk + t9 k ). 

Pour montrer qu'il y a minimum en (xo, yo), il suffit d'établir que la quantité 
entre parenthèses du membre de gauche T(h, k) = (r9 h2 + 2s9 hk + t9 k2) est 
positive pour (h, k) dans un voisinage de (xo, yo). Il y aura au contraire maximum 
en (xo, Yo) si cette quantité est toujours négative dans un voisinage de (xo, Yo). 

T(h, k) peut être considéré comme un trinôme en h (sauf si r9 = 0, nous verrons 
plus loin qu'on peut éliminer cette possibilité). 
Le discriminant réduit de ce trinôme est 

Considérons la fonction g des deux variables x, y définie par 

Puisque les dérivées partielles secondes de f sont continues (f est de classe C2), 

g est bien entendu continue sur U. 
D'autre part, g(xo, Yo) = 8 2 - rt et g(xo +Oh; Yo + Ok) = s~ - r9t9. 
Puisque par hypothèse s2 - rt < 0, on a g(x0 , y0 ) <O. D'après la continuité de g 
en Xo, il existe une boule de centre Xo, de rayon 'f/ dans laquelle on a g(x, y) < 0 
(il suffit de considérer le voisinage ] - oo, O[ de g(xo, yo) en utilisant la proposition 

3.5 p. 66; on peut aussi raisonner avec é = _ g(x~ Yo) ). 

Donc si X= (x, y) est dans ce voisinage de Xo, on est sûr que Xo + H est aussi 
dans cette boule, et on a donc g(xo +Oh, Yo + Ok) <O. 
( Remarquons que dans ce cas, on est également sûr que r9 # 0 

{sinon g(xo +Oh, Yo + Ok) = s~ ~ 0) donc T(h, k) est un vrai trinôme en h.) 
Mais on a!).'= k2g(xo +Oh; Yo + Ok), donc !).' ~O. 
Or, un trinôme de discriminant négatif ou nul garde un signe constant, celui du 
coefficient dominant. 
On peut donc affirmer que T(h, k) est du signe de r9. 
Mais puisque 8 2 - rt < 0, il est impossible que r soit nul ; 
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Si on a r > 0, alors par continuité de la fonction ~:{, on est sûr d'avoir aussi 

ro > O si X est suffisamment près de Xo, et donc dans ce voisinage de Xo, on a 
T(h, k) ~ 0, donc 

f (X) - f (Xo) ~ O. 

et f admet donc un minimum relatif en Xo. 

Si on a r < 0, de la même façon ro < 0 dans un voisinage de Xo et T(h, k) étant 
négatif, f admet un maximum relatif en Xo. 

Il est plus difficile de montrer qu'à coup sûr on n'a aucun extremum en Xo si 
52 - rt > 0 : nous admettrons ce point. 
Il n'y a de toutes façons rien à démontrer lorsque s2 - rt = O. 0 

-
3. 7 Différentiabilité d'une fonction de plusieurs variables 

3. 7 .1 1 ntrod uction 

La notion de dérivabilité d'une fonction d'une variable pouvait être caractérisée par 
. , . , . f(x) - f(xo) . f(xo + h) - f(xo) 

l'existence du nombre denve f'(xo) = hm = hm h ; 
x---+xo x - Xo h---+0 

cette approche a été généralisée avec la notion de dérivation partielle. 
Une autre façon de caractériser la dérivabilité, évidemment équivalente pour une 
fonction d'une variable, est l'existence d'un développement limité à l'ordre 1. 
Rappelons que f (fonction de IR. dans IR.) admet un développement limité à l'ordre 
1 au voisinage de x0 s'il existe 2 réels a0 et ai et une fonction c définie au voisinage 
de xo tels que pour tout x dans ce voisinage de xo, on a 

f(x) = ao + ai(x - xo) + (x - xo) c(x) avec lim c(x) =O. 
x---+xo 

ou ce qui revient au même en posant h = x - xo, soit x = xo + h et 
e(h) = c(xo + h) = c(x) 

f(xo + h) = ao + aih + he(h) avec lim e(h) =o. 
h---+0 

On démontre, sans grande difficulté, que dans ce cas, f est dérivable en xo et que 
ao = f(xo) et ai = f'(xo). 
C'est la tentative de généralisation de ce point de vue aux fonctions de plusieurs 
variables qui est à l'origine de la notion de différentiabilité. Contrairement à ce 
qui se passe avec les fonctions d'une variable, pour une fonction de plusieurs 
variables, la différentiabilité n'est pas équivalente à la dérivabilité (partielle). Nous 
établirons cependant des liens importants entre la notion de différentiabilité d'une 
fonction en un point et les dérivées partielles de la fonction en ce point. 
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3.7.2 Rappel d'algèbre linéaire 

On appelle forme linéaire sur un ~-espace vectoriel E toute application linéaire 
de E vers R L'ensemble des formes linéaires sur E est le dual de E noté E*. 

Si E est un espace vectoriel de dimension p, rapporté à une base B, une forme 
linéaire u sur E est caractérisée (comme toute application linéaire) par sa matrice 
M. Cette matrice a 1 seule ligne {dimension de l'espace vectoriel d'arrivée~) et p 
colonnes (dimension de l'espace vectoriel de départ E). On parle de matrice ligne. 

Si E = ~P, il est naturellement rapporté à sa base canonique. Dans ce cas, on 
a l'habitude d'identifier l'ensemble des formes linéaires sur ~P à l'ensemble des 
matrices-lignes (1 ligne et p colonnes). 
On écrit, dans ce cas, si u est une forme linéaire sur ~P 

U = ( Ul · · · Up). 

Notant en colonne les éléments de ~P, si XE ~P, on a dans ce cas 

p 

= LUiXi. 
i=l 

Utilisant Je produit scalaire de nt•, il existe un uuique vecteur U ~ (l) E lt' 

tel que pour tout X E ~P, on a 

p 

u(X) = U ·X= LUiXi· 
i=l 

En résumé, à toute forme linéaire u sur ~P correspond de façon biunivoque un 
p-uple de réels et on a le choix des points de vue: on peut écrire ce tableau comme 
une matrice ligne (c'est ce que nous ferons pour la différentielle d'une fonction) 
ou comme une matrice colonne, c'est-à-dire un vecteur de ~P (c'est ce que nous 
ferons pour la notion de gradient). 

3. 7 .3 Définition de la différentiabilité 

Définition 3.54 Soit f une fonctions de p variables. On considère que f va de 

~P (ensemble des vecteurs-colonnes de p lignes) vers ~. Soit Xo = (x~o) un 

XpO 

point intérieur à 'D(f) (il existe une boule centrée en Xo incluse dans 'D(f)). 
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On dit que f est différentiable en Xo s'il existe une forme linéaire u sur ~P et une 
application c de ~P vers ~ définie au voisinage de 0 tels que pour tout H E ~P 

proche de 0, on a 

(3.25) f (Xo + H) = f (Xo) + u(H) + llHll c(H) avec lim c(H) =O. 
H---+0 

Quelques remarques concernant cette définition 
• Les termes « au voisinage », « proche » sont volontairement vagues, pour plus 

parler à l'imagination. Ils peuvent très facilement être précisés : on doit com­
prendre que cette définition assure l'existence d'un réel strictement positif r tel 
que 
- La boule B(Xo, r) est incluse dans V(!). 
- La boule B(O, r) est incluse dans 'D(c), l'ensemble de définition de c. 
- La formule (3.25) est valable pour tout HE B(O, r). 

• H est un vecteur de RP, donc H = (~J 
• c est une fonction de p variables ; la notion de limite qui apparaît dans la formule 

(3.25) est celle de limite d'une fonction de plusieurs variables. 
• La norme qui intervient dans la formule (3.25) (et dans la notion de boule qui 

précise la notion de proximité) est comme d'habitude n'importe quelle norme 
usuelle, par exemple la norme euclidienne, mais pas forcément. Il est facile de 
démontrer que changer de norme ne change pas la notion de différentiabilité 
associée. 

• L'existence de la forme linéaire u qui apparaît dans la définition peut être rem­
placée (ce qui est équivalent d'après les rappels du§ précédent) par l'existence 
de p nombres réels u1, ... , up. La formule (3.25) devient alors 
(3.26) 
J(Xo + H) = f (Xo) + u1h1 + · · · + uphp + llHll c(H) avec lim c(H) = O. 

H---+0 

• Dans (3.25), paradoxalement, ce n'est pas la première partie qui est la plus 
difficile à vérifier. Quelle que soit la forme linéaire u sur ~P, il est toujours 
possible de poser, pour H proche de 0 et non nul, 

(H) = f (Xo + H) - f (Xo) - u(H) 
c llHll 

et c(O) =O. 

Avec cette fonction c, il est facile de voir que l'égalité est vérifiée! 
Ce qu'il est important de vérifier, c'est au contraire la deuxième partie de (3.25), 
à savoir le fait que lim c(H) =O. 

H---+0 
On pourrait d'ailleurs remplacer cet énoncé par celui-ci, plus court, mais qui est 
moins parlant : e. 
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Proposition 3.55 f est différentiable en Xo si et seulement si il existe une forme 
linéaire u sur JRP telle que 

1. f(Xo + H) - f (Xo) - u(H) _ O 
J°!!;o JIHJI - . 

Traduisons maintenant cette notion de différentiabilité dans les cas les plus usuels, 
c'est-à-dire lorsque f est une fonction de deux ou trois variables. 

Cas d'une fonction de deux variables 

Une fonction f de 2 variables x et y est différentiable en Xo = (xo, Yo) point 
intérieur à V(!) lorsqu'il existe deux réels u1 et u2 et une fonction ê tels que 

f(xo+h, Yo+k) = f(xo, Yo)+u1h+u2k+Vh2 + k2 ê(h, k) avec lim t:(h, k) =O. 
(h,k)--+(0,0) 

Cette caractérisation équivaut à 
Il existe deux réels u1 et u2 tels que 

lim f(xo + h, Yo + k) - f(xo, Yo) - u1h - u2k =O. 
(h,k)--+(0,0) .../h2 + k2 

Cas d'une fonction de trois variables 

Une fonction f des trois variables x, y, z est différentiable en Xo = (xo, yo, zo) 
point intérieur à V(!) si et seulement si il existe trois réels ui, u2, u3 et une 
fonction ê de JR3 vers JR, définie au voisinage de 0 tels que 

f(xo + h, Yo + k, zo + l) = f(xo, Yo, zo) + u1h + u2k + u3l + Vh2 + k2 + l2 t:(h, k, l) 

avec lim ê(h, k, l) =O. 
(h,k,l)--+(0,0,0) 

Ce qui revient à 
Il existe trois réels u1, u2, u3 tels que 

lim f (xo + h, Yo + k, zo + l) - f (xo, Yo, zo) - u1h - u2k - u3l = O. 
(h,k,t)--+(o,o,o) Jh2 + k2 + z2 

Voyons un premier exemple : 
Soit f définie sur JR2 par f(x, y) =a+ bx + cy + ax2 + (3xy + 'YY2 
Montrons que f est différentiable en (0, 0). 
On a f(O, 0) =a, donc la formule définissant f ressemble à ce qu'on doit établir 
si on prend b = u1 et c = u2, à condition que les 3 derniers termes puissent être 
assimilés à llHllt:(H), si on écrit 

f(O + h, 0 + k) =a+ bh + ck + (ah2 + (3hk + "fk2). 
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, . (h k) ah2 + /3hk + "fk2 b' 1 On doit necessairement poser é , = : on a 1en, a ors 
Jh2 + k2 

f(O + h, 0 + k) = f(O, 0) + bh + ck + ll(h, k)ljE:(h, k). 

Il n'y a plus qu'à montrer que la fonction é qu'on s'est donnée convient, c'est-à-dire 
qu'elle vérifie lim é(h, k) =O. 

(h,k)-+(0,0) 

Appliquons la technique de majoration de la proposition 3.33 p. 86. On a 

lé(h k)I = 1 ah2 + f3hk + "fk2 I 
, Jh2 + k2 

h2 lhl lkl k2 
~ lai vh2 + k2 + l/31 vh2 + k2 + l'YI vh2 + k2 

h2 + k2 Jh2 + k2Jh2 + k2 h2 + k2 
~ lai vh2 + k2 + 1/31 vh2 + k2 + l'YI vh2 + k2 

~(lai+ l/31 + l'Yl)vh2 + k2 ---+ o. 
(h,k)-+(0,0) 

On a donc obtenu ce qu'on voulait, à savoir lim é(h, k) = 0, et f est bien 
(h,k)-+(0,0) 

différentiable en (0, 0). 

On voit sur cet exemple, que cette définition est franchement lourde à manier, et 
on a hâte de découvrir un peu plus loin une condition suffisante de différentiabilité 
plus facile à utiliser. 
Auparavant, nous allons définir ce qu'on appelle la différentielle d'une fonction en 
un point. 

Définition 3.56 Soit f une fonction de JR.P dans IR, On suppose que f est diffé­
rentiable en Xo. 

Alors la forme linéaire u = ( u1 · · · up) qui intervient dans la définition s'appelle 
la différentielle de f en Xo. On la note u = dfx0 

df Xo est une forme linéaire, donc pour tout H E JR.P, df x 0 ( H) est un réel. 

Nous devons à présent énoncer une propriété rassurante : 

Proposition 3.57 La différentielle d'une fonction f en un point Xo, si elle existe, 
est unique. 
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Preuve Supposons que la fonction f soit différentiable de deux façons en Xo : 
D'une part, il existe une forme linéaire u et une fonction é telles que 

f (Xo + H) = f (Xo) + u(H) + llHll é(H) avec lim é(H) = O. 
H--tO 

D'autre part, il existe une forme linéaire v et une fonction f telles que 

f (Xo + H) = f (Xo) + v(H) + llHll f(H) avec lim f(H) = O. 
H--tO 

Alors on en déduit que pour tout H suffisamment proche de 0, on a 

(3.27) (u - v)(H) = llHll (f- é)(H). 

u - v est une forme linéaire et f - é est une fonction qui tend vers 0 lorsque 
H-+0. 
Montrons que la forme linéaire u-v est nulle. Procédons par l'absurde: on suppose 
qu'il existe Y E JRP tel que (u - v)(Y) =f=. 0 (remarquons que Y est forcément non 
nul). On a alors 

l(u - v)(Y)I = K 0 
llYll > . 

Pour tout t E JR*, le vecteur H = tY est tel que 

l(u - v)(H)I = l(u - v)(tY)I = lt (u - v)(Y)I = K 0 
llHll lltYll ltl llYll > . 

Donc l(u - v)(H)I = KllHll. Mais pour t suffisamment proche de 0, H = tY est 
suffisamment proche de 0 pour que la formule (3.27) s'applique, et on a 

l(u - v)(H)I = llHll l(f- é)(H)I. 

On doit donc avoir l(f- é){H)I = K, mais ceci est incompatible avec le fait que 
lim (f- é){H) =O. 

H--tO 
L'hypothèse que u - v n'est pas l'application nulle est donc absurde et on a donc 
u - v = 0 et u = v. D 

La différentielle en Xo d'une fonction f différentiable en Xo est donc une forme 
linéaire sur JRP. Mais les fonctions f ne sont pas forcément différentiables seulement 
en un point, mais en général elle le sont sur tout un domaine U c V(!). Comme 
pour la dérivabilité, ou d'autres notions analogues, on définit la différentiabilité et 
la différentielle d'une fonction sur un domaine : 

Définition 3.58 Une fonction f de plusieurs variables est dite différentiable sur 
un domaine U c V(f) lorsqu'elle est différentiable en tout point Xo EU. 
La différentielle de f est alors la fonction df, définie sur U, à valeurs dans 
l'ensemble des formes linéaires sur JRP, qui associe à tout élément Xo E U la forme 
linéaire df Xo. 
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Récapitulons : lorsque f est différentiable en Xo, la différentielle de f en Xo est 

la forme linéaire df x 0 = u = ( u1 · · · Up). 
Lorsque f est différentiable sur un domaine, la différentielle de f ( df) associe à 
tout Xo EU la différentielle de f en Xo : 
Notant (JRP)* l'ensemble des formes linéaires sur JRP (c'est ce qu'on appelle le dual 
de JRP), on a 

df : 
U --t (JRP)* 

Xo i-------+ dfxo· 

df est ce qu'on appelle une forme différentielle. 

Définition 3.59 On appelle forme différentielle sur un domaine ouvert U c JRP 
toute application w, définie sur U et à valeurs dans l'ensemble des formes linéaires 
sur JRP, c'est-à-dire à valeurs dans le dual (JRP) *. 

u ----+ (JRP)* 
w: 

Xo i-------+ wxo 

avec 
JRP ----+ lR 

WX0 H i-------+ wx0 (H). 

Cette notion de différentielle d'une fonction df et surtout de forme différentielle, 
qui sont donc des applications à valeurs dans un ensemble de formes linéaires 
est assez difficile à comprendre. Heureusement, cela sera précisé un peu plus loin 
lorsque nous aurons fait le lien avec les dérivées partielles. 
D'autre part, nous verrons un point de vue équivalent, (en remplaçant vecteurs­
lignes par vecteurs-colonnes) : celui de gradient d'une fonction qui est un cas 
particulier de champ vectoriel, comme la différentielle d'une fonction est un cas 
particulier de forme différentielle. 

Une dernière remarque concernant l'interprétation «graphique» de la différentielle 
d'une fonction f en Xo (dfx0 ). 

Remarque : Si f est différentiable en Xo, puisque pour H suffisamment «petit», 
on a f(Xo + H) = f(Xo) + dfx0 (H) + llHllE(H) avec é(H) qui tend vers 0, il 
est logique de considérer que le dernier terme est «négligeable», c'est-à-dire que 
f(Xo) + dfx0 (H) est une approximation de f(Xo + H). 
On dit que dfx0 est la forme linéaire tangente à f en Xo. Cela s'explique en 
particulier en dimension 2. 
Soit f une fonction de 2 variables, et z = f(x, y) l'équation de la nappe qui 
représente f dans un repère de l'espace à trois dimensions. On suppose que 
f est différentiable en (xo, yo). Pour (x, y) proche de (xo, Yo), c'est-à-dire pour 
(x, y) = (xo + h, Yo + k) avec (h, k) « petit », on a donc 

f(x, y) = f(xo + h, Yo + k) ~ f(xo, Yo) + df(x0 ,y0 )(h, k) = f(xo, Yo) + u1h + u2k 
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si df(xo,yo) = U = ( u1 u2) 
Or, l'ensemble des points dont les coordonnées vérifient 

z = f(xo, Yo) + u1 (x - xo) + u2(y - Yo). 

est un plan et l'approximation ci-dessus exprime que ce plan est très proche de la 
nappez= f(x, y) lorsque (x, y) est proche de (xo, Yo). Ce plan est logiquement 
tangent à cette nappe au point (xo, Yo). 

3. 7 .4 Lien entre différentiabilité et dérivées partielles 

Théorème 3.60 Soit f une fonction de p variables x1, ... , Xp différentiable en 
Xo. 
Alors f est partiellement dérivable par rapport à chacune de ses variables, et de 
plus 

( [)f 8f ) 
dfx0 = -(Xo) · · · -(Xo) . 

8x1 8xp 

(
h1) p 

En d'autres termes, si H = ; , on a dfx0 (H) = ~ ::. (Xo) hi· 
h i=l i 

p 

Une autre façon de comprendre ce théorème est la suivante: 
Les composantes de la différentielle de f en Xo sont les dérivées partielles de f en 
Xo. 

Preuve Il suffit d'établir que pour tout indice i, lai-ème fonction partielle 9i de 
f en Xo est dérivable en XiQ. Or, on a 9i(t) = f (xw, ... , X(i-l)O• t, X(i+l)O• ... , Xpo). 
Donc 9i(Xi0 + h) = f(Xo +Hi) avec Hi est le vecteur de JRP dont toutes les 
composantes sont nulle sauf la i-ème, qui vaut h. Pour h suffisamment petit, Hi 
est dans le voisinage de 0 pour lequel la formule définissant la différentiabilité est 
valable et on a 

9i(Xi0 + h) = f(Xo +Hi)= f(Xo) + dfx0 (Hi) + llHillë(Hi) 

= 9i(Xi0) + U1.0 + · · · + Ui-1·0 + Uih + Ui+i·O + · · · + Up.0 + llHillê(Hi) 
= 9i(Xi0) + Uih + lhlë(Hi)· 

En effet, quelle que soit la norme usuelle considérée, on a llHll = lhl (vérification 
immédiate). 

0 d 9i(Xi0 + h) - 9i(Xi0) _ . + !hl (H·) 
n a one h - Ui hë i • 

Il est clair que lim Hi= 0, donc par composition de limite, on a lim ë(Hi) = 0, et 
h~O h~O 

comme l~I = ±1 reste borné, le produit d'une fonction bornée par une fonction 
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qui tend vers 0 ayant une limite nulle (voir la proposition 3.13 p. 73), on a 

lirn 0Jé(Hi) = 0 et on est sûr que 
h->0 h 

1. 9i(Xi0 + h) - 9i(Xio) 
lm h = Ui. 

h-+0 

Ceci signifie justement que 9i est dérivable en XiO et que gHxiO) = Ui· 
Mais ceci montre que f est partiellement dérivable en Xo par rapport à Xi et que 

ft(Xo) = Ui· Comme tout ceci est valable quel que soit l'indice i, on a terminé.D 
8Xi 

Attention ! La réciproque est fausse. 
La meilleure façon de s'en convaincre est d'utiliser le théorème suivant. 

Théorème 3.61 Si une fonction de plusieurs variables f est différentiable en 
Xo, alors elle est continue en Xo. 

Comme on a vu qu'il existe des fonctions qui admettent des dérivées partielles 
et qui ne sont pas continues, on est sûr que ces fonctions ne sont pas non plus 
différentiables. 

Preuve Il suffit d'établir que lim f(X) = f(Xo), ou ce qui revient au même, 
X-+Xo 

que 
lim f (Xo + H) - f (Xo) = O. 

H-+0 

Or, f étant différentiable en Xo, en posant df x 0 = ( ui · · · Up), on a 

f(Xo + H) - f (Xo) = uihi + · · · + uphp + llHll é(H). 
Lorsque H--+ 0, toutes ces composantes hi tendent vers 0, donc tous les termes 
uihi ont pour limite 0, et il en est évidemment de même pour le terme llHll é(H).D 

La liaison sera complète entre différentiabilité et dérivées partielles lorsqu'on aura 
vu le théorème suivant : 

Théorème 3.62 Si une fonction f de p variables est de classe ci sur un domaine 
ouvert U c D(f), alors f est différentiable sur U. 

Preuve Elle est basée sur la formule des accroissements finis (théorème 3.41 
p. 99). 
Soit Xo EU. U étant ouvert, il existe une boule ouverte B, centrée en Xo qui est 
incluse dans U. f étant de classe ci sur U, elle l'est aussi dans B. B étant un 
ouvert convexe, pour tout X = Xo + H E B, on peut donc écrire la formule des 
accroissements finis : il existe ()H E]O, 1[ (()H dépend de H) tel que 

p 8f 
f(Xo + H) = f(Xo) +~hi {)xi (Xo + ()HH). 
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Tenant compte de ce qu'on cherche à obtenir, on écrit 

Il suffit donc de démontrer que lim ê(H) = 0, en ayant posé 
H--+0 

On montrera donc que pour tout indice i, on a lim Ei(H) = 0 avec 
H--+0 

hi (of of ) 
êi(H) = llHll OXi (Xo + eHH) - OXi (Xo) . 

Or, on a l ll~ll I ~ 1, (ceci quelle que soit la norme considérée) donc 

lêï(H)I ~ 1 :~ (Xo + OHH) - :~ (Xo)I · 

Mais pour H -t 0, on a bien sûr i OHH--+ 0, et puisque f est de classe ci, chaque 

~f est continue en Xo, donc lim ~f (Xo + OHH) = ~f (Xo) et 
~ H~~ ~ 

lim 1 ~f (Xo + eHH) - ~f (Xo)I =o. 
H --+0 UXi UXi 

On peut conclure que lim Ei(H) = 0 d'après le théorème 3.33 p. 86 et donc 
H--+0 

lim ê(H) = 0 et f est bien différentiable en Xo. 0 
H--+0 

Comme d'habitude, la réciproque est fausse, mais les contre exemples qui existent 
ne sont pas très intéressants : ce sont des « cas pathologiques », qui amusent surtout 
les poseurs d'exercices (méfiez-vous). En pratique, c'est la classe des fonctions de 
classe ci qui est intéressante, et la plupart du temps vous démontrerez qu'une 
fonction est différentiable sur un domaine U en écrivant : 

« f est de classe C1 sur U, donc f est différentiable sur U. » 

1 Pour les amateurs de e, et pour être plus rigoureux, on peut raisonner ainsi : en exprimant une 
limite pour H -+ 0, on détermine une boule de centre 0, de rayon T/ dans laquelle on a toujours 
une certaine majoration valable par exemple pour (Xo + H). Mais (} étant plus petit que 1, on 
est sûr que si H est dans telle boule de centre 0, BH est aussi dans cette boule, et si on avait une 
certaine majoration pour par exemple (Xo + H), elle est aussi vraie pour (Xo + BH). 
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Récapitulation 

Schématiquement, on peut retenir que 

~------~ ~ 1 f est partiellement dérivable 1 7 est de classe ci 1 ~ 1 f est différentiable 1 --'- 1 1 
l!. -r- f est continue (de classe c0) 

Chacune des implications inverses étant fausse. En particulier, il n'y a aucune 
relation de causalité entre les deux assertions les plus à droite : la dérivabilité 
partielle n'implique pas la continuité, et la continuité n'implique pas la dérivabilité 
partielle. 

Remarque : Dans la définition 3.44 (p. 108) des fonctions de classe en, on 
demandait à une fonction, pour qu'elle soit de classe en' que toutes ses dérivées 
partielles existent et soient continues jusqu'à l'ordre n. Grâce à ce qu'on vient de 
voir, il suffira de vérifier que toutes les dérivées partielles existent jusqu'à l'ordre 
net seulement que les dérivées partielles d'ordre exactement n sont continues. 
En effet, si par exemple les dérivées partielles secondes de f sont continues, en 
particulier les dérivées partielles d'ordre 1 se trouvent être de classe ci : elles 
sont donc continues et f est alors de classe ci, donc continue. Finalement toutes 
les dérivées de f jusqu'à l'ordre 2 sont continues donc f est de classe C2 . Cette 
remarque permet de vérifier beaucoup moins de continuités pour établir qu'une 
fonction est de classe en. 

3.7.5 Quelques applications de la différentiabilité 

Forme linéaire tangente 

Lors des commentaires explicatifs suivant l'énoncé du théorème 3.52 (p. 114) 
sur la condition suffisante d'extremum pour une fonction de 2 variables, nous 
avons signalé que le plan tangent à la nappez= f(x, y) au point (xo, Yo) avait 

pour équation z = f(xo, Yo) + p(x - xo) + q(y - Yo), avec p = ~f (xo, Yo) et 

q = ~; (xo, Yo). Nous sommes maintenant en mesure de le justifier l;sque f est 

différentiable en (xo,yo), puisqu'alors on a vu (dans la remarque 3.7.3 p. 123) 
que df(xo,yo) est la forme linéaire tangente à la fonction f en (xo, Yo). 
On y a vu que plan tangent à la nappe en ce point a pour équation 
z = f(xo, Yo) + ui(x - xo) + u2(Y - Yo), ui, u2 étant les composantes de df(xo,Yo)· 

Or, ces composantes ont été déterminées au§ précédent: on a ui = p = ~~ (xo, yo) 
âf 

et u2 = q = ây (xo, Yo). D 
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Approximation d'une fonction de plusieurs variables 

La formule définissant la différentiabilité, peut devenir une formule d'approxima­
tion si on lui supprime le dernier terme avec é. L'inconvénient de cette démarche 
est qu'il n'y a aucune majoration de l'erreur commise, mais il peut être pratique 
de procéder ainsi 

Exemple: 
xeY 

Pour f(x, y, z) = - (voir p. 102), on a f(2, 0, 1) = 2. 
z 

Que vaut approximativement (sans calculatrice) f(x, y, z) lorsque : 
X = 1,997 j y= 0,002 j Z = 1,0012? 
Réponse: 
On utilise la formule d'approximation, valable pour (x, y, z) «proche» de (2, 0, 1), 
ce qui est le cas ici 2 

of of of 
f(x, y, z) ~ f(2, 0, 1) + (x - 2) ox (2, 0, 1) +(y- 0) oy (2, 0, 1) + (z -1) oz (2, 0, 1). 

Of eY Of 
On a -0 (x,y,z) = - donc -0 (2,0,1) = 1 

X Z X 
Of xeY Of 
-0 (x,y,z) = - donc -0 (2,0, 1) = 2 

y z y 
Of xeY Of 
-0 (x,y,z) = --2 donc -0 (2,0, 1) = -2. 

X Z X 

Puisque x - 2 = -0,003; y - 0 = 0,002; z - 1 = 0,0012, on obtient 

f(x, y, z) = f(l,997; 0,002; 1,0012) ~ 2 + (-0,003).1+0,002.2 + 0,0012.(-2) 

~ 2 - 0,003 + 0,004 - 0,002 4 = 1,998 6. 

Un calcul direct à la calculatrice donne 1,997xexp(0,002)/1,0012 ~ 1,998 599 677051. 
La valeur approchée que l'on a trouvée n'était pas si mauvaise. 

3.7.6 Compléments sur les formes différentielles 

On se placera dans ce § uniquement dans le cadre de fonctions de 2 ou 3 variables 
x, y et éventuellement z. 
Rappelons qu'une forme différentielle w est une fonction de JR.2 vers son dual (JR.2)* 
(ou de JR.3 vers son dual (JR.3)*). 

2 Il est impossible de préciser cette notion de proximité ! Les physiciens eux ne font pas tant de 
« chichis » et sont tout à fait convaincus de la proximité de ces deux triplets! 
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Formes différentielles de base 

Il est d'usage de noter dx la forme différentielle constante qui associe à tout 
X E ~2 le premier élément de la base canonique de (~2)*, qui est la forme linéaire 

de matrice ( 1 0), associant à tout élément ( ~) de ~2 le réel ( 1 0) ( ~) = h. 

On a donc 'ïl(x,y) E ~2 , dx(x,y) = (i o) et 

'ïl(x,y)E~2 , 'ï!(h,k)E~2 , dx(x,y)(h, k) = h. 

De la même façon on définit dy, forme différentielle constante, associant à tout 
X E ~2 le deuxième élément de la base canonique de (~2)*, ayant pour matrice 

(o 1). 
On a donc 

'ïl(x, y) E ~2 , 'ï!(h, k) E ~2 , dY(x,y)(h, k) = k. 

(Dans ~3 la définition de dx, dy et dz est analogue). 

Expression de la différentielle dans cette base 

Avec ces conventions, on note alors 

Cette notation signifie que la forme différentielle df associe à tout (x, y) E ~2 la 

forme linéaire df(x,y) = ~~ (x, y)dx(x,y) + ~~ (x, y)dY(x,y)· 

Cette forme linéaire associe à tout (h, k) E ~2 le réel 

D'une façon générale, une forme différentielle w se décompose dans la « base » 
( dx, dy), sous la forme 

u1 et u2 sont deux fonctions à valeurs réelles ayant le même ensemble de définition 
quew. 
Un problème important que nous traiterons au chapitre suivant consiste à savoir 
déterminer quand une forme différentielle w peut s'écrire comme la différentielle 
d'une fonction f: à quelle condition sur w = u1dx+u2dy peut-ellè s'écrire w = df, 
' ' d' âfd âfd ? c est-a- ire w = - x + - y . 

âx ây 
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3.7.7 Complément sur le gradient 

Cette notion de gradient d'une fonction de plusieurs variables n'est en fait qu'un 
deuxième aspect de la même théorie de la différentiation d'une fonction. 
Soit f une fonction de 2 (ou 3) variables (cas les plus souvent rencontrés en 
pratique). On suppose que f est de classe ci sur un domaine U. Nous allons 
travailler dans JR3 pour fixer les idées mais c'est pareil pour JR2 (ou même JRP) 
Alors le gradient de f est une fonction vectorielle, définie sur U, à valeurs dans 

~ 
JR2 (ou JR3), notée gradf. Notons qu'à cause de son utilisation principalement 
en physique, l'interprétation prioritaire, dans cette situation est que U est un 

sous-ensemble de JR3 considéré comme ensemble de points alors que grad f est à 
valeurs dans JR3 considéré comme ensemble de vecteurs. 
On pose, pour tout point X de U, 

------=---* gradf(X) = 

Le gradient d'une fonction de plusieurs variables est donc un champ vectoriel (ou 
champ de vecteurs), c'est-à-dire une fonction définie sur un domaine U de points 
de l'espace, à valeurs dans l'ensemble des vecteurs de l'espace. 
D'une façon générale, un champ de vecteurs V est caractérisé par ses fonctions 

composantes Vi (1 ~ i ~ 3), qui ont le même ensemble de définition que V. On a, 
pour tout point X E U, 

(vi(X)) 
V (X) = v2(X) . 

v3(X) 

------=---* Les fonctions composantes du champ vectoriel grad f sont 

âf 
Vi=-

ÔX 

âf 
V2=-

Ôy 

Par analogie avec les formes différentielles, un problème important que nous 
traiterons au chapitre suivant est de savoir dans quels cas un champ de vecteurs 
V est en fait égal au gradient d'une fonction f. 

Une interprétation graphique du gradient 

Soit f une fonction des deux variables x et y, de classe ci sur un domaine U du 
plan. 
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A tout réel >. correspond un sous-ensemble de U, formé de tous les points X tels 
que f(X) = >.. On appelle cet ensemble la courbe de niveau ou la ligne de niveau 
.À de la fonction f. 
Cette terminologie est issue de la géographie : sur une carte d'état-major, la ligne 
de niveau lOOm est l'ensemble de tous les points de la carte qui correspondent 
sur le terrain à un point d'altitude lOOm. Dans cette situation géographique, 
l'application f associe à tout point de la carte l'altitude du point du terrain qu'il 
représente. 
Lorsqu'on représente la fonction f par une nappe de l'espace, d'équation z = 

f(x, y), on peut retrouver cette interprétation : la ligne de niveau>. est l'ensemble 
des points de coordonnées (x, y) dont le point correspondant de la nappe est à la 
cote .z = >.. 
On a le théorème suivant, que nous ne démontrerons pas : 

Théorème 3.63 Si f est une fonction de deux variables de classe ci sur un 

domaine U, si Xo est un point de U tel que f(Xo) = >. et gradf(Xo) -=f. 0, alors 
la ligne de niveau >. de la fonction f (qui passe forcément par Xo) admet en X 0 

une tangente qui est orthogonale à grad}(X0). 

Pour une fonction de trois variables f, on peut de la même façon introduire la 
notion de surface de niveau, et on a le théorème analogue : 

Théorème 3.64 Si f est une fonction de 3 variables de classe ci sur un domaine 

U, si Xo est un point de U tel que f(Xo) = >. et grad J(Xo) -=f. 0, alors la surface 
de niveau>. de la fonction f (qui fasse forcément par Xo) admet en Xo un plan 

tangent qui est orthogonal à grad f ( Xo). 

Exemple d'application : la tangente à une conique. 
Vous savez peut-être que les courbes du plan d'équation f(x, y) = 0, f étant une 
fonction polynôme de degré 2 en x et y, sont des coniques. 

2 2 
Par exemple, si f(x, y) = : 2 + ~2 - 1, la conique d'équation f(x, y) = 0 est une 
ellipse ê. 
Alors, la tangente T à cette ellipse en un de ses points Mo(xo, yo) est la droite 
passant par Mo et orthogonale à grad f. Puisque 

on a 

âf 2xo 
-8 (xo, Yo) = - 2 

X a 
et 

------:--+-
grad f (Mo)= (

2;o). 
2yo 
b2 
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T est donc caractérisée par 

MoM · gradf = 0 
2xo 2yo 
a2 (x - xo) + b2(y - Yo) = 0 

2 2 
xox + YoY - Xo - Yo = 0 
a2 b2 a2 b2 

~ xox + YoY _ l = O 
a2 b2 

x2 y2 
puisque Mo E ê donc a~ + b~ = 1. 

3.8 Différentiation des fonctions de JR.P vers Rn 

3.8.1 Définition par les fonctions coordonnées 

Nous considérons dans ce§ des fonctions F, définies sur un domaine U de JRP, 
à valeurs dans ]Rn. Ce sont donc des fonctions vectorielles, et en tant que telles, 
elles ont des fonctions composantes fi (1 ~ i ~ n), définies sur le même ensemble 
de définition que F. 

Pour tout XE U, on considère donc F(X) = (fi~X)) et comme pour les notions 

f n(X) 
de limite, de continuité ... c'est par l'intermédiaire de l'éventuelle différentiabilité 
des fonctions coordonnées fi que l'on définira la différentiabilité de F. 

Définition 3.65 Soit F une fonction définie sur un domaine U de JRP, à valeurs 
dans JRn, de fonctions composantes fi (1 ~ i ~ n). Alors on dit que f est différen­
tiable en Xo E U lorsque toutes ses fonctions composantes sont différentiables en 
Xo. 
f est différentiable sur U lorsque toutes ses fonctions composantes sont différen­
tiables sur U. 

Bien entendu, on peut tenter de traduire ces définitions en utilisant la définition 
de la différentiabilité d'une fonction à valeurs réelles. 

Proposition 3.66 Avec les notations précédentes, une fonction F de JRP vers !Rn 
est différentiable en Xo s'il existe n fois p réels Uij et n fonctions Ei tels que pour 
tout X = Xo + H suffisamment proche de Xo, 

p 

Vi E {1, ... , n }, fi(Xo+H) = fi(Xo)+ L Uijhj+llHllEi(H) avec lim Ei(H) =O. 
j=l H-+OntP 

La différentiabilité de Fen Xo demande donc entre autres l'existence den formes 
linéaires Ui = ( Uil · · · Uip) sur JRP, donc l'existence d'un tableau den fois p 
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réels. Mais un tel tableau ne s'appelle-t-il pas une matrice? Si on écrit l'une en 
dessous de l'autre les n matrices lignes correspondant à ces n formes linéaires, on 
obtient une matrice de n lignes et p colonnes. 

(un 

( : 
(uni 

U~p) ( U~l 
. ) = . . . 

Unp) Unl 

:: . U~p). . . 
Unp 

A quoi correspond cette matrice? C'est la matrice d'une application linéaire U de 
JRP vers ]Rn, dont les fonctions composantes sont justement les n formes linéaires 

Ui· 
D'autre part, la donnée des n fonctions de p variables éi revient exactement à 
préciser une fonction vectorielle E, de fonctions composantes les éi, et préciser 
que les n fonctions éi ont toutes 0 pour limite signifie exactement que E a pour 
limite O~n. 
Finalement, nous avons démontré la caractérisation suivante : 

Proposition 3.67 Avec les notations précédentes, la fonction F est différentiable 
en Xo si et seulement si il existe une application linéaire U de JRP vers ]Rn (ou ce 
qui revient au même une matrice n lignes et p colonnes (uiih~i~n) et une fonction 

l~j~p 

de p variables E, également à valeurs dans ]Rn, définie au voisinage de O~P telles 
que, pour H suffisamment petit on a 

F(Xo + H) = F(Xo) + U(H) + llHllE(H) avec lim E(H) = O~n. 
H--+OJRP 

Dans cette situation, il est classique d'identifier l'application linéaire U et sa 
matrice (uijh~i~n· Avec cette convention U = (uijh~i~n, et en notant en colonnes 

l~j~p l~j~p 

le vecteur HE JRP, H = (~1), on a U(H) = ( u~i ·.. u~p ) (~1) = u H. 

hp Unl · · · Unp hp 

3.8.2 Différentielle d'une fonction vectorielle 

De façon extrêmement logique, l'application linéaire U qui intervient dans la 
proposition 3.67 est appelée la différentielle de Fen Xo, et on la note DFx0 (plus 
tard, on utilisera aussi la notation plus universelle dF). 
Il est clair, d'après la propriété analogue pour les fonctions à valeurs réelles, que 
la différentielle DFx0 en Xo d'une fonction F vectorielle est unique. 
Lorsque f est différentiable sur U, ce procédé définit donc une application sur U, 
à valeurs dans l'ensemble des applications linéaires de JRP vers ]Rn (qui est noté 
.C(JRP,JRn)) (ou ce qui revient au même, à valeurs dans l'ensemble des matrices n 
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lignes, p colonnes). Cette application est notée DF; elle s'appelle la différentielle 
de F, et elle est définie par 

DF 
u ---+ .C(JR.P, JR.n) 

Xo i-------+ DFx0 

avec 

DFx0 

JR.P ---+ ]Rn 
: 

H DFx0 (H). i-------+ 

On a quelques propriétés immédiates : 

Proposition 3.68 Si F et G sont deux fonctions à valeurs dans JR.n, définies et 
différentiables sur le même domaine U de JR.P, alors pour tous réels À,µ, on peut 
affirmer que ÀF + µG est différentiable sur U et que 

D(.XF + µG) = .XDF +µDG. 

Cela signifie que pour tout Xo EU, on a l'égalité entre les applications linéaires 

D(.XF + µG)x0 = .XDFx0 + µDGx0 , 

donc que pour tout HE JR.P, on a l'égalité entre les vecteurs de JR.n 

D(.XF + µG)x0 (H) = .X(DFx0 (H)) + µ(DGx0 (H)). 

Il suffit d'écrire la définition, par exemple avec la caractérisation de la proposition 
3.67. 

Proposition 3.69 Si Fest différentiable en Xo, alors Fest continue en Xo. 

Il suffit de passer par les fonctions coordonnées, et d'utiliser la proposition 3.61 
p. 125. 

3.8.3 Expression de la différentielle, matrice jacobienne 

En traduisant vectoriellement la propriété donnant l'expression de la différentielle 
d'une fonction à valeurs réelles, on obtient 

Théorème 3. 70 (et définition) Soit F une fonction définie et différentiable 
sur un domaine U de JR.P, à valeurs dans JR.n. Alors toutes les fonctions composantes 
fi de F admettent des dérivées partielles par rapport à toutes les p variables, et 
de plus, si DFx0 = U = (uijh~i~n, alors on a pour tout (i,j), 

l~j~p 

âfi 
Uij = -8 (Xo). 

x· J 
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La matrice J ( F) = , (qui est une matrice d'applications) s'ap-

Ôfn Ôfn 

ÔXi ÔXp 

pelle la matrice jacobienne de F. On a, pour tout Xo EU, J(F)(Xo) = DFx0 • 

De même l'adaptation vectorielle du théorème 3.62 p. 125 nous donne 

Théorème 3. 71 Si F est une fonction définie sur un domaine U de ~P, à valeurs 
dans ~n, si les fonctions composantes fi de F sont de classe ci sur U, (on dit 
dans ce cas que F est de classe ci sur U), alors F est différentiable sur U. 

Ce théorème est fondamental : c'est dans le cadre des fonctions de classe ci que 
nous travaillerons désormais, et les fonctions différentiables que nous considérerons 
seront toujours des fonctions de classe ci, même si on peut montrer qu'il existe 
des fonctions différentiables à dérivées partielles non continues. 

Exemple : : soit la fonction F de ~3 dans ~2 , définie par 

F( ) -(x2y+~)-(fi(x,y,z)) x, y, z - z - f ( ) . 
x sin y é 2 x' Y' z 

Les deux fonctions composantes fi et h de F sont évidemment de classe C00 sur 
leur ensemble de définition ~ x ~ x ~*. Donc F est différentiable sur cet ensemble, 
et dF est caractérisée par la matrice jacobienne de F et on a 

(

âfi 
âx (x,y, z) 

DF(x,y,z) = J(F)(x, y, z) = âf2 
âx (x,y, z) 

âfi ) âz (x,y, z) 

âh 
âz (x,y,z) 

( 
2xy 

sinyez 

x2 
1 ) - z2 . 

x sinyé x cosyez 
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Pour tout H ~ (h, k, l) E 11.3 (ou plutôt H ~ G) ) , sachant que f ~ ( :: ) est 

telle que lim f(H) = (~),on a: 
H-t(0,0,0) 

F(x + h, y+ k, z + l) 

= F(x,y,z) + ( .2xy x2 ~ :2 ) (~) + llHllf(H) 
smyez x cosyez x smyez l 

= ( x2y+t+2xyh+x2k-:2 l+llHllt:1(H) ) . 
x sinyez + sinyéh + x cosyezk + x sinyezl + llHllë2(H) 

Avant de continuer, il est intéressant de penser à observer ce que devient la notion 
de différentiabilité, de différentielle, de matrice jacobienne d'une application f de 
JR.P vers ]Rn dans les cas particuliers p = 1 ou n = 1. 

Sin= 1, on est ramené à l'étude de la différentiabilité d'une fonction réelle de 
plusieurs variables, ce qu'on a fait au§ 3.7 pp. 117 à 131. Notons que pour une 
fonction différentiable f de JR.P vers JR, on a D f = df. 

Sin= 1 et p = 1, on est en présence d'une fonction f réelle d'une seule variable. 
La différentiabilité d'une telle fonction f en xo équivaut à sa dérivabilité en x0 

et dans ce cas, on a dfxo qui est la forme linéaire h r---+ f'(xo)h. La matrice (? !) 
d'une telle forme linéaire n'a dans ce cas qu'une ligne et qu'une colonne! C'est la 
matrice ( f' ( xo)). En fait on assimile dans ce cas D f, df et f'. 

Si p = 1 et n;;::: 2, alors f est une fonction vectorielle d'une seule variable t, notion 
étudiée au chapitre 2. Dans ce cas, la différentiabilité de f équivaut à celle de ses 
n fonctions composantes, donc à la dérivabilité de celles-ci. La matrice jacobienne 
est dans ce cas une matrice colonne formée des dérivées des fonctions composantes. 

Voyons maintenant deux propriétés importantes de la différentielle 

Proposition 3.72 (Différentielle d'une application linéaire) 
Soit U une application linéaire de JR.P vers ]Rn (U E .C(JRP,JR.n)). On identifie U et 
sa matrice (Uijh~i~n· 

l~j~p 

Alors quel que soit Xo E JRP, U est différentiable en Xo et DU Xo = U (et U est 
donc également continue en Xo : U est continue sur JRP). 

Il est intéressant de comprendre ce qu'est dans cette situation la matrice jacobienne 
de U. 
C'est une matrice d'applications, et toutes ces applications sont constantes : on 
note par abus de langage J(U) = U. C'est un abus de langage, car en fait, c'est 



3,8 DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS DE JRP VERS ]Rn 137 

pour tout X E JRP que l'on a J(U)(X) = U; on a en fait ~~~(X) = Uij (en 
3 

appelant Ui la i-ème fonction composante de U), donc le terme de la i-ème ligne 
et j-ème colonne de J(U) est l'application constante t t-+ Uij, pour laquelle il est 
d'usage de faire l'abus de langage de l'appeler Uij· 

Preuve de la proposition 3. 72. 
On a pour tout Xo E JRP et pour tout H E JRP, U étant linéaire 

U(Xo + H) = U(Xo) + U(H) = U(Xo) + U(H) + llHllt:(H), 

en posant t:(H) = OJRn pour tout H (t: est l'application nulle). 
On a donc clairement lim t:(H) = OJRn, on peut conclure que U est différentiable 

H--+Oav 
en Xo et que DUx0 = U. 0 

On a aussi la proposition suivante, assez évidente 

Proposition 3. 73 Soit F une fonction définie et différentiable sur un domaine 
U de JRP, à valeurs dans ]Rn. Alors F est une fonction constante si et seulement si 
on a DF = (0) (la matrice n lignes, p colonnes d'applications toutes nulles). 

Preuve Il est clair que si F est une fonction constante, toutes ses fonctions 

composantes sont aussi constantes et donc toutes les dérivées partielles 8
8 fi sont 

Xj 

nulles, (donc continues et F est de classe ci, donc différentiable même si on ne 
l'avait pas mis dans l'hypothèse). On a donc DF = (0). 
Réciproquement, si DF = (0), toutes les dérivées partielles de lai-ème fonction 
composante fi sont nulles. fi est donc une fonction qui est constante par rapport 
à chaque variable Xj : elle est donc constante, et puisque F a toutes ses fonctions 
composantes qui sont constantes, elle est constante. 0 

3.8.4 Différentielle d'une fonction composée 

Le théorème fondamental pour la différentiation d'une fonction composée est la 
généralisation de la formule classique (g o !)' = (g' o !) f'. 

Théorème 3. 7 4 Soit F une fonction de JRP vers ]Rn, de classe ci sur un domaine 
U C JRP. 
Soit G une fonction de ]Rn vers ]Rm, de classe ci sur un domaine W c ]Rn. 

On suppose que pour tout X EU, on a F(X) E W {en d'autres termes, on a 
F(U) c W). 
Alors Go F est différentiable sur U, et on a, pour tout Xo EU tel que F(Xo) = 

YoEW 
D(G o F)x0 = DGy0 o DFx0 • 
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Preuve Pour bien suivre dans quel espace on se trouve, nous allons noter 
différemment la norme de chaque espace : 
• La norme d'un XE JRP sera notée llXlla· 
• La norme d'un XE !Rn sera notée llXll.B· 
• La norme d'un X E !Rm sera notée llXll-y· 
On pose U = DFx0 • Pour tout HE JRP suffisamment petit, on a 

F(Xo + H) = F(Xo) + U(H) + llHllat'(H) 

= Yo + U(H) + llHllat'(H). 

avec lim t'(H) = ÛJR.n 
H--7ÜJRP 

De même on pose V = DFy0 • Pour tout K E !Rn suffisamment petit, on a 

G(Yo + K) = G(Yo) + V(K) + llKll,aÊ(K) avec lim Ê(K) = ÛJR.m. 
K--+OJRn 

On a donc 

(GoF)(Xo +H) = G(F(Xo+H)) = G(Yo+U(H)+ llHllat'(H)) = G(Yo+K), 

à condition de poser K = U(H) + llHllat'(H). On en déduit 

(Go F)(Xo + H) = G(Yo) + V(K) + llKll,aÊ(K) 
=(Go F)(Xo) + v(u(H) + llHllat'(H)) + llKll,aÊ(K) 

=(Go F)(Xo) + (Vo U)(H) + llHllaV(t'(H)) + llKll,aÊ(K) 

= (GoF)(Xo) + (VoU)(H) + llHlla [v(t'(H)) + ll~litfi~K)l 
=(Go F)(Xo) +(V o U)(H) + llHllaf(H). 

On a obtenu la forme souhaitée pour établir le résultat, en posant 

llU(H) + llHllat'(H)ll 
f (H) = V ( t'(H)) + llHlla .Bi( U(H) + llHllat'(H)). 

En effet, V o U est bien une application linéaire de JRP vers !Rm (en tant que 
composée d'une application linéaire de JRP vers !Rn par une application linéaire de 
!Rn vers !Rm) et il suffit donc d'établir que lim f(H) = ÛJR.m. 

H--+ÜJRP 

Or, on a 

llU(H) + llHllat'(H)ll 
llf(H)lh ~ llv(&(H))ll'Y + llHlla .B llt(u(H) + llHllat'(H))ll'Y 

~ llv(&(H))ll'Y + ll~~~l.a11Ê(K)ll'Y + llt'(H)ll.allf(K)jj'Y. 
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Dans ce dernier membre de gauche, pour H ---+ ÜR.P, il est clair que le premier 
terme tend vers 0 (car l'application linéaire V est continue); le troisième et dernier 
terme tend aussi vers 0 comme produit de deux fonctions qui tendent toutes deux 
vers 0 (on compose des limites pour & : puisque K = U(H) + llHllat:(H), il est 
clair que lim K = ÜR_n.) 

H-tÜJRP 

Il reste à montrer que le deuxième terme tend vers O. Or, c'est le produit de 

jjt(K)ll
7 

qui tend vers 0 comme on vient de le voir et du quotient 11~~~1.B : 
il suffit de montrer que ce dernier quotient reste borné pour obtenir le résultat 
souhaité, grâce au théorème 3.13, p. 73. 

Nous utiliserons une astuce pour établir ce résultat : nous supposerons que la 
norme Il· lia de ~Pest la norme du max, alors que pour la norme Il · li.a de ~n 
nous prendrons la norme somme (voir les normes usuelles p. 6). Si ce sont en fait 
d'autres normes, l'équivalence des différentes normes usuelles (théorème 1.9 p. 7) 
permettra néanmoins de conclure. 

n n 

llU(H)ll1 = L lui1h1 + · · · + Uiphpl ~ L.:(lui1l lh1I + · · · + luipl lhpl) 
i=l i=l 

On a donc V H E ~P, Il~ ~~~h ~ M donc ce quotient est borné, ce qui achève la 

démonstration. 0 

Traduisons cette propriété dans quelques cas particuliers : 

Tout d'abord, si p = m = 1. Avec les notations de ce théorème, (F =fou, avec u 
fonction vectorielle d'une seule variable, et f fonction réelle den variables), on a 

pour to E V(F), Dut0 = (ui ~to)) et en Yo = u(to), on a 

u~(to) 
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( âf 
Dfyo = dfyo = âxi (Yo) :L (Yo)). On a donc: 

, âf âf i 0 
(

u' (t )) 
DFto = D(f o u)to = dfy0 o Dut0 = (axi (Yo) · · · âxn (Yo)) : 

u~(to) 

n âf n âf 
= ~ u~(to) âx/Yo) = ~ u~(to) âxi (u(to)). 

On retrouve bien la formule du théorème 3.40 (p. 97), qui se trouve redémontré 
dans toute sa généralité. 
Ensuite, si p = n = m = 1, puisqu'on a vu que dans ce cas, DF = dF = F', 
l'application linéaire dFx0 = F'(Xo) associant à tout h réel le réel DFx0 (h) = 
F'(Xo)h, la formule s'écrit (Go F)'(Xo) = G'(Yo) o F'(Xo). Cette formule signifie 
que pour tout h réel, on a 

(Go F)'(Xo) h =(Go F)'(Xo)(h) = (G'(Yo) o F'(Xo))(h) = G'(Yo)(F'(Xo)h) 

= G'(Yo)F'(Xo)h = G'(F(Xo))F'(Xo)h = ((G' o F) · F')(Xo)h. 

Puisque ceci est vrai pour tout h réel, et pour tout Xo EU, on retrouve bien la 
formule de dérivation des fonctions composées : ( G o F)' = ( G' o F)F' 

Corollaire 3. 75 Avec les notations du Théorème 3. 7 4, la matrice jacobienne de 
Go F est égale au produit de la matrice jacobienne de G par la matrice jacobienne 
de F. Plus précisément, si Yo = F(Xo) 

J(G o F)(Xo) = J(G)(Yo) · J(F)(Xo). 

Ce résultat est évident en traduisant matriciellement la composition des applica­
tions linéaires U = DFx0 et V= DGy0 • 

3.8.5 Jacobien d'une fonction de classe ci 
Définition 3. 76 Soit F une fonction définie et de classe ci sur un domaine U de 
]Rn, à valeurs dans ]Rn. Alors le jacobien de F est la valeur absolue du déterminant 
jdet(J(F))i de la matrice jacobienne de F. (C'est donc une application de U vers 
JR). 

Remarque : Le jacobien d'une fonction ne peut être défini que si la dimension 
de l'espace de départ est égale à la dimension de l'espace d'arrivée, puisque seules 
les matrices carrées ont un déterminant. 

(Rappel : Le déterminant d'une matrice carrée 2 x 2 se calcule ainsi : 

. (a b) 1 a b 1 si M = c d , alors det(M) = c d =ad - be. 
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Le déterminant d'une matrice carrée 3 x 3 peut se calculer ainsi (même si ce 

n(':st :asc)toujours, loin de là, :a :ei~leure méthode) (règle de Sarrus) si M = 

d e f , alors det(M) = d e f = aei + bfg + cdh - ceg - bdi - afh.) 
g h i g h i 

L'intérêt de la notion de Jacobien apparaîtra lors de l'étude des changements de 
variables dans les intégrales doubles et triples. 
Nous allons néanmoins étudier dès maintenant les changements de variables 
classiques, car ils fournissent des exemples intéressants. 

Coordonnées polaires 

y 

M 

(3.28) y' 

On considère la fonction 'If;, définie sur une partie de~*+ x ~par 

'If; : (r,O) f------t (x,y) = (rcosO,rsinO). 

L'interprétation graphique de ce changement de variable est classique : pour un 
point M de coordonnées ( x, y) dans un repère orthonormé direct ( 0, ï, fJ, r désigne 
la longueur du segment [OM] et 0 désigne une des mesures modulo 27r de l'angle 
entre le vecteur ï et la demi-droite [OM). En utilisant les nombres complexes, il 
est intéressant de noter que 

r =lx+ iyl et 0 = arg(x + iy) [27r]. 

Les fonctions coordonnées de 'If; sont 'l/J1: (r,O) f------t rcosO et 'l/J2: (r,O) f------t rsinO. 
Elles sont clairement indéfiniment continûment dérivables, donc 'If; est différentiable 
et sa matrice jacobienne est, en (r, 0) 

( 
â'lf;1 (r 0) â'lf;1 (r 0)) 
âr ' âO ' (cos 0 -r sin 0) 

J('lf;)(r,e) = â'lj;2 â'lj;2 = sinO rcosO · 
âr (r,O) âO (r,O) 

Le Jacobien de cette application est donc 

ldet(J('lf;))I = lrcos2 0+rsin2 0I =r. 
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Remarque: On peut se poser la question suivante: le sens de l'application 7/J est-il 
bien choisi? Ne serait-il pas judicieux de considérer une fonction (x, y) i--t (r, 0)? 
La réponse est clairement non. En effet, nous verrons un peu plus loin qu'il 
n'est pas du tout simple d'exprimer (r, 0) en fonction de (x, y), d'une part, et 
d'autre part, c'est paradoxalement dans ce sens que le « passage en polaires» 
est simple, comme nous allons le voir ci-après. En effet, en général, on rencontre 
des expressions en (x, y). Pour passer en polaires, il suffit de remplacer dans ces 
expressions x et y par leurs valeurs respectives r cos 0 et r sin 0, et dans ce cas les 
formules qui donneraient r et 0 en fonction de (x, y) ne sont pas utiles. Illustrons 
cela pour une fonction f des deux variables (x, y). 

Soit f une fonction de deux variables (x, y) définie et de classe C1 sur une partie 
U de JR2 ne contenant pas (0,0). On suppose que f est une fonction à valeurs 
dans JR, mais si f est à valeurs dans JRP, on peut faire exactement le même type 
de raisonnement. 
Lorsqu'on désire « passer en polaires », on pose ( x, y) = ( r cos 0, r sin 0) = 7/J ( r, 0). 
Cela revient à étudier l'application F = f o 'l/;, qui est définie sur une partie 
de JR*+ x lR et pour laquelle les variables sont (r, 0). On obtient facilement une 
relation entre les dérivées partielles de F (par rapport à r et 0) et les dérivées 
partielles de f (par rapport à x et y), soit en utilisant le théorème 3.40 p. 97, soit 
le théorème 3.74 p. 137 (ou son corollaire). 
La première méthode consiste à écrire : 

âF âf âx âf ây 
-=--+--
âr âx âr ây âr 

âF âf âx âf ây 
âO = âx âO + ây âO. 

{
âF âf âf . 
âr (r, 0) = âx (x, y) cos 0 + 8 (x, y) sm 0 

Donc âF âf . y âf 
âO (r,O) = âx(x,y)(-rsmO) + ây(x,y)rcosO. 

La seconde méthode revient bien sûr au même, et consiste à écrire le résultat pour 
les matrices jacobiennes. 
Puisque J(F)(r,B) = J(J o 7/J)(r,B) = J(J)(x,y)J('l/;)(r,O), on a 

( âF âF ) (âf âf ) âr(r,O) 80 (r,O) = âx(x,y) ây(x,y) J('l/;)(r,B) 

( âf 
= âx(x,y) âf ) (cosO -rsinO) 

ây(x,y) sinO rcosO 

( âf âf . âf . âf ) 
= âx(x,y)cosO+ ây(x,y)smO âx(x,y)(-rsmO) + ây(x,y)rcosO . 

On retrouve bien sûr le même résultat. 
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Coordonnées cylindriques 

prendre les coordonnées cylindriques d'un point de l'espace rapporté à un repère 
orthonormé direct de l'espace consiste à remplacer les deux premières coordonnées 
(x, y) de ce point par les coordonnées polaires (r, 0). 

z 

z 
' ' ' ' M 

1t 'j 

0 1 
y 

m 

(3.29) X 

Plus précisément, on considère l'application 'I/; définie sur une partie de IR.3 (en 
fait, une partie de JR.*+ x IR. x IR.) par 'l/;(r,O,z) = (x,y,z) = (rcosO,rsinO,z). Il 
n'y a pas beaucoup de différences avec les coordonnées polaires. L'interprétation 
graphique est la suivante : 

Si M est le point de coordonnées (x, y, z) dans le repère orthonormé direct de 
l'espace (0, ï,f, k), et si M n'est pas un point de l'axe (Oz), on considère le projeté 
orthogonal m de M sur le plan ( Oxy) ; r représente la longueur Om, et 0 est une 
mesure de l'angle entre le vecteur ï' et le vecteur Orh (à k27r près, bien sûr), le 
plan (Oxy) étant orienté par le vecteur k, c'est-à-dire que (ï,j) = +~. 
L'application 'I/; est évidemment de classe C00 et est donc différentiable. Les 

fonctions coordonnées de 'I/; sont ( 'l/;1 , 'l/;2, 'l/Ja) définies par 'l/;2 ( r, 0, z) = r sin 0 { 
'l/;1 ( r, 0, z) = r cos 0 

Sa matrice jacobienne en (r, 0, z) est 

J('l/;)(r,B,z) = 

Le Jacobien de 'I/; est donc ici aussi r (calcul immédiat). 

'l/Ja(r, 0, z) = z. 

(
cosO 
sinO 

0 

-rsinO 
rcosO 

0 
~). 
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Coordonnées sphériques 

Ce changement de variable dans ~3 est un peu plus difficile à manier que le 
précédent. 

z 

H, 

y 
I y 

I 

(3.30) X 

Commençons par son interprétation géométrique. On considère encore un point M, 
de coordonnées (x,y,z) dans un repère orthonormé direct (O,ï,J,k). On suppose 
ici aussi que M fi. (Oz), et on appelle m le projeté orthogonal de M sur le plan 
(Oxy), et H le projeté orthogonal de M sur l'axe (Oz). 
On appellera p la longueur 0 M (à ne pas confondre avec r = Om des coordonnées 
cylindriques). 

0 est la colatitude: c'est l'angle entre l'axe (Oz) orienté par k et le vecteur oM. 
Cet est toujours « positif» (il est compris entre 0 et 7r). 
La troisième coordonnée est aussi un angle, c'est l'angle <p entre l'axe (Ox) orienté 
par ï et le vecteur orii. 
On a oM = oJi + oH, avec d'une part oH = p cos 0 k et d'autre part, 
oJi = llOriill(cosc.pï+sinc.pj), tandis que llOriill = psinO, de sorte que finalement 

OM = psinOcosc.pï+ psinOsinc.pj+ pcosOk. 

C'est ce calcul qui justifie la définition rigoureuse des coordonnées sphériques : 
On considère la fonction <P définie sur une partie de ~3 (en fait, une partie de 
~*+ x ]O, 7r[ x~) par 

ef>(p, 0, c.p) = (x, y, z) = (psin 0 cos <p, p sin 0 sin <p, pcos 0). 

{
<P1(p,O,c.p) = pcosc.psinO 

Les fonctions coordonnées de <P sont ( </>1, </>2, ef>3) avec ef>2(p, 0, c.p) = psin c.p sin 0 

ef>3(p, 0, <p) = p cos o. 
Ces fonctions sont évidemment indéfiniment continûment dérivables, donc <P est 
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différentiable et sa matrice jacobienne en (p, e, i.p) est 

J(<P)(p,8,cp) = 

(
cos 'P sin e p cos 'P cos e - p sin 'P sin e) 
sin 'P sin e p sin 'P cos e p cos 'P sin e . 

cos e -psin e 0 

Le déterminant de cette matrice, calculé par la règle de Sarrus vaut : 

cos i.psin e 
sini.psin e 

cose 

pcosi.pcose 
psini.pcose 

-psinO 

-psini.psin e 
pcosi.psinO 

0 

= p2 cos2 'P cos2 e sine + p2 sin2 'P sin3 e 
+ p2 sin2 'P cos2 e sine+ p2 cos2 'P sin3 e 

= p2 sine( cos2 'P cos2 e + sin2 'P sin2 e 
+ sin2 'P cos2 e + cos2 'P sin2 e) 

= p2 sin 0( cos2 'P + sin2 'P) ( cos2 e + sin2 e) = p2 sine. 

Finalement, le Jacobien de <P vaut donc ldet(J(<P)(p,8,cp))I = p2 sin0. 

145 

Remarque: On rencontre parfois d'autres définitions des coordonnées sphériques: 
par exemple, l'ordre des coordonnées peut être différent; on peut aussi remplacer 
la colatitude par la latitude (qui varie entre - ~ et ~, comme la latitude sur le globe 
terrestre qui varie entre 90° Sud et 90° Nord). L'important est de comprendre 
la démarche, et de savoir calculer le Jacobien : on trouve dans tous les cas un 
résultat qui a à peu près la même forme. 

3.8.6 Matrice jacobienne de l'application réciproque 

Nous allons généraliser dans ce§ la formule (J-1 )' = f' 0 ~-l, qui donne la dérivée 

de l'application réciproque d'un fonction réalisant une bijection d'un intervalle I 
de R sur un autre intervalle J de R 

Proposition 3. 77 Soit F une application définie sur un domaine ouvert U de ~P, 
à valeurs dans ~P. On suppose que F réalise une bijection de U sur V= F(U), que 
V est aussi un domaine ouvert. On suppose que F et son application réciproque 
p-l (qui est définie sur V c RP) sont toutes deux de classe C1. 
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Alors, pour tout Xo E U, si Yo = F(Xo), les applications linéaires dFx0 et 
d(F-1 )y0 sont toujours inversibles et sont réciproques l'une de l'autre. 

On a donc d(F-1) = ( dF o p-1)-l 
La matrice jacobienne de p-l est donc, en tout Yo EV, 

De plus, le Jacobien de p-l est égal à l'inverse du Jacobien de F : précisément, 
si Yo = F(Xo), alors 

ldet( J (r' )(Yo)) 1 ~ 1 1 1 · 
det(J(F)(Xo)) 

Preuve Il suffit de différentier (c'est-à-dire de calculer la différentielle des deux 
membres) une des identités caractérisant que F et p-l sont réciproques l'une de 
l'autre : 

p-l o F = idu. 

On est dans une situation où toutes les applications rencontrées sont différentiables, 
et on peut appliquer le théorème 3.74, p. 137. En tout Xo EU, si Yo = F(X0 ), 

D(F-1)y0 oDFx0 = D(idu)x0 • 

Or, l'application idu est définie par idu : X r-----+ X. C'est donc la restriction à 
U de l'application linéaire identité de JR.P, et on peut appliquer le résultat sur la 
différentielle d'une application linéaire (Proposition 3.72 p. 136) : 

D(idu)x0 = D(id11.v )x0 = idntv· 

On a donc 
D(F-1)y0 o DFx0 = idntv, 

et cela prouve à la fois que D(F-1 )y0 et DFx0 sont des applications linéaires 
inversibles et qu'elles sont réciproques l'une de l'autre. D 

Il existe une amélioration de cette proposition nécessitant des hypothèses plus 
faibles, mais nous ne pouvons pas le démontrer facilement : 

Théorème 3. 78 (admis) Soit F une application définie sur un domaine ouvert 
U de JR.P, à valeurs dans JR.P. On suppose que F réalise une bijection de U sur 
V = F (U). On suppose que F est différentiable sur U, et que pour tout Xo E U, 
dFx0 est une application linéaire inversible de JR.P dans lui-même (ou ce qui revient 

au même, que jdet(J(F)(Xo)) j # 0). 

Alors p- l est différentiable sur V et on peut appliquer le résultat de la proposi­
tion 3. 77 
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Exemple des coordonnées polaires 

On a vu que la foncti0Il'1p définie sur ~ *+ x ~ panP( r, ()) = ( x, y) = ( r cos (), r sin ()) 
était différentiable. 
Plaçons nous maintenant sur un domaine U où 'I/; réalise une bijection. On peut 
par exemple prendre U = ~*+x] - 7r,7r[. V est alors représenté par le plan privé 
de la demi-droite [Ox'), partie de l'axe des abscisses formée des points d'abscisse 
négative. (En utilisant les nombres complexes, V est formé des points dont l'affixe 
est dans C \ ~-) 
Mais nous nous restreindrons à un domaine U plus petit, car l'application réci­
proque ,,p-1 sera alors plus facile à expliciter : on prendra U = ~*+x] - ~' H· 
On a dans ce cas V = ~*+ x ~' et pour (x, y) E V, on a ,,p-1(x, y) = (r, ()) = 
( .fx2 + y2, arctan'!!..) 

X 

(en effet, puisque() est l'angle entre i et OM, on a tan()='!!... Puisqu'on a pris la 
X 

précaution de ne garder que des () entre - ~ et ~, on a arctan tan () = () = arctan '!!.. 
X 

) 
Soit <P = ,,p-1. Soient ( </J1, <P2) les fonctions coordonnées de </J. Ce sont des fonctions 

{ 
<P1 ( x' y) = r = J x2 + y2 

indéfiniment continûment dérivables et on a A. ( ) () t Y 
'P2 x, y = = arc an -

X 

<Pest donc différentiable et on peut déterminer la matrice jacobienne de ,,p-1 = </J. 

Donc 

-1 2Jx2 +y2 ( 

2x 

J('I/; )(x,y) = -~ 
1 y2 
+~ 

Calculons maintenant le Jacobien de ,,p-1. 

-1 1 X X y y 1 1 
1 <let J ( 'I/; ) ( x, Y) 1 = J x2 + y2 x2 + y2 + J x2 + y2 x2 + y2 = J x2 + y2 · 

Comparons maintenant ce résultat avec ce qu'on avait obtenu pour J('I/;) à savoir 

J( 'l/;)(r ()) = (c~s () -r sin()) . 
' sm () r cos () 
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L'inverse de cette matrice est 

(J(1jl)(r,0))-1 = ! (rc~sO rsinO) ( cosO sinO) 
r -smO cosO - -~sinO ~cosO · 

D'autre part, en remplaçant x et y par leurs valeurs respectives r cos 0 et r sinO 
dans l'expression de J(<P)(x,y)' on retrouve bien que 

( 
rcos8 

J(<P)(x,y) = -r:in8 
rr-

rsin8) ( cosO 
r~~se = -~ sinO 

sinO) 
~ cosO · 

De même, le Jacobien de 1/J-1 est égal à ! : c'est bien l'inverse du jacobien de î/J. 
r 

Pour cet exemple, tous les résultats de la proposition 3. 77 se trouvent donc 
confirmés par ces calculs 

3.9 Opérateurs différentiels 

Dans ce § on introduit un vocabulaire surtout utilisé par les physiciens et les 
mécaniciens, mais aussi utile aux mathématiciens. 

3.9.1 Champs 

En physique, il est fréquent d'associer à tout point de l'espace un nombre ou un 
vecteur. Les physiciens parlent de champ scalaire ou de champ vectoriel. Nous 
allons définir mathématiquement ces notions et constater qu'elles ne sont en fait 
pas nouvelles. 
Toutes les applications considérées ici seront suffisamment régulières pour être 
continûment dérivées ou différentiées autant de fois que nécessaire. 

Champs scalaires 

Définition 3. 79 On appelle champ scalaire toute application f définie sur un 
domaine 'D(f) de JR3 (considéré comme l'ensemble des points de l'espace) à valeurs 
dans JR. 

On se rend compte qu'un champ scalaire, c'est mathématiquement, tout simple­
ment une fonction de JR3 vers lR sous réserve que JR3 soit compris comme ensemble 
de points. On note en général par des lettres majuscules les points, de sorte que 
l'on écrira 

f: 
JR3 ---+ lR 
M t----+ f (M). 

On peut aussi considérer des champs scalaires définis sur une partie de JR2 considéré 
comme ensemble des points d'un plan. 
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Notons une subtilité concernant ces champs scalaires : puisqu'ils associent un 
nombre f(M) à un point M, et que ce point peut être repéré avec d'autres 
coordonnées que les coordonnées cartésiennes (même sans changer de repère), par 
exemple les coordonnées cylindriques ou sphériques, que devient ce champ si on 
change les coordonnées ? 
Comprenons bien qu'alors, mathématiquement, on change d'application: 

Si f (x, y, z) i----+ f(x, y, z), et si on utilise les coordonnées cylindriques, 
par exemple, avec (x, y, z) = 'ljJ(r,~, z), alors on étudie une autre application, 
que l'on peut noter par exemple f et qui asso~ie à (r, 0, z) le réel f(r, 0, z) = 

J(r cos 0, r sin 0, z) = f o 'ljJ(r, 0, z) de sorte que f = f o 'l/J. 

De même, si on utilise les coordonnés sphériques, on étudie alors l'application 
Î = f o cp (notations du§ 3.8.5 pp. 143-144). 

Une des difficultés avec cette notion lorsqu'elle est utilisée par des non-mathématiciens 
est que souvent ils omettent de distinguer f et f ou Î, et notent tout avec la 
même lettre. Pour pouvoir raisonner sainement, il est essentiel de savoir rétablir 
la distinction ci-dessus au moins au niveau de sa réflexion personnelle. 

Champs vectoriels 

Définition 3.80 On appelle champ vectoriel toute application V définie sur un 
domaine 'D(f) de JR!3 (considéré comme l'ensemble des points de l'espace) à valeurs 
dans JR!3 (considéré comme ensemble des vecteurs de l'espace). 

Nous voyons donc qu'un champ vectoriel n'est mathématiquement rien d'autre 
qu'une fonction de JR!3 dans JR!3 . 

Il est d'usage de noter (P, Q, R) les fonctions composantes de V (P, par exemple 
est donc un champ scalaire de même ensemble de définition que V). 
Si, sans changer de repère, on utilise pour repérer un point M les coordonnées 
cylindriqués ou sphériques, on soulève les mêmes difficultés que pour les champs 
scalaires : on change en fait d'application. 

On peut aussi considérer des champs vectoriels plans : dans ce cas l'ensemble 
de départ est JR!2 considéré comme ensemble des points du plan, et l'ensemble 
d'arrivée est JR!2 considéré comme ensemble des vecteurs de ce plan. 
Notons qu'en fait, on peut toujours plonger JR!2 dans JR!3 , en considérant que le 
plan est un plan de l'espace et en rajoutant une troisième coordonnée z prise en 
suivant un vecteur k orthogonal au plan. 

3.9.2 Gradient d'un champ scalaire 

Nous avons vu au § 3. 7. 7 p. 130 que le gradient d'une fonction de trois variables 
f (donc d'un champ scalaire, dans notre point de vue) est un champ vectoriel 
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. âf âf âf 
dont les fonctions composantes sont âx, ây et âz. En notant en colonne les 

vecteurs de l'espace, nous avons donc 

âf 
âx (x,y, z) 

----:-+- âf 
gradf(x,y,z) = ây(x,y,z) 

âf 
âz (x,y,z) 

Nous avons vu également que le gradient est une notion équivalente à celle de 
différentielle puisque pour tout H E ~3 , en considérant ~3 muni de son produit 
scalaire naturel · on a 

dfM(H) = gradf(M) · H. 

Gradient en coordonnées cylindriques 

Si un champ vectoriel f est défini à partir de son expression en coordonnées 
cylindriques f = f o î/J, il est intéressant de savoir calculer grad f en fonction de 

~ 
czs coordonnées cylindriques, c'est-à-dire de déterminer grad f o î/J en fonction de 

f. 
Une méthode astucieuse consiste à utiliser le théorème 3.74, p. 137. 
En effet, gradf oî/J(r,O,z) = gradf(rcosO,rsinO,z) a les mêmes composantes 
que df .,p(r,O,z) et on a vu que 

dÎ(r,O,z) = d(J 0 î/J)(r,O,z) = df.,p(r,O,z) 0 dî/J(r,O,z)· 

Matriciellement, en utilisant la matrice jacobienne du changement de variable 'l/; 
(voir p. 143), qui est inversible puisque son déterminant est r =f:. 0 si on évite l'axe 
(Oz), on obtient 

âf âf âf . - - -) (cos(} 
(âr â(} âz (r,O,z) = df.,p(r,O,z)J(î/J)(r,O,z) = df.,p(r,O,z) s1~(} 

-rsinO 0) 
rcosO 0 . 

0 1 

Donc df = (âf( (} ) âf( (} ) âf( (} )) .,P(r,O,z) âr r, , z â(} r, , z âz r, , z 

Puisque ( J( î/J )(r, (}, z) )-1 = ( 

cos(} 
sin(} 

r 
0 

sin(} 
cos(} 

r 
0 

(
cos(} 
sin(} 

0 

-r sin(} 
r cos(} 

0 

~)
-1 
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On obtient 

cos() 
df = (âf( ) 'l{J(r,9,z) âr r, fJ, z 

( 

cos() 
âf sinfJ 
ôz (r,o,z)) -; 

âf 
âfJ (r, fJ, z) 

sin fJ o~) 
r 
0 

= ([âf cosfJ- âf sinfJ] 
âr âfJ r 

[âf . () âf cos()] -sm +---
âr âfJ r [ ~~ ]) . 

Finalement, on obtient l'expression du gradient en coordonnées polaires : 

grad) o 'lfJ(r, fJ, z) = 

âf âf sinfJ 
âr ( r, (), z) cos () - â() ( r, (), z) -r-

â f . âf cosfJ 
âr (r, fJ, z) sm ! + âfJ (r, fJ, z)-r-

âf 
âz (r, (), z) 
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On pourrait faire un calcul analogue pour l'expression du gradient en coordonnées 
sphériques, mais l'inverse de J(</>) est un peu plus compliquée à obtenir (voir 
exercices). 

3.9.3 Divergence d'un champ vectoriel 

Définition 3.81 Soit V un champ vectoriel défini sur un domaine V, de classe 
C1, de composantes (P, Q, R). 

La divergence de V est le champ scalaire div V défini sur V par 

. 77 âP âQ âR 
div V = âx + ây + âz · 

(Si V est un champ vectoriel plan, on supprime les troisièmes coordonnées , donc 

d. 77 âP âQ) 
IV V= âx + Ôy . 

Notons le petit «paradoxe» : si on part d'un champ scalaire, en le « dérivant », 
on obtient un champ vectoriel (le gradient), alors qu'en « dérivant » un champ 
vectoriel, on trouve un champ scalaire (la divergence). Ce n'est en fait pas si 
simple, puisque nous verrons au § suivant une autre façon de dériver un champ 
vectoriel, dont le résultat est lui vectoriel. 
On peut aussi se poser la question : que donne la divergence d'un champ vectoriel 
en un point M dont on connaît les fonctions composantes exprimées en coordonnées 
cylindriques ou sphériques (ou même polaires pour un champ vectoriel plan). 
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3.9.4 Laplacien d'un champ scalaire 

Définition 3.82 Soit fun champ vectoriel défini sur un domaine V, de classe 
c2. 
Le Laplacien de f est le champ scalaire tl.f défini sur V par 

a21 a21 a21 
tl.f = âx2 + ây2 + âz2 · 

(Si f est un champ scalaire plan, on supprime le troisième terme, et tl.f == 
a2 J rP J 
âx2 + ây2 ). 

Le Laplacien de f est donc une espèce de dérivée seconde. On vérifie d'ailleurs 
aisément que 

Proposition 3.83 
-------* div(grad J) = tl.f. 

3.9.5 Rotationnel d'un champ vectoriel 

Définition 3.84 Soit V un champ vectoriel défini sur un domaine V, de classe 
C1, de composantes (P, Q, R). 

Le rotationnel de V est le champ vectoriel ~ défini sur V par 

âR âQ 
---
ây âz 

~= âP âR ---
âz âx 
âQ âP 
---
âx ây 

(Si V est un champ vectoriel plan ( ~~~: ~j), on rajoute une troisième coordonnée 

R = 0, et on considère Pet Q comme des fonctions de trois variables (x, y, z) on 

( 
0 ) âP âQ O 

a donc âz = 0 = âz, de sorte que~= âQ _ âP . 

âx ây 
Dans ce cas on peut aussi considérer que le rotationnel est une fonction scalaire 
(tout dépend du contexte). 

-:-+ âQ âP 
rot( V)= - - -. 

âx ây 

Un des intérêts immédiats du rotationnel est le résultat fondamental suivant. 
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Théorème 3.85 Soit V un champ vectoriel de classe C1 sur un ouvert étoilé. 
Alors V est un champ de gradients (c'est-à-dire qu'il existe un champ scalaire f 
tel que V = grad f) si et seulement si 

~=â. 

Définition 3.86 Un ouvert U est dit étoilé lorsqu'il est étoilé par rapport à un 
de ses points. 
Un ouvert U est étoilé par rapport à son point 0 lorsqu'on a : 

VM EU [OM] eu. 

Par exemple tout ouvert convexe est étoilé (par rapport à n'importe lequel de ses 
points). 
L'intérieur d'un « étoile » est étoilé (par rapport à son centre et aussi par rapport 
à des points proches de son centre). 
Le plan auquel on enlève une demi-droite est étoilé (par rapport à tout point dans 
le prolongement de la demi-droite enlevée). 

En revanche l'ensemble ouvert formé du plan (ou de l'espace) auquel on a enlevé 
un point, par exemple l'origine n'est pas étoilé. 

Une bonne façon de comprendre la notion d'ouvert étoilé (du plan) est de considérer 
que le dessin qui le représente est le plan d'une pièce ou d'un domaine, et de 
se poser la question suivante : peut-on éclairer toute cette pièce avec une seule 
ampoule? Y a-t-il un endroit où on peut placer une lampe qui ne laisse aucun 
point dans l'ombre? Si la réponse est oui, l'ouvert est étoilé (par rapport à ce 
point où on peut placer l'ampoule). Si la réponse est non, l'ouvert n'est pas étoilé. 
Par exemple, le plan privé d'un point peut se concevoir comme une très grande 
pièce avec un pilier central. Il est clair que dans un domaine de ce type, où que 
l'on place l'ampoule, il y aura toujours une zone d'ombre (derrière le pilier). 
En revanche, si on enlève toute une demi-droite du plan on peut imaginer qu'on a 
une très grande pièce avec une cloison très mince (infiniment mince) qui part d'un 
pilier central (lui aussi de diamètre nul!). Il est clair qu'une lampe placée dans le 
prolongement de la cloison ne laisse (en théorie) aucune zone d'ombre, puisque 
l'ombre du pilier est justement formée par la cloison qui n'est pas à l'intérieur de 
la pièce. 

Preuve partielle du théorème 3.85 

Lemme 3.87 Soit fun champ scalaire de classe C2 sur un ouvert quelconque U. 
--=---=4 

Alors on a rot gradf = O. 
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------=-* Ce résultat est évident en écrivant les composantes de grad f puis celles de 

rot~. Il suffit alors d'appliquer le théorème de Schwarz (théorème 3.43 
p. 103). 

Notons qu'il n'est pas nécessaire que l'ouvert U soit étoilé pour qu'on ait ce 
résultat. 

Ce lemme permet de démontrer un des sens de l'équivalence énoncée dans le 
théorème, mais la démonstration de l'autre sens nécessite des outils qui dépassent 
le cadre de cet ouvrage. O 

3.9.6 L'opérateur Nabla 

Nous introduisons dans ce§ une notation qui n'est pas rigoureuse, mais qui a le 
mérite d'unifier un peu les trois sortes de dérivations de champs que sont le gradient, 
la divergence et le rotationnel. Elle fournit aussi une aide mnémotechnique. 

On pose V= 

â 
âx 
â 

. (on lit « Nabla ») 
ây 
â 
âz 

Avec cette convention, sans que l'on ait vraiment défini quel type d'objet est ce 
Nabla, on remarque que formellement, on a: 

Pour le Gradient : 

Si f est un champ scalaire, grad) =V f, en acceptant que multiplier l'espèce de 
vecteur qu'est V par le scalaire f, c'est «multiplier» ou plutôt composer chaque 
coordonnée de V par f. 

Pour la Divergence : 

Si V est un champ vectoriel, alors on a div V = V · V. Dans cette expression, 
· représente le produit scalaire. On « multiplie » donc (ou plutôt on compose) 

les trois « coordonnées » de V avec les coordonnées correspondantes de V et on 
additionne ces trois « produits ». 
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pour le Rotationnel : 

Si V est un champ vectoriel, alors on a ~ = îj /\ V. Dans cette expression, /\ 
représente le produit vectoriel, dont l'expression est dans une base orthonormée : 

1~ y' 1 

(~)A(~) 
z' 

1 z z' 1 (yz' -Yz) = 
X X 1 

zx' - z'x . 
xy' - x'y 

X X 1 

y y' 

On a donc bien, formellement 

â âR âQ 
---

âx 

A (i) ây âz 

î;J/\v= â âP âR =~. = ---ây âz âx 
â âQ âP 

---
âz âx ây 

Pour le Laplacien 

On obtient facilement, pour un champ scalaire f, 

f:l.f = îj (î;J f). 

On note formellement ce résultat 

Interprétation du lemme « rot(grad) » 

Le résultat du lemme 3.87 s'écrit, avec le Nabla : 

îj /\ (îj !) =o. 
C'est un résultat « évident » si on se rappelle que le produit vectoriel de deux 
vecteurs colinéaires est nul ; or, îj et îj f sont « clairement » des vecteurs colinéaires 

puisque leurs composantes sont respectivement 

â âf 
âx 
â 
ây 
â 

et 

âx 
âf 
ây 
âf 

; le coefficient 

âz âz 
de proportionnalité est donc f. (Encore une fois, nous ne prétendons pas que tout 
ceci soit rigoureux). 
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3.10 Exercices 

3.2 Compréhension des définitions 

Exercice 3.1. Démontrer en appliquant la définition, que la fonction f(x, y) == 
2 + x - 2y admet -3 comme limite quand (x, y) tend vers (-3; 1). Expliciter en 
fonction de ê une valeur possible du réel 'f/ de la définition pour chacune des trois 
normes Il · lloo, Il · 112 et Il · Ili· 

Exercice 3.2. Démontrer en appliquant la définition, que la fonction de ~3 vers 
~2 définie par 

f(x, y, z) = ( x ~ ~ ;z2z ) admet ( ~3) comme limite quand (x, y, z) tend vers 

(1, -1, 2). Après avoir choisi une norme dans d'espace de départ et une autre dans 
l'espace d'arrivée, expliciter en fonction de ê une valeur possible du réel 'f/ de la 
définition. 

3.4 Détermination pratique de limites 

Exercice 3.3. Étudier l'existence d'une éventuelle limite pour X 
fonctions : 

(x + y)2 
1. f(x,y) = 2 2 

X +y 
x4y2 

3.f(x,y)= 4 2 
X +y 
x3 +y3 

5.f(x,y)= 2 2 
X +y 

7 !( ) = sin4 x + (1-cosy)2 . 
. x, y 4x4 + y4 ' 

!( ) _ 1- cos..JXY 
9. x,y - . 

y 

x+y3 
2. f(x,y) = 2 2 

X +y 
jxyl°' 

4. f(x, y)= Jx2 + y2 

sinxy 
6. f(x,y) = 2 4 

X +y 
Jx4 + y4 

8. f(x, y) = (x2 + y2)a 
xy 

10. f(x,y) = ----­lx cosy+ IYI cosx 

---+ 0 des 

11 !( ) = ysinx - xsiny 
. x,y x2 + y2 

12. f(x,y) = 1 + x2 + Jf+Y2 - 2 
. x2 + y2 

1 - cosxy 
13. f(x,y) = 2 2 

X +xy+y 
15 !( ) = sin(x2) + sin(y2) 

. x,y (x2 + y2yl! 

14 f( ) = smxy - xy 
. x,y x2 + y2 

16. f(x, y) = lxl°' ln(x2 + y2) 

Exercice 3.4. Soit fla fonction des deux variables x, y définie par 

{ 
f(x,y) = Mexp (-M) x2 x2 
f(O,y)=O 

si X :f Ü 
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1. Étudier la limite de f(x(t),y(t)) lorsque (x(t),y(t)) est une paramétrisation 
d'une droite passant par l'origine, t étant choisi pour que le point (x, y) = 
(x(t), y(t)) se rapproche de (0, 0). On montrera que quelle que soit la droite 
(horizontale, verticale ou oblique), cette limite est nulle. 

2. Montrer qu'il est possible de trouver un chemin (x(t), y(t)) passant par (0, 0) 
tel que f(x(t), y(t)) ait une valeur constante non nulle. Quelle est la conclusion? 

3.5 Dérivées partielles 

Exercice 3.5. 
Après avoir donné un domaine dans lequel il n'y a pas de problème de dérivabilité, 

calculer les dérivées partielles du premier ordre ~~ et ~~ des fonctions suivantes. 

x+y 
1. f(x,y) = -

x-y 

3. f(x, 71) =tan(;) 

5. f(x, y) = xxy2 

7. f(x, y) = ln(x + J x2 - y2) 

9. f(x, y)= Jxcosy 

11. f(x, y) = (x2 + y2)e-xy 
1 

13. f(x,y) = /i 
1 + !!!. y 
x2 Y 

15. f(x,y) = - - 2 y X 

17. f(x,y) = xY 

19. f(x,y) = arcsin (~) 
21. f(x,y) =ch -- · ( xy + 1) 

xy-1 

Exercice 3.6. 

(l+x 
2. t(x, y)= y 1+Y 
4. f(x, y)= ln(;) 

6. f(x, y) ~ ln(y + ix2 + y2) 

8. f(x, y) = sin2 (; 
y 

10. f(x,y) = J 2 2 l+x +y 
12. f(x, y) = J_sin(x2 + y2) 

x2 -y2 
14.f(x,y)= 2 2 X +y 

16 f( ) - Jx2-y2 . x,y -e 
X 

18. f(x, y)= JXEili 
xy 

y 
20. f(x,y) =ln J 2 2 y -x 

Soit f(x, y) = arccos ( 1 -)~y ) ; après avoir déterminé les ensembles de J 1 + x2 1 + y2 · 
définition, de continuité et de dérivabilité de f, calculer les dérivées partielles de 
f et en déduire une expression plus simple de f(x, y). 
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Exercice 3.7. 
Après avoir donné un ensemble ouvert le plus grand possible dans lequel il n'y a 
pas de problème de dérivabilité, calculer les dérivées partielles du premier ordre 
af af . . 1 d' . , . 11 d d d a2 f a21 a2 f a21 
~ et ~ amsI que es envees partie es u secon or re !'l 2 , !'l 2 , ~, ~ uX uy uX uy uxuy uyâx' 
des fonctions suivantes. 

1. f(x, y) =ln 
y 

3. f(x, y) = J2xy + y2 

5. f(x, y)= Jx2 + y2 

"' 7. f(x, y)= e"Y 

Exercice 3.8. 

2. J(x, y) = ln(x2 +y) ; 
x+y 

4. f(x, y, z) =arctan -1-- ; 
-xy 

1 
6. f(x, y)= -­

ex teY 
8. f(x,y,z) = - +_Y +-z · 

yz zx xy 

1. Déterminer toutes les fonctions f des deux variables x et y, dérivables par 
rapport à x sur un domaine U telles que pour tout ( x, y) E U, on a 

âf 
âx(x,y)=O. 

2. Déterminer toutes les fonctions f des deux variables x et y, dérivables par 
rapport à y sur un domaine U telles que pour tout (x, y) EU, on a 

âf 
ây(x,y) =0. 

3. Déterminer toutes les fonctions f des deux variables x et y, deux fois dérivables 
sur un domaine U telles que pour tout (x, y) EU, on a 

a21 
âxây (x, y)= O. 

Exercice 3.9. 
Soit f la fonction de deux variables définie par : 

{ 
f(x, y) = xy(x2 - y2

) pour (x, y) =/= (0, 0) 
x2 +y2 

f(O,O) = 0 

a21 a2J 
Calculer âxây (0, 0) et âyâx (0, 0). Que peut-on en déduire? 
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E:x:ercice 3.10. 
Calculer la dérivée de la fonction F(t) = f(x(t),y(t)) (ou f(x(t),y(t),z(t)) 
lorsque: 

1 f(x, y) =arctan'#._ ; x(t) =cos t - sin t ; y(t) =cos t +sin t; qu'en déduit-on? 
• X 

2. f(x, y) = '#._ + ~ ; x(t) = et2+1 ; y(t) = t2 + 1 
X y 

3. f(x,y,z) = xyz; x(t) = t2 +1; y(t) = lnt; z(t) =tant 

E:x:ercice 3.11. 
Déterminer les éventuels extremums locaux de la fonction f définie par : 

1. f ( x, y) = x2 - xy + y2 - 3y 

2. f(x,y) =x4+y4-2(x-y)2 

3. f(x, y) = x2 - 6xy + y4 - 20y + 8x + 2 

4. f(x,y) = 2x2 - 2x(eY -y+ 1) + e2Y + (y-1)2 

5. f(x, y)= x2y3 + 3x3y3 + 2x2y4 

3.7 - 3.8 Différentiabilité 

Exercice 3.12. 
Soit f une forme linéaire sur ~.2. Montrer que f est différentiable en tout (xo, Yo) E 

IR2 et que df(xo,yo) = f. 

Exercice 3.13. On se place dans ~2 . 

1. Étudier la différentiabilité de la fonction N2 (norme euclidienne). 

2. Étudier la différentiabilité de la fonction N1 (norme somme). 

3. Étudier la différentiabilité de la fonction N00 (norme du max). 

Exercice 3.14. 
Étudier la différentiabilité des fonctions f définies sur ~2 par : 

1. { f(x, y) = :: ~ ~: pour (x, y) # (0, 0) 

f(O,O) = 0 

2. { f(x, y)= (x2 + y2) sin ( vx21+ y2) 

f(O,O) = 0 

pour (x, y) # (0, 0) 
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Exercice 3.15. 
On considère la fonction f : JR.3 f-7 JR.3 , qui est définie par 

(
x+y2 +z) 

f(x, y, z) = xy2z 
x2z + xy 

Justifier la différentiabilité de f, préciser sa différentielle et sa matrice jacobienne. 
Peut-on calculer le Jacobien de f? 

Exercice 3.16. 
On pose J(x, y, z) = (x + y2, xy2z) et g(u, v) = (u2 + v, uv, ev). 
Justifier la différentiabilité de f et de g, calculer les différentielles de f, de g, de 
go f et de f o g (pour ces deux dernières fonctions, on utilisera deux méthodes). 

Exercice 3.17. 
On considère l'équation aux dérivées partielles à résoudre sur le demi-plan P : 
x>O 

( t') 2xy ~~ + ( 1 + y2) ~~ = 0 

pour laquelle il est suggéré d'utiliser le changement de variables x = u2
; v2 

u 
y=-. 

V 

Étude du changement de variables 

1. Montrer qu'il existe une application c.p : (u, v) f-7 (x, y), d'un domaine D de ~2 

que l'on précisera vers le demi-plan P, correspondant au changement de variables 
suggéré et que cette application est bijective et de classe C1. 

2. Pour toute fonction f définie sur P, on pose F = f o c.p. Donner l'expression des 
dérivées partielles de F par rapport aux variables u et v en fonction des dérivées 
partielles de f. 

3. En inversant le système obtenu à la question précédente, en déduire que pour 
tout couple (x,y) = c.p(u,v) de P, on a 

{ 
8f 1 ( 8F {)F ) 
8x (x, y)= u2 + v2 u 8u (u, v) + v 8v (u, v) 

8f v2 ( {)F 8F ) -8 (x,y) = 2 2 v-8 (u,v) - u-8 (u,v) 
y U +v U V 
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Retour à l'équation (&) 

4. Montrer que les fonctions f solutions de ( &) sont les fonctions qui peuvent 
s'écrire sous la forme 

f(x,y) = g ( J 1 !xy') 

g étant une fonction de classe ci définie sur JR.*:t-

5. Déterminer la solution de (&) qui vérifie en plus 

af 1 
'V(x, y) E p ax (x, y)= 1 + y2 et f(l,O) = 2 

Exercice 3.18. 
Pour résoudre l'équation aux dérivées partielles 

28! - {)f = 0 
ax {)y 

il est suggéré d'utiliser le changement de variable u = x +y et v = x + 2y. En 
vous inspirant de la démarche proposée dans l'exercice précédent, et en détaillant 
chacune des étapes du raisonnement, résoudre cette équation aux dérivées partielles, 
c'est-à-dire déterminer toutes les fonctions de deux variables f qui vérifient cette 
équation en tout ( x, y) de IR.2 . 

Exercice 3.19. 
Lorsque deux résistances Ri et R2 sont montées en parallèle, la résistance équiva-

lente Rest donnée par la formule : R = R RiR~ . Comment varie R lorsque Ri 
i + 2 

et R2 varient respectivement de l:iRi et l:iR2 (petits devant Ri et R2)? 
Application numérique : Ri = 40f!; R2 = 63f!; l:iRi = -0,lf!; l:iR2 = 0,2f! 
(vérifier par un calcul exact). 

Exercice 3.20. 

1 C 1 1 1 d , . , . 11 d . d {) f {) f 89 89 d . a eu er es envees partie es u premier or re ax et {)y et ax et {)y e 

a) f(x, y) = x3 - 3xy2 ; 

x2 -y2 
b)f(x,y)= 2+ 2; 

X y 

9(x, y)= 3x2y - y3 

2xy 
9(x, y)= x2 + y2 

x3 - 3xy2 3x2y - y3 

c) f(x, y)= Jx2 + y2 ; 9(x, y)= Jx2 + y2 

2.a), 2.b) et 2.c), Retrouver ces résultats dans chaque cas en utilisant des coor­
données polaires. 
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3.9 Opérateurs différentiels 

Exercice 3.21. 

1. Soit f une fonction des trois variables x, y, z, à valeurs dans JR.3 , de classe C1 (! 
est un champ vectoriel) et 'l/; : (r, e, z) 1--t (x, y, z) étant l'application changement 
de variables en coordonnées cylindriques, on considère F = f o 'l/J. 
Exprimer en fonction des dérivées partielles de F par rapport à r, e et z la 
divergence de la fonction f en un point (x,y,z) = 'l/;(r,O,z) (expression de la 
divergence en coordonnées cylindriques). 

2. Même question pour l'expression de la divergence en coordonnées sphériques. 

Exercice 3.22. 
Démontrer la formule suivante qui donne l'expression du Laplacien en polaires 
(pour une fonction de deux variables) 

rPi' 1 ai' 1 a2i' 
tl.F(x,y) = tl.F(rcosO,rsinO) = or2 (r,O) + r or (r,O) + r2 002 (r,O) 

On précisera toutes les hypothèses, et la signification de F. 

Exercice 3.23. 
f, g étant des champs scalaires, et Û et V des champs vectoriels, trouver et 
démontrer les formules donnant l'expression de 

1. graJ (f g) 

2. graJ (Û ·V) 
3. div(f Û) 
4. rot(JÛ). 



CHAPITRE 4 

Intégrale curviligne. Longueur d'une courbe 

4.1 Introduction 

4.1.1 Notions abordées 

Nous traiterons d'abord, dans ce chapitre, de la notion d'intégrale curviligne, 
aussi appelée intégrale le long d'un chemin, ou circulation d'un vecteur. Après 
avoir rappelé ce que sont les formes différentielles et les champs de vecteurs, 
deux aspects d'une même notion, ou si on préfère deux notions équivalentes, 
nous apprendrons à les intégrer le long d'un arc de courbe paramétrée, et nous 
montrerons l'invariance par rapport à la paramétrisation choisie. Nous traiterons 
ensuite le cas fondamental où le champ vectoriel dérive d'un potentiel (est un 
champ de gradients), ou ce qui revient au même, la forme différentielle est exacte. 
Ensuite, par anticipation avec le chapitre suivant, nous expliquerons comment 
l'intégrale curviligne peut servir à calculer l'aire d'une partie du plan. 
Pour finir nous étudierons une intégrale curviligne particulière, celle qui permet de 
calculer la longueur d'un arc de courbe (lorsque c'est possible) et nous parlerons 
un tout petit peu d'abscisse curviligne, de courbure, et d'intégrale curviligne d'une 
fonction scalaire. 

4.1.2 Cadre de cette étude 

Nous nous placerons systématiquement dans JR2 , considéré comme étant le plan, 
rapporté à un repère orthonormé. Cette étude est aussi valable dans l'espace, (dans 
1.3), et il suffit dans ce cas de rajouter une troisième coordonnée. Les vecteurs 
seront désignés par des majuscules surmontés d'une flèche. Les composantes du 
vecteur X seront notées ( x, y). 
On n'utilisera que la norme euclidienne, et Il · Il désignera donc toujours cette 
norme euclidienne. Nous utiliserons aussi le produit scalaire naturel de JR2 , défini 
ainsi : 

Si X= (x, y) et~= (x', y'), alors X·~= xx' + yy'. 
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4.1.3 Nature des problèmes 

On considère un arc de courbe d'origine A, d'extrémité B. (Cela suppose bien 
sûr que l'on a choisi un sens de parcours). On procède comme pour la définition 
de l'intégrale d'une fonction : on subdivise cet arc en un grand nombre de petits 
arcs, en plaçant des points Mi entre A et B, sur l'arc. Classiquement, on posera 
A= Mo et B =Mn, si les points Mi entre A et B sont numérotés de 1 à n -1. 
Les points Mi sont supposés tellement rapprochés que la courbe entre Mi-l et 
Mi peut presque être considérée comme un segment de droite. Dans ce cadre, on 
se pose deux problèmes. 

F(M.) 
1 

F(A 
M.I 1-

(4.1) 

Le premier problème-est celui de la longueur de la courbe entre A et B. Assez 
naturellement, on se dit que cette longueur ne doit pas être très différente de la 
somme des longueurs des n segments [Mi_1Mi]. Quelle signification mathématique 
donner à cette intuition ? 

Le deuxième problème est issu de la physique : si on dispose d'un champ de 
vecteurs défini dans un ouvert U contentant la courbe AB, par exemple un champ 
de forces P, quel est le travail de ces forces le long de cet arc ? 
Le travail d'une force constante Fa, le long d'un segment de droite PQ, parcouru 
de P vers Q est facile à calculer : c'est le produit scalaire de Fa par PQ : 

W=Fb·PQ. 
Mais lorsque la force est variable selon la position où on se place (cas d'un champ 
de forces), si en plus le trajet n'est pas rectiligne, comment calculer ce travail? 
L'idée est de considérer que le résultat ne doit pas être très différent de ce qu'on 
obtiendrait si on considère que le trajet est droit entre Mi-1 et Mi, et que ces 
deux points sont suffisamment proches pour qu'on puisse considérer que la force 
n'a pas changé le long du trajet entre ces deux points; comme on a un champ 
de forces, cette force est P (Mi) en Mi. Le travail le long du trajet entre A et 
B ne doit donc pas être très différent de la somme des n travaux Wi de la force 
P (Mi-1) sur le trajet rectiligne de Mi-1 à Mi. 

n n 

w ~ L:: wi = L:: -P (Mi-1) · Mi-1d. 
i=l i=l 
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Quelle signification mathématique donner à cette approximation, et comment 
remplacer ce ~ par une égalité ? 

C'est en fait par ce deuxième problème que nous allons commencer, en définissant 
l'intégrale curviligne. Auparavant, nous allons « régler son compte » à une notion 
en fait très simple, et cependant nouvelle : l'intégration d'une fonction continue 
de ~ vers ~n, ce qui ne présente aucune difficulté en passant par les fonctions 
coordonnées. 
Nous aurons besoin ensuite de préciser la notion d'arc paramétré de classe C1. 

4.2 Intégrale d'une fonction vectorielle 

Définition 4.1 Soit f une fonction de ~ vers ~n, dont les fonctions composantes 
sont (!1, .. ·, fn)· 
Alors f est intégrable sur un intervalle [a, b] inclus dans l'ensemble de définition 
de f si et seulement si toutes ses fonctions composantes le sont. 
L'intégrale de f sur l'intervalle [a, b] est un vecteur de ~n, dont les composantes 
sont les intégrales sur [a, b] des fonctions composantes de f. On note 

1b J(t) dt= (1b fi(t) dt, ... , 1b fn(t) dt). 

L'intégrale d'une fonction vectorielle possède presque toutes les propriétés de l'in­
tégrale des fonctions scalaires, par exemple, la propriété de linéarité de l'intégrale, 
la relation de Chasles, et on a en particulier 

Proposition 4.2 Soit f une fonction de~ vers ~n, dont les fonctions compo­
santes sont (!1, ... , fn)· Si f est continue sur un intervalle [a, b] inclus dans son 
ensemble de définition, alors f est intégrable sur [a, b] et si Fest une primitive 
quelconque de f (c'est-à-dire une fonction telle que F' = f : on passe par les 
composantes!), on a 

1b f(t) dt= [F(t)t = F(b) - F(a). 
a a 

Si f est continue sur un intervalle I, si a E I, alors la fonction vectorielle qui 

associe à tout t E Ile vecteur 1t f(r) dr est une primitive de f; c'est l'unique 

primitive F de f qui est telle que F(a) =O. 

En revanche, la positivité de l'intégrale (propriété qui s'écrit, pour a < b, si f ;;::: 0 

alors 1b f(t) dt;;::: 0) n'a pas de sens pour une fonction vectorielle. 

Il existe cependant une propriété analogue à un des corollaires de la positivité qui 

était l'inégalité 1b g(t) dt[ ~ 1b lg(t)I dt, valable pour une fonction g à valeurs 

dans~. 
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Proposition 4.3 Soit f une fonction continue de ~ vers ~n, dont les fonctions 
composantes sont (fi, ... , fn)· Si a< b sont deux réels dans un même intervalle 
inclus dans le domaine de définition de f, si Il · Il est une norme sur ~n, alors 

ll1b f(t) dtll ~ 1b llf(t)ll dt. 1 

Preuve Nous ne donnerons de cette propriété qu'une démonstration partielle, 
dans le cas où Il · Il représente la norme euclidienne, et lorsqu'on est en dimension 
3. No~ admettrons le r~ultat dans les autres cas. 
Soit V = J: f(t) dt. Si V est le vecteur nul 0, le résultat est clairement acquis, 
puisque le membre de droite est positif par positivité de l'intégrale d'une fonction 
scalaire. 

Supposons que V # O. Soit ï ~ Il; Il ; ï est un vecteur de norme 1 et il est 

possible de trouver une base orthonormée B = (f, f, k), dont le premier vecteur est 
justement ce vecteur î. 
Nous avons vu que tous les calculs de limites, donc de dérivation, donc de primi­
tivation, donc d'intégration, ne dépendaient pas de la base dans laquelle on se 
plaçait. De plus un calcul de norme euclidienne peut se faire dans n'importe quelle 
base orthonormée. On se placera donc dans la base B pour la suite des calculs et 
des raisonnements, et nous appellerons (h, h, fs) les fonctions coordonnées de f 
dans la base B. 

On doit montrer l'inégalité A ~ B avec A = llVll = ll1b f(t) dtll et B = 

1b llf(t)ll dt. 

Intéressons-nous d'abord à A. En calculant avec les fonctions coordonnées, on a: 

v = 1b t(t) dt 

= 1b (h(t)ï + h(t)j + fs(t)k) dt 

= (1b h(t) dt) î+ (1b h(t) dt) f + (1b is(t) dt) k. 

Mais ï a justement été choisi pour que les coordonnées de V dans la base B soient 
(llVll, 0, 0). Donc 

V= llVllï +Of+ Ok. 

1 Remarquons que dans cette formule, l'intégrale intervenant dans le membre de gauche est 
l'intégrale d'une fonction de R dans R, puisque \:/t, on a llf(t)ll ER 
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En comparant avec le calcul précédent, on obtient que 

donc on a 

et 

(on a appliqué ici le corollaire de la positivité de l'intégrale d'une fonction scalaire 
signalé plus haut.) 
Maintenant il est clair que pour tout t E [a, b], on a 

Toujours par positivité de l'intégrale des fonctions scalaires, on en déduit, puisque 
a< b, que 

(4.3) 
[b - [b 

la lfi (t)i dt:( la llJ(t)ll dt= B ; 

et mettant bout à bout les inégalités (4.2) et (4.3), on obtient bien A:( B. D 

Cas des fonctions complexes 

Nous avons vu au chapitre 2 que ce cas n'est qu'un point de vue particulier pour 
les fonctions à valeurs dans ~2 • L'écriture dans ce point de vue des définitions et 
propriétés ci-dessus est cependant intéressante. 
Si f est une fonction à valeurs complexes, si x est la partie réelle de f et y sa 
partie imaginaire, on a 

1b f(t) dt= (1b x(t) dt) + i (1b y(t) dt) . 

De même, le corollaire de la positivité s'écrit 

ce qui est exactement la même formule que pour une fonction réelle, sauf qu'ici l · I 
désigne le module d'un nombre complexe (izl = la+ ibl = Ja2 + b2 ) qui coïncide 
avec la norme euclidienne dans ~2 • 
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4.3 Arcs paramétrés orientés 

Avant de nous lancer dans la définition d'une intégrale curviligne, c'est-à-dire le 
long d'une courbe, il est intéressant de commencer par préciser ce qu'on entend 
par arc paramétré orienté, et comment on peut changer de paramétrisation. 
Dans tout ce §, nous ne parlons que de courbes planes, mais on pourrait étendre 
sans grande difficulté tout cela à des dimensions supérieures. 
L'idée sous-jacente est qu'un arc paramétré orienté est un morceau de courbe 
associé à plusieurs paramétrisations ayant des points communs. D'un point de 
vue cinématique, on impose les points suivants : 
• le sens de parcours doit être le même ; 
• les arrêts, s'il y en a doivent se faire au même endroit (on préfère d'ailleurs qu'il 

n'y ait pas d'arrêt, c'est-à-dire pas de point stationnaire); 
• il ne doit pas y avoir de retour en arrière (ou alors on doit toujours faire les 

mêmes retours en arrière au mêmes endroits) ; 
• on souhaite qu'il y ait une certaine régularité. 
Une courbe est, elle, éventuellement associée à plusieurs arcs paramétrés orientés. 
On peut en effet changer le sens de parcours, varier les arrêts, faire des allers­
retours ... 
Mathématiquement, c'est assez difficile à définir, car un arc paramétré est en toute 
rigueur une classe d'équivalence de paramétrisations pour une certaine relation 
d'équivalence. 

Définition 4.4 On appelle paramétrisation de classe ci toute application de 
classe ci d'un intervalle [a, b] vers JR2 . 

Une paramétrisation est donc en toute rigueur un couple P = (I, f) formé d'un 
intervalle I fermé borné et d'une application vectorielle f dont l'ensemble de 
définition contient I et qui est de classe ci. 
On dit que deux paramétrisations de classe ci : Pi = ([a, b], f) et P2 = ([a, ,B], g) 
sont équivalentes (on note Pi = P2) lorsqu'il existe une bijection croissante <P de 
[a, b] sur [a, ,B] qui vérifie les propriétés suivantes : 
• <P est de classe ci ainsi que <P-i. 
• g o <P = f (et donc f o <P- i = g). 

Énonçons tout d'abord une propriété permettant de vérifier simplement que deux 
paramétrisations sont équivalentes. 

Proposition 4.5 Soient ([a, b], f) et ([a, ,B], g) deux paramétrisations de classe 
ci. Ces deux paramétrisations sont équivalentes si et seulement si il existe une 
fonction réelle <P de classe ci' telle que 
• [a, b] est inclus dans le domaine de définition de cp. 
• <P(a) =a <P(b) =,B. 
• Vt E [a, b] <P'(t) >O. 
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• Vt E [a, b] si <P(t) = s, on a g(s) = f(t). 

La démonstration de cette propriété est technique, et n'est pas très difficile, mais 
n'utilise que des notions d'analyse élémentaire : nous ne la ferons pas. Elle utilise 
de façon essentielle les propriétés de la dérivation d'une application réciproque. 

Exemple classique : 
On considère la paramétrisation Pi = ([O, ~],!)avec f(t) = (cost,sint); on 

considère aussi la paramétrisation P2 = ( [O, 1], g) avec g( s) = ( ~ ~ :: , 1 !s s2). 

Montrons que ces deux paramétrisations sont équivalentes (que Pi= P2). 
La fonction <P adéquate dans cet exemple est la fonction <P(t) =tan~; en effet, il 
n'y a aucun problème de définition pour <P sur [O, ~], il est clair que cette fonction 
</>est de classe ci' elle admet comme dérivée 

<P'(t) = ~(1 + tan2 ~) >O. 

On a bien </J(O) =tan~= 0 et <P(~) =tan :;f = 1, et pour finir, appelant (fi, h) 
et (gi, g2) les fonctions composantes respectives de f et g, on a si s =tan~' pour 
tout t E [O, ~], 

1 - s2 1 - tan 2 i 
gi(s) = -- = 2 = cost = fi(t); 

1 + s2 1 + tan2 i 2 

2s 2tan i 
92(s) = -- = 2 = sint = h(t); 

1 + s2 1 + tan2 i 2 

donc f(t) = g(s) D 

Théorème 4.6 
La relation= entre paramétrisations de classe ci est une relation d'équivalence. 

Preuve Il est absolument clair que = est réflexive : il suffit de prendre comme 
fonction <P la fonction identité t f-----t t de [a, b]. 

Montrons la symétrie de =. 
Soient Pi = ([a, b], f) et P2 = ([a, ,8], g) deux paramétrisations de classe ci. On 
suppose que P1 = P2. Il existe donc une bijection croissante <P de classe ci de 
[a, b] sur [a, ,8], telle que go <P = f et telle que </J-i est aussi de classe ci. 
Il est clair que </J-i est une bijection croissante de [a, ,8] sur [a, b], et on a clairement 
toutes les propriétés permettant d'affirmer que P2 =Pi. 

Établissons maintenant la transitivité de =· 
Soient Pi = ([a, b],f), P2 = ([a, ,8], g) et P3 = ([c, d], h) trois paramétrisations de 
classe ci. On suppose que Pi = P2 et que P2 = P3. Il existe donc deux fonctions 
<Pet 'ljJ de classe ci telles que : 



• [a, b] c V(</J) et [a, ,B] c V('lf;). 
• </J(a) =a <P(b) = ,6 et 'lf;(a) = c 'lf;(,6) = d. 
• Vt E [a,b] <P'(t) > 0 et Vs E [a,,6] 'lf;'(s) >O. 
• Vt E [a, b] si <P(t) = s, on a g(s) = f(t) et Vs E [a, ,B] si 'lf;(s) = u, on a 

h(u) = g(s). 
Il suffit alors de considérer la fonction 'If; o <f>. Elle est clairement de classe ci. 
On a Vt E [a, b], <P(t) = s existe et appartient à [a, ,B] puisqu'on est sûr que <P 

réalise une bijection de [a,b] sur [a,,B], donc 'lf;(s) = 'l/J(<P(t)) existe, ce qui signifie 
que t E V('lf; o <P) : on a établi que [a, b] c V('lf; o </J). 
On a 'If; o </J(a) = 'l/J(<P(a)) = 'lf;(a) =cet 'If; o </J(b) = 'l/J(<P(b)) = 'lf;(,6) = d. 

Pour tout t E [a, b], si <P(t) = s, on a d'après le théorème de dérivation des 
fonctions composées, ('If; o <P)'(t) = 'l/J'(<P(t)).</J'(t) = 'lf;'(s).</J'(t) >O. 
Et finalement, pour tout t E [a, b], posant u ='If; o <P(t) = 'lf;(s) avec <P(t) = s, on a 
h(u) = g(s) = f(t). 
En utilisant la proposition 4.5, on a établi que Pi = P3. 0 

Définition 4. 7 On appelle arc paramétré (orienté) de classe ci une classe d'équi­
valence de paramétrisations pour la relation =· 

Cette définition est assez compliquée à manier, mais il faut bien comprendre ce 
qu'elle signifie. En fait, on ne peut pas parler d'arc paramétré sans donner une 
paramétrisation qui est un représentant de cette classe d'équivalence. Géométri­
quement, un arc paramétré est un morceau d'une courbe, pour lequel on peut 
choisir une paramétrisation. 

Ce qui est important, c'est la possibilité de changer de paramétrisation, et toutes 
les définitions concernant les arcs paramétrés (essentiellement, la notion d'intégrale 
curviligne et celle de longueur d'une courbe) devront être suivies d'une propriété 
d'invariance si on change la paramétrisation. 

Remarquons que si 'Y est un arc paramétré, si Pi = ([a, b], !) est une paramétrisa­
tion de'"'(, les points A= f(a) et B = f(b) ne dépendent pas de la paramétrisation 

~ 

choisie, et on note 'Y =AB. Cette notation est très dangereuse, car elle ne précise 
rien du tout. Il faut qu'on sache sur quelle courbe paramétrée on se place, dans 
quel sens de parcours, etc. En particulier, elle est couramment utilisée pour les 
arcs de cercle, mais elle n'est pas réservée à cet usage. A est appelé l'origine de 
l'arc, B est son extrémité. 

Remarque : On rencontre dans les livres beaucoup d'autres définitions analogues 
et parfois contradictoires avec celles que j'ai énoncées (arcs paramétrés, paramétri­
sations, courbes paramétrées, chemins ... ) . Faites preuve de souplesse, et essayez 
surtout de comprendre les idées sous-jacentes à toutes ces notions. 
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4.3.1 Support d'un arc paramétré 

Définition 4.8 Soit 1 un arc paramétré de classe C1. Soit ([a, b], !) une paramé­
trisation de I· Le support de 1 est l'ensemble des points X du plan pour lesquels 
il existe t E [a, b] tel que X= f(t). Le support de 1 est donc l'ensemble f([a, b]). 

Nous admettrons le résultat suivant, pas très difficile à établir, et facile à com­
prendre: 

Proposition 4.9 Le support d'un arc paramétré ne dépend pas de la paramétri­
sation utilisée. 

Il ne faudrait en théorie pas confondre un arc paramétré et son support. Son 
support est (avec nos définitions) un morceau de courbe, alors qu'un arc, c'est en 
plus le choix d'un sens de parcours, et éventuellement de quelques arrêts et points 
où on fait demi-tour ... En pratique, on fait souvent la confusion. Cette confusion 
est encore plus justifiée avec la notion d'arc simple, qui interdit les arrêts et les 
demi-tours. 

Définition 4.10 Un arc paramétré 1 de classe C1 est un arc simple lorsqu'il 
existe une paramétrisation P1 = ([a, b], J) de 1 telle que : 
(i) Pour tout t E [a, b], on a f'(t) i- O. 
(ii) f réalise une bijection de [a, b] vers le support de I· 

Nous admettrons le résultat suivant, qui est très logique : 

Proposition 4.11 Si 1 est un arc simple, alors toute paramétrisation P1 

([a, b], !) de 1 est telle que les assertions (i) et (ii) sont vérifiées. 

La notion d'arc simple est ce qu'il y a de plus naturel en matière d'arc : un 
morceau de courbe qui d'un point de vue cinématique est parcouru une seule fois 
sans arrêt, (sans point stationnaire) est un arc simple. Le morceau de courbe est 
le support de cet arc simple, et toute paramétrisation de cet arc simple fournit 
une bijection entre un intervalle fermé borné et son support. 

4.3.2 Arcs paramétrés de classe C1 par morceaux 

Cette notion est très importante en pratique, car on procède souvent par raccords. 
,,--.__ ,,--.__ 

Si 11 =AB et 12 =BC sont deux arcs paramétrés de classe C1, on peut considérer 
,,--.__ ,,--.__ 

l'arc 1 = 11V12 correspondant à la mise bout à bout des arcs AB et BC. 1 
est encore appelé «arc paramétré», mais on comprend bien qu'en B, qui est 
l'extrémité de 11 et l'origine de 12, il y a éventuellement moins de régularité, il 
Y a par exemple un angle. On dit que 1 est un arc paramétré de classe C1 par 
morceaux. On peut bien sûr itérer le procédé, et on a la définition : 
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Définition 4.12 On appelle arc paramétré de classe C1 par morceaux un objet 
mathématique '"Y formé par la mise bout à bout de n arcs paramétrés de classe ci. 
Plus précisément, si 11, .. . ,'"'fn sont n arcs paramétrés de classe C1 tels que pour 
tout i E {1, ... , n - 1 }, l'extrémité de '"Y·i est égale à l'origine de '"Yi+li on dit que 
'"'f = '"'fl V··· V '"'fn est un arc paramétré de classe C1 par morceaux. 

De façon assez évidente, on définit le support d'un arc paramétré par morceaux 
'"Y = '"YI V • • • V '"'ln comme étant la réunion des supports des arcs '"Yi pour i E 
{1, ... ,n}. 

On définit aussi les arcs simples de classe C1 par morceaux. Une définition rigou­
reuse n'est pas facile à énoncer mais décrivons cette notion. Tous les «morceaux» 
(d'un arc simple de classe C1 par morceaux) doivent être simples, et de plus, à 
part les points de raccord qui appartiennent à deux arcs, chaque point du support 
ne doit appartenir qu'à un seul morceau : l'arc ne doit pas se « recouper ». 

4.3.3 Changement d'orientation 

Paramétrisations inverses 

Définition 4.13 On dit que deux paramétrisations P1 = ([a, b], J) et P2 = 
([a, ,B], g), de classe C1, sont inverses (on note P1 +-+ P2) lorsqu'il existe une 
bijection décroissante <P de [a, b] sur [a, ,B] qui vérifie les propriétés suivantes : 
• <P est de classe C1 ainsi que </J-1 ; 

• g o <P = f (et donc f o </J-1 = g). 

La seule différence entre des paramétrisations équivalentes et des paramétrisations 
inverses, c'est le sens de variation de l'application changement de variable </J. 

Énonçons (sans démonstration) comme pour la définition de l'équivalence, une 
propriété caractérisant que deux paramétrisations sont inverses. 

Proposition 4.14 Soient ([a,b],f) et ([a,,B],g) deux paramétrisations de classe 
C1. Ces deux paramétrisations sont inverses si et seulement si il existe une fonction 
réelle <P de classe C1' telle que 
• [a, b] est inclus dans le domaine de définition de <P; 
• </J(a) = ,8 </J(b) =a; 
• 'ï/t E [a,b] </J'(t) < 0; 
• 'ïlt E [a, b] si <P(t) = s, on a g(s) = J(t). 

On établirait facilement (et nous admettrons) que la relation f-t est symétrique; 
que si P1 +-+ P2 et P2 +-+ P3, alors on a Pi = P3; 
que si P1 = P2 et P2 +-+ P3, alors on a P1 +-+ P3. 
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Arcs inverses 

Définition 4.15 Si î'i et î'2 sont deux arcs paramétrés dont les paramétrisations 
respectives sont Pi = ([a, b], f) et P2 = ([a, ,8], g), si on a Pi ++ P2, alors on dit 
que les arcs î'i et î'2 sont inverses, ou parcourus en sens inverse. 

~ 

Si A = f(a) et B = f(b), on a vu qu'on note î'i =AB. Dans ce cas, puisque 
f =go cp, et que <P(a) = ,8, on a A = f(a) = g(cp(a)) = g(,8). De même, on a 

~ 

g(a) = g(cp(b)) = f(b) = B, donc il est logique de noter î'2 =BA. 
Inverser une paramétrisation revient donc à changer le sens de parcours. 

Proposition 4.16 Deux arcs inverses ont même support. 

C'est un résultat assez évident dont nous ne formaliserons pas la démonstration. 

Proposition 4.17 Si î' est un arc paramétré de classe ci et si î'' est son arc 
inverse, si P = ([a, b], f) est une paramétrisation de î', alors les paramétrisations 
suivantes sont deux paramétrisations de î''. 
• P = ([a, b], Î) avec pour tout t E [a, b], Î(t) = f(a + b - t) 
• P = ([-b, -a], f) avec pour tout t E [-b, -a], f(t) = f(-t) 

La démonstration de cet énoncé est très simple (voir exercice 4.1) 

Pour un arc paramétré construit par morceaux, on définit aussi fort logiquement 
un changement d'orientation: 

Définition 4.18 Si î' = î'i V··· Vî'n et î'' = î'i V··· Vî'~ sont deux arcs paramétrés 
de classe ci par morceaux, on dit que ces arcs sont inverses l'un de l'autre lorsque 
• î'i et î'~ sont inverses ; 
• î'2 et î'~-i sont inverses; 

• 
• î'n et î'i sont inverses. 

4.3.4 Arcs fermés 

Définition 4.19 Un arc paramétré de classe ci (ou de classe ci par morceaux) 
est dit fermé lorsque son origine est confondue avec son extrémité. 

Définition 4.20 Un arc fermé simple est un arc fermé î' de classe ci pour lequel 
il existe une paramétrisation Pi = ([a, b], !) telle que 
(i) quel que soit t E [a, b], on a j'(t) i 0 
(ii) - f réalise une bijection de [a, b[ vers le support de î'-
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Remarquons la petite subtilité : un arc fermé simple n'est pas un arc simple, 
puisque l'extrémité et l'origine sont confondues. Mais à part ce point qui est 
« double », tous les autres points ont un seul antécédent par f (quelle que soit la 
paramétrisation, d'ailleurs). 

Attention, il y a aussi un sens de parcours pour un arc fermé, et on peut changer 
son orientation ! 

Avec un peu de bon sens, vous comprendrez facilement ce qu'est un arc fermé 
simple de classe C1 par morceaux. 

4.3.5 Exemples classiques d'arcs paramétrés 

Segment de droite 

Il est extrêmement important de savoir paramétrer un segment de droite. Pour 
être rigoureux, on va en fait donner des paramétrisations pour un arc dont le 
support est un segment [AB]. On privilégiera les solutions pour lesquelles A est 
l'origine et B est l'extrémité. 

Première solution : (cas général) 
Un point M est élément du segment [AB] si et seulement si il est barycentre de 
A et de B affectés de coefficients positifs. Comme on peut s'arranger pour que 
la somme des coefficients soit toujours égale à 1, on prendra t et 1 - t comme 
coefficients, avec t et 1 - t positifs, donc t E [O, 1]. Mais pour t = 0, on doit être 
en A, donc on choisira M barycentre de A(l - t) et B(t). Puisqu'alors, on sait 
que OM = (1 - t)oA + toB, on peut en déduire en passant aux coordonnées que 
si M = M(t) = f(t) a pour coordonnées (x(t), y(t)), on a 

{ x(t) = (1- t)XA + txB 
y(t) = (1 - t)yA + tyB t E [O, lj, 

qui nous donne une paramétrisation du segment [AB] de A vers B. 

Deuxième solution (segment horizontal ou vertical) : 
Si [AB] est un segment horizontal, c'est que YA =YB = YO· Posons pour simplifier 
A= (a, yo) et B = (b, yo). Supposons dans un premier temps que a< b. Dans ce 
cas, une paramétrisation très simple de l'arc simple dont le support est [AB] est 

{ x(t) = t 
y(t) = Yo 

t E [a, bj. 

Si on a a > b, il est plus compliqué de paramétrer [AB] de A vers B, et on a 
intérêt à utiliser la paramétrisation inverse du segment [BA] (de B vers A) 

{ x(t)=t 
y(t) = Yo 

t E [b,aj. 
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Nous verrons que ce n'est pas bien gênant pour calculer une intégrale curviligne. 

De même, pour un segment [CD] vertical, si C = (xo, c) et D = (xo, d), sic< d, 
une paramétrisation simple de l'arc simple dont le support est [CD], orienté de C 
vers D est 

{ x(t) = xo 
y(t) = t t E [c, d]. 

et sic> d, c'est le segment [DC], orienté de D vers C qui est facile à paramétrer 
par 

{ x(t) = xo 
y(t) = t t E [d,c]. 

Troisième solution (cas d'un segment d'une droite connue par son équation 
cartésienne réduite) : 

Soit b.. une droite dont on connaît l'équation cartésienne réduite y= mx + p (ce 
qui suppose que b.. n'est pas verticale). 
Soit A le point de b.. qui a a pour abscisse et B celui qui a b pour abscisse. On 
suppose a < b. 
Alors une paramétrisation simple et naturelle de l'arc simple dont le support est 
le segment [AB] orienté de A vers B est 

Arc de cercle 

{ x(t) =t 
y(t)=mt+p 

t E [a,b]. 

Classiquement, on a vu qu'une paramétrisation de l'arc fermé simple dont le 
support est le cercler de centre n, de rayon p , et dont l'origine et l'extrémité est 
le point A = (xn + p, yo) (le plus à droite de f) est 

{ x(t) = xn + pcost 
() . t E [0,27r]. 

y t = Yn + psmt 

En jouant sur les bornes de l'intervalle, on modifiera les bornes de l'arc, mais 
il sera toujours parcouru dans le sens trigonométrique. Si on rencontre un arc 
parcouru dans le sens indirect (le sens des aiguilles d'une montre), on a deux 
solutions : la première et la plus sage consiste à considérer l'arc inverse, qui lui est 
parcouru dans le « bon» sens; la deuxième (plus dangereuse) consiste à utiliser 
une paramétrisation du type 

{ x(t) = xn + pcos(-t) = xn + pcost 
y(t) = Yn + psin(-t) = Yn - psin t 

t E [a, b], 

en réfléchissant bien au choix des bornes a et b pour bien partir et arriver où on 
le souhaite. 
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4.4 Intégrale curviligne 

4.4.1 Avertissement 

L'intégrale curviligne que l'on va définir est une intégrale très spéciale : il ne s'agit 
pas ici d'intégrer une fonction, mais on va intégrer soit une forme différentielle, 
soit un champ vectoriel. 
Le domaine d'intégration sera toujours un arc paramétré, notion que l'on vient de 
définir. 
Rappelons qu'une forme différentielle w = P dx + Q dy est une application définie 
sur un ouvert U de JR2 à valeurs dans le dual (JR2)* de JR2 (c'est-à-dire l'ensemble 
des formes linéaires sur JR2 , qui sont les applications linéaires de JR2 vers JR), qui 
associe à tout élément X = (x, y) E U la forme linéaire w(X) sur JR2 dont la 

matrice est (P(x,y) Q(x,y)). Pour tout (h,k) E JR2 , on a 

w(X)(h, k) = (P(x, y) Q(x, y)) (~) = P(x, y) h + Q(x, y) k. 

Un champ vectoriel F est lui une fonction définie sur un ouvert U de JR2 , à valeurs 
dans JR2 . L'équivalence entre les deux points de vue vient de ce que si (P, Q) sont 

les composantes de F. On notera d'ailleurs plutôt en colonne: F = ( ~). 
Pour tout X= (x,y) EU, F(X) est un vecteur et pour tout vecteur VE JR2 , on 

peut faire le produit scalaire de F (X) par V = ( ~). 

F(x). -v = (~~~:~n. (~) = P(x,y)h+Q(x,y)k. 

Donc, à partir d'un champ vectoriel Fou d'une forme différentielle w de mêmes 
composantes Pet Q (rappelons que ces fonctions composantes sont des fonctions 
scalaires de deux variables), on obtient finalement le même résultat lorsqu'on 
calcule w(X)(V) et F(X) ·V, ceci quel que soit XE U et quel que soit VE JR.2. 

Nous utiliserons ces deux points de vue lors des calculs d'intégrale curviligne. 

Une dernière précaution : nous ne considérerons que des formes différentielles et 
des champs vectoriels continus (en fait, on aime mieux, d'ailleurs, qu'ils soient de 
classe ci), c'est-à-dire que les fonctions de deux variables pet Q doivent être des 
fonctions continues (ou mieux : de classe ci. 
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4.4.2 Intégrale curviligne d'une forme différentielle 

Définition 4.21 Soit 'Y un arc paramétré de classe ci, dont le support est inclus 
dans un ouvert U. Soit Pi = ([a, b], f) une paramétrisation de 'Y; soient x et y les 
fonctions composantes de f. Soit w = P dx + Q dy une forme différentielle définie 
sur U. 
On appelle intégrale curviligne de w le long de 'Y et on note i w le nombre réel 

i w = i P dx + Q dy = 1b w(f(t))(f'(t)) dt 

= 1b (P(x(t), y(t))x'(t) + Q(x(t), y(t))y'(t)) dt. 

Essayons de bien comprendre la signification de w (! ( t)) (!' ( t)) : 
f(t) = (x(t), y(t)) est un élément de U, puisque le support de 'Y est inclus dans U. 
Puisque w est une forme différentielle sur U, pour f ( t) E U, w (! ( t)) est donc un 
élément de (IR2)*, c'est-à-dire une forme linéaire sur IR2 . La matrice de cette forme 
linéaire (1 ligne, 2 colonnes) est 

(P(f(t)) Q(f(t))) = (P(x(t), y(t)) Q(x(t), y(t))). 

or, f'(t) est bien sûr un vecteur de IR2 , que l'on peut noter en colonne f'(t) = 

( x'(t)) 
y'(t) . 

Donc w(f(t))(f'(t)) est l'image du vecteur f'(t) par la forme linéaire w(f(t)). 
C'est donc un réel qui vaut 

w(f(t)) (f'(t)) = (P(f(t)) Q(f(t))) (::m) =P(x(t), y(t))x'(t)+Q(x(t), y(t))y'(t). 

Ce calcul est valable pour tout t dans [a, b]. On définit donc une application 

[a, b] --+ IR 
t t---t P(x(t), y(t))x'(t) + Q(x(t), y(t))y'(t). 

Cette application est continue, car fabriquée à partir de fonctions continues ( x' et 
y' sont continues parce que 'Y est de classe ci). Il est classique qu'on peut toujours 
calculer l'intégrale d'une fonction continue sur un intervalle, et cette définition a 
donc un sens. 

Il reste un point essentiel à vérifier, c'est que cette définition ne dépend pas de la 
paramétrisation de 'Y que l'on choisit. 

Proposition 4.22 Avec les notations de la définition 4.21, la valeur de l'intégrale 

curviligne i w ne dépend pas de la paramétrisation de 'Y. 
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Preuve Il suffit d'établir que si P2 = ([a, ,8], g) est une autre paramétrisation 

de 'Y, la valeur de /, w calculée avec P2 est la même que celle calculée plus haut. 

N'oublions pas que le fait que P2 soit une autre paramétrisation de 'Y signifie que 
Pi= P2. 
Il existe donc une application if> de classe ci telle que 
• [a, b] C 'D(ef>) 
• a= if>(a) et ,8 = if>(b) 
• if>'(t) > 0 pour tout t E [a, b] 
• pour tout t E [a, b], si s = if>(t), on a g(s) = f(t). 
Rappelons une formule classique : la formule de changement de variable dans une 
intégrale: 
Si F est une fonction définie sur l'intervalle I ; si cp est une application de classe 
ci sur [a, b], et si cp(a) E 1 et cp(a) E J, alors 

1cp(b) F(x) dx = fb F(cp(t))cp'(t) dt. 
cp(a) la 

Nous devons comparer la valeur de !, w calculée avec Pi : 

A= 1b (P(x(t), y(t))x'(t) + Q(x(t), y(t))y'(t)) dt, 

avec sa valeur calculée avec P2 : (si X et Y sont les fonctions composantes de g) 

B = 1: (P(X(s), Y(s))X'(s) + Q(X(s), Y(s))Y'(s)) ds. 

Posons F(s) = P(X(s), Y(s))X'(s) + Q(X(s), Y(s))Y'(s). On a donc 

1</>(b) 
B = F(s) ds. 

<f>(a) 

D'autre part, puisque pour tout t E [a, b], on a en posant s = if>(t), g(s) = f(t), 
en comparant les fonctions composantes, on obtient 

X(s) = x(t) = X(if>(t)) donc x'(t) = X'(if>(t))ef>'(t) 
et Y(s) = y(t) = Y(if>(t)) donc y'(t) = Y'(if>(t))ef>'(t). 

On en déduit 

A= 1b (P(X(if>(t)), Y(if>(t)))X'(if>(t))ef>'(t) + Q(X(if>(t)), Y(if>(t)))Y'(if>(t))if>'(t))dt 

= 1b (P(X(if>(t)), Y(if>(t)))X'(if>(t)) + Q(X(if>(t)), Y(if>(t)))Y'(if>(t)) )if>'(t) dt 

= 1b F(if>(t))ef>'(t) dt. 

Le formule de changement de variable permet de conclure que A = B. 0 
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Cas d'un arc de classe ci par morceaux 

( « Relation de Chasles » pour les intégrales curvilignes.) 

Définition 4.23 Si 'Y = /i V · · · V /n est un arc de classe ci par morceaux dont le 
support est inclus dans un ouvert U sur lequel est définie une forme différentielle 
w, alors l'intégrale curviligne de w le long de 'Y est 

1w=Î:1w. 
'Y i=i li 

4.4.3 Circulation d'un champ vectoriel 

Mathématiquement, il n'y a rien de nouveau dans ce § par rapport au précédent : 
seul le point de vue et les notations changent. 

Définition 4.24 Soit V un champ vectoriel de composantes P et Q, défini sur 
un ouvert U et 'Y un arc paramétré de classe ci dont le support est inclus dans U, 
et dont une paramétrisation est Pi = ([a, b], !). 
L'intégrale curviligne du champ vectoriel V le long de/, aussi appelée circulation 
du champ vectoriel V le long de 'Y est égale à 

!, V(M). dM =lb V (f(t)). J'(t) dt 

=lb (P(x(t),y(t))x'(t) + Q(x(t),y(t))y'(t)) dt 

(x et y désignent les fonctions composantes de!). 

Remarquons tout d'abord que l'intégrale curviligne (ou la circulation) de V= 
( ~) le long de 'Y a la même valeur que l'intégrale curviligne le long de 'Y de la 

forme différentielle w = P dx + Q dy. 
Essayons ici aussi de bien comprendre les notations utilisées dans cette définition : 
Tout d'abord, dans le terme le plus à gauche comprenons qu'on n'a qu'une notation 
formelle. Elle tente de répondre à la situation de l'introduction : l'intégrale 
~nifie physiquement qu'on additionne un grand nombre (une infinité) de termes 
V (M) · dM, produits scalaires du vecteur V (M), (imj\}e du point M décrivant 
au support de l'arc par le champ V), par le vecteur d , «petit déplacement » 
du point M. 
Ensuite dans le deuxième terme, « · » désigne bien sûr ici aussi le produit scalaire. 

Il s'agit de faire le produit scalaire du vecteur V (f(t)) par le vecteur f'(t). 
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L'application t ~V (f(t)) · f'(t) = P(x(t), y(t))x'(t) +Q(x(t), y(t))y'(t) va de R 
dans~. et elle est continue sur [a, b] en particulier parce que la paramétrisation est 
de classe C1' donc les fonctions composantes de f' qui sont x' et y' sont continues. 
On peut donc légitimement l'intégrer entre a et b. 

Proposition 4.25 L'intégrale curviligne d'un champ vectoriel le long d'un arc 
paramétré ne dépend pas de sa paramétrisation. 

La démonstration est exactement calquée sur ce qu'on a fait pour les formes 
différentielles; il n'y a d'ailleurs pas lieu de refaire ici une démonstration, puisqu'en 
fait on n'a fait que changer de point de vue. 

4.5 Propriétés de l'intégrale curviligne 

Ces propriétés sont assez proche de celles de l'intégrale d'une fonction : il y 
a, comme pour cette intégrale, la linéarité, la relation de Chasles, l'effet d'un 
changement d'orientation et un lien avec les primitives. On peut énoncer toutes ces 
propriétés pour l'intégrale curviligne de formes différentielles ou pour l'intégrale 
curviligne de champs vectoriels. Nous choisirons à chaque fois un des deux points 
de vue, mais il peut être intéressant pour le lecteur d'essayer d'énoncer à chaque 
fois la traduction dans l'autre point de vue de cette propriété. 
Nous supposerons dans une première lecture que tous les arcs paramétrés sont de 
classe C1, puis nous remarquerons que toutes les propriétés restent valables pour 
des arcs de classe C1 par morceaux. 

Proposition 4.26 (Linéarité) 
Soient w1 et w2 deux formes différentielles sur un même ouvert U. 
Soit 'Y un arc paramétré dont le support est inclus dans U. 
Alors pour tous >., µ E ~. on a 

La démonstration serait très facile à faire, en utilisant la linéarité de l'intégrale 
des fonctions réelles, après avoir traduit ces intégrales curvilignes en utilisant la 
définition. 

,,........_ ,,........_ 

Proposition 4.27 (Relation de Chasles) Soient 'YI =AB et "12 =BC deux 
arcs paramétrés; mettant bout à bout ces deux arcs on pose 'Y= 'YI V "12· Alors 
pour toute forme différentielle w définie sur un ouvert contenant le support de "f, 
on a 

1w=j w+j w. 
1 /1 /2 
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,.........._ 

De même, si 'Y =AC est un arc paramétré, si B est un point du support de 
,.........._ ,.........._ 

l'arc paramétré "(, il existe deux arcs paramétrés "(1 =AB et "(2 =BC tels que 

1 ::::: 'YI V "(2 et on a donc le même résultat 

!, w = J,l w + 1,2 w. 
Comprenons bien la différence entre les deux points de vue : dans le premier 
énoncé, on part de deux arcs paramétrés que l'on peut mettre bout à bout; dans 
le deuxième, on part d'un seul arc et d'un point de cet arc, et on le coupe en deux. 
Le résultat est bien sûr le même dans les deux cas. 

Preuve C'est uniquement dans le cas des arcs paramétrés de classe C1 par 
morceaux que la première partie de cet énoncé apporte quelque chose de nouveau, 
car sinon, si 'YI et 'Y2 sont des arcs de classe C1, on ne fait que retrouver la définition 
de l'intégrale curviligne de la forme différentielle w le long de l'arc de classe C1 

par morceaux 'Y = 'YI V "(2. 
Nous n'entrerons pas dans les détails mais c'est une espèce d'associativité de V 
qui permet de conclure pour "fl et "(2 de classe C1 par morceaux. 
L'intérêt de la deuxième partie est d'autoriser à couper un arc régulier. Nous 
supposons que 'Y est de classe C1. Il existe donc une paramétrisation P = ([a, c], J) 

,.........._ 

de"(, et puisque par hypothèse 'Y =AC, on a f(a) =A et f(c) = C. 
Mais puisque B est un point du support de"(, il existe b E [a, c] tel que f(b) =B. 
Considérons les deux paramétrisations P1 = ([a, b], f) et P2 = ([b, c], !). Elles 
définissent évidemment des arcs paramétrés respectivement 'YI et "(2, et il est clair 
que l'extrémité de 'YI et l'origine de "(2 coïncident : c'est le point B. 
On peut donc considérer l'arc C1 par morceaux "(1 = 'YI V "(2, et il n'est pas 
choquant de considérer que "(1 ='Y· De toutes façons, on peut appliquer la relation 
de Chasles pour les intégrales de fonctions réelles : 

!, w = 1c w(f(t))(f'(t)) dt= 1b w(f(t))(f'(t)) dt+ 1c w(f(t))(f'(t)) dt 

= J,l w + 1,2 w. 

Nous n'étudierons pas le cas où 'Y est de classe C1 par morceaux, mais tout 
fonctionne de la même façon, à quelques précautions près. D 

Une conséquence très importante est donnée par le corollaire suivant. 

Corollaire 4.28 Si 'Y et "(1 sont deux arcs fermés simples de même support et de 
même orientation, si w est une forme différentielle définie sur un ouvert contenant 
le support commun de ces deux arcs, alors 

1w=1 w. 
'Y 'Y' 



182 CHAPITRE 4. INTÉGRALE CURVILIGNE. LONGUEUR D'UNE COURBE 

En d'autres termes, pour calculer l'intégrale curviligne d'une forme différentielle 
sur un arc fermé simple, on peut choisir librement l'origine. 

Preuve simplifiée Le seul cas intéressant est quand l'origine de 'Y' diffère de 
l'origine de[, sinon comme ce sont des arcs simples, ils sont confondus. Soit A 
l'origine de 'Y et B l'origine de 'Y'· Un petit dessin vous convaincra facilement qu'il 
existe deux arcs simples 'Yl et [2 tels que 
• 'Y = 'Yl V 'Y2 ; 
• [ 1 = 'Y2 V 'Yl ; 

~ ~ 

• 'Yl =AB et 'Y2 =BA. 
Par relation de Chasles et par commutativité de l'addition, on obtient alors très 
facilement 

1 W = 1 W + 1 W = 1 W + 1 W = 1 W. 
'Y 'Yl 'Y2 'Y2 'Yl 'Y1 

0 

Proposition 4.29 (Changement d'orientation) Si 'Y et [ 1 sont deux arcs pa­
ramétrés inverses, alors pour toute forme différentielle w définie sur un ouvert 
contenant le support commun de 'Y et de 'Y', on a 

Un changement d'orientation change donc le signe d'une intégrale curviligne. 

Preuve Soit P = ([a, b], f) une paramétrisation respectivement de [, on sait 
que P = ([-b, -a], f) est une paramétrisation de [ 1 , avec f(t) = f(-t). 
Posons <P(s) = -s = t et donc <P'(s) = -1. On a 

1 w = rb w(f(t)) (f'(t)) dt= [<f>(-b) w(f(t)) (f'(t)) dt. 
'Y la Jcf>(-a) 

On peut appliquer la formule de changement de variable dans une intégrale de 
fonction réelle : 

i w = J_~b w(f(<P(s))) (!'(<P(s)) )<P'(s) ds = - J_~a w(f(-s)) (f'(-s))(-1) ds. 

Mais si f(s) = f(-s), on a f(s) = - f'(-s), donc f'(-s) = - f(s). D'où 

1w=1-a w(f(s))(-f (s)) ds. 
'Y -b 

Or, n'oublions pas ce qu'est w(f(s)) : c'est une forme linéaire sur JR2 , donc pour 
tout élément X de lR.2 , on a w (f( s)) ( - X) = -w (f( s)) (X). En particulier pour 

X = f 1 ( s), on a donc w (f ( s)) ( - f' ( s)) = -w (f( s)) (f' ( s)) 
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Finalement on obtient donc : 

1 w = -1-a w(f(s)) (f (s)) ds = -1 w. 
'Y -b 'Y' 

D 

Proposition 4.30 (Cas d'un cha~ de gradients) Soit Fun champ scalaire 
de classe C1 sur l'ouvert U. Posant V= gradF, on a pour tout arc paramétré 

,.--... 
'Y =AB dont le support est inclus dans U, 

!, V (M) . dM = F(B) - F(A). 

En d'autres termes, si V est un champ de gradients, appelant <~otentiel » (comme 
le font les physiciens) une fonction F telle que grad F = V, alors l'intégrale 
curviligne de V est égale à la différence entre le potentiel en son extrémité et le 
potentiel en son origine. 

Preuve D'après les hypothèses, si V= (~),on a P =~:et Q =~:.Soit 
,.--... 

Pi = ([a, b], f) une paramétrisation d'un arc 'Y =AB. x et y étant les fonctions 
composantes de f, considérons la fonction {définie sur [a, b]) 

'!/; : t f-----t V (f(t)) · f'(t) = P(x(t), y(t))x'(t) + Q(x(t), y(t))y'(t). 

D'après l'hypothèse, on a donc 

âF âF 
'l/;(t) = âx (x(t), y(t))x'(t) + ây (x(t), y(t))y'(t) 

On reconnaît alors que'!/; est la dérivée de la fonction '1! : t f-----t F(x(t),y(t)) = 
F(f (t)) (voir le théorème 3.40 p. 97). 
~~liquons tout cela à la valeur de l'intégrale curviligne le long de 'Y du champ 

!, V (M) · dM = 1b (P(x(t), y(t))x'(t) + Q(x(t), y(t))y'(t)) dt 

1b b 
= a 'l/;(t) dt= [w(t)L = F(f(b)) - F(f(a)) = F(B) - F(A). 

D 
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Cet énoncé est à rapprocher de la formule qu'on utilise pour calculer l'intégrale 
d'une fonction g sur un intervalle [a, ,B] connaissant une primitive G de g sur cet 
intervalle : 1b b 

a g(T) dT = [c(T)L = G(b) - G(a). 

La différence essentielle est que cette méthode consistant à prendre une primitive 
est universelle pour les fonctions réelles d'une variable, (on a vu qu'elle marche 
aussi pour les fonctions vectorielles d'une seule variable), mais qu'en revanche, 
pour une intégrale curviligne, elle ne marche que pour certains champs vectoriels, 
comme on l'a vu avec le théorème 3.85 (p. 153); en effet, la plupart des champs 
vectoriels n'ont pas de primitive. 

Corollaire 4.31 L'intégrale curviligne d'un champ de gradients le long d'un arc 
fermé est nulle. 

Preuve Si A est l'origine (et donc aussi l'extrémité) de cet arc fermé /, si 
V = grad F sur un ouvert U contenant le support de 'Y, alors on a 

i V(M). dM = F(A)-F(A) =o. 

Remarquons qu'ici il est tout à fait évident que le choix de l'origine de l'arc n'a 
aucune incidence sur le résultat. D 

Traduisons ces résultats pour l'intégrale curviligne d'une forme différentielle. 

Tout d'abord deux définitions. 

Définition 4.32 Une forme différentielle w définie sur un ouvert U de ]Rn est 
dite exacte lorsqu'il existe une fonction (den variables) F telle que w = dF. Dans 
ce cas on dit que Fest une primitive de w 

Définition 4.33 Une forme différentielle w = P dx + Q dy définie sur un ouvert 

U de JR.2 est dite fermée lorsqu'on a ~: = ~~ 
Une forme différentielle w = P dx + Q dy + R dz définie sur un ouvert U de JR.3 

est dite fermée lorsqu'on a 

âQ âR âR âP âP âQ 
= âz ây = âx' âx âz ây 

Remarquons qu'une forme différentielle est fermée si et seulement si le champ 
vectoriel ayant les mêmes fonctions composantes a son rotationnel qui est nul. 

La traduction du théorème 3.85 et du lemme 3.87 qui ·suit permettent d'énoncer 
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proposition 4.34 Si une forme différentielle w est exacte sur un ouvert U, alors 
elle est fermée sur cet ouvert. 
Si l'ouvert U est étoilé, alors w est exacte si et seulement si elle est fermée. 

Lorsqu'une forme différentielle w = P dx + Q dy est fermée (ou ce qui revient au 

même lorsque le rotationnel du champ vectoriel V = ( ~) est nul), il est donc 

très intéressant de savoir déterminer une fonction F primitive de w (et de V), 
c'est-à-dire telle que w = dF (et V = grad F d'après la traduction en termes 
«forme différentielle » de la proposition 4.30) : 

Proposition 4.35 Si w est une forme différentielle admettant une primitive F ,,......, 
sur un ouvert U, si 'Y =AB est un arc dont le support est inclus dans U, alors 

!, w = !, dF = F(B) - F(A). 

Si de plus 'Y est un arc fermé, alors !, w = O. 

Pour déterminer les primitives d'une forme différentielle w fermée sur un ouvert 
U étoilé, et qui est donc exacte, remarquons d'abord qu'une telle primitive est 
forcément définie à une constante près (à cause de la linéarité de la différentielle 
et parce que la différentielle d'une constante est forcément nulle). 

Pour déterminer F, on procède ainsi : 

Puisqu'on cherche F telle que ~: = P et ~~ = Q, on considère d'abord y 

comme une constante et on primitive P en x ; notons que le résultat obtenu est 
une fonction définie à une « constante » près, mais y étant considéré comme une 
constante, cette constante peut dépendre de y. 
Ensuite, on dérive par rapport à y ce qu'on vient d'obtenir, et on compare à Q : 
cela permet d'obtenir une équation qui ne doit plus dépendre que de y et qui 
permet de trouver la valeur de la « constante » obtenue précédemment. 

4.6 Étude d'exemples 

Exemple 1 : Soit à calculer l'intégrale curviligne I = !, w de la forme dif­

férentielle w = P dx + Q dy le long de l'arc 'Y, lorsque P(x, y) = 2(x +y), 
Q(x, y) = 2(x + 2y) et lorsque 'Y est un arc joignant le point A= (1, 0) au point 
B = (0, 1) en suivant le· quart du cercle «trigonométrique». 

Une méthode normale de calcul consiste à choisir une paramétrisation de 'Y, puis 
d'appliquer la définition. 
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[O, ~] ---+ ~2 
La ~onction f · définit une parame'-. t f--7 (x(t),y(t)) = (cost,sint) 
trisation de 'Y· On aura besoin dans le calcul des valeurs de x'(t) = - sin t et 
y'(t) = cost. 
On a donc 

r12 
I = lo (P(x(t), y(t))x'(t) + Q(x(t), y(t))y'(t)) dt 

r12 
= lo 2( (x(t) + 2y(t))x'(t) + (x(t) + 2y(t))y'(t) )'dt 

r12 
= lo 2((cost+sint)(-sint)+(cost+2sint)cost) dt 

r12 r12 
=2 lo (sintcost+cos2 t-sin2 t)dt= lo (sin2t+2cos2t)dt 

[ cos 2t ] 7r /2 ( -1 ) ( 1 ) = --2- +sin2t 0 = - 2 +o - - 2 +o = 1. 

Mais une méthode « astucieuse » aurait consisté à remarquer que 

âP âQ 
ây (x,y) = 2 = âx (x,y). 

w est donc une forme différentielle fermée, ce calcul étant valable sur ~2 tout 
entier qui est bien sûr étoilé. w est donc une forme différentielle exacte. 
Cherchons une fonction F telle que w = dF. 

On doit avoir ~: (x, y)= P(x, y)= 2x + 2y. Donc 

F(x,y) = j(2x + 2y) dx = x2 + 2xy + 01. 

Cette constante 01 est en fait éventuellement une fonction de y, donc nous écrirons 
(c'est beaucoup plus sage) 

F(x, y)= j (2x + 2y) dx = x2 + 2xy + g(y). 

Mais on doit avoir aussi ~: (x, y) = Q(x, y) = 2x + 4y. Reportant dans cette 

équation l'expression de F que l'on vient d'obtenir, on a 

â 
ây (x2 + 2xy + g(y)) = 2x + 4y ~ 2x + g'(y) = 2x + 4y ~ g'(y) = 4y. 

Remarquons que comme prévu, x a disparu de cette équation. 
g est donc telle que 

g(y) = j 4y dy = 2y2 + 02. 
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Cz est ici une « vraie » constante. 
Faisant une synthèse de tout cela on a obtenu que les primitives de w, c'est-à-dire 
les fonctions F telles que w = dF sont de la forme 

F(x, y)= x2 + 2xy + 2y2 + 02. 

On peut très bien choisir la constante 0 2 nulle, car on a juste besoin d'une 
primitive de w (pas de toutes). On obtient alors 

I = i w = LBdF = [FJ: = F(B) - F(A) = F(O, 1) - F(l,O) = 2-1=1. 

On retrouve évidemment le même résultat. 

Exemple 2 : Soit à calculer l'intégrale curviligne I = i V (M) · dM du champ 

vectoriel V= ( ~) avec P(x, y) = y2 + 4xy + 1 et Q(x, y) = 2x2 + 2xy + x, le 

long de l'arc'"'(, qui est l'arc joignant par des segments de droite, dans cet ordre 
les points A= (1, 0), B = (0, 1), C = (-1, 1) et retour en A. 

(4.4) 

'Y est donc un arc fermé simple de classe C1 par morceaux. 
Est-ce que nous avons la chance d'être en présence d'un champ de gradients? 
Ona 

âP 
Ôy (X, y) = 2y + 4x et 

âQ 
âx ( x, y) = 4x + 2y + 1 

Hélas, le rotationnel de V n'est pas nul, donc ce n'est pas un champ de gradients. 
Mais on peut quand même être un peu astucieux: on peut remarquer qu'il y a 

beaucoup de ressemblances entre ~: et ~~ ; juste 1 de différence! Et d'où vient 

ce 1? Du terme x dans Q. Il est donc pertinent de «couper» en deux le champ 
vectoriel V et d'utiliser la linéarité : 

Posons V = \li + ~, avec \li = ( ~:) = (Y~~~~~ 1) et ~ = ( ~~) = ( ~) 
On a donc I = i V(M) · dM = i V1(M) · dM + i ~(M) · dM =li+ I2. 
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. . 8P1 8Q1 
Il est clair, mamtenant, que {)y = {)x · 

Vi est donc un champ de gradients (l'ouvert sur lequel tous ces champs sont définis 
est bien sûr ~2 ). 
Par conséquent li = 0 et I = h. 
Cette deuxième intégrale curviligne est bien plus facile à calculer. 
On coupe en trois parties l'arc 1 : 1=11 V 12V13 avec 
11 est l'arc simple de support le segment [AB] orienté de A vers B, 
12 est l'arc simple de support le segment [BC] orienté de B vers C, 
13 est l'arc simple de support le segment [CA] orienté de C vers A. 
On a donc 

I = I2=1~(M).dM=1 V 2(M). dM + 1 ~(M). dM + 1 V 2(M). dM 
"Y /1 12 /3 

=J+K+L. 

Calcul du premier terme 
Une paramétrisation de 11 est 

{ x(t) = {1 - t)xA + t XB = 1 - t 
y(t) = {1 - t)yA + tyB = t 

On a aussi x'(t) = -1 et y'(t) = 1. D'où 

tE[O,lj. 

J = fo1 (P2(x(t), y(t))x'(t) + Q2(x(t), y(t))y'(t)) dt= fo1 {1 - t) dt 

= [- {1 - t) 2 ] 1 = !. 
2 0 2 

Calcul du deuxième terme 
Puisque 12 a comme support un segment horizontal, on applique la deuxième 
méthode de paramétrisation. Mais l'abscisse de l'origine est supérieure à l'abscisse 
de l'extrémité : on a intérêt à utiliser l'arc inverse, qui est 'Y2, l'arc simple de 
support [CB] orienté de C vers B. 
Une paramétrisation de 'Y2 est 

{ x(t) = t 
y(t) = 1 

Ici, x'(t) = 1 et y'(t) = 0, donc 

t E [-1, Oj. 

K = - ~ ~(M) · dM = -j0 [0 x 1 + t x Oj dt= 0. 
172 -1 
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Remarquons que d'un point de vue physique, ce résultat est très logique : avec 
l'interprétation du début du chapitre, comme calcul d'un travail, ici la «force» 
Vz est verticale, et le segment est horizontal et il est classique que le travail d'une 
force perpendiculaire au sens du déplacement soit nul. 

Calcul du troisième terme 
Nous allons essayer ici la troisième méthode : le segment [CA] est une partie de 
la droite ~ dont le coefficient directeur est -! et l'ordonnée à l'origine est !· 
L'équation cartésienne réduite de~ est donc y= !(1 - t). On ne garde de cette 
droite que la partie entre son point d'abscisse -1 et son point d'abscisse 1 (et on 
va dans le « bon » sens). 
Une paramétrisation de 'Y3 est donc 

{ x(t) = t 
y(t) = !(1- t) 

t E [-1, 1]. 

On a x'(t) = 1 et y'(t) = -!, donc 

K = /_1
1 (o.l +t(-~)) dt= O. 

(l'intégrale d'une fonction impaire sur un intervalle centré en 0 est nulle). 

Donc finalement 
1 1 

1=-+0+0=-. 
2 2 

Remarquons que I est égale à l'aire du triangle ABC, qui est la partie du plan 
limitée par l'arc fermé -y. Nous verrons dans le prochain paragraphe que ce n'est 
pas un hasard. 

Exemple 3 : Soit à calculer l'intégrale curviligne I = i w de la forme différen­

tielle w = P dx + Q dy le long de l'arc 'Y, avec les hypothèses suivantes. 

y 
P(x, y)= - 2 2 

X +y 
X 

Q(x,y) = 2 2· 
X +y 

'Y est un arc simple fermé dont le support est le cercle trigonométrique, orienté 
dans le sens direct. 

On a vu que le choix de l'origine de 'Y est sans importance. Nous prendrons son 
origine en A= (1, 0). 
Est-ce que w est une forme différentielle exacte ? On a 
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Donc w est fermée. Mais ici w est définie sur l'ouvert U = JR2 \ { (0, 0)} qui n'est 
pas étoilé. (Il n'est d'ailleurs pas possible de trouver un ouvert étoilé qui contienne 
le support de 'Y et qui soit inclus dans l'ensemble de définition de w). 
Il est donc impossible d'affirmer que w est exacte. 
Remarquons qu'il est pour l'instant tout aussi impossible d'affirmer que w n'est 
pas exacte : la proposition 4.34 (p.185} ne fonctionne que dans un sens. 

Nous allons calculer « à la main » l'intégrale curviligne I. 
Une paramétrisation de 'Y est 

{ x(t) = cost 
y(t) = sint t E [O, 27r]. 

On a x' ( t) = - sin t et y' ( t) = cos t. En pratique, on écrira 

puis 

{ x=cost 
y= sint 

dx = -sint dt 
dy = cost dt 

t E [O, 27r], 

I = 1 P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 1- 2 y 2 dx + 2 x 2 dy 
'Y 'Y X +y X +y 

127r ( sin t cos t ) = - ( - sin t) + cos t dt = 27r. 
o cos2 t + sin2 t cos2 t + sin2 t 

Puisque cette intégrale curviligne sur un arc fermé n'est pas nulle, cette fois on 
est sûr que w n'est pas une forme différentielle exacte, bien qu'étant fermée. 
Vous reverrez peut-être cet exemple très important lors des calculs de résidus, si 
vous êtes amenés à travailler avec la « variable complexe » au niveau du master 
de mathématiques. 

4. 7 Utilisation des intégrales curvilignes pour des calculs d'aires 

4.7.1 Énoncé de la formule 

Nous allons admettre provisoirement, en attendant le prochain chapitre, le résultat 
suivant qui est une conséquence de la formule de Green-Riemann (théorème 5.11, 
p. 228). En effet, elle nous permettra de calculer des aires de parties de plan 
limitées par des arcs simples fermés, ce qui est à peu près le cas général de ce 
qu'on peut rencontrer en fait de calcul d'aire. 

Théorème 4.36 
Soit 'Y un arc simple fermé dont le support est parcouru dans le sens trigonomé­
trique; alors l'aire de la partie de plan limitée par cet arc simple fermé est donnée 
par la formule 

A = i x dy = - i y dx = ~ i (x dy - y dx). 



4.7 UTILISATION DES INTÉGRALES CURVILIGNES POUR DES CALCULS D'AIRES 191 

Remarque : Ce résultat admet en fait une propriété intuitivement évidente, mais 
qui est très difficile à établir de façon rigoureuse : toute arc simple fermé de classe 
ci (ou de classe ci par morceaux) sépare les points du plan en deux zones : l'une 
bornée est l'intérieur de la boucle, l'autre, non bornée, en est l'extérieur. 
Ici «intérieur» n'est pas à prendre au sens topologique, mais au sens commun : 
partie du plan limitée par la boucle. 
De même, lorsqu'on parle d'arc fermé, ce n'est pas au sens topologique que 
« fermé » doit être compris. (On montre que le support de tout arc paramétré de 
classe ci (ou de classe ci par morceaux) est fermé au sens topologique, mais un 
arc n'est fermé que si il forme une boucle, et ce n'est un arc simple fermé que s'il 
ne se recoupe pas : un «huit » n'est pas un arc simple fermé.) 

Justification: nous ne pouvons pas encore démontrer cette formule, mais nous 
allons au moins établir que les trois intégrales curvilignes intervenant dans cette 
formule sont égales. 

Si A=!, x dy, B = - /,y dx et C = ~ !, (x dy- y dx), on remarque que 

C =~(A+ B), donc il suffit d'établir que A= B. or, 

A - B = !, (x dy +y dx) = !, w = !, (P dx + Q dy). 

. 8P 8Q 
Avec P(x, y) =y et Q(x, y) = x. Il est clair que By = 1 = Bx, donc w est 

une forme différentielle fermée, qui est définie sur l'ouvert IR.2 qui est bien sûr 
étoilé : w est donc exacte, et l'intégrale d'une forme différentielle exacte le long 
d'un arc fermé est nulle. On a A - B = 0 donc A= B = C. D 

4.7.2 Un exemple important 

Considérons une fonction f d'une variable réelle, à valeurs dans R On suppose 
que f est de classe ci sur un intervalle [a, b], et pour simplifier, nous supposerons 
que f(x) > 0 pour tout x E [a, b]. 
Chacun sait calculer l'aire de la partie de plan limitée par la courbe de f, {d'équa­
tion y= f(x)), l'axe des abscisses et les deux droites verticales x =a et x = b. 

On sait que cette aire vaut A= 1b f(x) dx. 

Nous allons essayer d'appliquer la formule précédente, et bien sûr de retrouver le 
même résultat. 
On appelle 'Y un arc fermé simple dont le support entoure la partie de plan dont 
on cherche l'aire, et qui est orienté dans le sens trigonométrique. 
On considère les points A = (a, 0), B = (b, 0), C = (b, f(b)) et D = (a, f(a)). 
Ces quatre points sont tous sur le support de 'Y qui est un arc de classe ci par 
morceaux. Choisissons A comme origine (et extrémité) de 'Y 
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On peut facilement décomposer 'Y= 'YI V "(2 V "(3 V "(4, avec 
,,.--.... 

• 'YI =AB a comme support un segment horizontal parcouru de gauche à droite 
(dans le « bon sens ») 

,,.--.... 
• 'Y2 =BC a comme support un segment vertical parcouru de bas en haut (dans 

le « bon sens ») 
,,.--.... 

• 'Y3 =CD a comme support un morceau de la courbe de f, parcouru de droite à 
gauche (nous verrons que c'est plutôt le « mauvais sens») 

,,.--.... 
• 'Y4 =DA a comme support un segment vertical parcouru de haut en bas. 
Nous utiliserons les arcs 'Y3 et f,i inverses respectivement des arcs 'Y3 et "(4, pour 
faciliter les calculs en se remettant dans le « bon sens ». 
On a donc (choisissant la deuxième expression dans la formule du théorème 4.36) : 

A = 1 (-y dx) = 1 (-y dx) + 1 (-y dx) + 1 (-y dx) + 1 (-y dx) 
7 ~ ~ ~ ~ 

= 1 (-y dx) + 1 (-y dx) - C (-y dx) - C (-y dx) 
71 72 }73 }74 

=1 (-ydx)+1 (-ydx)+ c(ydx)+ c(ydx)=li+h+l3+l4. 
~ ~ . ~ ~ 

Calcul de li= 1 (-y dx). 
71 

Une paramétrisation de 'YI est 

On a dx = 1 dt, donc 

{ x(t) = t 
y(t) = 0 

t E [a,b]. 

li= 1 (-y dx) = {b (-0 X 1) dt= Ü. 
71 la 

Calcul de 12=1 (-y dx). 
72 

Une paramétrisation de 'Y2 est 

On a dx = 0 dt, donc 

{ x(t) = b 
y(t) = t t E [O, f(b)]. 



4.7 UTILISATION DES INTÉGRALES CURVILIGNES POUR DES CALCULS D'AIRES 

Calcul de Is = C (y dx). 
l:ra 

Une paramétrisation de 'Y3" est clairement 

On a dx = 1 dt, donc 

{ x(t) = t 
y(t) = f(t) 

t E [a,b]. 

ls = C (y dx) = 1b (J(t) x 1) dt= 1b f(x) dx. 
~ a a 

Calcul de /4 = C (y dx). Jy4 
Une paramétrisation de 'Y4" est 

On a dx = 0 dt, donc 

{ x(t) =a 
y(t) = t 

t E [O, f(a)]. 

1 lo f(b) 
/4 = ~(y dx) = (t X 0) dt= Ü. 

1'4 0 

Finalement, on obtient 

A = 0 + 0 + 1b f ( x) dx + 0 = 1b f ( x) dx. 

On a retrouvé le même résultat. 

4.7.3 Méthode de calcul 

193 

Nous verrons que l'aire d'une partie de plan peut aussi se calculer à l'aide d'une 
intégrale double. Avec la triple formule que nous avons ici cela fait au moins 
quatre méthodes pour calculer une aire. Sans compter qu'en fait, on a 

Corollaire 4.37 Soit w = P dx + Q dy une forme différentielle telle que ~Q -
& X 

By = 1, alors pour tout arc fermé simple 'Y orienté dans le sens trigonométrique, 

l'aire de la partie de plan limitée par le support de 'Y est donnée par 
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Alors, devant toutes ces méthodes, laquelle choisir? 
Lorsque l'intégrale double est facile à calculer, c'est la méthode qu'on choisira. 
Mais pour une boucle de courbe paramétrée, c'est bien évidemment une des trois 
formules du théorème 4.36 qu'on utilisera. Laquelle? 
Paradoxalement, c'est assez souvent la troisième qui, bien qu'elle semble plus 
compliquée, amène en fait le résultat avec le moins de calculs (il y a des exceptions, 
comme pour ce qu'on vient de faire). Bien entendu, il n'y a aucune obligation 
d'utiliser telle ou telle méthode, laissez-vous guider par votre intuition. 

Voyons quelques exemples classiques : 

Aire d'un disque 

On considère un disque de centre n, de rayon p. Une paramétrisation d'un arc 
fermé 'Y dont le support est la circonférence parcourue dans le sens direct est 

{ x(t) = xn + pcost 
y(t) = Yn + psint 

t E [-7r, 7r]. 

On a dx = -p sin t dt et dy = p cos t dt de sorte que l'aire cherchée est 

A=~ i (x dy-y dx) = ~ 1: ((xn + pcost)(pcost) - (Yn + psint)(-psint)) dt 

= ! j?r ( ( xnp cos t + YnP sin t) + p2) dt 
2 -?r 

= ~ [ ( xnp sin t - YnP cos t) + p2t J :?r = 11" p2. 

On retrouve (heureusement !) le résultat classique. 
Notons que si on avait utilisé la première ou la deuxième expression du théorème 
4.36, le calcul aurait nécessité la linéarisation de cos2 t ou de sin2 t, qu'on a pu 
éviter ici grâce à cette formule « mixte ». 

Aire sous une arche de cycloïde 

Une arche de cycloïde est la partie de la courbe 

{
x=t-sint 
y= 1- cost, 

comprise entre deux points de rebroussement (voir exercice 2.1, p. 60 et son corrigé 
p. 304). 
La partie du plan dont on cherche l'aire est limitée par le support de l'arc 72 

{ x(t) = t - sin t 
y(t) = 1- cost 

t E [O, 211"], 
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et l'axe des abscisses entre l'origine 0 et le point d'abscisse 27r, A= (27r; 0). 
Le contour de cette zone est l'arc 'Y= 'Yl V 'Y2, avec 'Yl l'arc ayant comme support 

~ 

le segment [OA], orienté de gauche à droite, et 'Y2 =AO, qui est l'arc inverse de 

'Î2· 
L'aire cherchée est donc donnée par 

A = ~ 1 ( x dy - y dx) = ~ 1 ( x dy - y dx) + ~ 1 ( x dy - y dx) 
'Y 'Yl 'Y2 

= Ü - ! ~ (X dy - y dx). 
2 }~2 

La première intégrale curviligne, (le long de 'Yi) est nulle car sur l'axe des abscisses, 
on a y et dy qui sont nuls. 
Sur 'Y2 on a dx = (1 - cos t) dt et dy =sin t dt donc 

1 1271" A= -- ((t - sin t) sin t - (1 - cost)(l - cost)) dt 
2 0 . 

1 rk 1 k 
= - 2 lo ( t sin t - 2 + 2 cos t) dt = - 2 [sin t - t cos t - 2t + 2 sin t] 0 

1 
A= --(-27f - 47r) = 37f. 

2 

Remarquons qu'on trouve (heureusement) un résultat positif. Si lors d'un calcul 
d'aire, votre résultat est négatif, c'est que vous avez fait une erreur quelque part, 
sans doute lors de l'orientation des arcs. 

4.8 Quelques propriétés métriques des arcs 

4.8.1 Longueur d'un arc de courbe 

Dans la situation du§ 4.1.3, on peut remarquer que l'approximation proposée pour 
~ 

la longueur d'un arc de courbe AB, somme des n longueurs de segments [Mi-lMi] 
est toujours une approximation par défaut, à cause du principe couramment 
admis que la ligne droite est le plus court chemin entre deux points. En effet, 

~ 

intuitivement, il est clair que la longueur totale .C(AB) est égale à la somme des 
~ 

longueurs des n «sous-arcs » Mi-1Mi. 

i=l i=l 

Avec ce qu'on a appris sur les arcs, il est logique de considérer une paramétrisation 
P1 = ([a, b], f) de l'arc que l'on considère, et pour couper en n cet arc, il sera plus 
simple de considérer une subdivision u du segment [a, b]. 
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Rappelons qu'une subdivision de [a, b] est la donnée d'un entier net d'une suite 
finie a= to < tt < · · · < tn-t < tn = b. On notera S l'ensemble des subdivisions 
de [a, b]. 
On pose alors logiquement : 

,,-...., 
Définition 4.38 Soit 'Y =AB un arc simple paramétré de classe et, et Pt :::::: 
([a, b],f) une paramétrisation de 'Y· 
Pour toute subdivision cr : a= to < tt < · · · < tn-t < tn = b de [a, b], on pose 

i=t i=t 

,.......... 

(en posant Mi= f(ti)) : .CCT(AB) est la longueur de la ligne brisée joignant A à B 
en passant par tous les points correspondant à la subdivision cr. 
Alors la longueur de 'Y est 

,,-...., ,.......... 

.C('Y) = .C(AB) = sup.CCT(AB) 
CTES 

(sous réserve que ce sup existe; il peut être infini et dans ce cas, on dit que l'arc 
,,-...., 

AB a une longueur infinie). Les arcs qui n'ont pas une longueur infinie sont des 
arcs métrisables. 

Il faudrait bien sûr montrer tout d'abord que cette définition ne dépend pas de 
la paramétrisation choisie. Nous ne le ferons pas en détail, en nous contentant 
de remarquer que si on change de paramétrisation, l'application <P strictement 
croissante qui doit intervenir transformera toute subdivision cr de l'intervalle [a, b] 
initial en une subdivision du nouvel intervalle. En fait seuls comptent les points 
Mi formant une subdivision de l'arc géométrique, la subdivision de l'intervalle 
[a, b] n'étant qu'un artifice de calcul pour la suite. 

,,-...., 
Nous admettrons aussi que l'arc inverse 19 =BA a évidemment la même longueur 
que 'Y· 

,,-...., ,,-...., 
De même, nous admettrons la « relation de Chasles » : si /t =AB, 12 =BC sont 
deux arcs paramétrés de classe et, et si/= /t V /2, alors 

Cette relation de Chasles permet, en itérant le procédé, de définir la longueur 
d'un arc paramétré de classe et par morceaux. 

En fait le théorème important pour cette notion de longueur d'un arc est le suivant 
qui permet de calculer cette longueur dans un certain nombre de cas. 
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,..--..., 
Théorème 4.39 Soit 'Y =AB un arc paramétré simple de classe C1 et P 1 

([a, b], !) une paramétrisation de 'Y· Alors la longueur de 'Y est 

.C('Y) = 1b JJJ'(r)ll dr = 1b V(x'(r)) 2 + (y'(r)) 2 dr. 
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Preuve Tout d'abord, notons que pour toute subdivision O" : a = to < t1 < 
.. · < tn-I < tn = b de [a, b], pour tout i, on a 

(cette formule est classique pour les fonctions réelles et pour les fonctions vec­
torielles, il suffit de passer aux fonctions composantes; voir la proposition 4.2 
p. 165) 
On en déduit que 

(on a utilisé la proposition 4.3 p. 166). 
On en déduit 

i=l i=l 

:::; t lti 11/'(r)JJ dr = 1b llf'(r)ll dr. 
i=l ti-1 a 

1b ~ 

L = a 11/'(r)JI dr est donc un majorant de l'ensemble des .Cu(AB) pour toutes 

les subdivisions O" E S, et comme la borne supérieure (le sup) de cet ensemble est 
le plus petit de ses majorants, c'est donc un nombre plus petit que L : 

,..--..., ~ 1b .C('Y) = .C(AB) = sup.Cu(AB) :::; L = 11/'(r)ll dr 
uES a 

La deuxième partie de cette démonstration ressemble beaucoup à celle qu'on fait 
lorsqu'on montre comment une intégrale peut se calculer à l'aide des primitives. 
On considère la fonction </J définie sur [a, b], qui associe à tout t la longueur de 
l'arc (sous-arc de 1) joignant A à Mt= f(t). 

,..--..., 

<jJ(t) = .C(AMt)· 

On va montrer que </J est une fonction dérivable sur [a, b] et on calculera sa dérivée 
par la même occasion. Comme il est clair que </J(a) = 0 (c'est si «clair» qu'on 
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,-----. ,-----. 
est obligé de l'admettre: la longueur del'« arc-point» AMa=AA est nulle), on 
pourra calculer </> comme primitive de sa dérivée. 

Pour montrer la dérivabilité de cette fonction</>, on peut (par définition) montrer 

que pour tout t0 , le quotient T = </>(t) - </>(to) a une limite finie et cette limite 
t- to 

finie sera justement </>'(to). 
Or, </>(t)-</>(to) représente exactement la longueur de l'arc compris entre les points 
Mt0 = f(to) et Mt = f(t). En fait, pas exactement, : cela dépend de l'ordre entre 
t et t0 ; en effet, il est clair que </> est une fonction croissante, donc 

,-----. 

• si t > to, alors </>(t) - </>(to) = .C(Mt0 Mt) 
,-----. 

• si t < to, alors </>(t) - </>(to) = -.C(MtMt0 ). 

Dans le premier cas ( t > to), on a 

,-----. 

</>(t) - </>(to) = .C(Mt0 Mt) ~ Mt0 Mt = llf(t) - f(to)ll· 

D'autre part, on peut appliquer la première partie de la démonstration entre t0 et 
t, et on a donc 

,-----. 1t 1t 
1

t0 
</>(t) - </>(to) = .C(Mt0 Mt) :::;:; llf'(r)ll dr = llJ'(r)ll dr - llJ'(r)ll dr. 

~ a a 

Posant g(t) = 1t llf'(r)ll dr, on a donc l'encadrement 

llf(t) - f(to)ll :::;:; </>(t) - </>(to):::;:; g(t) - g(to). 

Divisant par le nombre positif (t - t0 ) (positif dans ce premier cas, il sera négatif 
dans le deuxième) on obtient 

(4.5) Il f(t) - f(to) Il = llf(t) - f(to) Il :::;:; </>(t) - </>(to) :::;:; g(t) - g(t0 ). 

t - to t - to t - to t - to 

Mais lorsque t --+ t6 (t > to), le membre de droite tend vers g'(to). En effet, la 
fonction g (c'est une fonction réelle de la variable réelle) est dérivable et sa dérivée 
est g'(t) = llf'(t)ll, car par définition g est une primitive de la fonction continue 
t t---+ llJ'(t)ll· 

. g(t) - g(to) 
On a donc hm = llJ'(to)ll. 

t-tto t - t0 
t>to 

Quant au membre de gauche, le quotient dans la norme tend vers f'(to), par 
définition de la dérivabilité d'une fonction vectorielle. La norme étant une fonction 

continue, on peut affirmer qu'on a aussi lim Il f(t) - f(to) Il= llf'(to)ll· 
t-tto t - to 
t>to 
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Finalement, dans (4.5), les membres extrêmes ayant la même limite, on peut 
appliquer le théorème des gendarmes, et on obtient que le membre du milieu a 
aussi pour limite llf'(to)ll. 

On a obtenu lim <P(t) - <P(to) = llf'(to)ll· 
t-tto t - to 
t>to 

Dans le deuxième cas (t < to), on a 

~ 

<P(t) - <P(to) = -.C(MtMt0 ). 

~ 

Or, .C(MtMt0 ) ~ MtMto = 11/(t) - f(to)ll· 
Donc <P(t) - <P(to) :::;; -11/(t) - f(to)ll. 

D'autre part, en appliquant encore la première partie de la démonstration à la 
~ 

longueur de l'arc MtMt0 , on a 

~ rto 
.C(MtMt0 ):::;; lt llf'(T)ll dT = g(to) - g(t). 

On a donc 
~ 

<P(t) - <P(to) = -.C(MtMt0 ) ~ -(g(to) - g(t)) = g(t) - g(to). 

Donc on en déduit l'encadrement (similaire à ce qu'on avait précédemment) 

g(t) - g(to) :::;; <P(t) - <P(to) :::;; -11/(t) - f(to)ll· 

On va encore diviser ceci par (t - to) qui est ici un nombre négatif : on change 
donc le sens des inégalités. 
On obtient 

g(t) - g(to) <P(t) - <P(to) llf(t) - f(to)ll 
---'--'-----'----'- ~ ~ - . 

t - to t - to t - to 
Mais on a 

_ llf(t) - f(to)ll = 11/(t) - f(to)ll = Il f(t) - f(to) Il= Il f(t) - f(to) Il· 
t-to to-t to-t t-to 

On obtient finalement 

(4.6) _g(t_) _-g_(t_o) ~ <P(t) - <P(to) ~ Il f(t) - f(to) Il· 
t - to t - to t - to 

Le même raisonnement que dans le premier cas s'applique aux termes extrêmes, 
qui ont aussi, pour les mêmes raisons llf'(to)ll comme limite pour t---+ t0 (t < to), 
et finalement, on obtient grâce au théorème des gendarmes 

lim <P(t) - <P(to) = llf'(to)ll· 
t-tto t - to 
t<to 
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Ayant obtenu que la limite à droite de t0 et la limite à gauche de t0 de <P(t) - <P(to) 
t - to 

sont égales et valent llf'(to)ll, on peut affirmer que 

lim <P(t) - <P(to) = llf'(to)ll· 
t-+to t - t0 

Donc <Pest dérivable en tout to E [a, b], et <P'(t) = llf'(t)ll. 
On a donc pour tout t, puisque <P( a) = 0, 

<P(t) = 1t llJ'(r)ll dr. 

En particulier pour t = b, on obtient 

~ 1b C("f) = C(AB) = <P(b) = a llJ'(r)ll dr. 

0 

Remarque : Cette formule a l'air très intéressante et permet en théorie de 
calculer n'importe quelle longueur d'arc de courbe. En théorie seulement. En 
pratique, c'est souvent très compliqué à cause de l'expression qu'on doit intégrer. 
Il est en effet la plupart du temps difficile et même impossible de trouver une 
primitive d'une expression sous la forme d'un radical. 
Il y a assez peu d'exemples où on peut trouver une valeur explicite, et très 
souvent, on doit se contenter d'une valeur approchée calculée avec une méthode 
d'intégration numérique. 

Voyons un exemple où les calculs se simplifient « miraculeusement ». 

Exemple: longueur d'une arche de cycloïde 

Une paramétrisation d'une arche de cycloïde est (voir exercice 2.1, p. 60 et son 
corrigé p. 304). 

{ x(t) = t - sin t 
y(t) = 1- cost 

On a x'(t) = 1 - cos t et y'(t) =sin t. 
La longueur de cet arc est donc 

t E [O, 211'] 

{21r {27r 
c = lo v(l- cost)2 +sin2 t dt= lo v'2-2cost dt 

4 2 dt = 2 sin 2 ! dt 
1 - cos(2 ! ) lo27r ~ 

2 0 2 
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Notons ici le petit piège : il faut dans ce type de calcul éviter de remplacer ..JX2 
par X sans prendre des précautions. Ici, ça n'aurait pas de conséquence néfaste, 
puisque lorsque t E [O, 271'], on a ~ E [O, 7r] et donc sin~ ~ 0, mais il y a pas mal 
de cas où on peut faire une erreur si on n'est pas attentif (voir exercices). 
On peut donc ici terminer ainsi : 

1l" 1l" -cos-2 2 
[ 

t l 21l" 
C=2fo lsin~ldt=2fo sin~dt=2 112 2 

0 

= 4(-cos 2; - (-cosO)) = 4(1+1) = 8. 

On aurait aussi pu obtenir ce résultat en utilisant la symétrie de l'arche par 
rapport à la droite verticale x = 71', et donc dire que la longueur était égale à 2 
fois la longueur d'une demi-arche, pour laquelle le paramètre t reste entre 0 et 71', 
et donc on a aussi sin~ ~O. 

4.8.2 Paramétrisation normale 
~ 

Lorsqu'un arc 'Y =AB est métrisable, il est possible de privilégier parmi toutes 
les paramétrisations possibles de cet arc une certaine paramétrisation : c'est 
celle qui mesure la distance parcourue sur la courbe.depuis l'origine A. Une telle 
paramétrisation est dite la paramétrisation normale de cet arc. 
Précisons les choses. Si P1 =.([a, b], !) est une paramétrisation de"(, à tout point 

~ 

Mt = f(t) du support de "(, on peut faire correspondre le réel <P(t) = C(AMt), 
longueur sur cet arc entre l'origine et le point Mt. On définit ainsi une application 

~ 

<P de [a, b] vers l'intervalle [O, ,B], avec ,B = <P(b) = C(AB) = C('Y). On a vu que <P 
est une fonction dérivable, et sa dérivée est llf'(t)ll > 0 (l'inégalité est stricte car 
on a supposé que l'arc était simple). <P réalise donc une bijection croissante, de 
classe C1 entre [a, b] et [O, ,B]. La bijection réciproque <P-1 est bien sûr aussi de 
classe C1, et si on pose pour touts E [O, ,B], g(s) = f(<P- 1(s)), on a g = f o <P-1 et 
les quatre assertions suivantes sont vraies : 
• [a, b] est inclus dans le domaine de définition de </J. 

• <P(a) = 0 <P(b) =,B. 
• Vt E [a, bj <fl'(t) > 0. 
• Vt E [a, b] si <P(t) = s, on a g(s) = f(t). 
La paramétrisation P = ([O, ,B], g) est donc une paramétrisation équivalente à 
P1 : c'est donc aussi une paramétrisation de 'Y et c'est elle que l'on appelle la 
paramétrisation normale de 'Y· Il est d'usage de noter s le paramètre de cette 
paramétrisation. 

La possibilité de choisir une paramétrisation normale pour un arc est bien souvent 
très théorique, car expliciter cette paramétrisation normale implique de connaître 
la longueur de cet arc, et on a vu que c'est souvent «mission impossible». 
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Néanmoins l'existence de cette paramétrisation normale rend de grands services 
pour un certain nombre de situations, par exemple pour définir la notion de 
courbure, et aussi pour l'intégration d'une fonction scalaire sur un arc. 

4.8.3 Courbure 

D'un point de vue cinématique, un point mobile qui parcourrait un arc en suivant 
une paramétrisation normale aurait à tout instant une vitesse instantanée absolue 
constante et égale à 1. 
En effet, la vitesse instantanée est V(s) = llg'(s)ll· Mais puisque g = f o <P-1, on a 
g' = (<P-1)'.(J' o </J-1). En posant pour touts E [ü,,B], <P-1(s) = t, on a donc 

g'(s) = (<P- 1)'(s)f'(t) = <P'~t)f'(t) = llf'~t)llf'(t). 

de sorte que llg'(s)ll = 1, ceci pour touts. 
Le vecteur V ( s) = g' ( s) est donc unitaire; on l'appelle le vecteur unitaire tangent 
et on le note f'8 ou plus simplement f' s'il n'y a pas d'ambiguïté. 
Il existe un unique vecteur ;J (on lit « nu ») qui est tel que ( f', ;J) forme une base 
orthonormée directe. Ce vecteur est le vecteur normal principal v. 
L'intérêt de ce parcours à vitesse constante vient d'une remarque de bon sens : à 
vitesse constante, plus un virage est serré, et plus on est « secoué ». Mathématique­
ment, être secoué signifie qu'on est soumis à une force, forcément centripète pour 
pouvoir prendre le virage, proportionnelle à l'accélération. C'est ce raisonnement 
qui est à l'origine de la notion de courbure, qui mesure comment un virage est 
serré. Notons (voir proposition 2.10 p. 35) que puisque le mouvement n'est ni 
retardé, ni accéléré, on a V(s) · A(s) = 0 (notant A(s) = g"(s) l'accélération). 
L'accélération est donc à tout instant orthogonale à V(s) = g'(s) = f', et donc 
proportionnelle à ;J. C'est ce coefficient de proportionnalité qui est la courbure. 

,,--...._ 

Définition 4.40 Soit 'Y =AB un arc simple paramétré de classe C1 et P = 
( [O, ,B], g) sa paramétrisation normale. 
Alors la courbure de 'Y en son point g(s) est égale au réel c tel que g"(s) = cv. 

Cette définition semble sans grand intérêt ; en effet, si on ne connaît pas la 
paramétrisation normale, comment calculer sa dérivée, et a fortiori sa dérivée 
seconde? 
En fait, comme nous allons le voir, il n'est pas nécessaire de connaître la para­
métrisation normale d'un arc pour déterminer sa courbure en un de ses points, 
comme le montre ce théorème. (On suppose que l'arc est de classe C2 , ce qui 
signifie que ses paramétrisations sont aussi de classe C2 , n'entrons pas dans les 
détails). 
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Théorème 4.41 Soit 'Y un arc simple paramétré de classe C2 et P1 = ([a, b], f) 
une de ses paramétrisations. Alors la courbure de cet arc en son point Mt = f(t) 
est donnée par la formule (x et y désignant les fonctions composantes de f) 

x'(t)y"(t) - x"(t)y'(t) det(f'(t), f"(t)) det(V(t), A (t)) 
c - - - ------=-,.-,------

- ([x'(t)J2 + [y'(t)J2)~ - iif'{t)il 3 - V 3(t) . 

det désigne le déterminant des deux vecteurs (ou produit mixte), qui peut être 
calculé dans n'importe quelle base orthonormée directe. 

Preuve On va utiliser pour cette démonstration, sans la calculer, la paramé­
trisation normale P = ([O,,B],g) de/, et les notations du§ précédent, pour <Pet 
s = </>(t). 
On va calculer det(f'(t), f"(t)) en utilisant que f =go </J. 
Tout d'abord, on a f'(t) = <//(t) (g' o <P)(t), et donc en utilisant la dérivation d'un 
produit coordonnée par coordonnée, on en déduit que 

!" ( t) = <P" ( t) (g' 0 <P) ( t) + <P' ( t) ( <P' ( t) (g" 0 <P) ( t)) . 

En utilisant maintenant que <f>(t) = s, et que g'(s) = f et g"(s) = cv, on obtient 
d'une part: 

f'(t) = <P'(t) g'(s) = <P'(t) f, 

et d'autre part 

J"(t) = <P"(t) g'(s) + (<P'(t)) 2 g"(s) = <P"(t) f + (<P'(t)) 2 cv. 

Un déterminant peut se calculer dans n'importe quelle base orthonormée directe, 
on va faire le calcul avec les coordonnées de f 1 ( t) et f" ( t) dans la base ( f, ;J). On 
a donc 

<let(!' ( t) f 11 ( t)) = 1 <P' ( t) <P" ( t) 1 = c ( <P' ( t)) 3 

' 0 (<P'(t)) 2 c 

Mais souvenons-nous que <P'(t) = llf'(t)ll (nous n'avons pas voulu utiliser ce 
résultat plus tôt, car le terme <P"(t) aurait été difficile à calculer; nous avons 
attendu sa disparition qui tombe à pic) On a donc det(f'(t), f"(t)) = c llf'(t)ll3 

d'où le résultat annoncé. D 

Remarque : Cette formule permet de retrouver un résultat qu'on avait juste 
expliqué, mais pas démontré lors du chapitre 2 : la présence d'un point d'inflexion 
sur une courbe paramétrée. D'après ce qu'on vient de voir, un point où il y a 
un virage à gauche est tel que sa courbure est positive, et un virage à droite 
correspond à une courbure négative. 
En effet, pour que la base ( f, ;J) soit directe, f étant dans le sens de la marche, il 
faut que ;J « regarde à gauche » ; l'accélération est du côté de l'intérieur du virage, 
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et pour un trajet à vitesse constante (paramétrisation normale), elle vaut A= ciJ, 
donc elle est du côté de iJ, à gauche lorsque c > O. 
On peut donc dire qu'un point où c s'annule en changeant de signe est un point où 
le virage passe de droite à gauche où de gauche à droite : c'est un point d'inflexion. 
Or, le signe de c est celui de x'y" - x"y' : on retrouve bien le résultat annoncé 
p. 50. 

4.8.4 Rayon de courbure, centre de courbure, cercle osculateur 

L'intérêt de la courbure comme caractérisant combien un virage est serré peut ne 
pas paraître évident, surtout sans interprétation concrète de cette notion. 
C'est la notion de cercle osculateur, de rayon de courbure et de centre de courbure 
qui permet de donner cette interprétation concrète. 
Le cercle osculateur à un arc simple de classe C2 dont une paramétrisation est 
([a, b], f) en son point Mt = f(t) est un cercle qui est presque confondu à la 
courbe au voisinage de ce point. Non seulement il a la même tangente en Mt, mais 
également il a la même courbure. Son centre est le centre de courbure, son rayon 
est le rayon de courbure. 

Or, la courbure d'un cercle semble être constante. Calculons-la : 
Soit C le cercle de centre n, de rayon p, considéré comme une arc paramétré 
fermé dont une paramétrisation est 

{ x(t) = xn + pcost 
y(t) = Yn + psint 

t E [O, 27r]. 

Calculons la courbure en un point quelconque, correspondant au paramètre t. 
On a x' = x'(t) = -psint, y'= y'(t) = pcost; 

x" = x"(t) = -pcost, y"= y"(t) = -psint, donc 

x' y" - x" y' 
c= a 

(x'2 + y'2)2 

p2[(- sin t)(- sin t) - (-cos t) cos t] 

[p2(sin2 t + cos2 t)] ~ 
1 

p 

(Remarquons au passage que la courbure est positive, ce qui est logique puisque 
cette paramétrisation correspond à décrire le cercle dans le sens trigonométrique, 
et cela correspond à un virage à gauche.) 

Le rayon d'un cercle ayant la même courbure c qu'une courbe en son point Mt 

doit donc avoir comme rayon R = ~ · 
c 

On veut aussi que le cercle osculateur ait la même tangente que la courbe en Mt· 
Cette tangente est la droite T passant par Mt et dirigée par f. Pour que T soit 
aussi une tangente au cercle osculateur, il est nécessaire que son centre soit situé 
sur la perpendiculaire à T passant par Mt, donc soit sur la droite N passant par 
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Mt, dirigée par iJ. Compte tenu du signe de la courbure, le centre nt du cercle 

osculateur en Mt est donc le point nt = Mt + RiJ = Mt + ! iJ. 
c 

Une dernière définition : le lieu des centres des cercles osculateurs, (ou lieu 
des centres de courbure) d'une courbe s'appelle sa développée. 

Exemple développée de la cycloïde : 
On considère toujours une arche de la cycloïde, dont une paramétrisation est 

{ x = x(t) = t - sin t 
y=y(t)=l-cost 

t E [O, 211'] 

(On pourra ensuite étendre ce qu'on trouvera à toute la cycloïde en utilisant 
l'invariance par translation qu'on a mise en évidence p. 40). 
On a x' = x' ( t) = 1 - cos t ; y' = y' ( t) = sin t ; x" = x" ( t) = sin t ; y" = 
y"(t) =cos t. 

En son point Mt de coordonnées (x(t), y(t)), la tangente est dirigée par 
f'(t) = (x'(t),y'(t)) = (1- cost,sint) lorsqu'on n'est pas en un point singulier, 
c'est-à-dire pour t of k211'. 
Notons que llf'(t)ll = V,.-(1---c-os_t_)_2 _+_s-in_2_t = v'2 - 2cost = 21 sin ~I = 2sin ~ 
(voir§ précédent). 
Le vecteur unitaire tangent f est tel que f'(t) = llf'(t)ilf. Donc 

( 
1 - cos t ) ( 2 sin

2 ~ l 2 sin ! 2 sin ! sin ! 

f ~ smt'. 2sin~:..~ ~ ( cœ;) · 
2sm 2 2sin! 

2 

Le vecteur iJ directement orthogonal à f et unitaire est donc (vérification immé­
diate) 

La courbure en Mt vaut 

iJ= (-cos~). 
sin! 

2 

1 
x' y' 1 

x" y" (1 - cos t) cos t - sin t sin t 
c - - -----~----

- llf'(t)ll 3 - 8sin3 ~ 

cost -1 -2sin2 ~ 1 
= 8sin3 ! = 8sin3 ! = - 4sin-2t · 

2 2 
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Remarquons que la courbure est négative, ce que l'on pouvait deviner en regardant 
la courbe de la cycloïde (p. 305) : sur ce dessin, on constate qu'en suivant le sens 
de parcours, (de gauche à droite), le virage est toujours à droite. 

Le rayon de courbure est donc R = -4sin ! (valeur négative : en fait c'est un 
rayon « algébrique », le cercle osculateur aura, lui, géométriquement IRI = 4 sin! 
comme rayon). 

Le centre de courbure, f!t (centre du cercle osculateur) pour le paramètre t est 
donc tel que 

f!t = f(t) + RiJ. 

il a donc pour coordonnées 

xnt = x(t) + (-4sin !)(-cos!) = t - sin t + 2 sin t = t +sin t 
Ynt = y(t) + (-4sin !)(sin!)= 1 - cost - 2(1- cost) = -1 + cost. 

L d , 1 'd 1 l""d { x=x(t)=t-sint td 1 bd'' · a eve oppee e a cyc 01 e (t) 1 t es one a cour e equations y=y =-cos 

, . { x = xn = t + sin t parametnques _ t _ 1 t 
y - Ynt - - + cos . 

On peut montrer assez facilement que cette développée est elle-même une cycloïde 
isométrique à la cycloïde initiale. (Par exemple, il est aisé de voir que xnt = 
x(t - 7r) + 7f et Ynt = y(t - 7r) - 2). 
On déduit donc la développée de la cycloïde initiale par une translation de vecteur 

v = (:2)· 
4.8.5 Complément : intégrale curviligne d'une fonction scalaire 

Dans tout ce§, r est un arc métrisable. P1 = ([a, b], 1) est une paramétrisation 
de r ; x et y sont les fonctions composantes de la fonction T On note t le 
paramètre de la paramétrisation P1, et s le paramètre d'une paramétrisation 
normale P = ( [O, ,B], <p) de r. (,B est donc la longueur de r). On note aussi 
M = M(t) = M(s) un point quelconque de r (identifié abusivement à son 
support); les coordonnées de M(t) sont donc (x(t),y(t)). 

Définition 4.42 Soit f une fonction de JR2 (ou JR3) dans JR, dont l'ensemble de 
définition contient le support d'un arc paramétré r. (f peut d'ailleurs très bien ne 
pas être défini en dehors de r). Alors l'intégrale curviligne de la fonction scalaire 
f sur l'arc r est : 
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Comme cp'(s) = ll'r'~t)llî''(t) (voir§ 4.8.3), la formule de changement de variable 

permet de vérifier aisément que les deux expressions de I dans ( 4. 7) sont égales. 

Nous admettrons que l'intégrale de surface d'une fonction scalaire possède toutes 
les propriétés habituelles des intégrales : 
• la linéarité : 

l[>..f(M) + µg(M)] ds =À l f(M) ds + µ l g(M) ds; 

• la positivité : si f ~ 0, alors l f(M) ds ~ 0; 

• l'additivité : si r = ri u r2, avec ri n r2 négligeable, alors 

fr f (M) ds = Jl
1 

f (M) ds + jfr
1 

f (M) ds; 

• le fait que la valeur d'une intégrale de surface est indépendante de la paramétri­
sation. 

Exemple 1 : Calcul de la masse d'un objet linéaire dont la masse linéique n'est 
pas homogène. 
Soit r un « morceau de courbe » dont la masse linéique À (c'est-à-dire la masse 
par unité de longueur : l'unité physique d'une masse linéique est le kg/m) n'est 
pas constante. La fonction À n'est donc ici pas définie en dehors der. 
Alors la masse totale du morceau de courber est : 

{ rc(r) 
m(r) = lr >..(M) ds = lo >..(cp(s)) ds. 

Remarquons que si la masse linéique est constante, c'est-à-dire si À est une 
constante, on obtient : 

m(r) =)..fr ds = >.. . .C(r), 

ce qui est logique. 

Exemple 2 : Moment d'inertie d'un cercle homogène par rapport à un diamètre. 
On considère un cercle C, de rayon R; on suppose que son centre est 0, l'origine 
du repère. Soit M la masse de ce cercle. La masse linéique de ce cercle est donc la 

27f 
constante >. = MR, puisque la longueur du cercle est 27r R. 

Nous cherchons son moment d'inertie par rapport à un diamètre; nous prendrons 
l'axe Oy, ce qui ne nuit évidemment pas à la généralité. 

, {x = Rcos() Nous utilisons la parametrisation du cercle : 
y= Rsin() 

() E [O, 27r]. 

L'élément de longueur vaut ici ds = y'(-Rsin(J)2 + (Rcos())2 d() =Rd(). 
On sait que le moment d'inertie d'un point massique de masse m, situé à la 
distancer de l'axe est j = mr2• Le moment d'inertie d'un élément de longueur 
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ds par rapport à l'axe Oy est donc 

dj = (>. ds)x2 = >.x2 ds, 

et le moment d'inertie total est donc l'intégrale sur ce morceau de courbe de la 
fonction >.x2 : 

[ M [21r M R2 [21r 
J =Je >.x2 ds = 27rR Jo (RcosB) 2 R dB= ---z;- Jo cos2 B dB 

M R2 lo21r ( 1 cos20) M R2 [ sin 20] 27r =-- -+-- dB=-- t+--
27r 0 2 2 47r 2 0 

MR2 
J=--

2 

4.9 Exercices 

Exercice 4.1. Démontrer la proposition 4.17 p. 173 qui affirme que : 
Si / est un arc paramétré de classe C1 et si 1' est son arc inverse, si P = ([a, b], f) 
est une paramétrisation de /, alors les paramétrisations suivantes sont deux 
paramétrisations de / 1• 

1. Ê' = ([a, b], f) avec pour tout t E [a, b], f(t) = f(a + b - t). 

2. P = ([-b, -a], f) avec pour tout t E [-b, -a], f{t) = f(-t). 

Exercice 4.2. Soit w la forme différentielle définie par w = P dx + Q dy, avec 

P(x, y)= x +y et Q(x, y)= x - y. Calculer i w lorsque: 

1. / est l'arc du cercle trigonométrique joignant le point A = (1, 0) et le point 
B = (0, 1) dans le sens direct; 

2. /est le segment de droite [AB] (parcouru de A vers B). 

Exercice 4.3. Soit V= ( ~) le champ vectoriel de JR2 défini par P(x, y)= xy 

et Q(x, y) = x +y. Calculer la circulation de ce champ V le long de l'arc 'Y 
lorsque: 

1. / est l'arc de la parabole y = x2 parcouru de gauche à droite entre son point A 
d'abscisse -1 et son point B d'abscisse 2; 

2. /est. le segment de droite [AB] (parcouru de A vers B); 

3. /est l'arc du cercle de diamètre [AB] parcouru dans le sens des aiguilles d'une 
montre. 
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Exercice 4.4. Calculer 1 = i y dx - z dy + x dz 

1 désignant l'arc de la courbe de l'espace dont une paramétrisation est ([O, 27r], /), 
avec f(t) = (Rcost,Rsint,At) (le support de 'Y est une spire d'une hélice). 

Exercice 4.5. On considère le champ de vecteurs V défini sur JR2 par : 
(x,y) t---+ (P(x,y),Q(x,y)) avec P(x,y) = y3 - 6xy et Q(x,y) = 3xy2 - 3x2 + 
x+2y. 
Calculez l'intégrale curviligne de V sur les arcs "fi, pour 1 ~ i ~ 3, lorsque 'Yi est 
défini ainsi : 

1. 'YI est le segment qui va de A(l, 2) vers B(3, 4). 

2. et 3. "(2 et "(3 sont les deux demi-cercles dont [AB] est un diamètre, orientés de 
A vers B. 
4. Pourquoi est-ce que l'aire du disque de diamètre [AB] est égale à la différence 

li2 V(M). JM- i3 V(M). JMI 7 

Peut-on trouver une relation du même type concernant les intégrales de V sur "(1 

et "(2 ? sur "(1 et "/3 ? 

Exercice 4.6. Soit V le champ vectoriel défini sur l'ensemble des points M = 

(x,y) de JR2 par: V(M) = (P(x,y),Q(x,y)) avec P(x,y) = 4x+y et Q(x,y) = 

x+2y. 
Soit 'Y l'arc du cercle trigonométrique (de centre 0, de rayon 1), orienté dans le 
sens direct, joignant A(l, 0) à B(O, 1). 

Calculer de deux façons l'intégrale curviligne le long du chemin 'Y du champ 
vectoriel V. 

Exercice 4. 7. Soit w la forme différentielle définie sur JR2 par 

w = Pdx+Q dy avec P(x, y)= x2 - y2 et Q(x, y)= 2xy 

Soit 'Y l'arc fermé dont le support est le cercle de centre !1(1, 2), de rayon 1, orienté 
dans le sens direct, parcouru une seule fois et dont le point de départ et d'arrivée 
est A(O, 2). 

Calculer l'intégrale curviligne le long du chemin 'Y de w. 

Exercice 4.8. 

1. Déterminer la longueur de la courbe paramétrée { 

(étudiée à l'exercice 2 .4). 

x(t) = 2cost + cos2t 
y(t) = 2sint- sin2t 

2. Déterminer l'aire de la partie de plan limitée par cette courbe. 
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Exercice 4.9. Déterminer la longueur d'un arc de parabole. 

Exercice 4.10. Déterminer l'aire de la partie du plan caractérisée, dans un 
repère orthonormé par l'inéquation x213 + y 213 ~ 1, ainsi que la longueur de la 
courbe frontière. 



CHAPITRE 5 

Calculs d'intégrales doubles, triples et de surface 

5.1 Introduction 

5.1.1 Notions abordées 

Nous ne ferons pas dans ce cours de théorie de l'intégrale multiple, double ou 
triple, comme on a introduit l'intégrale de Riemann pour les fonctions d'une seule 
variable. Ce n'est pas impossible, mais c'est assez vain, car un peu plus tard, on 
introduit une notion plus générale, bien plus intéressante, qui englobe toutes ces 
situations, et qui est l'intégrale de Lebesgue : ce serait un gaspillage d'énergie de 
vouloir être trop rigoureux à notre niveau. En revanche, il est essentiel de savoir 
calculer ces intégrales doubles et triples et de savoir à quoi elles correspondent. Il 
en est de même pour les intégrales de surface. 

Dans un premier temps, nous expliquerons comment comprendre l'intégrale double 
d'une fonction de deux variables sur un certain domaine du plan, en restant dans 
des situations simples : le domaine est « suffisamment régulier », et la fonction est 
continue. Nous pousserons au maximum l'analogie avec l'intégrale simple, puis 
nous expliquerons une formule de calcul en privilégiant une des deux variables. 

Ensuite, nous donnerons toutes les règles élémentaires de calcul sur cette intégrale, 
qui sont les mêmes que pour tous les calculs d'intégrales : linéarité, positivité, 
relation de Chasles ... Nous admettrons toutes ces propriétés « élémentaires », et 
aussi deux propriétés beaucoup plus compliquées : le théorème de Fubini, qui est 
très logique, puisqu'il dit simplement que le fait d'avoir privilégié une variable 
plutôt que l'autre ne modifie pas le résultat, et surtout la formule de changement 
de variables, qui nous donnera l'occasion d'appliquer ce qu'on a vu sur le Jacobien 
d'un changement de variable. 

Nous verrons ensuite le Théorème de Green-Riemann dont nous avons utilisé un 
aspect au chapitre IV. Sa démonstration, assez difficile (mais on peut la sauter en 
première lecture), dont nous donnons un aperçu permet de reprendre les définitions 
vues jusque là. 

Nous étendrons ensuite rapidement toutes ces notions aux intégrales triples. 
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Pour terminer, nous parlerons des intégrales de surface et de la notion de flux, 
qui jouent en dimension 3 le même rôle que les intégrales curvilignes dans le plan. 
Nous terminerons par les Théorèmes de Stokes-Ampère et d'Ostrogradski, les deux 
possibilités de version 3D de Green-Riemann avec des démonstrations partielles 
de ces théorèmes très difficiles. 

5.1.2 Introduction géométrique 

Commençons par essayer de nous rappeler comment fonctionne une intégrale 
simple (de Riemann). 
Lorsqu'on cherche à comprendre la symbolique utilisée dans l'intégrale I == 

lb f(x) dx d'une fonction f régulière (au moins continue) sur une intervalle [a, b], 

on peut l'interpréter ainsi, lorsque la fonction f est positive sur cet intervalle, · 
c'est-à-dire lorsque pour tout x E [a, b], on a f(x) ~ 0 : 

(5.1) a X b 

Sachant que I mesure l'aire de la partie de plan située entre la courbe et l'axe 
des abscisses d'une part, et entre les droites verticales x = a et x = b d'autre 
part, c'est-à-dire au-dessus du domaine d'intégration qui est l'intervalle [a, b], pour 
calculer cette aire, on découpe l'intervalle [a, b] en « intervalles élémentaires » 
[x, x + dx], de largeur dx, et on considère alors le découpage correspondant de 
la surface dont on cherche l'aire. Elle se trouve donc découpée en fines tranches 
d'épaisseur dx, et on assimile chaque tranche à un rectangle de largeur dx, et de 
hauteur f(x), donc d'aire dA = f(x) dx. L'aire totale est donc égale à la somme 
des aires de ces « rectangles élémentaires », et les dx étant infiniment petits, cette 
somme contient une infinité de termes, c'est pourquoi on la note avec le symbole 

d'intégration j, qui désigne une somme infinie. 

Soit maintenant une fonction de deux variables f ( x, y). Par analogie avec la courbe 
représentative d'une fonction d'une seule variable, une représentation graphique de 
cette fonction f est ce qu'on appelle la nappe d'équation z = f(x, y). On dit aussi 
une surface : c'est l'ensemble des points (x, y, z) de l'espace tels que z = f(x, y). 
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Supposons que f soit une fonction continue sur un domaine ~ (cela s'interprète 
graphiquement par le fait que la nappe n'a « pas d'accroc » ), et de plus nous 
supposerons que f est positive sur ~ : cela signifie que la nappe représentative 
est «au-dessus» du plan z = 0 qui contient les axes de coordonnées Ox et Oy. 
Le calcul d'une intégrale de la fonction f sur ce domaine se comprend alors 
géométriquement comme le calcul du volume de la partie de l'espace situé «au­
dessus » du domaine ~' entre le plan z = 0 et la nappe représentative de f, 
d'équation z = f(x, y). 

(5.2) 

Pour calculer ce volume, une démarche analogue à la situation précédente consiste 
à découper le domaine ~ en petits rectangles élémentaires de longueur et largeur 
dx et dy, à partir de chaque point (x,y) (on fait abstraction de ce qui se passe au 
bord). On considère alors le découpage correspondant du volume à calculer en 
petites «allumettes », qu'on assimile à des parallélépipèdes rectangles de base 
dx dy et de hauteur f(x, y), donc de volume dV = f(x, y) dx dy. Le volume 
total est la somme (infinie) de tous ces volumes élémentaires, et on note cette 

somme à l'aide du symbole jj, pour signifier que le découpage est «doublement 

infini» en x et en y (bien sûr, mathématiquement, tout ceci n'est pas parfaitement 
rigoureux). Lorsqu'on abordera le calcul de ces intégrales, on comprendra mieux 
pourquoi il est logique de doubler ce symbole somme. On note donc 

V= JL f(x,y) dx dy. 

5.1.3 Méthode de calcul d'une intégrale double 

Attention : le rais.onnement qui suit n'a pas la prétention d'être rigoureux. Il veut 
simplement donner quelques explications « physiques » pour aider à comprendre 
la notion d'intégrale double. 
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z 

0.~--'---11-----'------H-+-----y 

(5.3) X 

Pour calculer le volume introduit dans le § précédent, une autre méthode (que 
le découpage en « allumettes ») consiste à faire un découpage en tranches : pour 
chaque x compris entre les deux valeurs extrêmes correspondant aux « bords » 
de~ (a et b sur notre figure), on considère la tranche d'épaisseur dx du volume 
à déterminer, comprise entre deux plans frontaux (parallèles au plan Oyz). Soit 
dV(x) le volume de cette tranche. 

On assimile cette tranche à un «cylindre» (ou prisme si vous préférez), de base 
une surface formée de l'intersection du volume à calculer avec le plan frontal 
correspondant à x, et d'épaisseur dx. Si A(x) est l'aire de la base de cette «tranche 
élémentaire », on peut dire que 

dV(x) = A(x) dx, donc V= j dV(x) =lb A(x) dx. 

Calculons maintenant la valeur de A(x). Pour cela examinons la forme de cette 
« base ». Elle est située dans un plan parallèle à Oyz (frontal); les axes de 
coordonnées naturels, dans ce plan, sont O' y et O' z ( O' est un point de Ox : il a 
pour coordonnées (x, 0, 0)). 

La surface dont on cherche l'aire est comprise entre l'axe des abscisses (Oy), une 
courbe de fonction positivez= g(y), et deux droites verticales. On sait qu'une 
telle aire peut se calculer à l'aide d'une intégrale (simple!), mais on doit préciser 
quelques éléments : quelle sont ces droites verticales, et quelle est cette fonction 
g? 
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z 

o· 
(5.4) u x) l'(X) y 

Les droites verticales : elles correspondent aux frontières verticales de la 
section frontale correspondant à la valeur x du volume à calculer. Représentons le 
domaine b.. dans le plan Oxy. Nous supposons qu'il existe deux fonctions y= u(x) 

() · 11 A ~ , • , { a~x~b et y = v x qm sont te es que u peut etre caractense par ( ) _,,,. _,,,. ( ) ux :::::,.y:::::,.vx. 
En d'autres termes, dans le plan Oxy (qui est a priori horizontal), le domaine b.. 
est limité par « en bas » par la courbe de la fonction u, et par « en haut » par la 
fonction v, (et en plus par la gauche par la droite x = a et par la droite par la 
droite x = b). 
Les droites verticales du plan O'yz de la section frontale que l'on étudie ont donc 
comme équation y= u(x) et y= v(x). 

La fonction g : elle correspond à la frontière supérieure du volume étudié, pour 
x fixé, avec y qui varie. C'est donc la deuxième fonction partielle de la fonction f 
en (x, y). On a donc g(y) = f(x, y). 

Récapitulation. 
On trouve donc A(x) comme intégrale entre u(x) et v(x) de la fonction g : 

1.
v(x) 1.v(x) 

A(x) = g(y) dy = f(x, y) dy. 
u(x) u(x) 

Finalement, on a « établi » (ou plutôt illustré) que 

Jl f(x, y) dx dy =V= 1b (1~::) f(x, y) dy) dx. 

Nous allons maintenant être un peu plus rigoureux. Pour cela, nous prendrons 
cette dernière formule comme définition de l'intégrale double. 
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5.2 Intégrale double 

5.2.1 Une définition de l'intégrale double 

Nous formalisons maintenant la définition qui a été justifiée dans l'introduction 
dans le cas d'une fonction positive. Mais maintenant nous l'appliquons à une 
fonction f qui n'est plus supposée positive : elle peut être positive, négative ou 
changer de signe sur le domaine Li. 

Définition 5.1 Soit f une fonction continue sur un domaine Li de JR2 . On suppose 
que ce domaine Li peut être défini par 

( ) Li { a::::;x::::;b 
x, y E {::::::::> u(x) ::::; y ::::; v(x), 

a et b étant des réels et u et v des fonctions d'une variable réelle tels que 
a< b et Vx E [a, b], u(x) ::::; v(x). 
Alors l'intégrale double de la fonction f sur le domaine Li est le nombre réel 

(5.5) JL f(x, y) dx dy =lb (1~::) f(x, y) dy) dx. 

Quelques précisions concernant cette définition. 
• Tout d'abord, nous supposons la fonction f continue: ce n'est pas une obligation 

théorique, mais en pratique on n'étudie guère que des intégrales doubles de 
telles fonctions, et ça simplifie les énoncés. 

• Ensuite, nous supposons que Li peut être défini par ce système de deux inégalités : 
cela suppose que le domaine Li n'est pas trop biscornu, et n'a pas de trou. En 
fait, on peut calculer des intégrales doubles sur des domaines plus compliqués, 
à condition de couper ces domaines en morceaux « simples », et d'appliquer 
une espèce de relation de Chasles que nous verrons plus loin à la proposition 
5.6 (p. 219). 

• Dans le système définissant .Li, nous avons écrit des inégalités larges : cela 
suppose que le domaine .Li est fermé. En fait, ce n'est pas une obligation, et 
pour un domaine qui serait ouvert (inégalités strictes dans le système), ou ni 
ouvert ni fermé (il y a par exemple à la fois des inégalités larges et des inégalités 
strictes), mais quand même suffisamment régulier (disons pour qu'on puisse 
le représenter par un dessin : définir rigoureusement cette régularité est une 
mission impossible à notre niveau), on pourrait néanmoins calculer l'intégrale 
double de f sur ce domaine : elle aurait la même valeur que l'intégrale double 
sur l'adhérence du domaine (voir§ 1.6.1 p. 23), ceci grâce à deux résultats que 
nous verrons un peu plus loin. 

• Une dernière chose : on écrit souvent fb dx 1v(x) J(x, y) dy; cette expression 
la u(x) 

a exactement la même signification que le deuxième membre de l'égalité (5.5). 
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L'avantage d'écrire dx dès le début est qu'on voit bien ainsi à quelle variable 
se rapportent les bornes d'intégration a et b, et aussi cela évite l'usage de ces 
grandes parenthèses. 

Premier exemple : 

On cherche à calculer l'intégrale double de la 
fonction 
f : (x, y) t-----t 1 + x - y sur le domaine ~ 
représenté sur la figure ci-contre : la partie de 
plan comprise entre la parabole y = x2 - 1 et 
l'axe des abscisses. 

Pratiquement, la seule difficulté, dans ce type 
de calcul consiste à écrire une caractérisation 
du domaine ~ sous la forme d'un système 
d'inégalités comme dans la définition. 

-1 

Ici il est clair que les abscisses des points de ~ sont comprises entre -1 et 1, les 
ordonnées étant elles entre x2-1 et 0, donc un système d'inéquations caractérisant 
Â est 

{ -1~X~1 
x2 -1 ~y~ O. 

On applique donc la définition et on obtient 

{{ (l+x-y)dxdy=f1 dx r0 (l+x-y)dy 
JJt::. -1 lx2-1 

~ J_'1 dx[v+xy- y:[,_, 
= j_11 - [(x2 - 1) + x(x2 - 1) - (x2 ~ 1)2] dx 

= - - x - 2x + x + - dx 11 (x4 3 2 3) 
-1 2 2 

= [xs - x4 - 2x3 + x2 + 3xix=l 
10 4 3 2 2 x=-l 

1 4 28 
= 5- 3 + 3 = 15' 

Quelques remarques concernant ce calcul. 
• Avec cette définition, dès qu'on a défini correctement le domaine d'intégration, 

le calcul d'une intégrale double se ramène immédiatement au calcul de deux 
intégrales simples successives. 
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• Il subsiste quand même une difficulté : c'est que la variable d'intégration dans 
ces calculs d'intégrales simples n'est pas toujours la même (c'est une fois y puis 
une fois x). Pour éviter des erreurs, il est conseillé d'écrire quelle est la variable 
concernée aux bornes des crochets. D'autre part il faut auparavant faire très 
attention quand on primitive : la primitive de 1, ce n'est pas forcément x : à la 
deuxième ligne, comme c'est y qui est la variable d'intégration, c'est y qui est 
la primitive de 1, xy la primitive de x etc. 

5.2.2 Propriétés de l'intégrale double 

Nous ne démontrerons aucune de ces propriétés. Certaines démonstrations seraient 
simplement techniques et pas très difficiles, mais un certain nombre de théorèmes 
sont de démonstration extrêmement délicate et inaccessible à notre niveau. 

Il faut retenir que l'intégrale double est une technique d'intégration, et à ce titre, 
elle a à peu près les mêmes propriétés que les autres techniques d'intégration, 
donc par exemple que l'intégration des fonctions d'une variable. 
Dans tous les énoncés qui suivent, les fonctions considérées sont toujours des 
fonctions de deux variables continues. D'autre part ~ est un domaine sur lequel 
on peut calculer une intégrale double. 

Positivité 

Proposition 5.2 (positivité) 
Si f est une fonction telle que pour tout (x, y) E ~on a f(x, y) ~ 0, 

Alors on a Il f(x, y) dx dy ~O. 

Remarquons que l'introduction de ce chapitre rend ce résultat complètement 
évident, puisque l'intégrale double ci-dessus peut lorsque f est positive être 
interprétée comme le volume d'une partie de l'espace, et qu'un volume est toujours 
positif. 
Un corollaire évident de ce résultat est le suivant : 

Corollaire 5.3 Si f et g sont deux fonctions telles que pour tout (x, y) E ~on 

a f(x, y) ~ g(x, y), 

Alors on a Il f(x,y) dx dy ~ Jl g(x,y) dx dy. 

(Pour être honnête, il faut signaler que la démonstration du corollaire demande 
d'utiliser la linéarité du§ suivant.) 
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Linéarité 

Proposition 5.4 (linéarité) 
Quelles que soient les fonctions f et g, et quelles que soient les constantes réelles 
À,µ on a: 

JL. ( >-.f(x, y)+ µg(x, y)) dx dy =).. JL. f(x, y) dx dy + µ Jl g(x, y) dx dy. 

Domaines négligeables 

Proposition 5.5 Si ~est un domaine d'aire nulle 1, alors pour toute fonction f, 
on a Jl f(x, y) dx dy =O. 

C'est ce résultat qui permettra d'affirmer que le fait que les inégalités soient larges 
ou strictes dans la définition du domaine ~ est sans importance. Grâce au résultat 
suivant, la différence entre l'intégrale double sur l'adhérence et sur l'intérieur (au 
sens topologique) d'un domaine régulier, dont la frontière est une courbe, c'est 
simplement l'intégrale double sur cette frontière qui est donc nulle. 
Nous retiendrons que pour un domaine régulier, dont la frontière a une aire nulle, 
on a (avec les notations de la p. 23) 

JL. f(x, y) dx dy =Ji f(x, y) dx dy =Ji f(x, y) dx dy. 

Additivité 

Nous énonçons ici une propriété qui généralise la relation de Chasles pour les 
intégrales simples : 

1c J(x) dx = 1b f(x) dx + 1c f(x) dx qu'on peut écrire, lorsque a< b < c: 

r J(x) dx = r J(x) dx + r f(x) dx. 
J(a,c] l(a,b] J(b,c] 

Proposition 5.6 (additivité) 
Si~' ~1, ~2 sont des domaines tels que~= ~1 U ~2, avec ~1 n ~2 d'aire nulle, 
alors 

JL. f(x, y) dx dy = JL.
1 

f(x, y) dx dy + JL.
2 

f(x, y) dx dy 

Nous comprendrons cette notion d'aire nulle dans le sens le plus intuitif : un domaine formé d'un 
segment, d'une courbe, d'un point, ou d'une réunion d'un nombre fini de tels domaines est d'aire 
nulle 
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C'est cette propriété qui permet de définir l'intégrale double d'une fonction sur 
un domaine « biscornu », en plusieurs morceaux, ou à trous : on le découpe en 
morceaux simples, on applique la définition sur chaque morceau, et on additionne 
les résultats. 

Changement de l'ordre des variables 

Nous formalisons ici une idée très simple : dans l'introduction, nous avons découpé 
le volume en coupant en tranches perpendiculaires à l'axe des x. Nous aurions 
aussi bien pu découper en tranches en suivant une direction perpendiculaire à 
l'axe des y, et intuitivement le résultat ne devrait pas être différent. Il faut avoir 
conscience que la démonstration du théorème qui va suivre traduisant cette idée 
simple est en fait extrêmement difficile. 

Théorème 5. 7 (Fubini) On suppose que le domaine !:::.. : { 
a~x~b 

u(x) ~y~ v(x) 

t •At t'"' l t' { a~y~f3 peu aussi e re carac erise par e sys eme ( ) / / ( ) 
WI y :::::, X:::::, W2 y. 

Alors on a 

R 1b 1v(x) 1/3 1w2(y) 
f(x, y) dx dy = dx f(x, y) dy = dy f(x, y) dx. 

6. a u(x) a w1(y) 

Nous allons appliquer ce résultat pour recalculer l'intégrale double vue juste après 

la définition p. 217: I =Ji (1 + x -y) dx dy. 

L d . J\ • A , • , { -1 ~X~ 1 
e omame u pouvait etre caractense par x2 _ 1 ~y~ O. 

En cherchant les bornes du domaine de variation des x, puis en cherchant, pour 
chaque x fixé comment varie y, ce domaine admet aussi une caractérisation dans 
laquelle l'ordre des variables est inverse. 

Il est clair que y reste toujours entre -1 et 0 lorsque ( x, y) est dans le domaine tl. 
(voir la figure p. 217). Ensuite, pour chaque y fixé (cela revient à se placer sur 
une droite horizontale), x varie entre deux valeurs opposées qui sont les abscisses 
des intersections de la parabole avec cette droite horizontale. 
Puisque la parabole est caractérisée par y = x2 - 1 {:::::::} x2 = y + 1 {:::::::} x == 
±.;y+î, on peut affirmer que le domaine !:::.. est aussi caractérisé par 

( ) !:::.. { -1 ~y~ 0 
X, y E {:::::::} .;y+î ~ X ~ .;y+î. 
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En appliquant le résultat, on obtient donc 

I = j 0 dyjv'Y-FI (1 + x - y) dx 
-1 -v'Y-Fî 

= /_0
1 dy [x + ~2 - yx] x=v'Y-FI (On intègre ici par rapport à x) 

x=-v'Y-FI 

= /_0
1 ( 2../Y+f. - 2y../Y+f.) dy = /_0

1 ( 4..;y+f. - 2(y + 1)!) dy 

= [4(y--;- 1)! - 2(y + 1)512 ] 
0 = ~ - i = 28. 

2 5/2 -1 3 5 15 

On a bien trouvé le même résultat. 

Variables séparables 

La proposition qui va suivre est, elle, extrêmement simple à établir, et même si 
elle n'était pas énoncée, on la découvrirait rapidement lors de calculs pratiques. 
Elle concerne les cas fréquents, où d'une part le domaine est un rectangle (sous la 
forme [a, b] x [c, d]), et d'autre part f peut se décomposer comme produit d'une 
fonction de x par une fonction de y (on a f(x, y)= g(x) h(y) ). 

Proposition 5.8 (variables séparables) Soit f est une fonction telle que pour 
tout (x, y) on a f(x, y) = g(x) h(y). Soit l::l. = [a, b] x [c, d] (l::l. est un «rectangle»), 

Alors on peut « séparer les variables », et l'intégrale double sur l::l. de f s'écrit 
comme le produit de deux intégrales simples : 

Nous utiliserons souvent cette proposition dans les calculs d'intégrales doubles et 
on fera souvent des changements de variables pour se ramener à cette situation. 

Calculs d'aire 

Un résultat important et assez facile à comprendre est celui-ci qui permet d'utiliser 
les intégrales doubles pour calculer l'aire d'un domaine l::l.. 

Proposition 5.9 (aires) L'aire d'un domaine l::l. régulier est donnée par la for­
mule 

aire(l::l.) = Jl 1 dx dy = j l dx dy. 
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Une façon simple de comprendre cet énoncé est de considérer dx dy comme 
l'aire d'un rectangle élémentaire, et la somme de l'aire de tous les rectangles 
élémentaires, pour (x, y) qui décrit Ll, donne logiquement l'aire totale de Ll et se 
calcule par double intégration. 
Une autre interprétation consiste à reprendre ce qu'on a vu dans l'introduction 
avec cette fois la fonction f qui vaut constamment 1. La nappe représentative 
de f est alors le plan horizontal d'équation z = 1, et le volume V représentant 
l'intégrale double est le volume d'un cylindre de base Ll; il est égal à l'aire de la 
base (qui est l'aire de Ll) multipliée par la hauteur qui vaut 1. On obtient donc 
bien 

A(Ll) = V = Il 1 dx dy. 

Il est intéressant et important de vérifier que pour une surface dont on sait déjà 
calculer l'aire grâce à une intégrale simple, le calcul de l'aire avec une intégrale 
double donne le même résultat. 

Soit Ll la partie de plan limitée par la courbe y= g(x) d'une fonction g continue 
et positive sur un intervalle [a, b], l'axe des abscisses et les deux droites verticales 
x =a et x = b. On sait que l'aire de ce domaine Ll est donnée par l'intégrale de 

la fonction g entre a et b : aire(Ll) =lb g(x) dx. 

Maintenant, on peut aussi dire que Ll est caractérisé par { 

On a donc 

a~x~b 

0 ~y~ g(x) 

/J~ lb log(x) lb[ ]y=g(x) 
1 dx dy = dx 1 dy = y _ dx 

t::,,, a 0 a Y-0 

=lb g(x) dx = aire(Ll) 

On a bien retrouvé le même résultat avec les deux méthodes. 
Nous disposons maintenant de 3 méthodes pour calculer les aires, avec la méthode 
des intégrales curvilignes (p. 190). 

5.2.3 Changement de variables 

Rappel pour intégrales simples 

Vous avez certainement rencontré, dans un cours d'analyse élémentaire, la formule 
suivante de changement de variable dans une intégrale (simple) 

(5.6) 1b f(x) dx = 1cp(f3) f(x) dx = !13 (f 0 cp)(t) cp'(t) dt. 
a cp(a) la 
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Les hypothèses pour pouvoir appliquer cette formule est que f soit régulière 

(continue), et que le changement de variable <p : ~ ::: ~(t~J = 1 soit de classe 

ci. L'intervalle J est l'intervalle d'extrémités a et (3. 

Pourquoi n'écrit-on pas J = [a, /3]? Parce qu'on n'est pas sûr de l'ordre des bornes 
de cet intervalle. Nous supposons assez logiquement que I = [a, b] est l'écriture 
correcte de l'intervalle sur lequel on calcule l'intégrale de f c'est-à-dire que a < b, 
mais on ne sait rien de la variation de <p. 

En fait, si <p est croissante, ce qui correspond à cp'(t) ~ 0 pour tous lest, on est 
sûr que a < (3, et l'écriture de la formule est satisfaisante. 

Mais si <p est décroissante (avec cp'(t) ~ 0 pour tout t), alors on a a> f3 et il serait 
plus satisfaisant d'intervertir les bornes dans la dernière intégrale de la formule 
(5.6) 

Et si <p n'est ni croissante, ni décroissante ? (c'est-à-dire si cp' ( t) ne garde pas un 
signe constant). Ce cas n'est pas très intéressant, car dans ce cas <p n'est plus 
bijective : ce n'est plus un bon changement de variable, et nous éliminons donc 
logiquement cette possibilité. 

En procédant comme ce qu'on avait fait lors des explications précédant la propo­
sition sur l'additivité (proposition 5.6 p. 219), on va introduire l'intégrale (simple) 
d'une fonction sur un intervalle : on pose, si I = [a, b], 

r J(x) dx = r f(x) dx = rb J(x) dx 
h }~~ ~ 

Voyons ce que devient la formule de changement de variable (5.6) en utilisant ce 
formalisme selon la variation de <p. 

Tout d'abord, si cp est croissante, aucun problème, on écrira tout simplement 

r f(x) dx = r J(x) dx = r (J 0 cp)(t) cp'(t) dt 
h 4(~ h 

Maintenant, si cp est décroissante, on écrira donc 

r J(x) dx = r f(x) dx = - t" (J 0 cp)(t) cp'(t) dt 
h 4(~ h 

= l(Jocp)(t)(-cp'(t))dt ici J=[/3,a] 

= [u o cp)(t) lcp'(t)I dt car cp'(t) ~o. 

Mais dans le premier cas, on aurait pu aussi introduire des valeurs absolues autour 
de cp'(t), car on avait cp'(t) ~ 0 donc cp'(t) = lcp'(t)I. 
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Dans les deux cas on obtient donc 

(5.7) r f(x) dx = 1 f(x) dx = r (! 0 cp)(t) Jcp'(t)J dt. 
h ~~ h 

C'est cette formule (5.7) qui se généralise bien aux intégrales doubles (ou triples). 

Le théorème de changement de variable dans les intégrales doubles 

Théorème 5.10 {Changement de variables) 
Soit f une fonction continue des deux variables (x, y), définie sur un domaine Â. 

On suppose qu'il existe un changement de variable bijectif, de classe C1 

cp: (u,v) i-------+ cp(u,v) = (x,y) = (x(u,v),y(u,v)) entre un domaine D et b... {on 
a donc cp(D) = b..). 

Alors on a la formule de changement de variable pour les intégrales doubles 
(5.8) 

{{ f(x,y)dxdy= {{ f(x,y)dxdy= {{ focp(u,~)JdetJ(cp)(uv)Jdudv. 
111::. llip(V) llv ' 

Sans prétendre faire une démonstration, nous donnerons une illustration formelle 
de cette propriété. Notons tout d'abord l'analogie avec la formule pour les intégrales 
simples, le Jacobien de cp jouant ici le même rôle que la valeur absolue de cp'(t) 
pour les intégrales simples. 

Rappelons tout d'abord la façon dont on raisonne le plus souvent pour faire un 

changement de variable dans une intégrale simple j f ( x) dx : 

on écrit qu'on pose x = cp(t), donc dx = cp'(t) dt et en faisant attention aux bornes 

on obtient l'intégrale cherchée j f (cp(t)) cp'(t) dt. 

Nous allons faire un raisonnement du même type, mais pour cela nous allons 
commencer par une convention : nous écrirons 

dx dy = JJdx /\ dyJJ. 

Vous pouvez vous contenter d'admettre cette notation formellement, sans vous 
poser de question. Cependant si vous tenez à savoir de quoi il s'agit, sachez 
que le symbole /\ est ici a priori ce qu'on appelle un produit extérieur de deux 
formes différentielles dont le résultat est une 2-forme différentielle. Bien sûr, je 
pense que ça ne vous renseigne toujours pas beaucoup. Alors pour continuer à 
essayer d'illustrer, reprenons l'interprétation « élément de surface» de dx dy; si 
on considère que dx et dy sont de petits vecteurs construits à partir du point 
(x, y), on sait (si on a un peu de culture mathématique) que la norme (euclidienne) 
du vecteur dx /\ dy obtenu comme produit vectoriel de ces deux vecteurs est égale 
à l'aire du parallélogramme construit sur ces deux vecteurs. Ce parallélogramme 
est ici le rectangle élément de surface élémentaire. 
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Ce qui est important, c'est d'admettre les propriétés d'antisymétrie et de bilinéarité 
de ce symbole/\, que ce soit comme produit extérieur ou comme produit vectoriel: 
on a toujours a /\ b = -b /\ a et a /\ a = 0, ainsi que (a + b) /\ c = a /\ c + b /\ c et 
..X(a /\ b) = (..Xa) /\ b =a/\ (..Xb) (en d'autres termes, /\ est un produit). 

Avec cette interprétation, sachant que x = x(u,v) et y= y(u,v) pour (x,y) = 
cp(u, v), nous avons 

ôx ax 
dx= -du+-dv 

ôu ôv 
ôy ôy 

dy =au du+ av dv. 

On obtient donc 

dx dy = lldx /\ dyll = Il ( ~: du+ ~: dv) /\ ( ~~ du+ ~~ dv) Il 

ll
ôxôy ôxôy ôxôy ôxôy Il 

= ôu ôu du /\ du + ôu ôv du /\ dv + ôv ôu dv /\ du + ôv ôv dv /\ dv ; 

On vient d'utiliser alors la bilinéarité de/\; on utilise maintenant son antisymétrie : 

ôxô ôxay - -
(

ôx ôx) 
dx dy = 1au 8~ - av aul lldu A dvll = det g~ g~ du dv = 1 detJ(cp)I du dv. 

ôu ôv 

Bien sûr, ceci n'a absolument rien démontré rigoureusement, mais peut-être 
comprenez-vous un peu plus d'où sort ce Jacobien ... 

Exemple classique du passage en polaires 

On veut calculer l'intégrale double I Jl f ( x, y) dx dy de la fonction f : ( x, y) f---t 1 + x - y 

sur le domaine ~ représenté sur la figure ci-contre : 
C'est le premier quart du disque limité par le cercle 
trigonométrique. 

11 n'est pas très difficile d'écrire un système caractérisant ~ pour pouvoir ap­
pliquer la définition de l'intégrale double, mais les calculs qui en résultent sont 
franchement compliqués. Aussi utilisera-t-on ensuite le passage en polaires qui 
simplifie beaucoup les calculs. 

Premier calcul (directement) 

A , • , { Ü ~ X ~ 1 ( œ 1 b . l' . , . 
1..1 est caractense par 0 ~ y ~ Vl _ x2 en euet, a cour e qm imite supeneure-

ment Â est le cercle trigonométrique d'équation x2 + y2 = 1 ~ y = ±Jl - x2). 
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On a donc 

1 ~ 1 [ y2ly=~ 
I = fo dx fo (1 + x - y) dy = fo y + xy - 2 y=~x 

{l( 1-x2) 
= Jo \h- x 2 +xJI -x2 - - 2- dx. 

La complication de ces calculs d'intégrale ne nous déçoit pas! 

[ 
3 l 1 1 (1 - x 2 ) 2 x x 3 1 1 1 1 

I = f ~ dx + - - + - = f JI - x2 dx - - + - + -lo -3 2 6 0 lo 2 6 3 

= Vl-x2 dx = -fo l 1f 

0 4 
(en effet cette intégrale représente l'aire de ~). 

Deuxième calcul (passage en polaires). 
Le domaine ~ (ou plutôt ~ \ { (0, 0)}) est l'image par l'application : 

7/J: (r, 0) i-------+ (x, y) = (r cos 0, r sin 0) de l'ensemble V des (r, 0) tels que { 

et 7/J est bijective entre ces deux domaines. 
Le jacobien de 7/J est r > O. On peut donc sans problème appliquer la formule 
(5.8). 

I = Jl (1 + x -y) dx dy = Jk (1 + rcosO - rsinO) r dr dO 

= Jfv r dr dO + Jk r 2 (cos0 - sinO) dr dO. 

Remarquons que ces deux intégrales sont à variables séparables, V étant un 
rectangle 2 , donc en appliquant la proposition 5.8 (p. 221), on obtient facilement 

l'if 1[. ](k~ 1f 1 1f 
= - - + - sm 0 + cos 0 = - + - (1 + 0 - 0 - 1) = - · 

22 3 8=0 4 3 4 

2 En fait, ici V n'est pas comme d'habitude un domaine fermé puisqu'une des inégalités qui le 
caractérisent est stricte. ça n'a aucune importance, comme nous l'avons signalé au début, et le 
fait que les inégalités soient strictes ou larges ne change jamais rien à la valeur des intégrales 
multiples que l'on calcule. 
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Le calcul a été bien plus simple en utilisant cette formule de changement de 
variables. Il est important de savoir utiliser cette technique chaque fois que l'on 
sent que ça peut simplifier les calculs. Comment peut-on prévoir que les calculs 
seront plus simples? C'est la forme du domaine qui donne en général l'indice : 
lorsque ~ est facile à caractériser en utilisant les coordonnées polaires, il sera 
probablement intéressant de faire ce changement de variables. 

Calculs d'aire en polaires 

Lorsqu'un domaine peut facilement être caractérisé à l'aide des coordonnées 
polaires (comme dans l'exemple précédent, ~ = 'lf;('D)), pour calculer son aire, 
il est possible de procéder au changement de variable passage en polaires. On 
obtient 

aire(~) = Jl 1 dx dy = jfv r dr dB. 

Il est intéressant de comprendre que r dr dB est en fait un élément de surface 
au sens suivant. Soit M = (x,y) = 'lf;(r,B) = (rcosB,rsinB) un point intérieur à 
/J,,. (ce qui suppose que (r, B) est intérieur au domaine V). Si on augmente très 
légèrement les deux coordonnées polaires de ce point, respectivement de dr et 
de dB, alors la partie du plan décrite par cette augmentation (pour être précis, 
l'ensemble des points du plan dont les coordonnées polaires sont comprises entre 
r et r + dr d'une part et entre B et B +dB d'autre part) est l'intersection d'une 
couronne et d'un secteur angulaire. 

rd0 

(5.9) 

Supposons dr et dB très petits, nous assimilerons cet élément de surface à un 
rectangle MM" M"' M' dont les côtés ont respectivement comme longueur MM' = 

dr et MM" = r dB comme vous le montrera un raisonnement de géométrie 
élémentaire. Il est donc logique qu'à l'élément de surface dx dy en coordonnées 
rectangulaires corresponde l'élément de surfacer dr dB en coordonnées polaires. 

5.2.4 Le théorème de Green-Riemann 

Ce théorème très important permet de lier les intégrales doubles et les intégrales 
curvilignes. C'est la version plane d'un théorème plus général valable dans un 
espace de dimension quelconque, la formule de Green, qui généralise le calcul 
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d'une intégrale simple à l'aide d'une primitive, et affirme que l'intégrale d'une 
fonction sur un domaine est égale à l'intégrale d'une primitive de cette fonction 
sur la frontière de ce domaine. évidemment, tout le problème est de donner un 
sens à cette notion de primitive et à celles d'intégrales sur le domaine et sur la 
frontière. En dimension 2, l'intégrale sur le domaine, c'est l'intégrale double, et 
l'intégrale sur le bord, c'est l'intégrale curviligne. 

Théorème 5.11 (Green-Riemann) 

Soit ~ un domaine régulier dont la frontière, décrite dans le sens trigonométrique 
est un arc fermé simple 'Y. 

Alors, pour toute forme différentielle w = P dx + Q dy de classe C1, on a 

i P dx + Q dy = Jl ( ~~ -~:) dx dy. 

Remarquons tout d'abord que ce théorème permet de faire la liaison entre nos deux 
énoncés permettant de calculer l'aire d'un domaine plan: la proposition 5.9 (p. 221) 
et le théorème 4.36 (p. 190). En effet, Il suffit de trouver une forme différentielle 

w = P dx + Q dy telle que ~~ - : = 1 pour faire ce lien. Cette équation aux 

dérivées partielles admet beaucoup de solutions, mais il est clair que les trois 
formes différentielles w1 = x dy, w2 = -y dx et W3 = ! ( w1 + w2) = ! ( x dy - y dx) 
en sont des solutions. 

Preuve Nous ne ferons une démonstration que dans un cas bien particulier: 
lorsque ~ est suffisamment régulier pour pouvoir être caractérisé à la fois en 
privilégiant x et en privilégiant y : on suppose qu'on a 

( ) ~ { a~x~b 
x, y E <====> u(x) ~y~ v(x) <====> { 

Dans un cas plus général, il sufflt de découper 
le domaine ~ en morceaux ayant cette pro­
priété et d'appliquer l'additivité pour l'inté­
grale double (proposition 5.6 p. 219); pour les 
intégrales curvilignes, il faut se rendre compte 
que les trajets rajoutés sur les contours par 
ce découpage sont parcourus une fois dans 
chaque sens, ce qui fait qu'ils ne comptent 
pas en vertu de la proposition 4.29 (p.· 182). 

a~y~/3 
w1(Y) ~ x ~ w2(y) 
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)' 

(5.10) 

On cherche donc à comparer l'intégrale double 

I = Jl (~~ -~:) dx dy = JL ~~ (x,y) dx dy-JL ~: (x,y) dx dy = Ii-12 

et l'intégrale curviligne 

J = !, P dx + Q dy = !, P dx + !, Q dy = J1 + h. 

On a coupé en deux ces deux intégrales par linéarité. 
En utilisant le théorème de Fubini (5.7 p. 220), on obtient pour fi. 

1(3 1w2(y) âQ 
li= dy -8 (x,y) dx 

a w 1(y) X 

1(3 [ J x=w2(y) 
= Q(x,y) dy 

a x=w1(y) 

= 1: (Q(w2(y), y) - Q(w1(y), y)) dy 

= J: Q(w2(t), t) dt - 1: Q(w1(t), t) dt. 

C'est bien sûr à h que ce résultat ressemble. Calculons cette intégrale curviligne. 
Pour cela, on va paramétrer 'Y en le coupant en deux grâce aux fonctions w1 et w2. 
Le support de 'Y est la réunion des deux courbes x = w1 (y) et x = w2 (y) ; pour y 
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décrivant [a, {3], la courbe de w2 est décrite dans le même sens que'"'(, alors que 
celle de w1 est décrite dans le mauvais sens. En écrivant'"'(= 'YI V '"'(2, on prendra 

, , { X = W2(t) [ R) 1 l' 0 d l' 'Y2 parametre par y= t t E a,,_, , a ors que 'YI est arc mverse e arc 

- . 1 . 't , { X = WI (t) t [ R) 'YI qm est m parame re par y = t E a,,_, . 

On a donc dans les deux cas dy = dt et 

Jz=1Qdy=1 Qdy+1 Qdy=- ~Q(x,y)dy+1 Q(x,y)dy 
'Y 'Yl 'Y2 A1 'Y2 

= -1: Q(w1(t), t) dt+ 1: Q(w2(t), t) dt= li 

La même démarche permet sans difficulté de montrer que Ji = -!2, ce qui permet 
d'achever la démonstration. O 

5.3 Intégrales triples 

5.3.1 Présentation 

Cette notion sera traitée à l'imitation de ce qu'on a fait pour les intégrales doubles, 
et le lecteur est invité à deviner comment on pourrait traiter des intégrales 
multiples d'ordre supérieur. 
Évidemment, pour cette notion, on se place dans ~3 et les fonctions considérées 
sont des fonctions des trois variables (x, y, z). 

Définition 5.12 Si Li est un domaine de l'espace à trois dimensions caractérisé 
par 

( ) A { a~x~b x,y,z Eu {::::::::} ( ) A y,z Eux, 

(Lix est la trace (ou la coupe) du domaine Li dans le plan des points d'abscisse x) 
alors pour toute fonction f continue sur Li, l'intégrale triple de f sur Li est le 
nombre réel 

JfL f(x, y, z) dx dy dz = 1b (/Lx f(x, y, z) dy dz) dx 

= 1b dx /Lx f(x, y, z) dy dz. 

Dans cette définition l'intégrale double utilisée peut se calculer en privilégiant 
y ou en privilégiant z. D'une façon générale, on peut, pourvu que la forme du 
domaine s'y prête, commencer par n'importe quelle variable, et on a le théorème 
suivant. 
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Théorème 5.13 (Fubini pour les intégrales triples) 
Dans un calcul d'intégrale triple, on peut changer l'ordre des variables. 

l ·A t . t'"' { a~y~/3 (.A 't tl t I Par exemp e, si u es aussi carac erise par ( ) Â uy e an a race l ou 
. x,z E Uy 

la coupe) du domaine~ dans le plan des points d'ordonnée y), alors on a 

JJl f(x, y, z) dx dy dz = 1: dy Jk.Y f(x, y, z) dx dz. 

De même, si~ peut être caractérisé par { ( ()x:,_y) : V ( ) alors on a 
U1 X, y "':::: Z "':::: U2 X, y , 

JfJ g 1u2(x,y) 
f(x, y, z) dx dy dz = dx dy f(x, y, z) dz. 

b;. V u1 (x,y) 

{ 
a~x~b 

Si on peut caractériser ~ par v1 ( x) ~ y ~ v2 ( x) 
u1(x, y) ~ z ~ u2(x, y), 

alors on a 

/J~ l b 1v2(x) 1u2(x,y) 
f(x, y, z) dx dy dz = dx dy f(x, y, z) dz. 

b.. a v1(x) u1(x,y) 

Il y a bien sûr beaucoup d'autres énoncés analogues. 

Un exemple de calcul 

On demande de calculer I = JJL xyz dx dy dz pour ~ qui est le tétraèdre dont 

les sommets sont 0 = (0, 0, 0), A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0) et C = (0, 0, 2). 

2 

y 

z=2-2x 

(5.11) 
o=· ......... y=-1--x---- y 

Ici aussi, tout le problème consiste à caractériser correctement le domaine ~. Pour 
chaque x fixé (entre 0 et 1), le plan des points d'abscisse x coupe le domaine~ 
selon un triangle, et un calcul élémentaire montre que y peut varier entre 0 et 1- x, 
et pour chaque y entre ces valeurs, z peut varier entre 0 et 2-2x-2y. (Il peut être 
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utile de déterminer une équation cartésienne du plan (ABC) : 2x + 2y + z = 2) On 

{ 
0:::;; X:::;; 1 

peut donc affirmer que le domaine b.. est caractérisé par 0 :::;; y :::;; 1 - x 
0 :::;; z :::;; 2 - 2x - 2y 

et par conséquent, on a : 

{{{ rl rl-x r2-2x-2y 

I = lll t:. xyz dx dy dz = lo dx lo dy lo xyz dz 

~ J.' x dx t" y dy [ ;i::-,x-2y ~ J.' x dx t" 2y(l - x -y)2 dy 

-il ([y(l-x-y)3ly=l~x1l-x (1-x-y)3 ) - 2x dx 3 3 dy 
0 - y=O 0 -

= {1 2x (1 - X - y)4 - d~ = {1 x(l - x)4 dx [ l y-1 X 

lo 3 -4 y=O lo 6 

(l'intégration par parties 

simplifie beaucoup les 

calculs) 

= [x(l - x)5] x=l + rl (1 - x)5 dx = [(1 - x)6] x=l = _1 . 
30 x=O lo 30 -180 x=O 180 

5.3.2 Propriétés des intégrales triples 

Le principe est que toutes les propriétés des intégrales doubles s'étendent aux 
intégrales triples. Il y a bien sûr quelques précisions à apporter dans certains cas. 

Les propriétés de positivité et de linéarité (5.2 à 5.4) s'étendent sans aucun 
changement. 

Pour la propriété 5.5 concernant les domaines négligeables, il faut remplacer la 
notion d'aire nulle par la notion de volume nul : par exemple, l'intégrale triple 
d'une fonction sur une surface (sans épaisseur) est nulle. 

La propriété 5.6 d'additivité s'étend sans changement. 

On a déjà vu la version « intégrales triples» du théorème 5.7 de Fubini. 

La proposition 5.8 concernant les variables séparables s'étend, mais elle existe en 
plusieurs versions : 
• D'abord on peut tout séparer (en un produit de trois intégrales simples) lorsque 

la fonction f peut s'écrire f(x, y, z) = g(x) h(y) i(z) et quand le domaine est 
un pavé b.. = [a, b] x [c, d] x [a, ,B] : on a alors 

/Ji f(x, y, z) dx dy dz = (lb g(x) dx) (1d h(y) dy) (J: i(z) dz) . 

• Ensuite, on peut séparer en deux morceaux, en un produit d'une intégrale 
simple par une intégrale double lorsque f est le produit d'une fonction d'une 



5.3 INTÉGRALES TRIPLES 233 

des variables par une fonction des deux autres et que Â est un cylindre (au sens 
mathématique). Par exemple, si on a f(x, y, z) = g(x, y) h(z) et Â =V x [c, d], 
V étant un domaine de ~2 que décrivent les variables (x, y), alors on a 

Jfl f(x, y, z) dx dy dz = (jfv g(x, y) dx dy) (1d h(z) dz) . 

Les calculs d'aires avec les intégrales doubles (proposition 5.9) se transforment en 

calculs de volumes avec les intégrales triples: le volume de Â vaut JK 1 dx dy dz. 

Le théorème de changement de variable s'étend pratiquement sans changement 
aux intégrales triples, même s'il est ici beaucoup plus délicat d'essayer d'expliquer 
l'intervention du Jacobien (écrire dx dy dz = lldx /\ dy /\ dzll est plus difficile 
à interpréter). Nous allons simplement montrer deux exemples de calculs qui 
se simplifient beaucoup si on utilise les changements de variables classiques du 
passage en coordonnées cylindriques ou en coordonnées sphériques. 

Exemple 1 : Calculer I = {{{ ~x dy2 dz 2 pour Â caractérisé par 
Jjjb. Jx +y +z 

1 :::;; x2 + y2 + z2 :::;; 4. (.D. est le domaine compris entre les sphères centrées à 
l'origine de rayons respectifs 1 et 2). 

Essayer d'appliquer la définition ou la propriété de Fubini pour les intégrales 
triples relèverait de la mission impossible : il faudrait déjà couper Â en plusieurs 
morceaux, et ça resterait très difficile. Il y a d'ailleurs peu de chances pour que 
les calculs d'intégrales simples auxquels on se ramènerait soient faciles. 

En revanche, le passage en coordonnées sphériques est très simple à effectuer. 

On commence par retirer quelques morceaux négligeables de Â pour que l'ap­
plication <P réalise bien une bijection entre un domaine V et .D.' qui est égal à 
Â à quelques détails de volume nul près. Il suffit de retirer à Â les points de 
l'axe Oz. Il est alors clair que .D.' = </J(V) avec V ensemble des (p,O,<p) tels que 

{ 
1:::;; p:::;; 2 
0<0<7r 

0:::;; <p < 271" 

On a déjà vu que le fait qu'il y ait quelques inégalités strictes dans la caractérisation 
de V n'a absolument aucune importance : on fera les calculs comme si les inégalités 
étaient larges. 

On a ici V= [1,2]x]0,7r[x[0,27r[ et on fera tous les calculs comme si on avait 

D = [1, 2] x [0, 7r] x [0, 27r]. 
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Le Jacobien de <Pest comme on l'a vu égal à p2 sin 0, on obtient 

1 _ {{{ dx dy dz _ {{{ dx dy dz 
- 1111::. Jx2 + y2 + z2 - 111</>(V) Jx2 + y2 + z2 

= jjfv ~ IP2 sin OI dp d(} dcp = Jffv p sin(} dp d(} dcp 

= (fi2 p dp) (ion sin (} d(}) (fo2
n <lep) (variables séparables) 

3 = - . 2 . 271" = 611". 
2 

Exemple 2 : Calculer J = JK (x2 + y2 + z2) dx dy dz lorsque ~ est le domaine 

t , • , { X
2 + Y2 ~ z (A t b 1 "d d , 1 t' ' d carac ense par 0 ~ z ~ 1 u es un para o 01 e e revo u 10n, une espece e 

bol engendré par la révolution autour de l'axe des z d'un morceau de la parabole 
z = y2 pour 0 ~ y ~ 1). 

{ 
O<r~vz 

On caractérise~ en coordonnées cylindriques par~= 'l/J(V) avec V: 0 ~ z ~ 1 
0 ~ (} < 21!" 

(encore une fois, inutile de s'inquiéter pour des points oubliés ou comptés deux 
fois : dans les calculs d'intégration, les domaines négligeables sont faits pour être 
négligés). 
Appliquant la formule de changement de variable, puisque le jacobien de 'ljJ est ici 
J('lj;) = r, on obtient 

J = Jffv (r2 + z2) r dr d(} dz = (fo1 dz fo..;z (r3 + rz2) dr) (fo2
n d(}) 

On remarque que la variable (} est séparable des autres, on a donc : 

271" (2 + 3) 571" 
=-· 

24 12 

Remarque : Comme pour les coordonnées polaires dans le plan, il est intéres­
sant d'interpréter géométriquement l'élément de volume lors de l'utilisation des 
coordonnées sphériques et cylindriques. Rappelons tout d'abord que l'élément de 
volume, en coordonnées rectangulaires est dx dy dz. De plus, si ~ est caractérisé 
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par le domaine 'D1 en coordonnées cylindriques (Li= 'l/J('D1)) et par le domaine 
V2 en coordonnées sphériques (Li= </>('D2)), on peut écrire 

volume( Li) = ffl dx dy dz = //fv
1 

r dr dO dz = Jffv
2 

p2 sin 0 dp dO d<p. 

Un élément de volume doit se comprendre comme étant le volume obtenu en 
partant d'un point et en augmentant chacune des coordonnées d'une toute petite 
quantité destinée à tendre vers 0 (voir p. 227). 

(5.12) 

z 

' 

' / ' , 
- - J, 

coordonnées rectangulaires 

z 

' 

coordonnées cylindriques coordonnées sphériques 

En coordonnées rectangulaires, il est clair que l'élément de volume est un 
pavé droit (parallélépipède rectangle) de côtés dx, dy et dz : il n'y a pas de 
problème. 

En coordonnées cylindriques, à partir d'un point M = (x, y, z) = 'lf;(r, 0, z), 
si on augmente très légèrement les trois coordonnées cylindriques de ce point, 
respectivement de dr, de dO et de dz, la partie de l'espace décrite par cette augmen­
tation est représentée sur la figure; on peut pour de très petites augmentations, 
l'assimiler à un pavé droit pour calculer son volume et on s'aperçoit facilement 
que ce volume vaut dr (r dO) dz. L'élément de volume en coordonnées cylindriques 
est donc r dr dO dz. 

En coordonnées sphériques, de la même façon, à partir d'un point M = 

(x, y, z) = </>(p, 0, <p), on augmente très légèrement les trois coordonnées sphériques 
de ce point, respectivement de dp, de dO et de <lep, et cette augmentation décrit 
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dans l'espace un volume assimilable à un pavé droit, dont les trois dimensions 
sont (voir figure) dp, p dO et p sinO dcp. L'élément de volume en coordonnées 
sphériques est donc p2 sin 0 dp dO dcp. 

5.4 Intégrales de surface 

5.4.1 Introduction 

Cette notion est à rapprocher, bien évidemment, de la notion d'intégrale curviligne. 
De même qu'une intégrale curviligne se calculait sur un arc paramétré, ce qui 
nous a obligé à préciser cette notion, de même une intégrale de surface se calcule 
sur une nappe paramétrée, (ou surface paramétrée), et nous commencerons par 
définir (sommairement) cette notion. 

Les intégrales de surface sont des intégrales doubles dans l'espace, comme les 
intégrales curvilignes sont des intégrales simples dans le plan (ou dans l'espace). 
Elles sont de trois natures: les calculs d'aire (correspondant aux calculs de longueur 
d'une courbe), les intégrales de fonctions scalaires sur une surface (correspondant 
aux intégrales curvilignes d'une fonction scalaire) et la notion de flux d'un champ 
vectoriel à travers une surface (correspondant à la circulation d'un champ de 
vecteurs sur un arc). 

Nous terminerons par les deux théorèmes faisant le lien entre ces intégrales de 
surface (ou plutôt le flux) et d'une part les intégrales curvilignes (Formule de 
Stokes-Ampère) et d'autre part les intégrales triples (Formule d'Ostrogradski). Ce 
sont les deux versions tridimensionnelles du théorème de Green-Riemann; il existe 
une généralisation de ces théorèmes en dimension quelconque appelée formule de 
Green. 

5.4.2 Nappes paramétrées 

Définition 5.14 Soient x,y,z trois fonctions des deux variables (u,v), définies 
et au moins de classe C1 sur un domaine V de ~2 (supposé régulier). Alors la 
donnée du domaine V et de l'application 

V --+ ~3 

(
x(u,v)) 
y(u,v) = M(u,v) = if°(u,v) 
z(u,v) 

1: (u,v) 

est une paramétrisation d'une nappe paramétrée (ou surface paramétrée) l:; le 
support del: est l'ensemble des points M(u,v) lorsque (u,v) décrit V. 
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Remarque : Pour être précis, une nappe paramétrée est en fait une classe 
d'équivalence de paramétrisations de nappes équivalentes en un certains sens : 
une paramétrisation de nappe étant un couple formé d'un domaine V et d'une 
application g de ~2 vers ~3 , l'équivalence de deux paramétrisations de nappes 
(V1, g 1) et (V2, g 2) est définie un peu comme l'équivalence des paramétrisations 
d'arcs, à l'aide d'une bijection cp entre le domaine V1 et le domaine V2 telle que 
g 1 = g 2 o cp; cp doit être dérivable ainsi que cp-1 . 

D'autre part, en pratique, on confond (abusivement) une nappe paramétrée E 
et son support. C'est abusif, mais c'est bien utile pour se la représenter, et 
c'est indispensable pour alléger les notations : cela permet de parler du point 
Mo= M(u,v) de la nappe E comme appartenant à E, et c'est bien pratique. 

Enfin, on admettra que les changements de paramétrisations ne changent rien 
aux notions que l'on va définir, et on acceptera toujours de privilégier une des 
paramétrisations. 

Remarque : Nous supposerons que toutes les applications rencontrées sont 
régulières, aussi souvent continûment dérivables que nécessaire (même si c'est 
éventuellement par morceaux: nous n'entrerons pas dans ces détails). De même, le 
domaine V de toute paramétrisation est supposé régulier, au sens que sa frontière 
doit toujours pouvoir être considérée comme le support d'un arc paramétré 'Y de 
classe C1 (éventuellement par morceaux). 

Exemple de la sphère: La sphère unité (de centre 0 = (0,0,0), de rayon 1) 
peut être considérée comme une nappe paramétrée, en utilisant les coordonnées 
sphériques, ainsi : 

{ 
x = sinO coscp 
y = sin e sin cp 
z = cose 

(0, cp) E [0, 7r] x [0, 27r]. 

Avec cette paramétrisation, certains points de la sphère apparaissent plusieurs fois ; 
cela peut poser des problèmes, mais pas pour des calculs d'intégrales de surface : 
en effet, l'ensemble des points « litigieux » est toujours négligeable, (c'est-à-dire 
d'aire nulle). 

En diminuant le domaine dans lequel (0, cp) varie, on peut paramétrer de plus 
petites zones de la sphère : par exemple, si on restreint 0 E [a, ,B], en laissant 
c.p faire un tour complet (varier entre 0 et 27r), les mêmes formules servent à 
paramétrer une couronne sphérique, ou une calotte sphérique si a vaut O. 

En revanche, si 0 varie de 0 à 7r, mais que cp reste entre deux valeurs 'Y et ô, on 
décrira ainsi un « fuseau » de la sphère. 
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Un cas particulier important : les nappes de fonctions 

Soit f une fonction continue de deux variables (x, y) et V un domaine inclus 
dans V(f). On sait que l'ensemble des points (x, y, z) tels que z = f(x, y) est la 
nappe représentative de f. Elle peut être considérée comme nappe paramétrée en 
considérant la paramétrisation 

{ 

X=U 

y=v 
z=f(u,v) 

(u, v) EV. 

En fait, en pratique, on ne prend pas la peine de changer le nom des variables, et 
on utilise simplement x et y comme paramètres, avec (x, y) EV. 

Bord d'une nappe 

Définition 5.15 Soit E une nappe paramétrée par (V, 1). On suppose que cette 
paramétrisation réalise une bijection entre V et (le support de) E. 
On suppose que le bord (la frontière) de V est av. 
Alors le bord (ou la frontière) de E est l'ensemble aE des points de E dont 
l'antécédent est dans a D. 
La frontière aE de E peut être considérée comme un arc paramétré fermé, puisque 
c'est le cas pour av : si ([a, b], cp) est une paramétrisation de l'arc fermé dont le 
support est av, alors ([a, b], 10 cp) est une paramétrisation de l'arc fermé (de JR3) 

dont le support est le bord aE de E. 

Lignes de coordonnées sur une nappe paramétrée 

Définition 5.16 Soit Mo= M(uo, vo) = 1(uo, vo) un point d'une nappe para­
métrée E paramétrée par (V, 1). Alors les deux fonctions partielles de la fonction 
1: 

11: uf---t1(u,vo) 12: vf---t1(uo,v) 

sont des fonctions vectorielles d'une variable (elles vont de lR vers JR3 . à ce titre, 
elles définissent des courbes paramétrées, qui passent par Mo, et qui sont incluses 
dans E : ce sont les lignes de coordonnées de la nappe E qui passent par Mo pour 
la paramétrisation (V, 1). 
Remarquons que cette notion de lignes de coordonnées est étroitement liée au 
choix de la paramétrisation; c'est un handicap certain, et c'est la raison pour 
laquelle on n'utilise pas beaucoup cette notion. En revanche, les notions qu'on va 
maintenant introduire sont indépendantes de la paramétrisation, et sont attachées 
à la nappe. 
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Plan tangent à une nappe 

Soit M = g(u,v) = M(u,v) un point d'une nappe paramétrée E paramétrée 
par ('D, g). On suppose que M est un point ordinaire pour les deux lignes de 
coordonnées qui passent par M (c'est-à-dire un point qui n'est pas un point 
stationnaire pour ces deux courbes paramétrées). Ces lignes de coordonnées 
admettent donc des tangentes qui sont dirigées respectivement par 1i ( u) et 
g~(v). En se rappelant que les dérivées des fonctions partielles sont des dérivées 
partielles (même si nous n'avons utilisé ce vocabulaire, jusqu'à présent que pour 
des fonctions scalaires, il n'est pas difficile de comprendre que ça s'étend sans 
problème pour les fonctions vectorielles en utilisant les fonctions composantes), 

âg âg âg âg . 
on notera âu = âu ( u, v) etJv ;..Jv ( u, v) ces vecteurs directeurs. En fait 

on utilise plutôt la notation ~u et 8
8v . Il faut bien comprendre qu'on a 

aM - âg - âg ( ) -
ÔU - au - au u, V -

ax âx 
au (u, v) au 
ay ay 
au(u,v) au 
az · âz 
âu (u,v) au 
ax ax 
av (u,v) av 
ay ay 
a)u,v) âv 

aM - âg - ag ( ) -
ÔV - av - av u, V -

az az 
av(u,v) av 

L aM aM l" , . ·1 d, . 1 orsque au et av ne sont pas CO meaires, 1 S etermment un p an passant par 
M, qui est par définition le plan tangent à la nappe E en son point M 
Nous admettrons le résultat fondamental suivant : 

Proposition 5.17 La notion de plan tangent à une nappe ne dépend pas du 
choix de la paramétrisation qu'on a choisie. 

Régularité d'un point d'une nappe 

Un point M d'une nappe paramétrée E est régulier lorsque la définition précédente 
du plan tangent a un sens (d'après la proposition précédente, il suffit que ça marche 
pour une paramétrisation, et ça marchera pour toutes les autres). 

Cette régularité signifie donc que ~~ et ~~ sont tous deux non nuls et qu'en 
plus ils sont non colinéaires. 
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Une façon simple de vérifier d'un seul coup ces trois conditions est de calculer le 
produit vectoriel de ces deux vecteurs et de vérifier que ce produit est non nul. 
On introduit les notations suivantes : 

âx 

N=8M/\8M= (~) 
âu 
ây 

âu âv âu 
âz 
âu 

de sorte que 

A - ây âz âz ây 
- âuâv - âuâv 

B- âzâx âxâz 
- âuâv - âuâv 

/\ 

âx 
âv 
ây 
âv 
âz 
âv 

C- âxây âyâx 
- âuâv - âuâv· 

On pose H 2 = A2 + B 2 + C2 et donc H = ..J A2 + B 2 + C2 = llNll. 
On a donc le résultat suivant : M est un point régulier de la nappe :E si et 
seulement si Hf= O. 

N ormaie à la nappe 

Si M est un point régulier de la nappe :E (on garde toutes les notations introduites 

aux paragraphes précédents), Je vecteur"'&~ 8E /\ 81!, ~ ( ~ ) est (c'est un 

, 1 1 · 1 d' ·1) h 1'8M ,&Md resu tat c ass1que sur es pro mts vectone s ort ogona a âu et a âv , one 
c'est un vecteur orthogonal au plan tangent à la nappe en M. Il est pratique de 
normer ce vecteur N, c'est-à-dire de le diviser par sa norme : on pose 

1f ( « nu ») est le vecteur normal réduit à la nappe :E. 

Il est important de se rendre compte que 1f est en fait fonction de ( u, v) ; même 
si depuis un certain temps nous n'écrivons plus ces variables, elles sont toujours 
sous-jacentes. 1f est même une fonction continue de (u,v), car les différentes 
étapes de la fabrication de ce vecteur n'utilisent que des fonctions continues et 
des opérations usuelles {les fonctions x, y, z composantes de g sont supposées 
de classe C1). On comprend donc que ce vecteur 1f qui est toujours de norme 1, 
est toujours du même côté de :E, lorsque (u,v) décrit 'D. Nous allons en tirer une 
conséquence importante. 
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Orientation d'une nappe 

Il est logique, à ce stade de se poser à nouveau une question : cette notion de 
vecteur normal à la nappe est-elle toujours indépendante de la paramétrisation, 
ou dépend-elle de cette paramétrisation ? 
La réponse est dans l'énoncé suivant : 

Proposition 5.18 
La direction du vecteur 1f est indépendante de la paramétrisation utilisée pour 
caractériser :E. 

Preuve Ce résultat est en fait une conséquence immédiate de la proposition 
5.17 (p. 239) : puisque nous avons admis que le plan tangent ne dépend pas de la 
paramétrisation, il est logique que 1f qui est un vecteur orthogonal à ce plan ait 
une direction fixe. 0 

Puisque la norme du vecteur 1f est fixée (à 1), et que sa direction ne peut pas 
changer, la seule chose qui peut varier chez 1f selon la paramétrisation de :E que 
l'on utilise est le sens. 

Une paramétrisation (V, g) étant choisie pour :E, il y a donc deux sortes de 
paramétrisations équivalentes de :E : celles qui conservent le sens de 1f (et par 
continuité de 1f, cette conservation est acquise pour tous les points de la nappe 
dès qu'on l'a en un point), et celles qui changent son sens. 
Choisir une paramétrisation de :E permet donc d'orienter :E. On choisit donc ainsi 
en tout point une notion de « haut » (du côté de 7f) et un bas. Notons que cela 
oriente aussi tout les plans tangents, et nous admettrons que le bord de :E se 
trouve ipso facto orienté (c'est facile à concevoir : dès qu'il y a une notion de haut, 
on sait ce que veut dire le sens direct et le sens des aiguilles d'une montre). 

Exemple de la sphère : 

{ 
x = sin () cos <p 

Pour la sphère unité paramétrée par y = sin() sin c.p 
z = cosO 

(0, c.p) E [0, 7r] x [0, 27rj, 

on fait les calculs suivants, en un point M = M(O, c.p). 

A 8y 8z 8z 8y () . 0 ( . 0) . () . 2 () = 80 8c.p - 80 8c.p = cos sm t.p. - - sm sm cos t.p = sm cos c.p j 

B 8z 8x 8x 8z ( . 0) ( . () . ) () 0 . 2 () . = 80 81.p - 80 8c.p = - sm - sm sm t.p - cos cos t.p. = sm sm t.p j 

C 8x 8y 8y 8x () . () () . . 0( . ) = 8() 81.p - 8() 81.p = cos cos c.p sm cos c.p - cos sm t.p sm - sm t.p 

= sin() cos () ( cos2 c.p + sin 2 <p) = sin() cos (). 
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H 2 = sin4 () cos2 cp + sin4 () sin2 cp + sin2 () cos2 () 

= sin2 () (sin2 e(cos2 cp + sin2 cp) + cos2 e)= sin2 () 

H =sin() (puisque () E [O, 11"]). 

Finalement, à part aux « pôles », tous les points de la sphère sont des points 
réguliers pour cette paramétrisation. La normale est dirigée par 

N = ( :!;~:~~:;) =sin() ( :!::~~:;) =sin() (:) = HoM. 
sm () cos () cos () z 

De sorte que 1f = oM. Ce résultat était prévisible, et il est intuitivement évident. 
Cette paramétrisation correspond à une orientation de la sphère vers l'extérieur 
(lf est dirigé vers l'extérieur de la sphère). 

Remarque: 
. . aMaM aMaM 

Si on change l'ordre des variables (u, v), pmsque âv /\ âu = - âu /\ âv , il 

est clair que le vecteur normal 1f change de sens, et donc l'orientation de E est 
changée. 
Par conséquent, si on n'est pas satisfait de l'orientation fournie par une paramé­
trisation, il suffit d'échanger l'ordre des variables pour y remédier. 

Cas d'une nappe de fonction 

La paramétrisation naturelle d'une nappe de fonction 

{ 
x=x 
y=y 
z = f(x,y) 

(x,y) EV 

amène les calculs suivants 

A= ây âz _ âz ây =O. âf _ âf .l = _ âf ; 
âx ây âx ây ây âx âx 

B = âzâx _ âxâz = âf.0-1.âf = _ âf; 
âx ây âx ây âx ây ây 

C = âx ây _ ây âx = l.l - O.O = 1 ; 
âxây âx ây 

H 2 = ( ~) 2 + ( ~) 2 + l ; 

H= (~;)2+(~~) 2 +1#0 V(x,y). 
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Tous les points d'une nappe de fonction sont donc des points réguliers, et de plus, 
comme la troisième coordonnée C de N est toujours positive ( C = 1), on voit que 
l'orientation naturelle d'une nappe de fonction est vers le haut. 

Autre calcul de H 

Avec les notations usuelles, en un point M = M(u, v) d'une nappe E, il est d'usage 

de poser E ~ ( °E) 2 
(il s'agit d'un carré scalaire), F ~ a;! · a;! (· est le 

aM 2 

produit scalaire), et G = ( ~v ) 
On a le résultat suivant : 

Proposition 5.19 
H= VEG-F2. 

Preuve Remarquons tout d'abord que la quantité sous le radical : EG - F 2 

est positive en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir p. 5) : posons pour 

. . aM aM 
s1mphfier ut 1 = ou et uT2 = ov . 
L'inégalité de Cauchy-Schwarz dit que 1ut1 · ut 2 I ~ Il uT 111.11ut2 li 
En élevant au carré, on obtient 

Ensuite, remarquons que l'égalité à démontrer s'écrit H 2 = EG - F 2 • Or, on a 

Mais un résultat classique concernant la norme du produit vectoriel dit que 

Posant a= (02), on en déduit que 

H2 = llut 1112 llut2ll2 sin2 a= uti ut~ sin2 a 

= EG(l - cos2a) = EG- llut111211ut2112cos2a 

= EG- lut1 · ut212 = EG-F2. 

(On a utilisé le résultat classique 1t · 1i = 111ill 117ill cos(~)). D 
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5.4.3 Aire d'une nappe 

Nous utiliserons une notion intuitive de la notion d'élément de surface. 
Lorsque, à partir d'un point Mo = M( u, v), on augmente légèrement u de du, sans 
toucher à v, on obtient le point Mi= M(u+du, v) de E. Pour du infiniment petit, 

on admet que Mi~ Mo+~~ du (à vérifier pour chaque fonction composante). 

De même, l'augmentation légère de v à v+dv fait passer de Mo à M2 = M(u, v+dv) 

et on admet que M2 ~Mo+ 88~ dv. L'élément de surface sur la nappe E est donc 

l'aire du parallélogramme élémentaire MoMiM3M2 (avec M3 = M(u + du,v + 
fiM fiM . 

dv) ~Mo+ ôu du+ ôv dv). On le note dO" et il vaut 

~ ~ llfiM fiMll -:-t dO' = llMoMi /\ MoM2ll = ôu /\ av du dv = llN Il du dv = H du dv. 

Ayons conscience que ce qu'on vient de faire n'est en aucun cas une démonstration, 
mais une aide pour comprendre la définition qui va suivre. 

Définition 5.20 
Si E est une nappe paramétrée par M ( u, v), ( u, v) E 'D, alors l'aire de E est 
donnée par: 

aire(E) = Jh <lŒ = ffvll ~ A ~Il du dv = Jf,, H( u, v) du dv 

=JI,, J A2 + B2 + C2 du dv = Jfv ../EG- F 2 du dv. 

Nous admettons évidemment la propriété suivante. 

Proposition 5.21 
L'aire d'une nappe paramétrée ne dépend pas de la paramétrisation utilisée pour 
son calcul. 

Aire d'une nappe de fonction 

Il est intéressant d'appliquer ce qui précède dans le cas d'une nappe représentative 
d'une fonction E: z = f(x, y) pour (x, y) E 'D. 

En posant (comme p. 115) p = ~~ = ~~ (x, y) et q = ~~ = ~~ (x, y), et en 

utilisant le calcul fait plus haut (p. 242), puisqu'on a vu que H = Jl + p2 + q2, 

on a 

aire(E) = Jfv J1 + p2 + q2 dx dy. 
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Nous allons retrouver ce résultat rapidement en utilisant la proposition 5.19 
(p. 243), ce qui illustrera son intérêt. 
On a ici 

donc 

donc G = 1 + q2 , 

et finalement 

Ces calculs (qui évitent d'avoir à calculer un produit vectoriel) permettent de 
retrouver facilement H 2 = EG - F 2 = (1 + p 2)(1 + q2) - p 2q2 = 1 + p2 + q2, 

d'où la formule 

aire(E) = Jfv J1 + p 2 + q2 dx dy. 

Exemple de l'aire d'une sphère : 
Nous allons faire de deux façons différentes le calcul de l'aire de la sphère unité E. 

{ 

X= sinO COS<p 

D'abord en considérant la paramétrisation y= sinO sinip (O,ip) E [0,7r] x 
z = cosO 

[O, 27r], on a déjà vu que H = sin 0, donc très facilement (les variables sont 
séparables) : 

aire(E) = {{ sine dO dip = ( r sine de) ( f2
7r dip) = 2 X 27r = 47r. 

Jl[o,7r]x[o,27r] lo lo 

D'autre part, pour utiliser ce qui précède sur l'aire d'une nappe de fonction et 
pour illustrer qu'on peut changer de paramétrisation sans changer le résultat, nous 
allons considérer la demi-sphère supérieure E' comme la nappe représentative 
de la fonction f(x,y) = Jl - x2 -y2 , sur le domaine 'D formé dans le plan Oxy 
par le disque unité caractérisé par x2 + y2 :::; 1. L'aire de E est évidemment le 
double de l'aire de E'. (On ne doit jamais hésiter à faire ce genre de considérations 
géométriques.) 
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âf -x 
Ici, on a p - - - ----;:==== - âx - Jl - x2 - y2 

et q - âf - -y 
- ây - Jl _ x2 _ y2 de sorte que : 

1 
H = V 1 + p2 + q2 = 

1 _ x2 _ y2 + x2 + y2 
1 - x2 -y2 Jl - x2 -y2· 

Finalement, l'aire de E' s'obtient grâce au calcul suivant (qui utilise le passage en 
polaires) : 

. ("') ft dx dy lo27r d() fol r dr aire LJ - -

- v Jl - x2 - y2 - o o J1 - r2 
r-1 

= 27!" [-vl - r2] - = 271". 
r=O 

On retrouve évidemment le même résultat : aire(E) = 2aire(E') = 471". 

Au fait, et si la sphère n'a pas 1 comme rayon? 
Dans ce cas, en reprenant la première méthode, on a dans la paramétrisation de 
E un R (rayon de la sphère) : elle devient 

y= R sin() sincp ((),cp) E [0,7r] x [0,27r]. { 
x = R sin () cos cp 

z = R cos() 
Le calcul de A, B, C est le même, sauf qu'il y a à chaque fois R devant les vecteurs 
dérivés, donc 

A = R2 sin 2 () cos cp = R sin () x, 

B = R2 sin 2 () sin cp = R sin () y, 

C = R2 sin () cos() = R sin() z. 

On obtient donc H = R2 sin() et le résultat final est multiplié par R2 : on 
retrouve la formule classique, à savoir que l'aire d'une sphère de rayon R est 
A= 47rR2. 

5.4.4 Intégrale de surface d'une fonction scalaire 

Définition 5.22 Soit f une fonction de ~3 dans~' dont l'ensemble de définition 
contient la nappe E (f peut d'ailleurs très bien ne pas être définie en dehors de 
E). 
Alors l'intégrale de f sur la surface E est : 

I = Jhf(M) da= Jhf(x,y,z) do-= jfvf(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) H(u,v) dudv. 

Nous admettrons que l'intégrale de surface d'une fonction scalaire possède toutes 
les propriétés· habituelles des intégrales : 
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• la linéarité : 
Jh[>-.f(M) + µg(M)] da=).. fh f(M) da+µ Jh g(M) da; 

• la positivité : si f ~ 0, alors Jh f(M) da ~ 0; 

• l'additivité : si E = Ei U E2, avec Ei n E2 négligeable, alors 

Jh J(M) da= Jh
1 

f(M) da+ fh
1 

f(M) da; 

• le fait que la valeur d'une intégrale de surface est indépendante de la paramétri­
sation. 

Exemple 1 : Calcul de la masse d'une surface non homogène. 

En tout point M = M(u, v) d'une nappe paramétrée E, on suppose qu'il y a 
une masse surfacique (locale) a(M) = a(u,v) (l'unité physique de cette grandeur 
serait le kg/m2; cette fonction n'est pas définie en dehors de E). 
Alors la masse totale de la surface E vaut 

m(E) = Jh a(M) da= Jfv a(u, v)H(u, v) du dv. 

Remarquons que si la masse surfacique est constante, c'est-à-dire si a(u, v) = k, 
alors on a 

m(E) = jfv k H(u, v) du dv = k jfv H(u, v) du dv = k. aire(E). 

C'est un résultat très logique. 

Exemple 2 : Moment d'inertie d'une sphère homogène par rapport à son axe. 

On considère une sphère E, de rayon R (on suppose que son centre est à l'origine 
du repère). Soit M sa masse. La masse surfacique de la sphère est donc la constante 
k = M/4n:R2. Nous cherchons son moment d'inertie par rapport à l'axe Oz. Nous 
utiliserons la paramétrisation de la sphère que nous connaissons, obtenue à partir 
des coordonnées sphériques : 

{ 
x = R sin() cos cp 
y = R sin () sin cp 
z = R cos() 

( (), cp) E [0, n:] x [0, 2n:] = 'D. 

On a vu que l'élément de surface vaut da = H d() dcp = R2 sin() d() dcp. 

On sait que le moment d'inertie d'un point massique de masse m, situé à la 
distancer de cet axe est j = mr2. Le moment d'inertie d'un élément de surface 
da par rapport à cet axe est donc 

R 

dj = (k da)r2 = k(x2 + y2) da. 
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et le moment d'inertie total est donc l'intégrale sur cette surface de la fonction 
k(x2 + y 2 ). On trouve 

J = Jh k(x2 + y2 ) du = jfv kR2 sin2 fJ( cos2 c.p + sin2 c.p )R2 sin() dfJ dc.p 

= kR4 {27r dc.p r sin3 fJ dfJ = 21rkR4 r 3 sin fJ - sin 3fJ dfJ 
lo lo lo 4 

4 M 1 [ cos3fJ] 8=7r MR2 [ 1 1] MR2 16 2 = 27rR -- - -3cosfJ+-- = -- 3- - +3- - -- -=-MR2 
47r R2 4 3 B=o 8 3 3 8 3 3 · 

5.4.5 Flux d'un champ vectoriel à travers une surface orientée 

Définition 5.23 Soit E+ une nappe orientée, et (V, g) une paramétrisation 
correspondant à cette orientation (tout point de E+ s'écrit M = M ( u, v) = g ( u, v) 

avec (u, v) E 'D). Soit 1f = ~ le vecteur normal réduit en tout point. 

Alors, pour tout champ vectoriel V (dont l'ensemble de définition contient au 
moins le support de E+), le flux de V à travers E+ est : 

<PI:+(V) = fh+ (V(M) · lf) du= jfv V(M(u,v)) · ~ H du dv 

= Jfv V(M(u,v)) · N du dv 

4>E+(V) = Jfv V(M(u,v)). ca: A 0:) dudv. 

Si V = ( i) , A, B, C étant les composantes de N, on a donc : 

<PI:+(V) = jfv (AP +BQ+ CR) du dv. 

Exemple : On veut calculer le flux du champ vectoriel V défini par 

V(M)= m =OÛ. 

à travers la surface E+, qui est le paraboloïde de révolution z = x2+y2 -1 = f(x, y) 
pour z :::;;; 0, orienté vers le haut. 

E+ est ici la nappe représentative de la fonction f, et la paramétrisation naturelle 
fournit la bonne orientation, nous pouvons donc l'utiliser sans problème. Précisons 
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tout de même le domaine V dans lequel on travail : puisqu'on veut que z ~ 0 
pour z = x2 + y2 - 1, on choisira (x, y) tels que x2 + y2 ~ 1, c'est-à-dire que V 
est le disque unité. 

, . . 11 A âf 2 B âf Avec cette parametnsat1on nature e, on a vu que = - âx = - x, = - ây = 

-2y et C = 1. 
On a donc 

cl>E+(V) = Jfv ((-2x).x + (-2y).y + 1.z) dx dy 

= jfv (-2x2 - 2y2 + x2 + y2 - 1) dx dy 

= - Jfv (1 + x2 + y2) dx dy (un passage en polaires s'impose) 

127!" fol 2 [r2 r4 l r=l 3 37r 
= - dB (1 + r ) r dr = -2?r - + - = -2?r - = --

o O 2 4 r=O 4 2 

Il n'est pas très étonnant que le résultat soit négatif, car le vecteur V est toujours 
tourné vers le bas quand on est sur E+, alors que la normale à la surface est 
toujours tournée vers le haut : si on fait une figure, on se convainc facilement que 
le produit scalaire V . If est toujours négatif, et l'intégrale (même de surface) 
d'une fonction négative est toujours négative. 

Les propriétés du flux sont tout à fait naturelles. 

Proposition 5.24 

• Linéarité: cl>E+(À V+ µW) = Àcl>E+(V) + µcl>E+(W) 
• Additivité : Si E+ = Et U Et, les orientations de Et et de Et étant com­

patibles entre elles et avec celles de E+, avec Et n Et négligeable (d'aire 
nulle), 

alors on a cl>E+(V) = cl>E+(V) + cl>E+(V). 
1 2 

• Orientation : Si on change l'orientation de E, le flux change de signe. 

cl>E-(V) = -cl>E+(V). 

• Paramétrisation indifférente : Le résultat d'un calcul de flux est indépendant 
de la paramétrisation qu'on choisit pour la nappe (sous réserve de respecter 
l'orientation). 

Nous voyons que si l'orientation d'une nappe fournie par le choix d'une paramé­
trisation ne convient pas à un énoncé, il n'est même pas nécessaire d'échanger les 
variables pour retrouver une bonne orientation : il est bien plus simple de faire le 
calcul avec cette paramétrisation, et simplement de penser à changer le signe du 
résultat final. 
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5.4.6 Formules de Green (Stokes-Ampère, Ostrogradski) 

Formule de Stokes-Ampère 

Théorème 5.25 (Stokes-Ampère) Soit E une nappe paramétrée et r l'arc 
fermé dont le support est le bord de E. On choisit une orientation E+ de E, et r+ 
est l'orientation du bord qui en découle. 
Alors pour tout champ vectoriel V défini sur un domaine contenant E, la circu­
lation le long de r+ de V est égale au flux à travers la surface orientée E+ du 
rotationnel de V. Cela s'écrit 

~E+(~) = r v(M). <lM lr+ 
ou encore 

rr (~). ïl der= r V(M). dM. 
j}E+ lr+ 

La démonstration de ce théorème, un peu technique, n'est pas très difficile et 
montre que ce théorème est une traduction fidèle du Théorème de Green-Riemann 
en dimension 3. 

Nous pouvons d'abord faire deux remarques : 

Remarque : Si V (M) est un champ dérivant d'un potentiel, on se rappelle 

que cela entraîne que ~ = Ô, et on retrouve grâce à cette formule que la 
circulation d'un champ de gradient sur un arc fermé est nulle. 

Remarque : Il existe plusieurs surfaces E ayant le même bord. Ce théorème 
montre que le flux d'un champ de rotationnel à travers une surface ne dépend que 
du bord de cette surface : nous considérerons ce résultat d'un autre point de vue 
après le théorème suivant d'Ostrogradski. 

Preuve de la formule de Stokes-Ampère 
On commence par préciser les notations : 
Soit ('D, g) une paramétrisation de E+. On note comme d'habitude x,y,z les 
fonctions composantes de g et M = M(u,v) = g(u,v) est le point générique de 
E. 
Soit,+ l'arc paramétré fermé dont le support est le contour de 'D, orienté comme 
r+, de sorte que ([a, b], cp) étant une paramétrisation de,+, une paramétrisation 
de r+ est ( [a, b], g o cp) ; on note tout à fait logiquement ( u, v) les fonctions 
composantes de cp (il y en a deux, puisque 'D donc le support de ,+ sont des 
sous-ensembles de ~2 ). 

Pour finir, on notera classiquement P, Q, R les composantes du champ V. 
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Tout ceci étant précisé, on va d'abord calculer le second membre de la formule : 

!= r V(M)·dM=1bV(gocp(t))·(gocp)'(t)dt lr+ a 

= 1b (P(gocp(t))(xocp)'(t) + Q(gocp(t))(yocp)'(t) + R(gocp(t))(zocp)'(t))dt 

1b ( ~ (Fx 8x ) ~ (ay 8y ) l = a P(t) âu (t)u'(t) + âv (t)v'(t) + Q(t) âu (t)u'(t) + âv (t)v'(t) 

+ R(t) (~~ (t)u'(t) + ~~ (t)v'(t)) dt. 
- - ) 

On a posé P(t) = P(x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(t))), etc. et de la même 

8x âx 
façon âu (t) = âu (u(t),v(t)), etc. 

1b((~Fx ~8Y ~&) (~Fx ~8Y ~&) ) 
I = a p âu + Q âu + R âu ( t) u' ( t) + p âv + Q âv + R âv ( t) v' ( t) dt 

1=1 w, 
"Y+ 

en considérant la forme différentielle w du plan ~2 des couples ( u, v), définie par : 

w = Adu+Bdv 

( -âx -ây -âz) (-âx -ây -âz) 
= p âu + Q âu + R âu du+ p âv + Q âv + R âv dv. 

(On a posé P = P(x(u, v), y(u, v), z(u, v)) etc.) On peut alors appliquer la formule 
de Green-Riemann et on obtient 
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{On a pu utiliser le théorème de Schwarz, car on a fait l'hypothèse que toutes les 
fonctions rencontrées sont suffisamment continûment dérivables.) 
Maintenant, on utilise la formule de dérivation des fonctions composées, valable 
aussi pour des dérivées partielles, ce qui nous donne, ici 

âP âP âx âP ây âP âz ----+--+--· âu - âx âu ây âu âz âu ' 

âP âP âx âP ây âP âz ----+--+--· âv - âx âv ây âv âz âv ' 

âQ âQ âx âQ ây âQ âz 
âu = âx âu + ây âu + âz âu ; etc. 

Donc, en reportant, on trouve 

1 = {{ (âP âxâx + âP âyâx + âP âzâx + âQ âxây 
Jlv âx âu âv ây âu âv âz âu âv âx âu âv 

âQ ây ây âQ âz ây âR âx âz âR ây âz âR âz âz + - -- + - -- + - -- + - -- + - -­
ây âu âv âz âu âv âx âu âv ây âu âv âz âu âv 
&&& &~& &&& ~&~ ~~~ 

- - -- - - -- - - --- - - --- - - --
âx âv âu ây âv âu âz âv âu âx âv âu ây âv âu 

_ âQ âzây _ âR âxâz _ âR âyâz _ âR âzâz) dudv 
âz âv âu âx âv âu ây âv âu âz âv âu 

1 = {{ ((âR _ âQ) (ây âz _ ây âz) 
Jlv ây âz âu âv âv âu 

+ (âP _ âR) (âz âx _ âz âx·) 
âz âx âu âv âv âu 

+ (âQ _ âP) (âx ây _ âx ây)) du dv. 
âx ây âu âv âv âu 

Calculons maintenant le second membre de la formule de Stokes-Ampère : 

J= !k+(~ · zf) do-= jfv ~ · N dudv 

= Jfv 

âR âQ âx âx 
ây âz 
âP âR 
âz âx 
âQ âP 
âx ây 

âu 
ây 
âu 
âz 
âu 

/\ 

âv 
ây 
âv 
âz 
âv 

du dv 
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âR âQ ây âz âz ây ---
ây âz -----

âu âv âu âv 

= Jfv âP âR âz âx âx âz 
--- -----
âz âx âu âv âu âv 
âQ âP âx ây ây âx 
--- -----
âx ây âu âv âu âv 

Et on trouve que I = J en comparant tous les termes. D 

Formule d 'Ostrogradski 

Théorème 5.26 (Ostrogradski) Soit~ un domaine de l'espace ~3 , dont la 
frontière est une surface paramétrée â~ = E; on choisira r;+ l'orientation de E 
«vers l'extérieur». Alors pour tout champ vectoriel V, défini sur~' le flux de 
V à travers r;+ est égal à l'intégrale triple de la divergence de V sur~. Cela 
s'écrit : 

Jf l div V dx dy dz = !h.+ (V · zi) der= <PE+ (V). 

Preuve La démonstration de ce théorème ressemble beaucoup à celle du théorème 
de Green-Riemann. 

~ (p) . ~ âP âQ âR 
On pose V = ~ et on a donc div( V ) = âx + ây + âz · 

D'autre part, on va écrire V = V 1 + V 2 + V 3 en posant : 

Grâce à la linéarité des différentes intégrations, la formule d'Ostrogradski sera 
établie si on arrive à en montrer les trois parties suivantes 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

Jfl ~= dx dy dz = Jh.+ V 1 · zi der ; 

Jfl ~~ dx dy dz = ih+ V 2 · zi der ; 

JJL ~~ dx dy dz = !h.+ V3 · zi der. 

En effet, il suffit alors de tout additionner pour obtenir le résultat attendu. 

Nous nous contenterons de démontrer la troisième formule (5.15), en vous deman­
dant d'admettre que les deux autres formules s'établissent de la même façon en 
changeant l'ordre des variables (vous pouvez aussi en faire la démonstration à 
titre d'exercice). 
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Pour cela, on admet que ~ peut être caractérisé par 

(x y z) E ~ ~ { (x, y) E '[) 
' ' fi(x,y)::::;; z::::;; h(x,y) 

Remarquons que cela signifie que la frontière E de ~ peut être décomposée en 
deux parties 3 : E = Ei U E2, avec Ei est la nappe représentative de la fonction 
fi, naturellement paramétrée par z = fi ( x, y), ( x, y) E 'D et E2 est la nappe 
représentative de la fonction h, naturellement paramétrée par z = h(x, y), 
(x, y) E 'D. 
Remarquons de plus que l'orientation naturelle de Ei est vers le haut, ce qui est 
vers l'intérieur de~' alors que le haut de E2 est vers l'extérieur de~ : avec les 
conventions habituelles, on notera donc E+ = E! U Et. 
On peut maintenant calculer 

h = {[{ ~R dx dy dz = {[ ( fh(x,y) ~R (x, y, z) dz) dx dy 
JJJt::.. uz JJv iJi(x,y) uz 

= {[ (R(x y z))z=f2(x,y) dx dy 
JJv ' ' z=fi(x,y) 

= Jfv R(x,y,f2(x,y)) dx dy- jfv R(x,y,J1(x,y)) dx dy. 

Calculons à présent le deuxième membre de l'égalité (5.15). 

3 En fait, il y a éventuellement une troisième partie, qui est alors la nappe verticale Eo joignant 
les nappes Ei et E2. Le fait de l'omettre ne fausse pas le résultat, car V 3 étant un champ de 
vecteurs tous verticaux, ils sont parallèles à Eo et orthogonaux à If en tout point de Eo, et le 
flux de ce champ de vecteurs verticaux à travers cette nappe verticale est nul. 
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-ffv (R(x,y,~1 (x,y)i) . [ = ~ l dx dy 

= jfv R(x, y, h(x, y)) dx dy - jfv R(x, y, fi(x, y)) dx dy = fs. 

D 

Remarque : Lorsque la divergence de V est nulle, on dit que V est à flux 
conservatif. Ce vocabulaire provient de la conséquence suivante du théorème 5.26 : 
le flux de V à l'entrée d'un domaine est le même que le flux à la sortie. 
Pour comprendre ce que cela signifie, séparons la frontière E du domaine Li en 
deux morceaux Ei et E2 : 
• on définit E1 comme étant la partie de E+ sur laquelle V · If < 0 (cela signifie 

que l'angle de ces deux vecteurs est obtus). Le flux de V à travers Et est donc 
forcément négatif, et on définit le flux d'entrée dans Li de V comme étant 
q,E_ (V) = _q,E+ (V); 

1 1 

• on définit E2 comme étant la partie de E+ sur laquelle V · If > 0 (cela signifie 
que l'angle de ces deux vecteurs est aigu). Le flux de V à travers Et est donc 
forcément positif, et on définit le flux de sortie de~ de V comme étant q,E+(V). 

2 

Il reste une troisième partie Eo de E+, celle sur laquelle on a V · If = O. Elle 
n'est pas forcément négligeable, mais on est sûr que le flux de V à travers cette 
surface Eo est nul. 

(5.16) 

Par additivité, on obtient donc, en utilisant que div V = 0, et le théorème 
d'Ostrogradski : 

o = q,E+(V) = q,E+(V) + q,E+(V) + q,E+(V) = o + q,E+(V) + q,E+(V) 
0 1 2 1 2 

o = _q,E-(V) + q,E+(V). 
1 2 
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On en déduit que <I>r;- (V) = <I>r;+ (V), c'est-à-dire que le flux d'entrée est égal au 
1 2 

flux de sortie. 

Remarque : On montre qu'un champ de vecteurs défini sur un ouvert étoilé est 
à flux conservatif, (de divergence nulle), si et seulement si il dérive d'un potentiel 
vecteur, c'est-à-dire est un champ de rotationnel; il est conseillé de revoir le 
théorème 3.85 et la définition 3.86 (p. 153), et bien comprendre l'analogie, et de 
toutes f~ons il est facile de montrer (sans hypothèse de domaine étoilé) qu'on a 

div(rot ) = 0 : on peut par exemple utiliser le formalisme V. 

Remarque : On peut retrouver un des aspects de la formule de Stokes-Ampère 
grâce au théorème d'Ostrogradski. 

(5.17) 

Si E et E' sont deux nappes de même bord (on suppose qu'elles ne se rencontrent 
pas en dehors de leur bord commun r), la partie de l'espace comprise entre ces 
deux nappes est un domaine b.., dont la frontière est formée par la réunion de E 
et de E'. 
Réfléchissons un instant à l'orientation de tout cela. à partir d'une orientation 
r+ der, on oriente «en parallèle» les deux nappes E et E'. L'orientation de la 
frontière de b.. vers l'extérieur est forcément inverse avec une des deux orientations 
(voir figure) : cette frontière, orientée vers l'extérieur est donc formée de la réunion, 
disons de E+ et de E'-. 
Sans utiliser Stokes-Ampère, mais en utilisant Ostrogradski, nous pouvons alors 
retrouver que 



5.5 EXERCICES 257 

En effet, d'après Ostrogradski, en supposant que~ est un champ de classe C1 

sur l::l., nous pouvons écrire 

[{{ div(~) dx dy dz = {{ ~ do-. 
~ ~+uE~ 

Mais la divergence d'un rotationnel est nulle (voir la remarque précédente), donc 
le membre de gauche est nul et on a 

d'où le résultat. D 

5.5 Exercices 

Pour tous les exercices qui suivent (1 à 17), il s'agit de calculer l'intégrale double 
I sur le domaine D qui est en général précisé. Il est recommandé de représenter, 
dans chaque cas le domaine D. 

{{ dx dy { 2 
Exercice 5.1. I = JJv (x + y)3 pour 1J = (x,y) E lR 1x~1; y~ 1; x+y ~ 

3}. 

Exercice 5.2. I = Jfv (::~2 ; 1J = {(x,y) E JR.2 1x~0;y~0; 1 ~ 
x+y~2}. 

Exercice 5.3. I = Jfv (l :: ;y)3 ; 1J = { (x, y) E JR.2 1 x ~ 0; y~ 0; x+y ~ 
1}. 

Exercice 5.4. I = Jfv (xd: ~~3 ; 1J = { (x, y) E JR.2 l 1 ~ x ~ 3; y~ 2; x+y ~ 
5}. 

Exercice 5.5. I - {{ dx dy · 
- JJv (l + x2)(1 + y2) ' 

'D = { (x, y) E JR.2 1Ü~X~1 j Ü ~y~ 1 }. 
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Exercice 5.6. 1 - {[ dx dy · 
- Jiv (I + x 2)(1 + y2) ' 

'D = { (x, y) E JR.2 1 Ü:::;; X:::;; 1 ; Ü:::;; y:::;; X}· 

Exercice5.7. 1= JfvaxbYdxdy ;'D={(x,y)E!R.2 lx~O; y~O; x+y::;;; 

1 }· 

Exercice 5.8. fo3 (~1 
e-Y2 dy) dx. 

Exercice 5.9. 1 = {[ sin 7rX dx dy; 
}}D 2y 

D = { (x, y) E IR.2 l I:::;; x:::;; 4 ; yx:::;; y:::;; min{2, x} }. 

. /J~ dx dy Exercice 5.10. 1 = J 2 2 2 2 2 ; 
V X +y (I +X +y ) 

'D = { (x, y) E JR.2 1 x2 + y2 :::;; a2 }· 

Exercice 5.11. 1 = ffv xyJ x2 + 4y2 dx dy; 

D = { (x, y) E IR.2 1 x ~ 0; y~ 0; x2 + y2 :::;; 1 }· 

Exercice 5.12. 1 = {[ 2 dx dy 2 ; D = {Cx, y) E IR.2 l 2:::;; x2 + y2 :::;; 4}. 
j}DX +xy+y 

Exercice5.13. 1= ffvxdxdy ;D={(x,y)EIR.2 1x2+y2-2x:::;;O; x~I}. 

Exercice 5.14. 1 = ffv y'XY dx dy ; D = { (x, y) E IR.2 1 (x2 + y2)2 :::;; xy} 

Exercice 5.15. 1 = {[ 1 x; 2 dx dy ; 
}}D +x +y 

D = { (x, y) E IR.210:::;; X :::;; 1 ; 0:::;; y:::;; 1 j x2 + y2 ~ 1} 

Exercice 5.16. 1 = Jl (x2 + y2 ) dx dy; 

D = { (x, y) E IR.210:::;; y ; x2 + y2 - x:::;; 0; x 2 + y2 - y~ 0} 
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Exercice 5.17. I = Jl xy ~x dy ; D = { ( x, y) E JR2 1 x ;;::: 0 ; y ;;::: 0 ; ~ + ~ ::::; 

1} 
Les intégrales Ides exercices qui suivent (18 à 20) sont à calculer de deux manières: 
directement, puis en appliquant Green-Riemann. 

Exercice 5.18. I = J7 x3 dy - y3 dx 
'Y est le cercle de centre 0, de rayon R, orienté dans le sens trigonométrique. 

Exercice 5.19. 

I = f (x2 + y2) dx + (x2 - y2) dy 
JaK+ 

pour K = { (x, y) E JR2 1 0::::; x::::; 1 ; 0::::; y::::; 1 - x} et âK+ est le bord de K 

orienté positivement. 

Exercice 5.20. 
I = ff xy dx dy 

Jln (1 + x2 + y2)2 

pour D = { (x, y) E JR2 1 0::::; x::::; 1 ; 0::::; y::::; 1 ; x2 + y2 ;;::: 1 }· 

Pour tous les exercices qui suivent (21 à 27), il s'agit de calculer l'intégrale triple 
I sur le domaine D qui est en général précisé. Il peut être utile d'essayer de 
représenter dans certains cas le domaine D. 

Exercice 5.21. 
I = {{ f 2 z2 2 dx dy dz 

JJJn x +y +z 

pour D = { ( x, y, z) E JR3 1 1 ::::; x2 + y2 + z2 ::::; 2 et z ;;::: 0}. 

Exercice 5.22. 
I _ {{{ dx dy dz 

- JJJn(l+x+y+z)3 

pour D = { (x, y, z) E JR3 1 x;;::: 0 ; y;;::: 0 ; z;;::: 0 ; x +y+ z::::; 1 }· 

Exercice 5.23. 

li = J!Jn z2 dx dy dz 

I2 = Jfl x2 +y2 dx dy dz 
} avec D qui est la boule de centre 0, de rayon a. 
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Exercice 5.24. 

I = Jfl zcos(x2+y2) dx dy dz; D = { (x, y, z) E JR3 1z~0; x2+y2+z2 ::::; R2} 

Exercice 5.25. 

I =fil sin(x +y+ z) dx dy dz; D = [o, ~r 

Exercice 5.26. 

I = JJl xz dx dy dz; D = { (x, y, z) E JR3 1y~0 ; z ~ 0; x + z::::; 1 ; y2 ::::; x} 

Exercice 5.27. 

I = Jll xyz dx dy dz 

x2 y2 z2 
pour D = { (x, y, z) E JR3 1x~0; y~ 0; z ~ 0 ; a2 + b2 + c2 ::::; 1 }· 

Exercice 5.28. Déterminer l'aire des parties suivantes d'une sphère de rayon a 
(caractérisées en coordonnées sphériques). Il est recommandé de représenter la 
situation dans chaque cas. 

1. calotte sphérique : 0 ::::; () ::::; a1 ; 

3. couronne sphérique : a1 ::::; () ::::; a2 ; 

{
a1 ::::; 0::::; a2 

4. « maille sphérique » : 
f31 ::::; <p ::::; f32. 

Exercice 5.29. Calculer le flux du champ V: M(x, y, z) t-+ y?! +x1 +(y+z) k 
à travers la surface définie par : 2x +y+ z = 2; x ~ 0; y~ 0; z ~ 0 orientée 
vers le haut. 

Exercice 5.30. Calculer de deux manières différentes le flux du champ : Mt---+ 
oM à travers la surface (orientée vers l'extérieur) limitant le cône ayant pour 
base le disque unité du plan xOy et pour sommet le point (0, 0, 2). 
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Exercice 5.31. Soit R > 0 et D = {(u, v) E JR2 1 u2 + v2 ~ R2 }. On considère 

D c JR2 --t JR3 

(u,v) i----+ (u,u,v) 

cp est une représentation paramétrique d'une surface orientée E. Soit r+ son bord 
orienté. 

Calculer I = r y dx + z dy + X dz lr+ 
1. directement. 

2. en appliquant la formule de Stokes-Ampère. 

(
x+y) 

Exercice 5.32. On considère le champ vectoriel V= ~ 

1.a) Calculer le flux <P de V à travers la sphère unité (caractérisée par x2 +y2 +z2 = 
1) orientée vers l'extérieur. 

1.b) Retrouver ce résultat en ramenant le calcul de <Pau calcul d'une intégrale 
triple. 

2.a) Calculer le flux <P' de~ à travers la nappe conique E'+ qui peut être 

caractérisée par { z = 1 : f ~2 + Y2 et est orientée vers le haut. 

z 

y 

2. b) Retrouver ce résultat en ramenant le calcul de <P' au calcul de la circulation 
d'un champ vectoriel le long d'un certain contour. 

3. Quelle est l'aire de E'? 
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Quelques formules utiles pour cet exercice : 

. 3 () 3 sin () - sin 3() 
Sin =------

4 

1
A+21T 1A+27T 

A cos2 t dt= 7r = A sin2 t dt; 

1
A+21T 1A+21T 1A+21T 

A sin t dt = 0 = A cos t dt = A sin t cos t dt. 



Indications pour la résolution des exercices 

CHAPITRE 1 

Indications pour les exercices sur la topologie dans )Rn 

Exercice 1.1 Majorer, par inégalité triangulaire la norme de X= (X - Y)+ Y, 
puis échanger le rôle de X et Y. Se souvenir que IA-BI = max((A-B), (B-A)). 

Exercice 1.2 Aucune difficulté. Penser à vérifier que Ni est à valeurs dans ~+. 
Pour {i)', on utilise le fait qu'une somme de nombres tous positifs ou nuls ne peut 
être nulle que si tous ses termes sont nuls. 

Exercice 1.3 Bien poser les hypothèses à chaque fois : dire qu'une norme N est 
équivalente à une norme N {noter N rv N) doit toujours être traduit par : 
3Gi, C2 > 0 tels que VX, on a CiN{X) ~ N(X) ~ C2N(X). 
Les constantes strictement positives peuvent être multipliées et inversées. 

Exercice 1.4 Il y a 5 inégalités à établir pour tout X E ~n : 

a) N00{X) ~ N2(X). b) N2(X) ~ Ni{X). c) Ni(X) ~ nN00 (X). 
d) N2(X) ~ J"iÏN00{X). e) Ni{X) ~ J"iÏN2(X). 
Pour tout ce qui concerne N00{X), on utilise un indice j tel que N00{X) = lxil· 
Pour a), on utilise lxil = ftj. 
Pour b), on compare les carrés. 
c) et d) s'obtiennent en majorant tous les lxil par lxil· 
Pour e), on élève Ni {X) au carré, puis on majore chaque double produit grâce à 
la formule 2ab ~ a2 + b2• 

Les contre exemples permettant de montrer que ces inégalités ne peuvent être 
améliorées s'obtiennent avec ei = {1, 0 ... , 0) ou avec W = (1, ... , 1) selon les cas. 

Exercice 1.5 Pour chacune des questions on essaie d'appliquer la proposition 
1.2 (p. 3) après avoir vérifié que N est bien une application à valeurs dans ~+. 
(i)' se fait toujours en utilisant la propriété d'une somme nulle de nombres positifs. 
(ii) ne pose jamais de problème 
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(iii) peut se faire soit en élevant les deux membres au carré, soit en utilisant 
l'inégalité triangulaire pour des normes de référence dans ~2 . Par exemple, grâce 
à l'inégalité triangulaire de la norme euclidienne dans ~2 , on a 

V(a + a')2 + (b + b')2 ~ J a2 + b2 + Ja12 + b'2 

Dans un des trois cas, N n'est pas une norme. 
Pour montrer l'équivalence avec les normes usuelles, il faut dans chaque cas faire 
le choix d'une des trois normes usuelles et raisonner comme pour l'exercice 1.4. 

Exercice 1.6 On utilise la première inégalité triangulaire (d3) d'abord pour 
majorer d(x, y) en utilisant z, puis pour majorer d(y, z) en utilisant x. Il faut, 
dans chaque cas changer un terme de côté, et raisonner comme à chaque fois qu'on 
doit montrer une deuxième inégalité triangulaire : en utilisant IAI =max( A, -A). 

Exercice 1. 7 Caractériser l'appartenance de X = ( x, y) à la boule par une 
inéquation. Pour résoudre l'inéquation obtenue qui contient des valeurs absolues, 
on « enlève les valeurs absolues » grâce à une étude de cas. 

Exercice 1.8 Voir la méthode de l'exercice 1.5. Pour montrer que N est une 
application, puis plus loin pour montrer son équivalence à la norme euclidienne, 

x2 + y2 x2 + y2 
on peut utiliser l'encadrement - 2 ~ xy ~ 2 

x2 + (x + y)2 + y2 
On peut aussi utiliser l'astuce x2 + xy + y2 = 2 · 

Dans la question 3., le contour de la boule à représenter est une ellipse. 

Exercice 1.9 Commencer par deviner la limite logique de la suite (up) (si Lest 
la limite de (XP).) 
Puis écrire d'une part l'hypothèse, d'autre part ce qu'on doit démontrer, en 
appliquant la définition par€, 'fJ· Le lien entre ces deux énoncés est assuré par la 
seconde inégalité triangulaire. 
Penser à tout réorganiser et ordonner pour la rédaction finale. 

Exercice 1.10 1. Sur un dessin, il n'est pas bien difficile de tracer un disque 
centré en un point X et ne contenant pas l'origine. Le rayon maximum d'un tel 
disque est r = d2(0,X) = llXll2. N'a-t-on pas ainsi trouvé pour tout point de 
U une boule centrée en ce point et incluse dans U? Il n'y a plus qu'à rédiger 
proprement. 

2. Une suite d'éléments qui sont tous dans le complémentaire de U, il est difficile 
d'en trouver beaucoup! Il n'y en a même qu'une, et sa limite est facile à trouver. 
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Exercice 1.11 a) La méthode de l'exercice précédent s'applique : sur un dessin, 
il est facile de trouver une boule ne touchant pas une droite, lorsque le centre de 
cette boule est fixé en dehors de la droite. On n'est pas obligé, pour 1., d'utiliser 
la norme euclidienne : la norme du max est peut-être plus simple. Pour le 2., la 
norme euclidienne s'impose, et on rappelle la formule de géométrie : la distance 
(euclidienne) d'un point X = (x, y) à la droite D est donnée par (K étant le 
projeté orthogonal de X sur D) 

d (X D) = d (X K) = lax + by +cl = min d (X M) 
2 ' 2 ' Ja2 + b2 MED 2 ' 

b) Pour une suite convergente d'éléments de D, on passera à la limite dans 
l'équation qui caractérise l'appartenance de chaque terme de la suite à D. 

CHAPITRE 2 

Indications pour les exercices sur fonctions vectorielles et courbes pa­
ramétrées 

Exercice 2.1 Juste un point stationnaire pour t =O. 

Exercice 2.2 Branche infinie pour t-+ 1. C'est une asymptote oblique, et il faut 
étudier la position relative de la courbe et de cette droite. On peut poser t = 1 + h 
pour simplifier les calculs, mais ce n'est pas obligatoire. 
Il y a un point double. Déterminer la position des tangentes en ce point double : 
elles font entre elles un angle remarquable. Pour tous les calculs concernant ce 
point double, on utilisera que les 2 paramètres tj de ce point sont solutions de 
T 2 = T + 1, ce qui simplifie bien les calculs; on utilisera aussi tt' = 1 = t + t', si t 
et t' désignent les 2 paramètres de ce point double. 

Exercice 2.3 Pas de branche infinie, mais un point limite pour t-+ oo. 
également un point stationnaire, pour l'étude duquel il serait épouvantablement 
fastidieux de calculer les dérivées secondes et troisièmes de x et surtout de y. La 
bonne méthode consiste à faire le changement de variable t = to + h puis d'utiliser 
le développement limité à l'ordre 3 de x et de y au voisinage de to, qu'on obtient 
alors par une division selon les puissances croissantes. 
Penser comme toujours à étudier les points d'intersection avec les axes et à préciser 
les points où la tangente est verticale ou horizontale. 

Exercice 2.4 211'-périodicité et parité de x et de y permettent de réduire l'inter­
valle d'étude à I = [O, 11']. 
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Sur cet intervalle, il y a deux points stationnaires. Pour l'étude de ces points 
stationnaires, on peut au choix dériver ou utiliser les développements limités, mais 
ceux-ci en 2; ne sont pas évidents. 
Traiter l'intersection avec les axes. 
On essaiera de montrer, si on en a le courage, l'invariance de la courbe par rotation 
d'angle 2;. 

Exercice 2.5 Même domaine d'étude qu'à l'exercice précédent. 
Une asymptote parallèle à un des axes. 
Un point stationnaire à étudier. Si on choisit de dériver 3 fois x, on a intérêt à 
introduire la fonction tan dans l'expression de x' pour ne pas trop compliquer: 
en effet, sa dérivée est 1 + tan2 , et les dérivées successives utilisent uniquement ce 
type d'expression, et pour t = 7r / 4, on a tan i = 1. 
Les points d'intersection avec les axes ne peuvent se déterminer que numérique­
ment. 

Exercice 2.6 À étudier : une branche infinie et un point limite. 
Pour montrer la symétrie, observer sur le dessin et déterminer l'axe, puis on 
réfléchira à une transformation cp simple échangeant les paramètres des deux 
points où la tangente est horizontale. On montre ensuite que M(t) et M(cp(t)) 
sont symétriques. 
Il y a aussi un point double à déterminer. 

Exercice 2. 7 Deux branches infinies à étudier séparément aux infinis. 
Un point stationnaire, également. 

Exercice 2.8 Étudier les branches infinies et le point stationnaire. 
La courbe est très difficile à représenter, pour des questions d'échelle : avec de 
toutes petites unités, on ne voit plus bien ce qui se passe au voisinage du point 
stationnaire, mais en agrandissant, on ne voit pas tous les points d'intersection 
avec les axes, ni même tous les points avec tangente parallèle aux axes. On peut 
faire deux dessins. 

Exercice 2.9 Branches infinies et point stationnaire. Pour le point stationnaire 
en 0, on a vraiment intérêt à utiliser les développements limités. 

CHAPITRE 3 

Indications pour les exercices sur les fonctions de JRP vers ]Rn 

3.2 Compréhension des définitions 

Exercice 3.1 Soit ê > O. On cherche une condition suffisante de proximité de 
(x, y) avec (-3; 1) permettant d'obtenir lf(x, y) - (-2)1 :::;; ê. 
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On doit partir d'une majoration de la norme de (x, y) - (-3, 1) = (x + 3, y - 1). 
On a intérêt à écrire 
lf(x,y)- (-2)1 = l(x - 2y + 3) - (-3- 2.1+3)1 = J(x - (-3)) - 2(y-1)J. 
Par inégalité triangulaire, on a 

JJ(x, y) - (-2)J ~ lx+ 31+2ly - li. 

Si on utilise la norme du max, on a lx+ 31 ~ max(lx + 31, IY - li) et IY - li ~ 
max(lx + 31, IY - li); on a donc 

JJ(x, y) - (-2)J ~ 3JJ(x, y) - (-3, 1)JJ00 • 

On peut alors facilement trouver une valeur de 'T/ satisfaisante et il ne reste plus 
qu'à écrire dans le bon ordre la succession de V, 3 
Si on utilise la norme euclidienne, on peut utiliser une des inégalités du théorème 
1.9 (p. 7). 
Pour la norme somme, on a lx+ 31+2ly- li~ 2(lx + 31 + IY - li). 

Exercice 3.2 Quelle que soit la norme considérée, on écrit 

ll
f(x,y,z)- ( 6) Il= Il ((x-y + 2z)- (1- (-1) + 2.2)) Il 

-3 (x - 2z) - (1 - 2.2) 

= Il ( (x - tl = ~) = ~~z+-2~)- 2)) Il · 
On utilise ensuite au mieux l'inégalité triangulaire pour majorer cette quantité et 
introduire la norme de (x, y, z) - (1, -1, 2) = (x - 1, y+ 1, z - 2). 
La façon la plus simple de procéder consiste à utiliser la norme somme dans 
l'espace d'arrivée et la norme du max dans l'espace de départ. 

3.4 Détermination pratique de limites 

Exercice 3.3 1. et 2. Essayer différents chemins. 

3. Penser à la technique utilisée pour l'exemple p. 88, puisque c'est un dénominateur 
du même type. 

4. Calculer le degré total (voir p. 88) pour séparer les cas. Lorsque ce degré total 
est positif, utiliser le passage en polaires et le corollaire 3.34 (p. 87) pour montrer 
que la limite est nulle. 
Lorsque le degré total est négatif ou nul essayer différents chemins. 

5. Degré total positif, donc passage en polaires. 

6. Le degré total n'a pas de sens, mais on essaiera différents chemins. 
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7. On a envie d'utiliser des équivalents, mais ce n'est pas légitime : il n'y a 
aucune théorie à ce sujet dans ce cours sur les fonctions de plusieurs variables, et 
on ne peut pas extrapoler ce qui a été étudié pour les fonctions d'une variable. 
La solution vient de l'utilisation des développements limités (ici, l'ordre 5 est 
suffisant). On coupe ensuite en trois l'expression obtenue avec les d.l. : en premier 
l'expression «régulière», ensuite un morceau avec del'« é(x) » puis le morceau 
avec du « é(y) ». On montre que les deux derniers termes tendent vers 0 et la 
limite du premier terme est évidente puisqu'il est constant. 

8. Raisonner comme pour 4 .. 

9. Attention à l'ensemble de définition. Ensuite on doit majorer le numérateur en 
l'écrivant 1 - cos u et en retrouvant une majoration classique de cette expression 
par un monôme du second degré. On conclut en raisonnant comme dans la 
démonstration du théorème 3.33 (p. 86). 

10. Le degré total n'a pas vraiment de sens, mais comme pour (x, y) proche de 
(0,0), on peut considérer que cosx et cosy sont proches de 1, on peut se dire 
que le degré du dénominateur est 1. La solution consiste alors à minorer cos x et 
cosy par ! si on est suffisamment proche de l'origine, ce qui permet de minorer le 
dénominateur qui est positif, et de majorer lf(x, y)!. 

11. Une astuce «sanglante» consiste à soustraire puis rajouter le terme xy entre les 
deux termes du numérateur. On coupe ensuite en deux le numérateur et chacun des 
deux morceaux se factorise avec un terme de la forme sin u - u. On peut majorer 
1 sin u - ul par ~ (résultat classique, qu'on démontre avec Taylor-Lagrange), et 
on n'a plus qu'à passer en polaires, par exemple pour conclure que la limite est ... 

12. Encore une astuce« sanglante»! Au numérateur, on soustrait avant de rajouter 
2 2 

les termes x2 et ~, et on coupe le -2 en -1 - 1. Sachant que v'l + u c:= 1 + ~, on 
v'l+u-(1+!!) 

coupe en 3 la fraction : chaque radical dans un terme du type D 2 , 

et un dernier terme très simple. 
On peut traiter les termes compliqués avec la technique de la quantité conjuguée. 

13. Même majoration du dénominateur que dans 9., et minoration du dénominateur 
comme dans l'exercice 1.8. 

14. Même majoration du numérateur que dans 11. 

15. Ajouter et soustraire x2 et y2 , pour pouvoir utiliser la majoration du k) et n). 
Le «degré total» peut s'estimer en se disant que sin u,...., u, même si ce n'est pas 
très rigoureux, ça permet de choisir ce qu'on doit démontrer selon les valeurs de 
a. 

16. Passage en polaires pour montrer qu'il y a une limite nulle, essais de chemins 
sinon. 
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Exercice 3.4 1. Une droite passant par l'origine non verticale a une équation du 

type y= Àx. Une paramétrisation d'une telle droite est { ~: ~t . Traiter à part 

la droite verticale et la droite horizontale, et pour une droite oblique, se rappeler 
que W = ftr, poser u = ~ et se rappeler de la valeur de la limite de référence 

lim ue-u. 
u-t+oo 

2. Penser à une parabole passant par l'origine. 

3.5 Dérivées partielles 

Exercice 3.5 Il n'est pas nécessaire de déterminer à chaque fois l'ensemble le 
plus grand possible dans lequel il n'y a pas de problème de dérivabilité. Il suffit de 
trouver un domaine de régularité, c'est-à-dire un ensemble ouvert, d'un seul 
morceau pour ne pas compliquer, dans lequel on est sûr qu'il n'y a aucun problème 
de définition, dans lequel la quantité sous le radical éventuel est strictement 
positive, dans lequel la quantité dont on calcule le logarithme est aussi strictement 
positive, dans lequel les dénominateurs sont non nuls ... 

Dans chaque cas on considère y comme constante pour calculer ~~ puis on 

considère x comme constante pour calculer ~; ; en cas de difficulté, remplacer la 

lettre désignant la variable considérée comme constante par a ou b, dont il est 
plus facile d'oublier le caractère variable. 

Lorsque x et y jouent des rôles symétriques, inutile de recalculer ~; lorsqu'on a 

déjà ~~ : il suffit d'échanger x et y dans l'expression obtenue; c'est le cas pour 

les exercices 10., 11., 12., 14. (au signe près), et 21.. 

Exercice 3.6 Puisque arccosu n'existe que pour u entre -1et1, on doit résoudre 
une inéquation double du type -1 ~ u ~ 1 qu'on a intérêt à écrire sous la forme 
lui ~ 1 puis à élever au carré pour faire disparaître valeur absolue et racine carrée. 
arccos est continue sur son ensemble de définition, mais non dérivable en -1 et 
en 1. 
L'expression que l'on obtient pour les dérivées partielles se simplifie beaucoup 
(penser à la symétrie pour ne pas refaire deux calculs) ; cependant, il faut bien 
penser que ...fX2 ne vaut pas toujours X mais doit être remplacé par IXI. 

Exercice 3. 7 Procéder comme pour l'exercice 3.5, mais attention, ici, on demande 
l'ouvert le plus grand possible, on ne se contentera pas d'un domaine qui convient. 
On pensera, lorsque c'est possible, à utiliser la symétrie en x et y de l'expression 

de f ( x, y) pour ne pas faire de calcul inutile : si f ( x, y) = f (y, x), connaissant ~~ 
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a21 âf a21 
et â 2 , on trouve -8 et â 2 en échangeant le rôle de x et y dans ces expressions 

X y y . 

Exercice 3.8 1. Considérer la première fonction partielle en (x, y) : la condition 
imposée la rend constante : attention, ceci ne signifie pas que f est constante, car 
la constante dépend de y. 

2. Échanger le rôle de x et y. 

3. Appliquer ce qui précède à une des dérivées partielles de f, en se rappelant la 

définition de :::y. On obtient une condition nécessaire : f(x, y) est la somme de 

deux fonctions d'une variable; il faut ensuite vérifier. 

Exercice 3. 9 On a besoin du calcul de ~~ en un point ( x, y) =/:- ( 0, 0) (comme 

dans l'exercice III.5), puis de ~~ (x, y) (on peut éviter ce calcul si on est astucieux) 

ensuite, on calculera ~~ (0, 0) et ~~ (0, 0), mais là on doit revenir à la définition. 

Ensuite on peut calculer, toujours grâce à la définition les deux dérivées partielles 
secondes croisées en (0, 0) (inutile de calculer ces dérivées secondes pour (x, y) "1-
(0, 0)); on trouvera des valeurs différentes, mais ça ne veut pas dire que le théorème 
de Schwarz est faux. 

Exercice 3.10 On utilisera simplement le théorème 3.40 (p. 97). 
Pour 1., on trouve un résultat particulièrement simple. 

Exercice 3.11 La démarche est toujours la même : on commence par utiliser le 
théorème 3.49 (p. 111), ce qui permet de déterminer les points où il peut y avoir 
un extremum, en résolvant le système de deux équations à deux inconnues 

{ 
âf 
âx (x,y) = 0 

âf 
ây(x,y) = 0 

Puis on examine chaque «candidat extremum» : pour chacun d'entre eux, on 
essaie d'appliquer le théorème 3.52 (p. 114) : on calcule les nombres r, s, t puis le 
nombre s2 - rt. Lorsque le résultat est négatif ou positif, le théorème permet de 
conclure facilement. Lorsque le résultat est nul, on doit en général essayer une· 
technique de « bricolage » : des indications sont données plus loin. 

1. Pas de problème. 
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2. Parmi les 3 points critiques, un seul (le plus simple) pose problème. On montre 
que ce n'est pas un extremum en considérant la fonction t t-+ f(x(t), y(t)) lorsque 
(x(t), y(t)) est la paramétrisation d'une droite passant par ce point litigieux. Si on 
choisit un des axes de coordonnées, cette fonction présente un maximum relatif, 
et si on choisit une des bissectrices du repère, c'est un minimum relatif. Avec un 
raisonnement précis, cela permet de conclure. 

3. Pour résoudre le système, on fait une substitution, et on obtient une équation 
du troisième degré qui possède une racine « évidente » qui est un nombre entier 
pas très grand. Il y a trois « candidats extremums », et aucun ne pose problème, 
même si les calculs sont un peu ardus pour deux d'entre eux. 

4. Pour résoudre le système, substituer dans la deuxième équation la valeur de 2x 
que l'on tire de la première, puis factoriser ( eY + 1), et enfin étudier la fonction de 
y qui doit s'annuler : on montre facilement qu'elle est strictement monotone et 
qu'elle n'admet donc qu'une racine, qui est d'ailleurs évidente. Ensuite, il n'y a 
plus de problème. 

5. Les deux axes de coordonnées sont des ensembles d'« extremums possibles», et 
il y a un autre point isolé. Ce dernier ne pose aucun problème. Pour les axes, on 
peut montrer que les points de l'axe des ordonnées sont en général des extremums 
relatifs, et que ceux de l'axe des abscisses n'en sont pas, mais c'est très difficile, et 
vous avez le droit de « laisser tomber ». 

3.7 - 3.8 Différentiabilité 

Exercice 3.12 Se ramener à la définition de la différentiabilité, après avoir 
déterminé précisément quelle forme linéaire on étudie (par exemple en fixant sa 
matrice). 

Exercice 3.13 Dans chacun des cas, il y a toute une famille de points pour 
lesquels il n'y a pas vraiment de problème en vertu du théorème 3.62 (p. 125). 
Seule l'origine pour le 1., les axes de coordonnées en 2. et les bissectrices du 
repère pour 3. posent problème. On montrera pour tous ces cas qu'il n'y a pas 
différentiabilité en utilisant le théorème 3.60 (p. 124) : il suffira de prouver qu'au 
moins une des dérivées partielles n'existe pas (en revenant à la définition) 

Exercice 3.14 Dans les deux cas, il n'y a aucun problème sur IR.2 \ { (0, O)} en 
vertu du théorème 3.62 (p. 125). On essaie ensuite de montrer qu'il n'y a pas 
différentiabilité en (0, 0) en espérant que les dérivées partielles n'existent pas. Si 
elles existent, on regarde si elles sont continues en (0, 0) : si c'est le cas on peut 
assurer que f est différentiable en ce point. Si elle ne sont pas continues (c'est le 
cas au moins dans un des deux cas), on est obligé de revenir à la définition de la 
différentiabilité : on détermine la seule valeur que peut prendre la fonction E(h, k) 
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de la définition, et on étudie sa limite pour (h, k) ---+ (0, 0). Si ê n'admet pas de 
limite ou admet une limite non nulle, alors f n'est pas différentiable en (0, 0); si 
ê a une limite nulle, c'est gagné : f est différentiable en (0, 0). 

Exercice 3.15 Aucune difficulté : on applique les définitions. 

Exercice 3.16 Pas de difficulté pour f et g. La deuxième méthode pour les 
fonctions composées consiste à utiliser le corollaire 3.75 (p. 140) (la première 
consistait à déterminer l'expression de ces fonctions composées et à calculer la 
matrice jacobienne directement). 

Exercice 3.17 1. Pour montrer qu'une application cp est bijective, on étudie 
le nombre de solutions, pour tout Y dans l'ensemble d'arrivée, de l'équation 
cp(X) =Y : si on arrive à montrer que dans chaque cas il y a une unique solution, 
c'est gagné. Pour étudier ce nombre de solutions, le plus simple, c'est encore, 
lorsque c'est possible, de résoudre cette équation (qui est en fait un système 
d'équations) : l'intérêt de cette résolution est qu'en même temps, si on a une 
bijection, on a déterminé la bijection réciproque. Attention, si on a prévu un 
ensemble de départ trop grand pour cp, on peut trouver plusieurs solutions au 
système dans chaque cas. Le remède, dans ce cas, consiste à rétrécir l'ensemble de 
départ pour que le système n'ait plus qu'une solution. 

2. Voir l'exercice précédent 3.16, car on doit calculer les dérivées partielles d'une 
fonction composée: la matrice jacobienne répond à cette demande. 

3. Résoudre un système linéaire de deux équations à deux inconnues, ce n'est pas 
très difficile si on a une technique sûre comme la méthode de Kramer (ou des 
déterminants). 

4. On reporte dans l'équation ce qu'on vient de calculer, on simplifie l'équation 
obtenue, on doit trouver quelque chose de très simple, du type des problèmes de 
l'exercice 3.8; on conclut comme dans cet exercice pour les variables u, v, puis on 
revient à x, y. 

5. On utilise que f est solution, donc il existe une fonction g ... 
On calcule alors la dérivée partielle par rapport à x de cette expression, cela donne 
une équation qui se simplifie bien si on introduit v, et qui permet de déterminer g 
à une constante près. On détermine ensuite la constante en utilisant la dernière 
condition. 

Exercice 3.18 Même démarche qu'à l'exercice précédent avec des calculs beau­
coup plus simples. 

Exercice 3.19 S'inspirer de l'exemple traité p. 128. Attention aux notations, ici 
on doit remplacer la fonction f et les variables (x, y) respectivement par R et 
(R1, R2). Quant à b..R1 et b..R2, ils représentent h et k. 
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Exercice 3.20 Le calcul direct des dérivées partielles ne présente pas de difficulté. 
L'intérêt de cet exercice est d'utiliser les coordonnées polaires, même si ça ne 
simplifie pas énormément les calculs. Dans chaque cas, on introduit F = f o 'lj; 
(et G = g o 'lj;), on calcule les dérivées partielles de f (par rapport à x et y, et en 
(x, y)) en fonction de celles de F (par rapport à r et e, et en (r, e), sachant que 
(x,y) = 'l/;(r,e) = (rcose,rsine)). (Même chose pour g et G). 
Les expressions de F et de G sont toujours très simples. 
Un rappel de trigonométrie utile est cos 3e = cos3 e - 3 cos e sin2 e et une formule 
analogue pour sin 3e qu'on peut retrouver à partir de la formule de Moivre 
(cos e + i sin er =cos ne+ i sin ne. 

Exercice 3.21 On applique le corollaire 3. 75 (p. 140) : on a ensuite besoin 
d'inverser la matrice jacobienne du changement de variable qu'on utilise. C'est la 
difficulté de cet exercice d'inverser ces matrices. Pour les coordonnées cylindriques, 
ce n'est pas beaucoup plus difficile que pour les coordonnées polaires en dimension 
2, mais pour les coordonnées sphériques, cette inversion est plus délicate. Une 
méthode efficace d'inversion de matrice est la suivante : 
« L'inverse d'une matrice M est égale à 1 sur le déterminant multiplié par la 
transposée de la comatrice de M » : 

M-1 = de~ Mt ( com(M)) 

La comatrice com(M) de la matrice M est la matrice que l'on obtient en remplaçant 
chaque terme mij de la matrice M par le déterminant des termes qui restent en 
supprimant la 

i-ème ligne et la j-è(:e c~lo~)ne, ce déterminant étant affecté du signe - si i + j 

est impair. Si M = d e ! , on a 
g h '/, 

Lorsqu'on a réussi à inverser cette matrice jacobienne, on obtient facilement une 
expression de toutes les dérivées partielles de P, Q, R en fonction des dérivées 
partielles des fonctions P =Po 'lj; ouf>= Po <P (idem pour Q et R), 'lj; et <Pétant 
les applications changement de variables cylindriques et sphériques (notations du 
cours). 
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une expression de G(x, y) et de H(x, y) en fonction des dérivées partielles de 
F = Fo'lj; en (r, 0), sachant que (x, y) = 'lj;(r, 0) = (r cos 0, rsin 0). Ces expressions 
permettent de connaître G(r, 0) et H(r, 0) (G et iI sont définies de la même façon 
que F). 
Mais !lF s'exprime facilement en fonction des dérivées partielles de G et H, et 
ces dérivées partielles se calculent en fonction des dérivées partielles de G et iI - , 
que l'on peut calculer en fonction de celles de F, puisqu'on connaît l'expression 
de ces fonctions. 

Exercice 3.23 En 1., 3. et 4., on trouve des résultats remarquables, du type 
(f g)' = !' g + f g'. 
En effet, le gradient, la divergence et le rotationnel sont tous trois des espèces de 
dérivations. On doit bien réfléchir pour les produits qui interviennent dans chaque 
formule. 
Par exemple, pour d), fût(f Û) est une espèce de dérivation du produit f Û. On 
trouve donc un résultat du type 

(dérivée de J)Û +/(dérivée de Û) 
La dérivée de f qui intervient ne peut être que le gradient de f. Le produit de 
grad f par Û doit donner un résultat vectoriel, c'est donc un produit vectoriel. 
Quant au produit de f par la « dérivée » de Û, il doit donner lui aussi un résultat 
vectoriel : forcément on prendra le rotationnel de Û. Finalement, la formule à 
établir est donc 

fût(JÛ) = gradJ A Û + f;;;;r} 
Les démonstrations des formules sont toujours élémentaires. 
Pour 2., on applique simplement le résultat établi en 1. pour chaque morceau de 
Û ·V, mais ce qu'on obtient n'a rien de très remarquable. 

CHAPITRE 4 

Indications pour les exercices sur l'intégrale curviligne et la longueur 
d'une courbe 

Exercice 4.1 Il suffit d'appliquer la proposition 4.14 (p. 172), après avoir défini, 
dans chaque cas une fonction </J. 

Exercice 4.2 Bien paramétrer les arcs, c'est la principale difficulté : après, il 
suffit d'appliquer servilement la définition. 
Que remarque-t-on? N'aurait-on pas pu procéder autrement? 
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Exercice 4.3 Ici aussi, la seule difficulté, c'est de paramétrer. 
L'arc de cercle parcouru «à l'envers » pose néanmoins un autre problème, mais 
la façon la plus simple de procéder consiste à utiliser l'arc inverse. 

Exercice 4.4 On se contente d'appliquer la définition traduite en dimension 3, 
puisque la paramétrisation est donnée 

Exercice 4.5 pour 1., 2., 3., c'est comme d'habitude. Pour l'arc de cercle qui 
est dans le mauvais sens, le plus simple consiste à paramétrer l'arc inverse, et de 
changer le signe du résultat. 
pour 4., penser au théorème 4.36 (p. 190), et séparer en deux morceaux le champ 
vectoriel, avec un morceau qui sera un champ de gradients. 

Exercice 4.6 Aucune difficulté 

Exercice 4. 7 Aucune difficulté 

Exercice 4.8 La question est ambiguë, mais il s'agit évidemment de calculer la 
longueur de la courbe sur un tour. 
En appliquant la formule, faire attention que m = IXI, et séparer en plusieurs 
morceaux l'intégrale, pour supprimer les valeurs absolues selon le signe de sin ~ 

Exercice 4.9 Bien fixer les hypothèses. Pour toute parabole, il existe un repère 
orthonormé dans lequel l'équation est y = k x2 ; l'arc est alors caractérisé par les 
abscisses a et b de ses extrémités. Pour calculer une primitive d'une expression du 
type v'l + ax2 , il faut utiliser un changement de variable utilisant la fonction: sh 
(sinus hyperbolique). 

Exercice 4.10 Il faut essayer de déterminer une paramétrisation de la frontière, 
qui est la courbe d'équation x213 +y213 = 1. En se rappelant que cos2 e+sin2 e = 1, 
l'idée est de prendre X= cos3 0 ... 
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CHAPITRE 5 

Indications pour les exercices sur intégrales doubles, triples et de sur­
face 

Exercice 5.1 

x=l 

V =1 
l+---A-+----->s,---~-

x+y=3 

1 

D est ici un triangle ABC. On peut choisir de privilégier x ou y. Quelle que soit 
la variable privilégiée, elle varie entre 1 et 2; l'autre variable, elle, variera entre 1 
et une valeur qu'on détermine grâce à une équation cartésienne de la droite (BC). 

Exercice 5.2 

y=-x+l 

Ici V n'est pas un triangle, mais un trapèze. En privilégiant x, qui varie entre 0 et 
2, on s'aperçoit que selon le domaine où se trouve x, il y a 2 possibilités pour y: 

• six E [O, 1], alors y soit varier de telle façon que le point (x, y) reste entre les 
deux droites obliques y = 1- x et y = 2 - x ; cela correspond à y E [1- x, 2 - x] ; 

• six E [1, 2], y doit varier de façon à ce que le point (x, y) reste entre l'axe des 
abscisses (y= 0) et la droite y= 2 - x; cela correspond à y E [O, 2 - x]. 
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La bonne façon de gérer cette difficulté (une condition sur y pas toujours la même 
suivant le domaine de x) consiste à utiliser l'additivité de l'intégrale double, en 
« coupant » V en deux sous-domaines. On écrira V = V1 U V2 et on caractérisera 
correctement les deux sous-domaines. 

Exercice 5.3 

A 
0 1 

Ici aussi V est un triangle, et en s'inspirant de ce qui a été fait à l'exercice V.l, il 
n'y a pas vraiment de difficulté. 

Exercice 5.4 V est encore un triangle ABC, et on procède comme pour les 
exercices précédents. 

x=l x=3 4 

Exercice 5.5 V est ici est le rectangle (qui est même un carré) [O, 1] x [O, 1] = 

[O, 1] 2 (il n'est peut-être pas indispensable de le représenter?), et de plus les 
variables sont séparables. 
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Exercice 5.6 

x=l y=x 

l 

V 

1 

Pour la même fonction à intégrer que dans l'exercice précédent, les calculs sont ici 
plus difficiles, parce que le domaine n'étant pas un rectangle (mais un triangle), 
les variables ne peuvent donc pas être séparables. Remarquons que la manière 
dont est défini ici V permet de calculer directement cette intégrale double, même 
si on n'a pas représenté le domaine. V est ici aussi un triangle. 

Exercice 5. 7 Ici encore V est le même triangle qu'à l'exercice 5.3. 
Pour pouvoir faire les calculs facilement, il est intéressant de se faire la petite 
remarque préliminaire suivante (révision d'analyse élémentaire) : pour c > 0, une 

etlnc et 
primitive de la fonction t i----+ et = et ln c est la fonction t i----+ -1- = -1 - . 

ne ne 

Exercice 5.8 On ne connaît pas de primitive classique de la fonction t i----+ e-t2 , 

donc il n'est pas possible de calculer I directement. On va donc se ramener au 

calcul d'une intégrale double I = jfv f(x, y) dx dy qu'on essaiera de calculer dans 

l'autre sens, c'est-à-dire, grâce à Fubini en privilégiant y. 

Le domaine V n'est pas ici précisé par l'énoncé, et on doit le retrouver. Il est 

, . , { 0 ~X~ 3 d d'd . D 1 . d caractense par !!: ~ ~ 1 ; on peut one en e mre que est a partie u 
3 ""-y"'-

plan incluse dans la bande verticale entre les droites x = 0 et x = 3, et qui est 
limitée en bas par la droite y= ~ et en haut par la droite horizontale y= 1. On 
peut donc représenter D qui est un triangle. 
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On terminera en calculant cette intégrale double en privilégiant y. 

Exercice 5.9 Une tentative brutale de calcul de cette intégrale n'aboutit pas : 
bien que le domaine ait une caractérisation permettant d'écrire directement 

14 Jmin{2,x} 7rX 
1 = dx sin -2 dy, 

1 Vx y 

on ne connaît pas de primitive classique d'une fonction t i-----+ sin Ï (ici a= rr2x ), 

donc on ne peut pas aller plus loin dans cette voie. 
La solution consiste à représenter D et ensuite à caractériser Den privilégiant y. 
Il est important de bien caractériser les courbes frontières : ici y = x {::::::::} x = y 
et y = vfx {::::::::} X = y2 • 

Exercice 5.10 Ici la forme du domaine (un disque centré à l'origine de rayon 
a) (dessin pas vraiment indispensable?) et la forme de la fonction (beaucoup de 
x2 + y2 = r 2) sont des indices forts qu'on a tout intérêt à passer en polaires. 
En coordonnées polaires, le domaine V est caractérisé par r ~ a, avec e variant 
dans un intervalle de largeur 27r pour décrire un tour complet. 

Exercice 5.11 

Le domaine V est le quart du disque unité 
situé dans le premier quadrant du repère : 

1 

On peut, si on le souhaite, calculer directement cette intégrale double, en privilé-

• 'T\ ,., { O~x~l 
g1ant x et en remarquant que v est caractense par 0 ~ y ~ v'l _ x2. 

Il est également possible de passer en polaires (c'est peut-être plus naturel) ; une 
caractérisation de V en polaires est r ~ 1 avec e E [O, ~]. 

Les deux calculs sont compliqués. 

Exercice 5.12 
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La forme du domaine D (une couronne centrée en l'origine) suggère bien évidem­
ment un passage en polaires. Un calcul direct serait une performance gratuite 
extrêmement difficile à réaliser. La simple caractérisation de D sous une forme 
permettant d'intégrer est déjà fort difficile à réaliser. 
En polaires, en revanche, D est simplement caractérisé par 2 ~ r 2 ~ 4, c'est-à-dire 
v'2 ~ r ~ 2 avec e dans un intervalle de largeur 27r pour pouvoir faire un tour 
complet. 

Exercice 5.13 En écrivant x2 +y2-2x ~ 0 {::::::::} (x-1)2 +y2 ~ 1, on s'aperçoit 
que D est à l'intérieur du disque de centre A(l, 0) et de rayon 1. La condition 
supplémentaire x ~ 1 signifie qu'on ne prend dans ce disque que les points à droite 
du diamètre vertical. 

x=l 

-1 

La frontière du disque est caractérisée par x2 + y2 - 2x = 0 {::::::::} y= ±v'2x - x2. 

En procédant ainsi, on risque de buter sur une primitive un peu compliquée à 
calculer, aussi est-il plus simple de passer en polaires. 
Pour ce calcul, il est indispensable de privilégier e, et ensuite de caractériser en 

polaires les frontières de Ce domaine : X = 1 {::::::::} r COS e = 1 {::::::::} r = __!__e 
cos 

et x2 + y2 - 2x = O {::::::::} r 2 - 2r cos e = O ... On obtient ainsi les bornes de 
l'intégrale en r. 
On a alors besoin de trouver une primitive de cos4 e qu'on obtient grâce à la 
l',. . 4 e 3+4cos20+cos4e 
meansation cos = 8 · 

Exercice 5.14 Il serait très difficile de travailler sans passer en polaires. L'in­
équation caractérisant D s'écrit en polaires 

r4 ~ r 2 sin e cos e {::::::::} r ~ y' sin e cos e. 

Pour que cette inéquation corresponde à des points du plan, il est nécessaire que 
sine case~ 0, donc qu'on soit dans le premier quadrant (x ~ 0 et y~ 0) ou dans 
le quadrant symétrique par rapport à l'origine (x ~ 0 et y~ 0). La représentation 
de D est celle-ci. D est un lemniscate de Bernoulli. 
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On peut considérer que D = D1 U D2, D1 étant la boucle en haut à droite 
(dans le premier quadrant) et D2 étant la boucle du bas. Le changement de 
variable (x,y) = cp(u,v) = (-u,-v) dont le Jacobien vaut clairement 1 permet 

de montrer facilement que Jl
2 

y'xY dx dy = ffv
1 

y'xY dx dy donc on a I = 

~ r;;;;;;d d , , 1 { o::;;;e::;;;~ 2 y xy X y. D1 est caracterise en po aires par 0 ./ ./ .J . e e 
Di :::::: r :::::: sm cos . 

Exercice 5.15 

B 

A 

Le domaine D est ici le complémentaire du disque unité dans le carré limité par 
l'origine, le point A= {1, 0), le point C = {1, 1) et le point B = (0, 1). Malgré la 
présence de nombreux termes en x2 + y2 dans cet exercice, le passage en polaires 
n'est pas la meilleure méthode. 
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Exercice 5.16 

D est ici l'ensemble des points d'ordonnée positive qui appartiennent au disque 
de centre (!,O), de rayon!, tout en étant en dehors du disque de centre (0, !), de 
rayon ! . Remarquons que ces deux disques ont leur cercle frontière qui passe par 
l'origine. 
Ce n'est pas une évidence, mais il vaut mieux passer en polaires : en observant la 
figure, on remarque que les points de D sont tous tels que 0 ~ (} ~ î ; ensuite, on 
traduit en polaires les équ~tions des deux frontières. 

x2+y2-y = O ~ r 2-rsin(} = 0 ~ r =sin(}; x2+y2-x = 0 ~ r =cos(} 

On en déduit facilement la caractérisation de Den polaires. 

Exercice 5.17 

(figure dans le cas a= 2, b = 1). 
Cette intégrale peut se calculer directement; D est un quart de l'intérieur de 

{ 
O~x~a 

l'ellipse de demi-axes a et b. On peut le caractériser ainsi n 2 
O~y~b l-2 

a 

Il est intéressant d'essayer d'utiliser un changement de variable «presque» polaire: 
On peut poser x = apcos(} et y = bpsin(}, de sorte que le Jacobien de ce 
changement de coordonnées est facile à calculer. 

Exercice 5.18 
On intègre ici une forme différentielle w = P dx + Q dy avec P = -y3 et Q = x3 · 

Le calcul direct ne pose aucune difficulté, et en utilisant Green-Riemann, il sera 
bien sûr utile de passer en polaires. 
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Exercice 5.19 
K est le triangle OAB de l'exercice 5.3 : voir la figure p. 277. 
Pour paramétrer [)K+, on découpe en trois morceaux, en posant [)K+ = 'Yl V 

12 V '/'3 avec ')'1 qui est le segment [OAJ orienté de gauche à droite, ')'2 qui est le 
segment [AB] orienté de A vers B, c'est-à-dire de droite à gauche et '/'3 qui est le 
segment [BO] orienté de haut en bas. On utilisera aussi les arcs )'2 et )'3 inverses 
respectivement de ')'2 et 'Y3 et plus faciles à paramétrer. 

Avec Green-Riemann, aucune difficulté si on prend le temps de bien préciser la 
forme différentielle w = P dx + Q dy que l'on intègre le long de [)K+. L'intégrale 
double sur K est très simple et les bornes d'intégration sont les mêmes que dans 
l'exercice V.3. 

Exercice 5.20 
D est le domaine de l'exercice 5.15 (voir figure p. 281). 
Directement : on procède comme pour l'exercice 5.15 : on ne se lancera plus 
dans un passage en polaires. 

Avec Green-Riemann: 
Il i: d'" ' · ' · ' f( ) xy i: [)Q [)p iaut eJa reussir a mterpreter x, y = (l + x 2 + y2 ) 2 sous une iorme ox - [)y. 

Il s'agit donc de trouver des fonctions P et Q (des deux variables x, y) solutions 

de ~~ - ~: = f(x, y). Une solution « évidente» est fournie par le calcul direct 

que l'on vient de faire : on remarque que 

X 
P(x, y) = 2(1 + x 2 + y2 ) est telle que 

[)P 
- [)y (x, y) = f(x, y). 

Il suffit donc de prendre Q = 0 et cette fonction P (il y a d'autres solutions). 
Le contour de D se décompose en trois sous-arcs classiques. Attention, l'arc de 
cercle est parcouru dans le sens indirect. 

Exercice 5.21 
Cet exercice se traite un peu comme l'exemple 1 du cours p. 233. 
Puisque x 2 + y2 + z2 = r2 caractérise la sphère centrée à l'origine de rayon a, 
D est ici clairement le domaine de l'espace compris entre la sphère de rayon 1 
et celle de rayon J2 (toutes deux étant centrées à l'origine), la condition z;;::: 0 
précisant qu'on n'en garde que la moitié supérieure. 
La forme du domaine impose le choix des coordonnées sphériques : p varie entre 1 
et v'2, cp décrit un intervalle de largeur 27!" et (} reste entre 0 et ~, pour ne garder 
que des points de cote positive. 
On obtient des variables séparables. 
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Exercice 5.22 
D est un tétraèdre limité par les plans des axes de coordonnées et le plan d'équation 
x +y+ z = 1. On procédera comme dans l'exemple du cours p. 231 

z 
z 

y 

z=l-x 

Exercice 5.23 
On est tenté d'utiliser les coordonnées sphériques (ce n'est pas impossible), mais 
en fait les calculs sont plus simples en se contentant des coordonnées cylindriques: 
La boule de centre 0, de rayon a est caractérisée par 

{ -a~ z ~a 
0 ~ r ~ .../a2 - z2 . 

Exercice 5.24 
Même démarche qu'à l'exercice précédent, sauf qu'on ne prend que la demi-boule 
supérieure. 

Exercice 5.25 
Pour une fois, dans cet exercice, il n'y a aucune difficulté, ni pour le domaine ni 
pour les bornes d'intégration. On aura juste besoin des formules de trigonométrie: 
sin{x + ~) = cosx; sin{x + 7r) = - sinx. 
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Exercice 5.26 

z 

y 

X 

x=y 

Le domaine était ici assez difficile à se représenter. Si les deux conditions y~ 0, 
z ~ 0 et x + z ~ 1 sont faciles à interpréter, la condition y2 ~ x est un peu 
plus compliquée : dans le plan xOy (z = 0), la zone considérée est limitée par la 
parabole y2 = x, et avec une orientation classique, c'est la partie du plan à droite 
de cette parabole, l' « intérieur ». Dans l'espace, la frontière y2 = x caractérise 
donc l'ensemble des points qui se projettent verticalement sur la parabole y2 = x 
dans le plan z = 0, c'est ce qu'on appelle une nappe cylindrique de direction l'axe 
Oz, s'appuyant sur la parabole y2 = x. L'ensemble des points de l'espace tels que 
y2 ~ x est donc l' « intérieur » de cette nappe cylindrique. 
La démarche la plus naturelle consiste à privilégier (x, y) qui décrit la partie B 

du plan xOy caractérisée par { 2 ~ ~ ~ 1 Pour chaque (x, y) fixé, on a alors 
y ""::X"":: • 

z qui varie entre 0 et 1 - x et l'intégrale se calcule facilement. 

2 2 2 

Exercice 5.27 L'équation x2 + yb2 + z2 = 1 caractérise un ellipsoïde centré à 
a c 

l'origine, a, b et c étant les longueurs des « demi-axes ». 
Les sections avec les plans de coordonnées sont des ellipses. 
D est donc le huitième de cet ellipsoïde compris dans la partie de l'espace où 
toutes les coordonnées sont positives 
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Il serait assez compliqué de calculer directement cette intégrale triple, et il est 
astucieux de faire un changement de variable pour se ramener à un domaine plus 
simple, la boule unité. Pour cela, il suffit de poser X = ~ ; Y = '!!_b ; Z = !:. . Le 

a c 
changement de variable correspondant est l'application <P: (X, Y, Z) i---t (x, y, z)::::: 
(aX, bY, cZ) et on a clairement D = <P(B), B étant le huitième de la boule unité 
de ~3 caractérisé par X 2 + Y2 + Z2 :::;; 1, X ~ 0, Y ~ 0, Z ~ O. 
Ensuite, l'intégrale obtenue peut alors facilement se calculer en utilisant les 
coordonnées sphériques : les variables deviennent séparables. 

Exercice 5.28 Voici à quoi ressemblent les différentes zones : 

z 

Sur ce dessin, on a choisi, pour ne pas surcharger de prendre a 2 = ~. 
Une terminologie «géographique» peut aider à comprendre les termes employés: 
Les lignes()= ai sont des parallèles (() = a2 est l'équateur!) 
Les lignes cp = f3i sont des méridiens. 
Un fuseau est une zone comprise entre deux méridiens (cf « fuseau horaire ») 
Une calotte est une zone située au-dessus d'un parallèle (cf « calotte polaire ») 
Une couronne est une zone située entre deux parallèles. 
Une maille sphérique est l'intersection d'un fuseau et d'une couronne (zone 
hachurée sur le dessin). 

Les coordonnées sphériques fournissent évidemment la paramétrisation à utiliser. 
à chaque fois seul le domaine D d'intégration (donné par l'énoncé) change. 

On doit calculer A= Jl H d() dcp, avec H déjà calculé dans le cas d'une sphère 

de rayon 1 : H =sin() (voir cours p. 241). 
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Pour une sphère de rayon a, le résultat est assez naturellement multiplié par a2 , 

puisqu'il s'agit de l'aire d'un élément de surface, et qu'une aire est proportionnelle 
au carré des dimensions, mais faites le calcul quand même. 

Exercice 5.29 La surface qui nous intéresse est la partie du plan II: 2x+y+z = 2 
située à l'intérieur du huitième d'espace formé des points dont les trois coordonnées 
sont positives : c'est un tétraèdre. 

z 

2 

X 

Pour pouvoir appliquer la formule du cours, il suffit de paramétrer cette surface. 
Le plus simple est de prendre (x, y) comme paramètres; il suffit de réfléchir au 
domaine D que décrivent (x, y) pour qu'avec z = 2 - 2x - y, on obtienne tout le 
triangle. C'est le triangle du plan xOy délimité par les axes Ox et Oy et la droite 
passant par (1, 0) et (0, 2). 

Exercice 5.30 La surface E+ limitant le cône peut se décomposer en deux 
morceaux : la base Et (orientée vers le bas) et la nappe conique Et proprement 
dite qui doit être orientée vers le haut. 

Ces deux surfaces peuvent être paramétrées en utilisant (x, y) comme paramètres, 
qui décrivent le disque unité D du plan xOy. 
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y 

Mais la paramétrisation { (x:y) ~ D paramètre E! (orientée vers le haut). On 

a donc <I>E+(V) = -<I>E-(V). 
1 1 

âz âz 
Ici, on a âx = ây = 0 = z, donc (A,B,C) = (0,0, 1) et (P,Q,R) = (x,y,z) = 

(x,y,O). 
Pour le cône, puisqu'on a clairement z + 2r = 2, la paramétrisation de Et est 

{ 
z = 2 - 2.,/ x 2 + y2 

(x,y) ED. 

Les calculs se simplifieront grâce à un passage en polaires assez naturel. 
La deuxième manière consiste bien sûr à utiliser la formule d'Ostrogradski. II 
faudra alors passer en coordonnées cylindriques pour simplifier les calculs. 

Exercice 5.31 Il est intéressant d'essayer d'imaginer à quoi correspond cette 
surface orientée E. Sur les deux plans xOz et yOz (respectivement y= 0 et x = 0), 
la projection orthogonale de E est le disque unité, puisque elle est formée des 
points (x,z) = (u,v) (ou (y,z) = (u,v)) tels que u2 +v2 ~ 1. E est donc une 
ellipse de l'espace, incluse dans le plan x =y médiateur de ces deux plans. 
En fait, cette représentation n'est pas nécessaire, car on peut se contenter d'appli­
quer « bêtement » les formules. 
Pour l'utilisation de Stokes-Ampère, on considère déjà que I est la circulation 
d'un champ de vecteurs; il suffit alors de savoir calculer un rotationnel, et ensuite 
il n'y a plus de difficulté. 
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{
u =cos() 

Pour le calcul direct, 
v =sin() 

() E [O, 27r] nous donne une paramétrisation 

dans le sens direct du bord 'Y de D. On en déduit la paramétrisation correspondante 
de f+ en utilisant que X= U, y= U et Z =V. 

Exercice 5.32 Cet exercice ne présente pas de réelle difficulté: il suffit d'appliquer 
tranquillement et méthodiquement toutes les techniques vues dans ce cours. 





Solutions des exercices 

CHAPITRE 1 

1. Solutions des exercices sur la topologie dans JR.n 

Exercice 1.1. On a X= (X - Y)+ Y donc N(X) ::::; N(X - Y)+ N(Y) et 
N(X) - N(Y) ::::; N(X - Y). 
De même, en échangeant le rôle de X et Y, on obtient Y = (Y - X) + X donc 
N(Y) ::::; N(Y - X) + N(X) et N(Y) - N(X) ::::; N(Y - X) = N(X - Y) 

On a donc IN(X) - N(Y)I =max( (N(X) - N(Y), N(Y) - N(X)) ::::; N(X - Y). 

n 

Exercice 1.2. Il est clair que pour tout XE JRn, on a Ni(X) = L lxil ~ 0, 
i=i 

donc Ni est bien une application de ]Rn à valeurs dans JR+. 
n 

Si on a Ni(X) = 0, alors on a L lxil = 0, mais une somme de nombres tous 
i=i 

positifs ou nuls ne peut être nulle que si tous ces nombres sont en fait nuls, donc 
on a Vi E {1, ... , n}, lxil = 0 donc Xi= O. Cela signifie justement que le vecteur 
X est nul et on a bien vérifié (i)'. 

Soit À E lR et XE JRn, alors on a ÀX = (Àxi, ... , Àxn), de sorte que 

n n n 
Ni(ÀX) = L jÀxil = L IÀI lxil = IÀI L lxil = IÀINi(X)j. 

i=i i=i i=i 

et (ii) est bien vérifiée. 

Pour tout X, Y E JRn, on a X+ Y= (xi+ yi, ... , Xn + Yn) de sorte que 

n n n n 
Ni(X +Y)= L lxi +Yil::::; 'L:(lxil + IYil) = L lxil + L IYil = Ni(X) +Ni(Y), 

i=i i=i i=i i=i 

et (iii) est bien vérifiée. D'après la proposition 1.2 (p. 3) Ni est bien une norme. 
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Exercice 1.3. On notera ,...., la relation « est équivalente à » entre normes sur 
E. Plus précisément, si Net f.i sont deux normes sur E, écrire qu'on a N"' N 
signifie qu'il existe deux constantes strictement positives C1 et C2 telles que pour 
tout X E E, on a C1N(X) ~ N(X) ~ C2N(X). 
Montrons que ,...., est réflexive, symétrique et transitive. 
Pour toute norme N sur E, il est clair qu'il existe deux constantes C1 = C2 = 1 

' strictement positives telles que pour tout X E E, on a C1N(X) ~ N(X) ~ 
C2N(X), puisque cela s'écrit trivialement N(X) ~ N(X) ~ N(X). On a donc 
bien N ,...., N pour toute norme N donc ,...., est bien réflexive. 

Soient Net f.i deux normes sur E telles que N,...., f.i. 
Il existe donc deux constantes strictement positives C1 et C2 telles que pour tout 
X E E, on a C1N(X) ~ N(X) ~ C2N(X). 

~ 1 ~ 
On a donc C1N(X) ~ N(X), donc N(X) ~ Ci N(X). 

~ 1 ~ 
De même, on a N(X) ~ C2N(X), donc 02 N(X) ~ N(X). 

Donc en mettant bout à bout ces deux inégalités, on obtient qu'il existe deux 
constantes strictement positives a= J2 et (3 = J1 telles que pour tout X E E, 
on a 
aN(X) ~ N(X) ~ (3N(X), ce qui signifie exactement que f.i,...., N. 

On a établi que [ N ,...., f.i ==> f.i ,...., N] , donc ,...., est bien une relation symétrique. 

Soient N, f.i et N trois normes sur E telles que N ,...., f.i et f.i ,...., N. Il existe donc 
quatre constantes strictement positives C1, C2, Ca et C4 telles que pour tout 
X E E, on a C1N(X) ~ N(X) ~ C2N(X) et on a CaN(X) ~ N(X) ~ C4N(X). 
C1N(X) ~ N(X), donc C1C3N(X) ~ C3N(X) et puisque C3N(X) ~ N(X), on 
en déduit que C1C3N(X) ~ N(X). 
De même, N(X) ~ C2N(X), donc C4N(X) ~ C4C2N(X) et puisque N(X) ~ 
C4N(X), on obtient N(X) ~ C4C2N(X). 

En mettant bout à bout ces deux inégalités, on obtient qu'il existe deux constantes 
strictement positives a = C1 C3 et (3 = C2C4 telles que pour tout X E E, on a 
aN(X) ~ N(X) ~ (3N(X), ce qui signifie exactement que N,...., N. 

On a établi que ~ : î } ==> N ,...., N, donc ,...., est bien une relation transitive. 

,...., est bien une relation d'équivalence. 

Exercice 1.4. Soit X = ( x1, ... , Xn) E ffi.n et soit j un des indices entre 1 et n 
tels que llXlloo = lxil· 
a) On a Noo(X) = lxjl = /71 ~ vx~ + ... +X~ = N2(X), ce qui établit la 
première inégalité. Elle ne peut pas être améliorée, car pour e1 = (1, 0, ... , 0) (voir 
p. 2), on a clairement N00 (e1) = 1=,/12 +02 + · · · + 02 = N2(e1). 
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b) Pour comparer N2(X) et Ni(X), on compare leurs carrés. 
n n 

Or, (N2(X)) 2 = L:xr = L lxil2 alors que lorsqu'on développe (N1(X)) 2, on 
i=l i=l 

obtient non seulement tous les carrés lxil 2 , mais aussi des double produits 2lxil lxkl 
qui sont positifs. Plus précisément, on a 

n n 

(N1(X)) 2 = L lxil2 + 2 L lxil lxkl ~ L lxil2 = (N2(X)) 2. 
i=l i=l 

On a bien N2(X) ~ Ni(X). Cette inégalité ne peut pas être améliorée, car on a 
aussi, pour X= ei, N2(e1) = 1 = Ni(e1). 

c) On a pour tout indice i, lxil ~ lxil, puisque lxil = Noo(X) = m~x lxil; donc: 
l~i~n 

n 

Ni(X) = L lxil ~ nlxil = nNoo(X). 
i=l 

On a obtenu Ni(X) ~ nN00 (X). Cette inégalité ne peut pas être améliorée, car 
n 

pour W = (1, ... , 1) = Lei, on a Ni(W) =net N00 (W) = 1, de sorte que 
i=l 

Ni(W) = nN00 (W). 

d) On a N2(X) = -Jxr+···+x~ ~ -jx]+···+x] = p = Jrïlxil = 

JrïN00 • On a montré que N2(X) ~ JrïN00 (X) et cette inégalité ne peut pas être 
améliorée puisque pour W = (1, ... , 1), on a N2(W) =vin= vfn· l = vfnNoo(W). 

e) Pour établir l'inégalité suivante, on utilise le résultat classique 

a2 + b2 
ab ~ 2 ~ 2ab ~ a2 + b2 ~ (a - b )2 ~ O. 

Lorsqu'on calcule le carré de N1 (X), on peut majorer tous les doubles produits 
en utilisant ce résultat : on obtient 

n n 

(N1(X)) 2 = L lxil2 + 2 L lxil lxkl ~ L lxil 2 + 
i=l l~i<k~n i=l l~i<k~n 

En dénombrant attentivement les termes de la dernière somme, on constate que 
chaque terme lxd 2 apparaît exactement n - 1 fois et puisqu'il apparaît aussi une 
fois dans la première somme, on obtient 

n n 

(N1(X))2 ~Ln lxil2 = n L lxil2 = n(N2(X)) 2. 
i=l i=l 

D'où le résultat Ni(X) ~ JrïN2(X) qui ne peut pas être amélioré, comme on 
le constate en utilisant encore W = (1, ... , 1) qui est tel que Ni(W) = n et 
N2(W) = Jrï. 
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Toutes les inégalités du théorème 1.9 ont été établies et on a montré qu'aucune 
ne pouvait être améliorée. 

Exercice 1.5. Pour s'y retrouver, on notera li· 111, li· 112 et 11 · lloo respectivement 
la norme somme, la norme euclidienne et la norme du max de ~2 , alors que N1, 

N2, N00 désigneront les normes correspondantes de ~3 . 

1. Il est clair que N est bien à valeurs dans ~+. On va donc chercher à appliquer 
la proposition 1.2 (p. 3). 
Soit X= (x, y, z) E ~3 on suppose que N(X) =O. On a donc Jx2 + y2 + lzl = O 
donc Jx2 + y2 = 0 et lzl = 0 (somme nulle de nombres positifs). On en déduit 
que x2 + y2 = 0, donc x =y= z = 0 et on a vérifié (i)'. 

Pour tout À E ~et tout X= (x,y,z) E ~3 , on a clairement: 

On a vérifié (ii). 

Pour tous X= (x,y,z) et X'= (x',y',z') de ~3 , on a: 

N(X +X')= N(x + x',y + y',z + z') = V(x + x')2 +(y+ y')2 + lz + z'I· 

Or, l'inégalité Il (a, b) + ( c, d) 112 ~ Il (a, b) 112 +Il ( c, d) 112 qui est l'inégalité triangulaire 
pour la norme euclidienne dans ~2 peut s'écrire 

Appliquant ce résultat à l'expression de N(X +X'), (et aussi lz + z'I ~ lzl + lz'I), 
on obtient 

N(X +X')~ ( .Jx2 + y2 + vx'2 + y'2) + lzl + lz'I 

~ ( Vx2 + y2 + lzl) + ( Vx'2 + y'2 + lz'I) = N(X) + N(X'). 

On a établi (iii) et N est bien une norme. 

Pour montrer qu'elle est équivalente aux normes usuelles, on applique les résultats 
du théorème 1.9 (p. 7). 
On a, pour tout X= (x, y, z) E ~3 

N(X) = ll(x,y)ll2 + lzl ~ ll(x,y)lli + lzl = lxl + IYI + lzl = Ni(X) 

donc N(X) ~ Ni(X). 
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De même, on a 

Ni(X) = lxl + IYI + lzl = ll(x, y)lli + lzl 

~ (v'2ll(x,y)ll2) + lzl = v'2 Jx2 + y2 + lzl 

~ v'2( Jx2 + y2 + lzl) = v'2 N(X) 

295 

On a établi Ni (X) ~ J2 N (X) donc on a trouvé deux constantes strictement 
positives a = 1 et f3 = J2 telles que 

aN(X) ~ Ni (X) ~ f3N(X). 

N et Ni sont donc deux normes équivalentes. 

2. Il est clair que N est bien à valeurs dans ~+. On cherche donc à appliquer la 
proposition 1.2 (p. 3). 
Soit X = (x, y, z) E ~3 on suppose que N(X) = O. On a donc (N(X)) 2 = 0, 

2 2 
d'où ( max(lxl, IYI)) + 2z2 = 0 et donc ( max(lxl, IYI)) = 0 et 2z2 = 0 (somme 

nulle de nombres positifs). On en déduit que max(lxl, IYI) = 0, donc finalement 
X= y= Z = 0 et Oll a vérifié (i)'. 

Pour tout>. E ~et tout X= (x,y,z) E ~3 , on a clairement 

N(>.X) = N(>.x, >.y, >.z) = [max(l>.xl, i>.yl) J2 + 2(>.z)2 
2 ~~~~~2~~ 

[1>-1 max(lxl, IYI)] + 2>.2z2 = l>-1 [max(lxl, IYD] + 2z2 = l>-IN(X). 

On a vérifié (ii). 

Pour tous X= (x, y, z) et X'= (x', y', z') de ~3 , on a: 

N(X +X')= N(x + x', y+ y', z + z') =V ( max(lx + x'I, IY + y'I) ) 2 + 2(z + z')2 

On a deux cas à étudier : 
a) max(lx + x'I, IY + y'I) =lx+ x'I· Dans ce cas, on a 

N(X +X')= Jix + x'l2 + 2(z + z')2 = V(x + x')2 + (v'2z + v'2z')2 

Comme dans 1), on utilise l'inégalité triangulaire de la norme euclidienne dans 
~2 : 

V(a + c)2 + (b + d)2 ~ v'a2 + b2 + Jc2 + d2. 

On l'applique avec ici a= x, c = x', b = J2z et d = V'iz'; nous obtenons : 

N(X +X')~ v'x2 + 2z2 + Jx12 + 2z'2. 
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2 
On utilise alors que x2 = lxl2 ~ ( max(lxl, IYI)) (et idem avec x'2) 

N(X +X')~ (max(lxl,IYl)) 2 +2z2 + (max(lx'l,ly'l)) 2 +2z'2 

N(X +X') ~ N(X) + N(X'). 

On a établi (iii) dans le cas a). 

b) max(lx + x'I, IY + y'I) = IY + y'I; dans ce cas, on raisonne exactement de la 
même façon en échangeant le rôle de x et y, x' et y', on obtient le même résultat, 
et N est bien une norme. 

Pour montrer qu'elle est équivalente aux normes usuelles, on applique les résultats 
du théorème 1.9 (p. 7). 
On a, pour tout X= (x, y, z) E JR3 : 

N(X) = Vll(x, y)ll~ + 2z2 ~ Vll(x, y)ll~ + 2z2 = y'x2 + y2 + 2z2 

~ y'2x2 + 2y2 + 2z2 = v'2 N2(X) 

donc N(X) ~ .J2N2(X). De même, on a: 

N2(X) = y'x2 +y2 + z2 = Vll(x,y)ll~ + z2 

~ V2ll(x, Y)lloo + z2 (car llYll2 ~ v'211Ylloo) 

~ V2ll(x, y)lloo + 4z2 = v'2y'll(x, y)ll~ + 2z2 = J'2N(X) 

On a établi N2(X) ~ .J2N(X) donc ~N2(X) ~ N(X), et on a trouvé deux 

constantes strictement positives a= ~ et f3 = .J2 telles que 

N et N2 sont donc deux normes équivalentes. 

3. N n'est ici pas une norme, car N(X) = 0-=/===? X= 0 ((i)' n'est pas vérifié). En 
effet, il suffit de considérer le vecteur X= (-2, 1, 0) qui est bien sûr non nul et 
qui est tel que N(X) = O. 

Exercice 1.6. d étant la distance de l'espace métrique E, on a d'après la première 
inégalité triangulaire (d3), pour tous x, y, z E E, 

d(x, y) ~ d(x, z) + d(z, y) = d(x, z) + d(y, z) (d'après ( d2)). 

On en déduit que d(x, y) - d(y, z) ~ d(x, z). 
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De même, on obtient grâce à (d3) : 

d(y, z) :::;; d(y, x) + d(x, z) = d(x, y)+ d(x, z) (toujours d'après (d2)). 

On en déduit que d(y, z) - d(x, y) :::;; d(x, z). 
On a donc max(d(x,y) -d(y,z),d(y,z)-d(x,y)):::;; d(x,z), c'est-à-dire 

Jd(x,y) -d(y,z)J:::;; d(x,z) 

Exercice 1.7. La boule fermée de centre Xo = (xo,Yo), de rayon r, dont il faut 
justifier la représentation de la figure (1.3), est caractérisée par 

X= (x,y) E B1(Xo,r) {:::=} llX -Xolh:::;; r {:::=} Jx-xol + IY-Yol:::;; r. 

Pour résoudre ce type d'inéquation, une des méthodes consiste à « enlever les 
valeurs absolues » en étudiant les différents cas possibles. 
Les quatre possibilités correspondent aux quatre régions du plan limitées par la 
droite horizontale et la droite verticale qui passent par Xo. 
Ce sont les cas suivants : 

a) x ~ xo et y~ Yo (en haut à droite); 
c) x:::;; xo et y~ Yo (en haut à gauche); 

b) x ~ xo et y:::;; Yo (en bas à droite); 
d) x:::;; xo et y:::;; Yo (en bas à gauche). 

Dans chacun de ces cas, on trouvera comme solution de l'inéquation un demi­
plan, qui contient (xo, Yo) (puisque ce couple est solution de l'inéquation, et qu'il 
appartient aux quatre zones), mais dont on ne gardera que la partie dans la zone 
concernée par le cas. La droite qui limite le demi-plan solution aura pour équation 
ce qu'on obtient en remplaçant :::;; par =. Selon le cas, l'inéquation devient : 

a) x-xo+y-yo :::;; r: la frontière du demi-plan est la droite D1 : x+y-xo-yo-r = 
0, elle passe par les points A= (xo + r, Yo) et B = (xo, Yo + r). 

b) x-xo-Y+Yo :::;; r: la frontière du demi-plan est la droite D2 : x-y-xo+yo-r = 
0, elle passe par les points A= (xo + r, Yo) et B' = (xo, Yo - r). 

c) -x + xo +y - Yo:::;; r : la frontière du demi-plan est la droite D3 : -x +y+ 
xo - Yo - r = 0, elle passe par les points A' = (xo - r, yo) et B = (xo, yo + r ). 

d) -x + xo - y + Yo :::;; r : la frontière du demi-plan est la droite D4 : x +y -
xo - Yo + r = 0, elle passe par les points A'= (xo - r, Yo) et B' = (xo, Yo - r). 

Reportant toutes ces données sur une figure, (voir page suivante), on trouve le 
résultat représenté sur la figure (1.3), p. 12. 
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SOLUTIONS DES EXERCICES 

Exercice 1.8. 1. Tout d'abord, on peut vérifier que N est bien définie pour tout 

x2 + (x + y)2 + y2 
X E JR2 . C'est le cas puisque x2 + xy + y2 = 2 ~ 0, donc on peut 

toujours calculer la racine carrée. Il est clair que N(X) ~ 0 pour tout X. D'autre 
part le calcul précédent montre que si N(X) = 0, alors x2 + (x + y)2 + y2 = 0, et 
une somme de nombres positifs ne peut être nulle que si tous les nombres sont 
nuls donc x =y= 0 et X= (0,0). 
On a pour tout >. E lR : 

N(>.X) = N(>.x, >.y)= V(>.x)2 + (>.x)(>.y) + (>.y)2 

= J >,2(x2 + xy + y2) = ..J>J.J x2 + xy + y2 = i>.IN(X). 

C'est l'inégalité triangulaire qui est la plus compliquée. 
Soient X= (x,y) et X'= (x',y') E JR2 . 

On doit montrer que N(X +X') ~ N(X) + N(X'). 
Cette inégalité est successivement équivalente à : 

N(x + x',y +y')~ Jx2 + xy + y2 + Jx12 + x'y' + y12; 

(x + x')2 + (x + x')(y +y')+ (y+ y1) 2 ~ ( J x2 + xy + y2 + J x12 + x'y' + y12) 2 ; 

x2 + 2xx' + x'2 + xy + xy' + x'y + x'y' + y2 + 2yy' + y'2 

~ x2 + xy + y2 + x'2 + x'y' + y'2 + 2J(x2 + xy + y2)(x'2 + x'y' + y'2); 

2xx' + xy' + x'y + 2yy1 ~ 2J(x2 + xy + y2)(x'2 + x'y' + y12). 

Si le membre de gauche est négatif, c'est toujours vrai, sinon c'est équivalent à: 

(2xx' + xy' + x'y + 2yy')2 ~ 4(x2 + xy + y2)(x'2 + x'y' + y'2) 

Le membre de gauche se développe ainsi : 

A = 4x2 x'2 +x2y'2 +x'2y2 +4y2y'2 +4x2 x' y' +4xyx'2 +8xx' yy' +2xx' yy' +4xyy12 +4y2 x' y'. 
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Le membre de droite se développe ainsi : 

Pour montrer que A~ B, il suffit d'établir que : 

6xx1yy1 ~ 3x2y'2 + 3x'2y2 ~ 3(xy' - x'y)2 ~O. 

Cette dernière inégalité étant toujours vraie, l'inégalité triangulaire est établie. 

2. On va montrer l'existence de deux constantes a et /3 strictement positives telles 
que pour tout X E JR2, on ait 

aN(X) ~ llXll2 ~ f3N(X) 

x2 +y2 
Pour tout X= (x, y) E JR2 , on a xy ~ 2 (puisque (x - y)2 ~ 0). Donc 

On a donc trouvé une valeur de /3 qui convient : /3 = ~ · 
D'autre part, en reprenant le calcul fait pour montrer que N(X) existe toujours, 
on a: 

N(X)= x2+(x+y)2+y2 >-Jx2+y2 =-1 / 2 2=_!._llXll 
2 "" 2 y12vx +y y12 2. 

1 d . . 1 
et une va eur e a qm convient est a = ./2 · 
(Il est possible de trouver d'autres valeurs de a,/3 qui conviennent, mais celles­
ci sont les plus « sévères » : en effet, il est possible de trouver des X tels que 
N(X) = allXll2 : il suffit que x +y soit nul; de même, pour trouver un X tel que 

2 2 
N(X) = /3llXll2, il suffit de le choisir tel que xy = x ; y , c'est-à-dire tel que 

x-y=O.) 

3. La représentation graphique doit être faite dans un repère orthonormé. 

Ê(O, 1) est l'intérieur de la courbe d'équation x2 + xy + y2 = 1. Pour s'en 
convaincre, on résout l'inéquation x2 + xy + y2 ~ 1 en considérant x comme 
paramètre et y comme inconnue. Le discriminant de l'équation associée est D. = 

x2 - 4(x2 - 1) = 4 - 3x2 donc 

[ 2 2 J . . [-x - v'4 - 3x2 -x + v'4 - 3x2 ] 
pour x E - J3, J3 , on d01t avoir y E 2 , 2 · 

On trace donc point par point ou à la calculatrice les courbes des deux fonctions 



300 SOLUTIONS DES EXERCICES 

-x + V 4 - 3x2 -x - .J 4 - 3x2 
fi(x) =_ 2 et f2(x) = 2 et la zone du plan correspon-

dant à Ê(O, 1) est celle située entre ces deux courbes. 
On peut montrer, (mais ce n'est pas l'objet de ce cours) que le contour de cette 
boule est une ellipse dont les axes sont les bissectrices du repère, et qui admet 

comme demi-grand axe: a= J2 et comme demi-petit axe: b = ~· 

Sur le même dessin, on dessine les cercles de rayons ë1 = J2 et b = ~. Pour 

la norme li· 112, les boules fermées B2(0, i) et B2(0, !) sont les disques fermés 
limités par ces cercles. 

y 

1.50 

~ Ê(O,l) 

X - 1 
B2(0, ~) 

CD - 1 B2(0 -) 'a 

Ce dessin illustre que B2(0, !) c Ê(O, 1) c B2(0, i)· 
Ce résultat est prévisible, puisque : 

allXll2 ~ N(X) ~ ,BllXll2 

donc 
1 ~ 1 

llXll2 ~ fj ===> N(X) ~ 1 ===> llXll2 ~ ~ 

Exercice 1.9. 
Soit L la limite de la suite (XP)pEN· Il semble logique de conjecturer que la limite 
de la suite (up)pEN, si elle existe est égale à f = d2(Yo, L). Pour montrer cela, il 
faudra, pour tout E > 0, trouver un rang à partir duquel on pourra garantir que 
lup-fl ~ E. 

Nous allons essayer de trouver des conditions suffisantes pour obtenir cette inégalité. 
Elle s'écrit 
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Mais la seconde inégalité triangulaire (propriété (d3)' p. 8) nous donne 

Donc il suffit que nous puissions obtenir d2 ( XP, L) ~ c pour pouvoir conclure. Or, 
par hypothèse, on a lim UP = L, donc Ve> 0, 3po EN tel que si p ~Po, on a 

p-++oo --

llXP - Lll2 ~ c, c'est-à-dire d2(XP - L) ~ é. d'après le calcul préliminaire, on 
peut donc en déduire ce qu'on veut, à savoir que lup - RI ~ c 
La suite ( up)pEN est donc bien convergente vers f. 

Exercice 1.10. 1. On doit montrer que pour tout point X de U, il existe une 

boule centrée en X qui est incluse dans U. 

Soit donc XE U. X n'est donc pas nul, et on a donc r = llXll -=/:-O. (Il· Il désigne 
n'importe quelle norme). Nous allons établir que la boule ouverte B(X, r), de 
centre X, de rayon r est entièrement incluse dans U. Pour cela, il suffit de montrer 
que tous les éléments Y de B(X, r) sont non nuls. 

Soit Y E B(X, r). La deuxième inégalité triangulaire nous donne 

llXll - llY -XII~ lllXll - llY -XIII~ llX +(Y -X)ll = llYll· 

On a donc llYll ~ llXll - llY - XII = r - llY - x11. 
Mais, puisque Y est dans la boule ouverte de centre X, de rayon r, on a par 
définition de cette boule : 

d(Y,X) = llY-Xll < r 

D'où r - llY - XII > 0 et llYll > 0, donc llYll -=/:- 0 et on peut conclure que Y n'est 
pas le vecteur nul et qu'il appartient donc à U. 

Remarquons que cette démonstration est valable sans changement dans ]Rn, quel 
que soit n; elle est d'ailleurs valable à quelques détails près dans n'importe quel 
espace métrique : le complémentaire d'un point est toujours un ouvert. 

2. Considérons maintenant une suite convergente (XP)pEN d'éléments qui sont 
tous dans le complémentaire de U. Le complémentaire de U est {O}. Les termes de 
la suite (XP) sont donc tous nuls. On a Vp EN, XP = 0, et cette suite constante 
a donc forcément comme limite O. La limite de cette suite convergente est bien 
dans le complémentaire de U: {O} est un fermé et U est bien un ouvert. 

Exercice 1.11. 

1. a) Le complémentaire de l'axe des abscisses U est formé des couples (x, y) avec 
y-=/:- O. Montrons que c'est un ouvert. Pour cela, on doit établir que pour tout 
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X= (x, y) EU, il existe une boule de centre X incluse dans U, c'est-à-dire formée 
exclusivement de points Y= (z, t) avec t =/:-O. 

Soit X= (x, y) EU. On a donc y=/:- O. On poser= IYI >O. Montrons que la boule 
ouverte B00 (X, r) est incluse dans U (bien sûr, on peut aussi utiliser d'autres 
normes). 
Soit Y= (z, t) E B(X, r). Considérons le point H = (z, 0). On a 

doo(H, Y)= llH - Ylloo = max(lz - zl, IO - tl) = ltl. 

y 
X 

y 
+ 

H 

X Z 

Or, grâce à la deuxième inégalité triangulaire, on a 

llH - Ylloo ~ i llH - Xlloo - llX - Yllool ~ llH - Xlloo - llX - Ylloo 

Mais on a llH - Xlloo = max(lz - xi, IO - YI) ~ IYI = r. 
Donc on peut affirmer que llH - Ylloo ~ r - llX - Ylloo· 
Mais Y est un point de B00 (X, r), donc par définition d00 (X, Y)= llX - Ylloo < r. 
On a donc ltl = llH - Ylloo ~ r - llX - Ylloo > 0 et t =/:- 0, donc Y EU. 
On peut donc affirmer que U est ouvert, donc l'axe des abscisses ( Ox) est bien un 
fermé. 

1.b) Soit (XP)pEN une suite convergente d'éléments de (Ox). Il nous suffit d'établir 
en toute généralité que la limite L = (R1 ,R2) de cette suite appartient à (Ox) pour 
pouvoir affirmer que ( Ox) est fermé. 
Si pour tout p E N, (xp, Yp) = XP, le fait que (XP)pEN soit une suite convergente 
vers L signifie que les deux suites numériques (xp) et (yp) sont convergentes 
respectivement vers R1 et R2. 
Mais le fait que (XP)pEN soit une suite d'éléments de (Ox) signifie que pour tout 
p EN, on a Yp =O. La suite (yp) est donc formée de termes tous nuls, elle converge 
donc vers 0, et on a R2 =O. 
Or, c'est justement la condition dont on a besoin pour pouvoir affirmer que 
LE (Ox). 
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On a établi que ( Ox) est un fermé. 

2. a) Un résultat classique de géométrie du plan est que la distance (euclidienne) 
d'un point X= (x, y) à la droite D : ax + by + c = 0 est égale à 

= d (X D) = lax + by + cl 
r 2 ' Ja2 + b2 ' 

et que cette quantité est le minimum de la distance entre X et un point M de 
la droite; on sait de plus que ce minimum est atteint en un unique point qui est 
le point K, projeté orthogonal de X sur la droite D, donc on a pour tout point 
MED, 

Soit U le complémentaire de la droite D; on va montrer que U est un ouvert. 
Soit X = (x, y) EU. Puisque X </. D, on est sûr que ax + by +cf 0, et donc 
r f O. 

lax + by +cl 
Montrons que B2 (X, r), boule ouverte de centre X, de rayon r = 2 2 v'a +b 
est incluse dans U. 

Soit Y= (z, t) E B(X, r). Pour établir que Y est dans U, il suffit d'établir que la 
distance de Y à la droite D est non nulle. 
Or, si H est le projeté orthogonal de Y sur D, on a 

d (Y D) = iaz + bt + cJ = d (Y H) = llY - HIJ 2 ' Ja2 + b2 2 ' 2 

Mais grâce à la deuxième inégalité triangulaire, on a 

Or, llX - Hl12 = d2(X, H) ;;::: d2(X, K) = r puisque H E D. 
D'autre part, on a llY - Xll2 < r puisque Y E B2(X, r). 
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On a donc -llY - Xll2 > -r et d2(Y, D) ~ !IX - Hll2 - llY - Xll2 > r - r =O. 
On a montré que d2(Y, D) i- 0, donc Y <f. D et U est bien ouvert, ce qui achève la 
démonstration que D est un fermé. 

2.b) Soit (XP)pEN une suite convergente d'éléments de D. Nous allons établir en 
toute généralité que la limite L = (fi,f2) de cette suite appartient à D, ce qui 
nous permettra d'affirmer que (Ox) est fermé. 
Si pour tout p E N, (xp, yp) = XP, le fait que (XP)pE.N soit une suite convergente 
vers L signifie que les deux suites numériques (xp) et (yp) sont convergentes 
respectivement vers .ei et f2. 
Mais le fait que (XP)pEN soit une suite d'éléments de D signifie que pour tout 
p EN, on a axp + byp + c =O. Posons Wp = axp + byp + c. Cette suite dont tous 
les termes sont nuls a forcément pour limite O. On peut donc écrire 

lim axp + byp + c = 0 
p---++oo 

Mais les suites (xp) et (yp) étant convergentes, les règles élémentaires d'opérations 
sur les limites de suites permettent d'affirmer que 

lim axp + byp + c =a( lim xp) + b( lim Yp) + c = af1 + b.e2 + c 
p---++oo p---++oo p---++oo 

On a donc af1 + bf2 + c = 0 et LED 
On a établi que D est un fermé. 

CHAPITRE 2 

2. Solutions des exercices sur fonctions vectorielles et courbes para­
métrées 

Exercice 2.1. 

{ x(t) = t - sint 

y=l-cost 
(voir p. 40) 

La courbe obtenue s'appelle une cycloïde. C'est la trajectoire d'un point extérieur 
à une circonférence qui roule sans glisser. 

On a vu que le domaine d'étude pertinent est [O, 7r] et qu'ensuite, on pourra 
compléter par symétrie, puis par translation. (L'ensemble de définition est bien 
sûr~.) 

x'(t) = 1- cost ~ 0 y' ( t) = sin t ~ 0 (pour t E [O, 7r]) 

d'où le tableau de variation sur [O, 7r] : 
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t 0 

x'(t) 0 + 

x(t) 0---------------

7r 

y(t) --------------- 2 
0 

y' ( t) 0 + 0 

On s'aperçoit de la présence d'un point stationnaire en t =O. 

Étude du point stationnaire 

(-~--

On doit déterminer les valeurs en 0 des dérivées successives d,e x et de y en O. Pour 
cela il existe deux méthodes également praticables ici : les développements limités 
ou le calcul des dérivées successives. Nous prendrons cette deuxième méthode car 
ici c'est très facile : 

x"(t) = sint;x<3)(t) = cost;y"(t) = cost;y<3)(t) = -sint; 
x"(O) = o ; x<3)(o) = 1 ; y"(O) = 1 ; y<3)(o) =o. 

f"(O) = (0, 1) et j<3)(0) = (1, 0) ne sont donc pas coliqéaires, donc avec les 
notations du cours, p = 2 et q = 3 : la courbe présente en son point correspondant 
à t = 0, c'est-à-dire à l'origine, un point de rebroussement de première espèce. La 
tangente en ce point est dirigée par f"(O) = (0, 1) = f, et pour t > 0, la courbe 
«repart » du côté de j(3)(0) = (1, 0) = i. 
Autres particularités de la courbe 
On peut noter une tangente horizontale en t = 7r, au point (7r, 2). 
C'est à peu près la seule chose remarquable de cette courbe dont l'intérêt résidait 
essentiellement dans le raisonnement lors de la réduction du domaine d'étude. 
Voici maintenant l'aspect de cette courbe. 

_, 
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{ 
t 

x(t) = t21 
Exercice 2.2. t2 

y(t) = -· 
t+l 

SOLUTIONS DES EXERCICES 

L'ensemble de définition de la fonction à valeurs dans ~2 que l'on étudie est 
l'intersection des deux ensembles de définition de x et de y; c'est donc~\ {-1, 1}. 
y n'a pas de parité ou périodicité particulière, donc bien que x soit une fonction 
impaire, on ne peut pas réduire l'intervalle d'étude. 

I t2 - 1 - t(2t) -t2 - 1 
X (t) = (t2 - 1)2 = (t2 - 1)2 < 0 j 

'(t) = 2t(t + 1) - t2 = t(t + 2) 
y (t+ 1)2 (t+ 1)2 

y'(t) est du signe de t(t + 2), on peut donc faire le tableau de variation. 

t -OO -2 -1 0 1 +oo 

x'(t) 

0 

+~ 
. 0 

x(t) 

+oo 

y(t) 

y'(t) + + + 

Les limites de x et de y sont toutes très simples à calculer. 
Ce tableau montre que la courbe admet l'axe des ordonnées comme asymptote 
verticale pour t ---+ ±oo ( x ---+ 0 et y ---+ oo) et la droite d'équation y = ! 
comme asymptote horizontale, pour t ---+ 1 (x ---+ oo et y ---+ !). D'autre part, 
on constate qu'il y a une branche infinie à étudier pour t---+ -1, puisque x et y 
tendent simultanément vers l'infini. On remarque des tangentes horizontales pour 
t = -2 et t = 0, respectivement au point de coordonnées (-~, -4) et au point de 
coordonnées (0, 0). 
Étude de la branche infinie. 
On calcule 

y 

X 

On calcule ensuite 

t2 

__ t_+t_l __ = t(t - 1) ----+ 2. 
t-+-l 

(t - l)(t + 1) 

_ 2x = ~ _ 2 t = t3 - t2 - 2t = t(t- 2) ----+ -~· 
y t + 1 (t - l)(t + 1) (t - l)(t + 1) t - 1 H-1 2 
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On peut donc affirmer que la droite d'équation y= 2x - ~ est asymptote oblique 
à la courbe. 
On étudie alors la position relative de la courbe et de l'asymptote oblique et pour 
cela on étudie le signe de 

D.( ) = -(2 _ 2) = _2x ~ = t(t - 2) ~ = 2t2 - 4t + 3t - 3 = (t + 1)(2t - 3). 
t y X 2 y +2 t-1 +2 2(t-1) 2(t-1) 

Le signe de D.(t) se détermine suivant les valeurs de t avec un simple tableau de 

signe. Mais au voisinage de t = -1, ~! = ~ est proche de~' donc positif, et D.(t) a 

donc le signe de t + 1, ce qui fait que si n~.::::"f, on peut affirmer que la courbe est 
au-dessus de l'asymptote (et en haut, à droite de la figure, puisque x et y tendent 
vers +oo ' alors que si n~.:::"f, la courbe est au-dessous de l'asymptote (et en bas, 
à gauche de la figure, puisque x et y tendent vers -oo). 

Il n'y a pas de point singulier, puisque x' et y' ne s'annulent pas simultanément 
(en fait x' ne s'annule jamais.) 
Mais une première esquisse de la courbe montre la présence d'un point double 
que nous allons déterminer. Il y a point multiple lorsque pour ti =F t2, on a : 

Dans ce calcul, on s'est permis de simplifier par (t1 - t2) puisqu'on cherche ti 
et t2 vérifiant ti =F t2; d'autre part, on a posé S = ti + t2 (S comme somme) et 
P = tit2 (P comme produit). 
ti et t2 sont donc les deux solutions réelles de l'équation du second degré : 

t2 - t - 1 = 0 {::::::=? t2 = t + 1 {::::::=? t = t2 - 1. 

Pour t = t1 ou t = t2, dans l'expression de x(t) comme dans l'expression de 
y(t), le numérateur et le dénominateur sont égaux, donc le point double a pour 
coordonnées ( 1, 1). 

Nous nous sommes ainsi dispensés de calculs fastidieux : les valeurs { i+2V5, 1-/5} 
de { ti, t2} (il s'agit des « nombres d'or») auraient été compliquées à manier. 
On cherche les tangentes aux points particuliers : déterminons en ce point double 
les deux tangentes. On pourrait bien sûr travailler avec des valeurs approchées 
pour estimer x'(ti) et y'(ti) pour i E {1, 2}, mais nous allons exposer ici une 
méthode exacte relativement simple pour ce calcul. 
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Tout d'abord, dans la suite, pour alléger les notations, nous poserons t = ti pour 
i valant 1 ou 2, et t' désignera l'autre tj, avec j =Fi. Le coefficient directeur de la 
tangente en t à la courbe est 

y'(t) t(t + 2)(t - 1)2 (t2 + 2t)(t2 - 2t + 1) 
a=--= =- . 

x'(t) -t2 - 1 t2 + 1 

On utilise alors que t2 = t + 1 autant de fois que nécessaire, puis on multiplie 
numérateur et dénominateur par (t' + 2). 

(3t + 1)(-t + 2) -3t2 + 5t + 2 
a=- =------

t+2 t+2 
-2t + 1 (t' + 2)(-2t + 1) -2P - 4t + t' + 2 = = = -------

t + 2 tt' + 2( t + t') + 4 p + 28 + 4 

Puisque P = -1 et S = 1 sont connus, on a aussi t' = 1 - t donc 

a= 2 - 4t + (1 - t) + 2 = -5t + 5 = 1 _ t = t'. 
-1+2+4 5 

Finalement, une des tangentes est de coefficient directeur i+/5 ~ 1, 618, l'autre 

1- 2v'5 ~ -0, 618. Remarquons que le produit de ces deux coefficients directeurs est 
P = -1 de sorte que les deux tangentes en ce point double sont perpendiculaires. 

On peut aussi chercher à localiser avec précision les points d'intersections de la 
courbe avec les asymptotes. Pour cela on résout d'une part y = ! {::::::::} t = -! ; 
on reporte dans l'expression de x et on trouve x(-!) = ~ : la courbe coupe 
l'asymptote horizontale en (~, !). 
D'autre part, le calcul qu'on a fait pour déterminer la position relative de la 
courbe et de l'asymptote oblique permet de déterminer les points d'intersection 
de la courbe et de cette asymptote sans nouveau calcul (sinon, on résoudrait 

y = 2x - ~). Puisque y(t) - (2x - ~) = Li(t) = (t ~~~t1) 3), cette quantité 

est nulle pour t = -1 (mais ce n'est pas une valeur acceptée de l'ensemble de 
définition) et pour t = ~ de sorte que c'est pour seulement pour cette valeur 
t = ~ que la courbe rencontre l'asymptote oblique. Le point de rencontre a pour 
coordonnées (x(~),y(~)) = (~, 190 ) = (1,2;0,9); on peut vérifier qu'on a bien 
2 x 1,2 - 1,5 = 2,4 - 1,5 = 0,9 : c'est bien un point de l'asymptote oblique. 
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Sur la figure, le sens de parcours est indiqué. 

-4 -3 

Exercice 2.3. x(t) = t2 ~ 1 
8t-4 

y(t) = (t2 + 1)2 

Ici, x et y sont définies sur IR; il est impossible de réduire le domaine d'étude, 
bien que x soit impaire. 
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'( ) = 8 (t2 + 1) - t(2t) = 8(1 - t2) 
X t (t2 + 1)2 (t2 + 1)2 

'( ) = 4 2(t2 + 1)2 - (2t - 1)2(t2 + 1)(2t) = 8 (t2 + 1) - (2t - 1)(2t) 
y t (t2 + 1)4 (t2 + 1)3 

8(-3t2 +2t+1) 
-

(t2 + 1)3 

x' s'annule pour 1 et -1 et y' s'annule pour 1 (racine «évidente») et -k; le 
coefficient dominant des trinômes du numérateur de ces deux fonctions étant 
négatif, elles sont négatives à l'extérieur de leurs racines et on a le tableau de 
variation suivant. 

x'(t) 

x(t) 

y(t) 

y'(t) 

-00 -1 -1/3 
1 1 

~ 
1 

0 1 

+ + 

""1 1/ 
~ 1 -12(5 

4/ 
1 1 

o~-~ : / 

: ~-2~/5 
CD + 

+oo 
1 

tll 
1 

41 

1 
~ 

11 

~ 
0 

(j) 

Ce tableau indique clairement qu'il n'y a pas de branche infinie : même à l'infini, 
on a un point limite (0, 0), où l'on étudiera la tangente, mais ce n'est pas une 
branche infinie. 
En revanche, il y a un point singulier pour t = 1, et nous allons étudier la nature 
de ce point singulier. D'autre part, il y a une tangente verticale en (-4, 3) et une 
tangente horizontale en (-2,4; -5,4). 

Étude du point singulier. 
Pour ce type de fonction, les calculs de x"(t), y"(t), x"'(t), y"'(t), ... seraient 
épouvantables, et il faut absolument éviter de se lancer dans de tels « travaux 
forcés». 
En revanche, puisqu'on a seulement besoin des dérivées successives en 1, on va 
calculer le développement limité de x et de y au voisinage de 1. Pour cela, on pose 



2. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR FONCTIONS VECTORIELLES ET COURBES PARAMÉTRÉES 311 

t = 1 + u (pour se ramener en 0) et on a: 

B(l + u) 
x(t) = x = (1+u)2+1 

B(l + u) - 4 4 +Bu 

B+~u 

2 + 2u+u2 

4+Bu 
y(t) =Y= ((1+u)2+1)2 = (2 + 2u + u2)2 4 + Bu + Bu2 + 4u3 + u4 

Pour continuer, on effectue la division selon les puissances croissantes des numéra­
teurs par les dénominateurs, à l'ordre 3 et on obtient 

B +Bu= (2 + 2u + u2)(4 - 2u2 + 2u3) + (-2u4 - 2u5) 

4 +Bu= (4 +Bu+ Bu2 + 4u3 + u4)(1 - 2u2 + 3u3) + (-9u4 - 16u5 - 10u6 - 3u7); 

en fait, on n'était pas du tout obligé de conserver les termes de degré 4 et plus 
dans les restes puisqu'on écrit, maintenant : 

x(t) = x(l + u) = 4 - 2u2 + 2u3 + u3c1(u) 

y(t) = y(l + u) = 1 - 2u2 + 3u3 + u3c2(u) avec lim éi(u) = Opour i = 1, 2 
u-+0 

Ceci est le développement limité à l'ordre 3 de x et de y au voisinage de 1, et 
on a donc x(l) = 4; y(l) = 1; x'(l) = y'(l) = 0 (on savait déjà tout cela), mais 
surtout, ce qui est plus intéressant : 

x"(l) = -4 = y"(l) x"'(l) = 12, y"'(l) = lB 

h2 h3 
(Taylor-Young dit que f(xo+h) = f(xo) +hf'(xo) + 2T J"(xo) + 3f J"'(xo)+h3c(h) 
Il ne faut pas oublier les dénominateurs). 
Puisque (-4, -4) et (12, lB) ne sont pas proportionnels, on sait qu'en 1 la courbe 
présente un point de rebroussement de première espèce, que la tangente est dirigée 
par (x"(l), y"(l)) et que pour t plus grand que 1, la courbe est le long de cette 
tangente, bien sûr, mais du côté du vecteur (x"'(l),y"'(l)). Sur le dessin, on ne 
représentera pas forcément ces deux vecteurs s'ils sont trop longs, mais on dessinera 
des vecteurs proportionnels de même sens qui ont une longueur représentable. 

Tangente au point limite (0, 0) (pour t -+ ±oo) 
On étudiera la limite pour t-+ oo du taux d'accroissement 

y(t) - 0 Bt - 4 
T - - ----=----

- x(t) - 0 - Bt(t2 + 1) 

Il est clair que cette quantité tend vers 0 pour t-+ ±oo. On peut conclure que 
la tangente à la courbe en ce point limite est horizontale (elle a un coefficient 
directeur égal à 0). On peut remarquer sans aucun calcul, en observant simplement 
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les variations de y et de x, que ce point limite est un point d'inflexion : la courbe 
« traverse » sa tangente en ce point limite. 
Intersection avec les axes : il suffit de résoudre x = 0 d'une part pour avoir 
l'intersection avec l'axe des ordonnées et y = 0 d'autre part pour avoir l'intersection 
avec l'axe des abscisses. 
On trouve que la courbe coupe l'axe des ordonnées pour t = 0, au point (0, -4), 
la tangente en ce point étant dirigée par le vecteur ( x' ( 0) , y' ( 0)) = ( 8, 8). 
La courbe coupe l'axe des abscisses pour t = ~ au point (156 , 0), la tangente en ce 
point est dirigée par le vecteur ( x' ( ~), y' ( ~)) = ( ~~ , 12~8 ) qui est colinéaire à ( 3, 4). 
N'oublions pas que le point limite, pour t --+ oo est aussi sur les axes, puisqu'il est 
à l'origine. 
Le sens de parcours est indiqué sur la figure ; au point de rebroussement, le vecteur 
dessiné en trait plein est proportionnel et de même sens que (x"(t), y"(t)), et celui 
en pointillés est proportionnel à (x111 (t), y 111 (t)) et de même sens. 

I 

I 
I 

Exercice 2.4. x(t) = 2 cos t +cos 2t y(t) = 2sint -sin2t 

Les fonctions x et y sont définies sur~; elles sont également 27r-périodiques, et x 
est paire alors que y est impaire. On étudiera donc cette courbe pour t E [O, 7r] 
puis on complétera par symétrie par rapport à l'axe des abscisses. 
On a x'(t) = -2sin t - 2 sin 2t et y'(t) = 2 cos t - 2 cos 2t. Pour t E [O, 7r], x'(t) 
s'annule lorsque 

{
t = -2t + k21f 

sin t = sin(-2t) {:::=} ou 
t = 1f + 2t + k21f 

(k E Z). 
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Les seules valeurs de t qui conviennent dans l'intervalle d'étude sont 0, 2; et 7r. 
Entre ces valeurs, par continuité, on est sûr que x' garde un signe constant, et en 
calculant par exemple x' ( ~) = - 2 < 0 et x' ( 3;) = 2 - J2 > 0 on connaît le signe 
de x'. 

{
t = 2t + k27r 

De même, y' ( t) = 0 {::::::::} cos t = cos 2t {::::::::} ou 
t = -2t + k27r 

(k E Z) 

Sur l'intervalle d'étude, seules conviennent les valeurs 0 et 2;, et puisque y'(~) = 
2 > 0 et y' ( 3;) = -J2 < 0 le signe de y' est déterminé. 

On peut donc dresser le tableau de variation. 

0 

x'(t) 0 

211:/3 

b 
1 

+ 0 

3 1 -1 

x(r) ~-3i2~ 
3\(3/2 

y(t) ~ 1 ------

0 ~ : ~ 0 
1 

y'(t) 0 + 0 

Ce tableau montre l'existence de deux points singuliers, pour t = 0 et pour 
t = 27r/3. Il y a aussi une tangente verticale pour t = 7r. Il n'y a pas de branche 
infinie. 

Étude des points singuliers 
t = 0 : La méthode des développements limités peut s'appliquer facilement : 
Un développement limité à l'ordre 3 de x et de y s'écrit : 

t2 (2t)2 
x(t) = 2(1- 2!)+1- 2! + t3ê1(t) = 3 - 3t2 + t3ê1(t) 

t 3 ( (2t)3 ) y(t) = 2(t - -31 ) - (2t) - - 31 + t3ê2(t) = t3 + t3ê2(t) lim êi(t) = 0 (i = 1, 2) 
. • t--+0 

Ce développement limité confirme que pour t = 0, le point correspondant est 
en (3,0), que c'est un point stationnaire, et précise que (x"(O),y"(O)) = (-6,0) 
et (x"'(O), y"'(O)) = (0, 6). Ces deux vecteurs n'étant pas colinéaires, on est sûr 
d'avoir affaire à un point de rebroussement de première espèce, dont la tangente 
est dirigée par (-6, 0), et telle que pour t > 0, on est du côté de (0, 6). 
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En fait, il se trouve que les variations de x et y, ainsi que la symétrie de la courbe 
par rapport à l'axe des abscisses ne laissaient pas beaucoup d'autre choix que 
celui-ci pour la nature du point singulier en t = 0 (la seule autre possibilité était 
un point « ordinaire » avec tangente verticale}. 

t - 271" 
~ 

On pourrait faire un développement limité de x et de y au voisinage de 2;, mais 
ici ces fonctions sont faciles à dériver plusieurs fois, alors que le changement de 
variable t = 2; + u semble plus lourd à manier. On a 

Pour t = 2;, 

x" ( t) = - 2 cos t - 4 cos 2t 

y" ( t) = - 2 sin t + 4 sin 2t 

x"' ( t) = 2 sin t + 8 sin 2t 

y"' (t) = -2 cos t + 8 cos 2t 

x"( 2;) = -2cos 2; - 4cos 4; = 1+2 = 3 

271' . 271' . 471' v'3 v'3 v'3 x"'( 3 ) = 2sm 3 + 8sm 3 = 3 - 4 3 = -3 3 

y"( 2;) = -2sin 2; + 4sin 4; = -J3- 2v'3 = -3v'3 

"' ( 271') 271' 471' y - = -2 cos - + 8 cos - = 1 - 4 = -3 
3 3 3 

Nous trouvons que (x"(2{), y"( 2{)) = (3, -3v'3) et (x"'( 2;), y"'(2{)) = (-3v'3, -3). 
Comme ces vecteurs ne sont pas colinéaires, la courbe présente au point singulier 
( x(2;), y( 2;)) = ( - ~, 3'f) un point de rebroussement de première espèce, avec 
une tangente dirigée par le vecteur (3, -3v'3). 

Remarquons que ce vecteur est colinéaire au vecteur oM = ( - ~, 3'f), donc la 
tangente passe par l'origine du repère. De plus pour t légèrement plus grand que 
2;, la courbe se trouve du côté de (-3v'3, -3). 

Intersections avec les axes 

On a y(t) = 0 {::::::::} 2 sin t(l - cos t) = 0 {::::::::} (sin t = 0 ou cos t = 1). Pour 

t dans l'intervalle d'étude, ceci n'a lieu que pour t = 0 et t = 71' et on savait déjà 
que pour ces points, la courbe coupait l'axe des abscisses. 

-l±v'3 
x ( t) = 0 {::::::::} 2 cos2 t + 2 cos t - 1 = 0 {::::::::} cos t = ; seule la 

2 
. v'3-1 v'3-1 

valeur 2 est entre -1 et 1, donc x ( t) = 0 {::::::::} t = arccos 2 pour t 

dans l'intervalle d'étude. Le point d'intersection avec l'axe des ordonnées a pour 
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ordonnée 

,/3-1 ,/3-1 ~ (\1'3-1) 2 
y= 2sinarccos 2 (1 - 2 ) = (3 - v'3) 1 - 2 

~ (3-V3)v4 - l -: + 2V3 ~ (3- ,/3) ~,,, 1, 17995968. 

La tangente en ce point pourrait être déterminée exactement, mais ce type 
d'exercice est assez vain, et nous nous contenterons des valeurs approchées 
qui peuvent être obtenues à la calculatrice. x'(arccos ~-l) ~ -3, 2237, 

y'(arccos 4-1) ~ 2, 1962. 

Pour le tracé, ne pas oublier de compléter par symétrie. Le sens de parcours est 
indiqué sur la figure ; aux points de rebroussement, le vecteur dessiné en trait 
plein est proportionnel à (x"(t),y"(t)) et de même sens, celui en pointillés est 
proportionnel à ( x"' ( t), y"' ( t)) et aussi de même sens. 

-3 

Remarque : La courbe obtenue semble être invariante par rotation d'angle 2;, 

de centre O. Il est possible de le démontrer : pour cela, on va établir que l'image 
par cette rotation d'un point M(t) de la courbe coïncide avec le point M(t + 2gr) 
de cette même courbe. 
L'image d'un point M = (x, y) par la rotation de centre 0 et d'angle 2; est le 
point M =(X, Y) avec 

{
X= cos 2; x - sin 2; y= _-_x_-_y\!'3_3 

· 2 2 xÂ-y 
Y=sm; x+cos; y= 2 · 



316 SOLUTIONS DES EXERCICES 

Pour M = M(t), on a x = x(t) = 2cost + cos2t et y= y(t) = 2sint - sin2t de 
sorte que l'image M ( t) a pour coordonnées 

{
X = -(2 cos t +cos 2t) - (2 sin t - sin 2t)V3 

y= (2cost + cos2t)Â- (2sint- sin2t). 
2 

Or, le point M ( t + 2;) a pour coordonnées 

271" 271" 471" 
x(t + 3 ) = 2cos(t + 3 ) + cos(2t + 3 ) 

-2 cos t - 2 sin tJ3 - cos 2t +sin 2tV3 
2 

27!" . 27!" • 47!" 
y(t + 3 ) = 2 sm(t + 3 ) - sm(2t + 3 ) 

-2 sin t + 2 cos tJ3 +sin 2t +cos 2tJ3 
2 

On constate, en comparant les expressions leurs coordonnées, que M'(t) = M(t + 
2;), ce qui achève cette démonstration. 

E . {x(t) = cos2 t + ln(sin t) 
xerc1ce 2.5. 

y(t) = 2sintcost = sin2t 
Domaine d'étude 
La fonction x n'est définie que si sin t > 0, et x et y sont clairement deux fonctions 
27r-périodiques, donc on peut déjà se limiter à JO, 7r[, mais, on constate que 

x(7r - t) = x(t) alors que y(7r - t) = -y(t) 

Les points M(7r - t) et M(t) sont donc symétriques par rapport à l'axe des 
abscisses (voir figure (2.2) p. 39, car la situation est analogue). 
On peut donc se contenter d'étudier cette fonction vectorielle sur JO, ;J = 1, puis 
compléter la courbe par symétrie par rapport à l'axe des abscisses. 

Variations 

x'(t) = -2costsint+-c~_s_t = cost (-2sint+-.-1-) 
smt smt 

cost(l -2sin2 t) cost cos(2t) 
- = 

sin t sin t 

y' (t) = 2 cos 2t. 

{ 
cos t = 0 {::::::::} t = ; 

Pour t EJO, ;J, on a x'(t) = 0 {::::::::} ou 
cos 2t = 0 {::::::::} t = î . 
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, . '( ) cos 2t , . ·rd I '( ) D'autre part on peut ecnre x t = --, et, tant etant pos1ti ans , x t est 
tant 

du signe de cos2t, donc x'(t) > 0 pour t < Î (car cos est décroissante sur ]0,7r], 
intervalle décrit par 2t lorsque t décrit J). 
y' a clairement le même signe que x'. 
On peut donc dresser le tableau de variations. Toutes les valeurs et les limites 
sont évidentes à calculer. 

0 

x'(t) + 

x(t) 

7t/4 

b 
1 

7t/2 

0 

y(t) 

li 

,~:~, 
y'(t) + 0 

1 

La lecture de ce tableau révèle la présence d'un branche infinie en t -t 0, et d'un 
point stationnaire en t = î · 

La branche infinie est évidente, il s'agit d'une asymptote horizontale d'équation 
y= o. 

Étude du point stationnaire (t = î) 
Pour éviter de calculer des dérivées successives compliquées, nous allons utiliser 
des développements limités pour x. Comme c'est en î que se situe notre étude, 
il nous faut faire un changement de variable pour nous ramener en O. On pose 
t = î + h. On a donc 

x(t) = cos2(î + h) + ln[sin(î + h)] 
2 

= (cos î cos h - sin î sin h) + ln (sin î cos h + cos i sin h) 
x(t) = ~(1 - sin 2h) - 1~ 2 +ln( cos h +sin h). 

en utilisant les développements limités au voisinage de 0 de sin et cos à l'ordre 3, 
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puis le d.l. de ln : ln u = u - ~2 + ~3 + o( u3), on obtient 

( ) _ 1 - ln 2 2h - <2~> 3 + o(h3) 1 ( h2 h h3 (h3)) xt - - +n 1--+ --+o 
2 2 2 6 

1 - ln 2 2 3 h2 h3 h2 - h3 h3 3 
= 2 - h + 3h + (h - 2 - 6) - 2 + 3 + o(h ) 

= 1 - ln 2 + h(-1+1) + h2( _! - ! ) + h3(~ - ! + ! + !) + o(h3) 
2 2 2 3 6 2 3 

x(t) = 1- ln2 - h2 + ~h3 + o(h3) 
2 6 . 

Comparant avec la formule de Taylor-Young correspondante, on obtient xCi) == 
1 -~n 2 ; x'(î) = 0 (on savait déjà tout cela); x"(î) = -2; x111(î) = 8. 
Les calculs de dérivées successives de y sont, eux, très simples, et on trouve 
y" ( î) = -4 et y111 ( î) = 0, de sorte que f" ( i) et f 111 ( i) ne sont pas colinéaires, 
et p = 2, q = 3. En son point A= (1-~n 2 ; 1) c:::'. (0,1534; 1) correspondant au 
paramètre i, la courbe admet un point de rebroussement de première espèce. La 
tangente à la courbe y est dirigée par (et du côté de) J"(i) = (-2, -4), et pour 
t > Î• la courbe est du côté de f"(i) = (8, 0), c'est-à-dire à droite. 

Autres points remarquables 

Au point (0, 0), correspondant au paramètre ~. la tangente est verticale; c'est 
clairement le seul point d'intersection avec l'axe des abscisses. 
Il y a un point d'intersection avec l'axe des ordonnées, car le théorème des valeurs 
intermédiaires montre que x s'annule une fois entre 0 et ~). L'équation x'(t) = 0 
n'est pas résoluble algébriquement, mais on peut numériquement trouver que la so­
lution de cette équation est to c:::'. 0,467 620 649 6, et que y( to) c:::'. 0,804 7 42 342 5. Le 
point B = (0, y(to)) est le point d'intersection de la courbe avec l'axe des ordonnées. 
La tangente en ce point est dirigée par f'(to) c:::'. (1,175548958; 1,18724852). 
On trace maintenant la courbe en utilisant tous ces éléments. Il ne faut pas oublier 
de compléter par symétrie. Le sens parcours est indiqué. 

y 

----· 

X 
-3 

-1 
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. 3t 3t - 1 
Exercice 2.6. x(t) = {l _ t) 2 y(t) = {l _ t)3 · 

L'ensemble de définition est~\ {1}, et il n'y a pas de symétrie évidente, de sorte 
que l'étude doit être faite sur la totalité de l'ensemble de définition. 

Variations. 

Pour faciliter le calcul des dérivées, il est astucieux de décomposer x et y en 
éléments simples : 

D'où 

x(t) = (1 - t)2 = (t - 1 )2 + (t - 1) { 
3t - 3 + 3 3 3 

3t - 3 + 2 'i 3 
y(t) = (1 - t)3 = - (t - 1)3 - (t - 1)2 

{ 

I 6 3 -6 - 3t + 3 t + 1 
X (t) = - (t - 1)3 - (t - 1)2 = (t - 1)3 = - 3 (t - 1)3 

I 6 6 6 + 6t - 6 6t 
y (t) = (t - 1)4 + (t - 1)3 = (t - 1)4 (t - 1)4 

On en déduit le tableau de variation 

x'(t) 

x(t) 

-1 0 
1 1 

t> + 1 + 

1 

1 

1 

1/ 
© O~I 

-~4/: 

+ 

+oo +oo 

~o 
0 1 1 +oo 

~-11/2 1/ 
l~I 

y(t) 

1 -l -OO 
1 1 

y'(t) + + 
1 1 

Les limites étaient toutes évidentes. 

L'examen de ce tableau de variation nous permet de constater qu'il n'y a pas de 
point stationnaire, mais qu'on étudiera un point limite, et une «vraie» branche 
infinie. 
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Étude du point limite (t---+ ±oo) 

On pose naturellement t--+±oo et on calcule : { 
x00 = lim x(t) = 0 

Yoo = lim y(t) = 0 
t--+±oo 

3t-1 
y(t) - y00 _ y(t) (1-t)3 _ 3t - 1 --t O 
x(t) - X00 - x(t) {l~~)2 - 3t(l - t) H±oo · 

Nous pouvons donc affirmer que la courbe admet au point limite 0 = (0, 0) une 
tangente horizontale. 

Étude de la branche infinie (t---+ 1±) 

On calcule la limite du même rapport ~ (n'oublions pas qu'il vient d'être calculé) : 

y(t) 3t-1 
x(t) = 3t(l - t) Hit =fOO 

Nous pouvons donc affirmer que la courbe admet pour t ---+ 1±, une branche 
parabolique, dont la direction asymptotique est verticale. En tenant compte des 
signes et du tableau de variation, on s'aperçoit que pour t ---+ 1-, la courbe 
«monte» vers la droite, alors que pour t---+ 1+, le point mobile revient d'en bas, 
sur la droite. 

Autres particularités 

Le tableau de variation montre une tangente horizontale en A= (0, -1) (t = 0) 
et une tangente verticale en B = (-0,75; -0,5) (t = -1). 

L'axe des ordonnées est coupé pour t = 0 en A, et l'axe des abscisses est coupé 
pour t = i en C = (x(i), y(i)) = (2,25; 0). 

La tangente en C est dirigée par le vecteur f'(i) = (13,5; 10,125) = 6,75(2; 1,5) 
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Nous pouvons à présent tracer la courbe. 

Le dessin suggère deux études supplémentaires : l'une (celle qui était demandée) 
consiste à montrer que la droite horizontale ~ : y = -~ est axe de symétrie; 
l'autre étude consiste à déterminer les points doubles, puisque sur la figure, il y 
en a clairement un. 

Étude de la symétrie 
Il est très difficile de faire cette étude sans la figure. Nous voyons que le point 
0 = M 00 et le point A = M(O) sont symétriques. La transformation 0 f-t oo 
naturelle est t f-t t. Montrons que M ( t) et M ( t) sont des points symétriques par 
rapport à la droite~, ceci quel que soit t. On a 

Il est très clair que x( t) = x(t), mais pour les ordonnées c'est un peu plus 
compliqué. On doit montrer en fait que y(t) + y(i) = -1. Donc nous allons faire 
ce calcul 

1 3t - 1 3t2 - t3 

y(t)+y( t) = (1 - t)3 + (t - 1)3 
-3t + 1 + 3t2 - t3 

(t - 1)3 

La droite ~ est donc bien axe de symétrie de la courbe. 

t3 - 3t2 + 3t - 1 
~~~~~~=-1 

(t - 1)3 
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Étude des points multiples 
On cherche à résoudre, sous la condition t =f. t', le système 

{ 
3t 3t' 

(s) (1 - t) 2 - (1 - t') 2 

{::::::::} 3t - 1 3t' - 1 

(1 - t)3 (1 - t')3 

{ 3t(l - 2t' + t'2) = 3t'(l - 2t + t2) 
{::::::::} (3t - 1)(1 - 3t1 + 3t'2 - t'3 ) = (3t' - 1)(1 - 3t + 3t2 - t3) 

{ 
3(t - t') + 3tt'(t' - t) = 0 

{::::::::} 3(t - t') + 3(t' - t) + 9tt'(t' - t) - 3(t'2 - t2) 
-3tt'(t'2 - t2) + (t'3 - t3 ) = 0 

{ tt'=l 
{::::::::} 9(t' - t) - 6(t' - t)(t + t') + (t' - t)(t'2 + t't + t2) = 0 

{ tt'=l=P 
{::::::::} 9 - 68 + (82 - P) = 0 

{ tt'=l=P 
{::::::::} 8 2 - 68 + 8 = o. 

On obtient donc deux systèmes : sachant que P = 1 toujours, on peut avoir S = 2 
ou s = 4. 
t et t' sont donc les deux racines soit de l'équation (1) T 2 - 2T + 1 = 0, soit de 
l'équation (2) T 2 - 4T + 1 = O. 
(1) ne convient pas, en effet, d'une part la seule racine est double (et on cherche 
t =f. t'), et d'autre part cette racine est en dehors de l'ensemble de définition. 
Les solutions de (2) sont ti = 2 + v'3 et t2 = 2 - v'3. M(t1) = M(t2) = D est 
donc le seul point double de la courbe. 
Pour l'abscisse de D, pensons à utiliser que pour i E {1, 2}, on a tr = 4ti - 1. 

x(t·) _ 3ti _ 3ti _ ~ _ 1 5 
i -tr-2ti+l-2ti_2_, 

L'ordonnée de D est forcément -! pour des raisons de symétrie. En effet, on a 
d'une part M(t1) = M(t2), et d'autre part, puisque tit2 = P = 1, t2 =fi, donc 
M(ti) et M(t2) sont symétriques par rapport à ~. Un point n'est égal à son 
symétrique que s'il appartient à l'axe de la symétrie, donc D E /:).. est y(ti) = -!· 

Exercice 2.7. x(t) =et - t y(t) = t3 + 3t2 . 

L'ensemble de définition est clairement lR et il n'y a pas de symétrie apparente. 
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Variations 
x'(t) =et - 1 ; y'(t) = 3t2 + 6t. 
x'(t) est clairement du signe de t, alors que y'(t) est positif à l'extérieur de ses 
racines -2 et 0, d'où le tableau de variations. 

-00 -2 0 +oo 
1 1 

x'(t) 1 (j) + 

+oo 1 +oo 

x(t) ~2~e-2 / I~ 6 
1 

4 1 +oo 

y(t) _/:~l / 
1 1 

y'(t) + 0 0 + 

Les limites sont toutes évidentes, sauf peut-être celle de x en +oo, où on utilise la 
prédominance de l'exponentielle sur un polynôme. 
Sur ce tableau, nous voyons qu'il faut étudier un point stationnaire pour t = 0, 
en A= (1, 0) et les branches infinies pour t---+ ±oo. 

Étude des branches infinies 
Ici, nous sommes obligés de séparer l'étude en +oo et celle en -oo, car et ne s'y 
comporte pas de la même façon. 

Pour t ---+ -oo, on a 

y(t) = t3 + 3t2 "'-t2--+ -OO. 

x(t) et - t H-oo 

La courbe admet donc une branche parabolique dont la direction asymptotique 
est verticale, pour t ---+ -oo. 

Pour t ---+ +oo, on a 
y(t) 
x(t) 

t3 + 3t2 t3 
--- "' - --+o. 

et - t et t-t+oo 

La courbe admet donc une branche parabolique dont la direction asymptotique 
est horizontale, pour t ---+ +oo. 
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Étude du point stationnaire. 
Les dérivées successives sont ici très faciles à calculer. 

x"(t) = é = x"'(t) = x(4)(t) = ... 
y"(t) = 6t + 6 ; y"'(t) = 6 ; y(4)(t) = 0 = ... 

On a f"(O) = (1, 6) f:. (0, 0), donc p = 2, mais f"'(O) = (1, 6) est colinéaire à 
f"(t) (il lui est même égal). C'est pour cela qu'on a été obligé de continuer les 
calculs de dérivées. On a q > 3. Comme f( 4)(0) = (1, 0) n'est pas colinéaire à 
f"(O), on a q = 4 et la courbe présente en A, pour le paramètre t = 0, un point 
de rebroussement de seconde espèce. 
La tangente en ce point est dirigée par (et du côté de) f"(O), et se situe du côté 
de f(4)(0), c'est-à-dire à droite de ce vecteur. 

Une question difficile que l'on peut se poser est de positionner l'une par rapport 
à l'autre au voisinage du point stationnaire la branche « arrivante » (t < 0) et 
la branche « repartante » (t > 0). On peut remarquer que pour tout t > 0, on a 
y(t) > y(-t). Le point M(t) est donc au-dessus du point M(-t). C'est un indice 
très net que la branche « repartante » est au-dessus de la branche « arrivante ». 
Nous admettrons que c'est le cas, mais soyons conscients que nous ne l'avons pas 
démontré. 

Autres particularités 
Il y a une tangente horizontale au point A= M(-2) = (2 + e-2 , 4) c:= (2,135; 4). 
L'axe des ordonnées est coupé au point correspondant au paramètre t = -3, donc 
en B = (3 + e-3, 0) c:= (3,050; 0). 
La tangente en ce point est dirigée par le vecteur f' (-3) = ( e-3 - 1 ; 9) c:= 

(-0,950; 9). 

On peut maintenant tracer la courbe. 

2 4 
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Exercice 2.8. x(t) = ~ + 3t3 + 6t2 + 4t 

L'ensemble de définition et d'étude est R 

Variations 

y(t) = ~ - 6t2 - l6t. 

x'(t) = 2t3 + 9t2 + 12t + 4 = (t + 2)(2t2 + 5t + 2) = (t + 2)2(2t + 1) (-2 était 
racine « évidente ») 
y'(t) = t3 - 12t - 16 = (t + 2)(t2 - 2t - 8) = (t + 2)2(t - 4) (idem) 
D'où le tableau de variation : 

x'(t) 

x(t) 

y(t) 

y'(t) 

-OO -2 -1/2 4 
1 1 

() () + 1 + 
1 

+oo 

+oo 1 1 1 +oo 

~I 1 1 / 
. 9 1 4jl2/ 

1 '---... _21h2 __, 1 
1 1 1 

+oo 1 1 1 +oo 

---...1'2 1 1 / 
1 --- 411164......_ . 1 
1 1 ..........._96 

b 
1 

1 

0 
1 

+ 

On constate sur ce tableau qu'il faut étudier les branches infinies pour t--+ ±oo 
et un point stationnaire pour t = -2 en A= (0, 12). 

Étude des branches infinies ( t --+ ±oo) 
Ona: 

( ) t 4 2 
y t = 4 - 6t - l6t ----+ ~. 
x(t) ~ + 3t3 + 6t2 + 4t H±oo 2 

On calcule alors 

1 t4 2 1 (t4 3 2 ) y(t) - -x(t) = - - 6t - l6t - - - + 3t + 6t + 4t 
2 4 2 2 

33 2 33 3 = --t - 9t - l8t = --t + o(t ) ----+ =fOO 
2 2 t--t±oo 

La courbe admet donc deux branches paraboliques, de direction asymptotique 
celle de la droite y= !x; la branche parabolique correspondant à t --+ -oo est 
au-dessus de cette droite, et celle correspondant à t --+ +oo est au-dessous. 

Étude du point stationnaire (t = -2) 
Il est facile, ici de calculer les dérivées successives. 
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{ x"(t) = 6t2 + 18t + 12 = 6(t + 2)(t + 1) 

y"(t) = 3t2 -12 = 3(t + 2)(t - 2), 

donc f"(-2) = (0, 0) et p > 2. 

{ x"'(t) = 12t + 18 

y"'(t) = 6t, 

donc f"'(-2) = (-6, -12)-::/: (0, 0), donc p = 3. 

{ x<4)(t) = 12 

y<4)(t) = 6 

donc j(4)(-2) = (12, 6); ce vecteur n'est pas colinéaire à f"'(-2) donc q = 4. 
Comme p est impair et que q est pair, on est en présence d'un point ordinaire. 

Autres particularités 

Il y a une tangente horizontale pour t = 4 en B = (432; -96). 

Il y a une tangente verticale pour t = ! en C = ( - ~~; ~1,J). 

La courbe passe par l'origine du repère pour t = 0; elle franchit aussi l'axe des 
ordonnées pour t = -2, en A; elle franchit l'axe des abscisses en un autre point 
D, dont l'abscisse tv est solution de l'équation y(t) =O. Résolvons cette équation 

y(t) = 0 ~ (t = 0) ou (t3 - 24t - 64 = 0) 

Une étude rapide de cette dernière fonction du troisième degré montre qu'elle 
n'admet qu'une racine td ~ 5,902746071 et comme x(tv) ~ 1456,659977, D se 
trouvera beaucoup trop à droite de notre dessin pour pouvoir être représenté. 

Voici deux aspects du tracé, sur lesquels on ne se rend pas vraiment compte de 
l'aspect des branches infinies. 
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300 400 

B 

-100 

c 

10 20 30 

Exercice 2.9. x(t) =sin t - t - ~~ ( ) t t 2 yt =e -t- 2 . 

L'ensemble de définition et d'étude est R 

On a x' ( t) = cos t - 1 - Ç- et y' ( t) = é - 1 - t 

Avec ce qu'on est censé admettre, on obtient le tableau de variation 
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-OO -1 fo 0 +oo 
1 1 

x'(t) + ~ ~ 
1 1 

/X(~)-----... 1 

x(t) 1 ~ ------..... 

_ 1 1 -OO 
1 1 

+oo 

y(t) 

1 

1 1' ~ 
1 --------- 1 

~y~~) 1 

--- 1 1 -OO 1 1 

0 

y'(t) + + 0 
1 

+ 

On trouve les valeurs approchées de x(to) et de y(to) à la calculatrice. 

x(to) ~ 0,427020688 y(to) ~ 0,053 323 38 

Les limites à l'infini ne sont pas vraiment difficiles, en se souvenant de la prédomi­
nance de l'exponentielle sur les polynômes. On constate qu'il y a effectivement 
un point stationnaire pour t = 0, et qu'on doit étudier les branches infinies pour 
t--+ ±oo. 

Étude des branches infinies 
Ici aussi, nous sommes obligés de séparer l'étude en +oo et celle en -oo, car et ne 
s'y comporte pas de la même façon. 

y(t) et - t - f: 12 
Pour t --+ -oo, on a : -( ) = . 2t4 ,...., 2 ----+ O. 

x t sm t - t - 24 t t---+-oo 

La courbe admet donc une branche parabolique dont la direction asymptotique 
est horizontale, pour t --+ -oo. La courbe est dans le quadrant en bas, à gauche, 
puisque x et y tendent vers -oo. 

y(t) et - t - f: -24et 
Pour t --+ +oo, on a -- = 2 rv -- ----+ -OO. 

x(t) sin t - t - ~: t4 H+oo 

La courbe admet donc une branche parabolique dont la direction asymptotique 
est verticale, pour t--+ +oo. Remarquons qu'elle est dans le quadrant en haut à 
gauche, et que la courbe va donc partir vers le haut, même si ce quotient :;; a une 
limite négative; c'est normal, puisque x--+ -oo et y--+ +oo, que la limite de :;; 
soit négative. 

Étude du point stationnaire 
Les développements limités classiques de exp et de sin permettent de trouver 
immédiatement les valeurs des dérivées successives de x et de y en O. 
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On a 

x(t) = sint- t - - = t- - + - + o(t6) - t- -t4 ( t3 t5 ) t4 
24 6 120 24 

t3 t4 t5 
= -5 - 24 + 120 + o(t6); 

t2 
y(t)=et-t--

2 

= 1 + t + - + - + - + - + - + o(t ) - t - -( 
t2 t3 t4 t5 t6 6 ) t2 
2 6 24 120 720 2 

t3 t4 t5 t6 
= 1 + 6 + 24 + 120 + 720 + o( t6 ) · 

En comparant avec la formule de Taylor-Young, on obtient facilement que 

x(O) = x' (0) = x" (0) = 0, x"' (0) = -1, x(4) (0) = -1, x(5) (0) = 1, x(6) (0) = O ; 

y(O) = 1, y'(O) = y"(O) = 0, y"'(O) = 1, y(4)(o) = 1, y(5)(o) = 1, y(6)(o) = 1. 

On a donc f'(O) = (0, 0) (on le savait déjà, puisqu'on étudie un point stationnaire) 
et f"(O) = (0, 0), donc p > 2. 

Puisque f"'(O) = (-1, 1) =/= (0, 0), on a p = 3, mais on a j(4) (0) = (-1, 1) = f"'(O), 
donc q > 4. 

j(5)(0) = (1, 1) n'est pas colinéaire à f"'(O) donc q = 5. 

Puisque pet q sont tous çieux impairs, on est en présence d'un point d'inflexion. 

La tangente à la courbe en A = (0, 1) est dirigée par f"'(O) = (-1, 1). Quand 
t > 0, la courbe est le long de ce vecteur, et du côté de j(5)(0) = (1, 1), c'est-à-dire 
au-dessus. 

Autres particularités 
Pour t = to, en B = x(to), y(to), la courbe présente une tangente verticale. 

Les variations de la fonction x montrent qu'à part A, il y a un autre point C 
d'intersection de la courbe avec l'axe des ordonnées, et en résolvant numériquement 
l'équation d'inconnue t : x(t) = 0, on calcule à la calculatrice son ordonnée qui 
vaut, pour t = ti ~ -2,740406183 environ Yc ~ -0,949962717. 

Il y a aussi un unique point D d'intersection de la courbe avec l'axe des abscisses, 
et on trouve à la calculatrice, que pour t = t2 ~ -2,114 207 300, son abscisse est 
Xn ~ 0,425 767 299 3. 
On peut maintenant tracer la courbe. 
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CHAPITRE 3 

3. Solutions des exercices sur les fonctions de JRP vers :!Rn 

3.2 Compréhension des définitions 

Exercice 3.1. 
Pour la norme du max, \lé> 0, 317 = ! > 0 tel que si ll(x, y) - (-3, 1)11 00 ~ r], 

on en déduit max(lx + 31, IY - li) ~ ! donc 

IJ(x,y)-(-2)1 = l(x-2y+3)-(-3-2.1+3)1 = l(x-(-3))-2(y-l)I 
ê 

~lx+ 31+2ly- li~ 3max(lx + 31, ly-11) ~ 33 = §.. 

Pour la norme euclidienne, il suffit d'utiliser la majoration llXll 00 ~ llXll2, et 
on peut se ramener à ce qu'on vient de faire. VE> 0, 317 = ! > 0 tel que si 

ll(x, y) - (-3, 1)11 2 ~ 'f/, on en déduit 

ê 
ll(x, y) - (-3, 1)11 00 = max(lx + 31, IY - 11) ~ ll(x, y) - (-3, 1)112 ~ 'f/ = 3' 
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donc 

IJ(x,y)- (-2)1=l(x-2y + 3)- (-3-2.1+3)1 = l(x- (-3)) -2(y- l)I 
e 

:::;; lx+ 31+2ly - li:::;; 3max(lx + 31, ly-11) :::;; 33 = ~. 

Notons que la valeur 'f/ = ~ est loin d'être la meilleure possible. En fait, on peut 
prendre 'f/ = fs' mais l'astuce pour le démontrer n'est pas évidente. 

On utilise que pour A> 0, B > 0, on a 4A2 - 4AB + B 2 = (2A- B)2 ;;::: 0 donc 
5A2 + 5B2 ;;::: A2 + 4AB + 4B2 et donc A+ 2B:::;; ../5J A2 + B2. 
Appliquant ceci avec A= lx+ 31 et B = IY - li, si on a ll(x, y) - (-3, 1)112 :::;; fs' 
on en déduit que 

IJ(x, y) - (-2)1 :::;; lx+ 31+2ly - li :::;; v'511(x + 3, y - 1)112 :::;; e. 

Ce type d'optimisation de la valeur de 'f/ est un exercice assez vain : du moment 
qu'on trouve un 'f/ qui convient, la démonstration est terminée et correcte. 

Pour la norme somme, on peut simplement utiliser la majoration llXlloo:::;; llXll1, 
, et se ramener à ce qu'on vient de faire; mais il est ici particulièrement simple 
d'améliorer la valeur de 'f/ en utilisant que lx+ 31+2ly - li :::;; 2(lx + 31 + IY -
li)= 2ll(x,y) - (-3,1)111. On peut alors écrire Ve> 0, 3'f/ = ~ > 0 tel que si 

ll(x, y) - (-3, 1)11 1 :::;; 'f/ =~'on en déduit 

IJ(x,y)- (-2)1 = l(x - 2y + 3)- (-3-2.1+3)1 = l(x - (-3)) -2(y- l)I 
e 

:::;; lx+ 31+2ly- li:::;; 2ll(x,y) - (-3, 1)111 :::;; 22 = ~· 

Exercice 3.2. 
On utilise la norme du max dans l'espace de départ ~2 et la norme somme dans 
l'espace d'arrivée. 
Ve> 0, 3'f/ = ~ > 0 tel que si ll(x,y,z) - (1,-1,2)11 00 :::;; 'f/, on en déduit 

max(lx - li, IY +li, lz - 21) :::;; ~ donc 

ll
f(x, y, z) _ ( 6) Il =Il ((x - 1) - (y+ 1) + 2(z - 2)) Il 

-3 1 (x - 1) - 2(z - 2) 1 
------~ 

= l(x - 1) - (y+ 1) + 2(z - 2)1 + l(x - 1) - 2(z - 2)1 

:::;; lx - li+ IY +li+ 2lz - 21 +lx - li+ 2lz - 21 
e 

:::;; 7max(lx - li, IY +li, lz - 21) :::;; 77 = ~ 

Si on tient à utiliser d'autres normes, le plus simple est de se ramener à ce qu'on 
vient de faire en utilisant une ou deux inégalités du théorème 1.9 (p. 7). 
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3.4 Détermination pratique de limites 

Exercice 3.3. 

(x + y)2 
1. f(x, y) = 2 2 · 

X +y 
. . (t + t) 2 

Pas de hmite: pour x =y= t---+ 0, on a f(x(t), y(t)) = t2 2 = 2 -----t 2 + t t---+0 
alors que pour x = t et y= 0, avec t---+ 0, f (x(t), y(t)) = 1 ---+ 1. 
On a trouvé deux façons de se rapprocher de (0, 0) avec des limites différentes. 

x+y3 
2.f(x,y)= 2 2· 

X +y 
Pas de limite: pour x = t et y= 0, avec t---+ 0, f (x(t), y(t)) = f---+ oo. 
(On note plus simplement cet argument f (x, 0) = ~ -----t oo, de même que pour 

x---+0 
décrire ce qui se passe si on se rapproche de (0, 0) en suivant l'axe des ordonnées, 
on écrit f(O, y) =y -----t O.) 

y---+0 

x4y2 
3.f(x,y)= 4 2· 

X +y 
Pour tout (x, y), on a IJ(x, y)I :::;; y2 -----t 0 puisque pour x -/:- 0, on peut 

(x,y)---+(0,0) 

inverser l'inégalité x4 + y 2 ~ x4 et pour x = 0, on écrit 0 :::;; O. On peut donc 
conclure que lim f(x, y)= O. 

(x,y)---+(0,0) 

lxyla 
4. f(x, y)= J 2 2 

X +y 
Pour a > ! , en passant en polaires, on obtient 

If( )1- rai cosOla.ral sinOla 2a-i O 
x,y - :::;; r -----t 

r r---+0 
(car 2a - 1 > 0 ) . 

On applique alors le corollaire 3.34 (p. 87) et on peut conclure que lim f(x, y)= 
(x,y)---+(0,0) 

o. 
Pour a < ! , pas de limite car pour x = y = t ---+ 0, on a 

1 
f (x(t), y(t)r) = ltl1_2a Hot oo 

(on peut noter plus brièvement cet argument ainsi : f ( x, x) = fîl-2al 1:_ a ----+ +oo) 
X x---+0 

(et pour y= 0, on a f(x, 0) = 0) 

1 
Pour a=!, f(x, x) = v'2 et f(x, 0) = 0 donc pas de limite. 
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3 3 
5. f(x,y) = x2 +y2· En utilisant le passage en polaires, 

X +y 
r 3 1 cos3 () + sin3 OI 

IJ(x,y)I = 2 ~ r(jcos3 0I + jsin3 0I) ~ 2r -----t 0, r r--+0 

et on peut conclure que lim f(x, y)= O. 
(x,y)--+(0,0) 

sinxy 
6.f(x,y)= 2+4· 

X y 
En suivant la première diagonale, x = y = t --+ 0, 

sin t2 t2 
f(x(t), y(t)) = t2 + t4 o t2 = 1Ho+1, 

alors que f(x, 0) = 0--+ 0 donc pas de limite. 

!( ) sin4 x + (1- cosy)2 
7. x,y = 4 4 4 . 

X +y 
On va utiliser les développements limités classiques de sin et cos. 

333 

sin4 x = x4 +x5E:1(x) et (1-cos y)2 = iy4+y5E:2(y) (avec lim €1 (x) = lim E2(y) = 
x--+0 y--+0 

0), donc 

f(x ) = x4 + X5€1(x) + iY4 + Y5€2(y) = ~ + X5€1(x) + Y5€2(y) . 
,y 4(x4 + h4) 4 4x4 + y4 4x4 + y4 

D'une part, on a 

De même, on a 

. X5€1(x) y5E:2(y) 
On a donc hm = lim - 0 

(x,y)--+(0,0) 4x4 + y4 (x,y)--+(0,0) 4x4 + y4 - ' 
. 1 

donc on peut conclure que hm f(x, y)= -4 · 
(x,y)--+(0,0) 

Jx4 +y4 
8. f(x, Y) = (x2 + y2)a · 
Pour a < 1, en passant en polaires, on a 
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donc on a lim f(x, y)= O. 
(x,y)-+(0,0) 

Pour a > 1, f (x, 0) = ( 2~ 1 -------+ +oo donc pas de limite. 
X a- x-+0 

Pour a = 1, f (x, 0) = 1 et f(x, x) = V:, donc pas de limite. 

() 1-cos..JXY 
9. f x,y = · 

y 
Ici f n'est pas définie dans un voisinage de (0, 0). Il est plus compliqué de travailler, 
car on doit à chaque fois préciser que (x, y) EV(!). Cet ensemble de définition 
est formé du premier quadrant (x ~ 0 et y > 0) et de son symétrique par rapport 
à l'origine. 

2 

C'est un résultat classique que pour tout u E IR, on a Il - cosul :::;; ~ 
(pour le montrer, le plus simple est d'utiliser la formule de Taylor-Lagrange 

2 

à l'ordre 2 au voisinage de 0 : g(u) = g(O) + ug'(O) + ~ g"(f.) avec f. entre 
u2 

0 et u ; ici cette formule s'écrit cos u = 1 - 2 cos f., donc on en déduit que 

Il - cosul = 1~2 cosf.I:::;; ~2 ). 
Pour (x, y) EV{!), on en déduit, en posant u = ..jXY que: 

1
1 - cos ..JXYI xy lxyl lxl 

IJ(x,y)I = IYI :::;; 2IYI = 2lyl = 2 (x~O) O. 

On ne peut pas vraiment appliquer directement le théorème 3.33 (p. 86), à cause 
de l'ensemble de définitio~ mais le même raisonnement s'applique : pour ê, on 
trouve grâce au fait que ~ tend vers 0, un voisinage de (0, 0) dans lequel on a 

~ :::;; ê et grâce à la majoration que l'on a obtenue, pour les (x, y) qui sont à la 
fois dans ce voisinage et dans V(!), on a IJ(x, y) - OI :::;; ê. 

On a montré que lim f(x, y)= O. 
(x,y)-+(0,0) 

xy 
10. f(x,y) = I I 

lx cosy+IY cosx 
Pour x, y suffisamment petits (on peut prendre (x,y) dans la boule B 00 (0, i)), 
on a cosy~ ! et cosx ~ !, donc 

2lxyl 2(lxl + IYI) IYI 
IJ(x,y)I:::;; 1 1 1 1:::;; 1 1 1 1 = 2IYI -------+ 0· X + y X + y (x,y)-+(0,0) 

et on peut conclure que lim f(x, y)= O. 
(x,y)-+(0,0) 

11 f ( ) = y sin x - x sin y. 
. x,y x2 +y2 
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Il est classique que 1 sin u - ul ::::;; 1~3 (pour le montrer, utiliser comme dans 9. la 

formule de Taylor-Lagrange à l'ordre 3 au voisinage de 0), et en remarquant que 

!( ) ysinx -yx + xy- xsiny 
x,y = 2 2 , on a 

X +y 

'
f(x,y)I = ly(sinx-x)-x(siny-y)I::::;; IYllxl 3 +lxllYl3 . 

x2 + y2 6(x2 + y2) 

On passe alors en polaires et on obtient 

If ( ) 1 r4 (1 sin OI 1 cos3 OI + 1 cos OI 1sin3 01) r 2 
x,y::::;; 52 ::::;;-3 ~o. r r-+0 

et on peut conclure lim f(x, y) =O. 
(x,y)-+(0,0) 

2 f ( ) __ J1 + x2 + Jl + y2 - 2. 
1 . x, y 2 2 

X +y 
On a 

~ 2 ~ 2 2 2 
V l T" x- - (1 + ~) + y 1 + y2 - (1 + 1L.) + ~ + 1L. 

f(x,y)= 2 2 2 2 
x2 +y2 

1 J1 + x2 - (1 + x 2 ) Jl + y2 - (1 + 1t) 
=-+ 2 + 2 

2 x2 + y2 x2 + y2 
1 

= 2 + g(x, y)+ h(x, y). 

Or, IJl + u - (1+~)I=1 ~~ u 1::::;; u
2 

pour u ~O. 
l+u+1+ 2 8 

x4 

Donc lg(x, y)I ::::;; 8(x2 + y2) --+ 0; 

(c'est évident en passant en polaires: lg(x,y)I = r2 c~s4 9::::;; r;); 

de même h(x, y) --+ 0 et donc f(x, y) --+ ~-

13. f(x,y) = 1- cosxy . 
x2 + xy + y2 

Puisque (1-cosu)::::;; u; (voir question 9.), et que x2 +xy+y2 = ~2 + (x~y)2 + vf ~ 
!(x2 + y2), on a 

2 2 
IJ(x, y)I ::::;; ( ~ y 2) --+ 0 (évident en passant en polaires), donc lim f(x, y)= 

2 X + y (x,y)-+(0,0) 
o. 
14 f( ) _ sinxy - xy. 

· x,y - 2 2 
, X +y 
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Puisque lsinu - ul ~ 1~3 1, (voir question 11.), on a IJ(x,y)I ~ 6J;i3z~2) -+ o 
(évident en passant en polaires), donc lim f(x,y) =O. 

(x,y)-+(0,0) 

!( ) sin(x2) + sin(y2) 
15. x, y = ( 2 2)et . 

X +y 
Pour a< 1, 

. 2 2 . 2 2 
2 2)1-a smx -x smy -y ( 2 2)1-a ( ) 

f(x, y)= (x +y + (x2 + y2)a + (x2 + y2)a = x +y +g x, y +h(x, y), 

sin x2 - x2 sin y2 - y2 
en posant g(x, y) = (x2 + y2)0 et h(x, y)= 6(x2 + y2)0 

x6 r6-2a 
On a lg(x, Y)I ~ 6(x2 + y2)a ~ -6--+ 0; 

~ y6 r6-2a 
et de meme lh(x,y)I ~ 6(x2 + y2)0 ~ - 6--+ O. 

Puisqu'il est clair que (x2+y2)1-a --t 0 car 1-a > 0, on peut conclure f(x, y) --t O. 

Pour a = 1, le même calcul montre que 

f(x, y)= 1 + g(x, y)+ h(x, y), 

avec les mêmes valeurs pour g et h; puisqu'ici 6 - 2a = 4, ici aussi g et h tendent 
vers 0 et on peut conclure que lim f(x, y) = 1 

(x,y)-+(0,0) 

Pour 1 <a< 3, on a toujours 6-2a > 0, donc les termes g(x,y) et h(x,y) 
1 

tendent encore vers 0, alors que le terme (x2 + y2)1-a = (x2 + y2)0 _ 1 a pour 

limite +oo. La fonction f n'a pas de limite (ou a +oo comme limite, mais nous 
n'avons pas formalisé ce type de situation). 

Pour a ;:;::: 3, il est plus compliqué de calculer la limite des termes g(x, y) et 
h(x, y), mais le plus simple (méthode valable aussi entre 1 et 3) consiste à utiliser 
le résultat obtenu pour a = 1 : on écrit 

f (x ) = sin(x2) + sin(y2) . 1 
'Y x2 + y2 (x2 + y2)a-1 

La première fraction admet 1 comme li~ite (d'après ce qu'on a vu lorsque a= 1), 
et la deuxième fraction tend vers +oo (ou n'a pas de limite, si on préfère), donc 

lim f(x, y) = +oo (ou n'existe pas). 
(x,y)-+(0,0) 

16. f(x, y) = lxl 0 ln(x2 + y2). 
Lorsque a est positif, la fonction est définie dans un voisinage de (0, 0) et le 
raisonnement est plus facile; mais si a < 0, 'D(J) est le plan privé de l'axe des 
ordonnées x =O. 
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En utilisant le passage en polaires, on obtient lorsque a> 0, 

(en effet, le terme ra est prépondérant devant le terme lln ri). 
On conclut, dans ce cas que lim f(x, y)= O. 

(x,y)-+(0,0) 

Si a~ 0, on a f(x,O) = lxlalnx2 --+ -oo, donc f(x,y) n'a pas de limite. (En 
ne se posant pas la question d'une limite éventuellement infinie). 

{ 
f(x y) - M exp (-M) Exercice 3.4. ' - x2 x2 

f(O,y) =O. 

si X# 0 

1. La droite verticale passant par l'origine est l'axe des ordonnées paramétré par 

{
X =0 
y=t 

t--+ o. 

Pour cette paramétrisation, on a f (x(t), y(t)) = f(O, t) = 0-----+ O. 
t-+0 

De même, la droite horizontale passant par l'origine est l'axe des abscisses para­
métré par 

{ 
$ = t 
y=O 

t--+ o. 

Pour cette paramétrisation, on a 

f (x(t), y(t)) = f(t, 0) = 1°21 exp (-1°21) = 0.e0 = 0-----+ O. 
t t t-+0 

Une droite oblique, de coefficient directeur >.passant par l'origine est paramétrée 
par 

{
X =t 
y= )..t 

Pour cette paramétrisation, on a 

f (x(t), y(t)) = f(t, >-.t) = l~;I exp (-1~;1) = 11~11.e-*f = ue-u, 

en posant u = ll>-.ll -----+ +oo. Puisque classiquement, lim ue-u = 0, on peut 
t t-+0 u-t+oo 

conclure, par composition de limite que lim f(x(t), y(t)) =O. 
t-+0 

On a montré que si (x, y) tend vers (0, 0) en suivant une des droites passant par 
l'origine, alors f(x, y) tend vers O. ça ne suffit pas à montrer que la limite de 
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f(x, y) est nulle pour (x, y) -+ (0, 0) (voir la remarque suivant la proposition 3.32 
p. 84). On peut simplement affirmer que si f admet une limite en ce point, cette 
limite est nulle. 

2. Considérons la parabole d'équation y= x2 , qui passe par l'origine. Une para­
métrisation de cette parabole est 

{
X= t 
y= t2 t-+ o. 

Pour t-+ 0, le point (x, y) se rapproche bien de l'origine. 
Ona 

f(x(t), y(t)) = f(t, t2) = 1::1 exp (-1::1) = e-1 ~ e-1 #O. 

On a trouvé une façon (x(t),y(t)) de se rapprocher de (0,0) sans que f(x(t),y(t)) 
n'ait pour limite O. Comme 0 est la seule limite possible, on peut donc dire que 
f(x, y) n'admet pas de limite en (0, 0). 

3.5 Dérivées partielles 

Exercice 3.5. 
Dans chacune des questions, nous proposons ce que nous appellerons un domaine 
de régularité, c'est-à-dire un sous-ensemble ouvert de IR2 dans lequel on est sûr 
qu'il n'y a aucun problème de dérivabilité. 

1. f(x,y) = x+y. 
x-y 

x - y doit être non nul, donc on peut prendre comme domaine de. régularité un 
des deux demi-plans ouverts (sans la frontière) limités par la droite d'équation 
y= x (première bissectrice du repère). 

( u)' u'v - uv' 
On dérive en appliquant la formule v = v2 . On trouve 

8f 2y 
-8 (x, y)= - ( )2 

X X-y 

8f 2x 
-8 (x,y) = ( )2 y x-y 

2.f(x,y)= · 
'I 

La quantité sous le radical doit être positive, donc un domaine de régularité est 
l'intersection du demi-plan ouvert y> -1 avec le demi-plan ouvert x > -1. 
Dans ce domaine1 pour pouv;_oir dériver plus facilement, on a intérêt à écrire 
f(x,y) = (1 +x)2 · (1 +y)-2. 
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8f 1 1 3 
Pour calculer By, la dérivée de y t---+ C x (1 + y)-2 est - 2C x (1 + y)-2, donc 

8f vlf+x 
8y (x, y)= - 2(1 + y)v'f+Y 

Pour calculer ~~,la dérivée de x t---+ .\(1 + x)~ est ~(1 + x)-~ donc 

8f 1 
âx (x, y) = 2vlf+xv'f+y 

3. f(x, y)= tan(~)· 
x doit être non nul, et en plus, tan u n'existe pas pour cos u = 0 c'est-à-dire pour 
u = ~+br. Un domaine de régularité est par exemple l'ensemble des (x, y) tels 
que x > 0 et -~x <y< ~x (le secteur angulaire limité par les deux demi-droites 
y= ~x et y= -~x (dans le demi-plan x > 0). 

La dérivée de t t---+ tant est tan'(t) = 1 + tan2 t = _J_2 , donc la dérivée de tan u 
cos t 

I 

(où u est une fonction) est u'(l + tan2 u) = --;-. 
cos u 

Pour le calcul de aaf' on considère que f(x,y) = tanu avec u(x) ='#..=y X.! 
X X X 

donc u' ( x) = y x -; , donc 8
81 ( x, y) = - Y2 ( 1 + tan 2 '#..) = - 2 Y 2 1l. • 

X X X X XCOSx 

Pour le calcul de 8
8!, on considère que f(x, y) =tan v avec v(y) = '#.. =y x .! 

y X X 

1 . 8f 1 ( y) 1 donc v'(y) = -. On obtient donc -8 (x, y)= - 1 + tan2 - = 2 ll.. 
X y X X XCOS X 

4. f(x, y)= ln(~) . 
~ doit exister et être strictement positif, donc un domaine de régularité est le 

quart de plan limité par les deux demi-axes de coordonnées {x > O 
y>O 

I 

On peut raisonner comme dans 3., en utilisant que la dérivée de ln u est ~ · 
u 

Mais il est infiniment plus simple d'utiliser que, pour x, y> 0, 
8f 1 8f 1 

f(x,y) =ln~= lny - lnx, donc -8 (x, y)= -- et -8 (x,y) = -· 
X X y y 

5. f(x, y) = xxy2 • 

x doit être positif donc un domaine de régularité est le demi-plan x > 0, « à 
droite » de l'axe des ordonnées. 
On écrit f(x, y)= xxY2 = exy2 lnx =eu. La dérivée de eu est u'eu. 
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Pour calculer ~~ , on considère que u = u( x) = ( x ln x) y2 (avec y constante), 

donc 

u'(x) = y2(1n x+ 1) et finalement ~~ (x, y) = y2(1nx+ l)exy2 Inx = y2(1nx+ 1)xXY2 • 

Pour calculer ~~, on considère que u = u(y) = ( x ln x) y2 avec x constante, donc 

âf 21 2 
u'(y) = (x lnx)2y et finalement ây (x, y)= 2yx lnx exy nx = 2yx lnx xxy . 

6. f(x,y) = ln(y+ Jx2 +y2). 
Il est tout à fait clair que la quantité dont on calcule le logarithme est strictement 
positive si on impose y> 0, donc le demi-plan au-dessus de l'axe des abscisses est 
un domaine de régularité (même si c'est loin d'être le plus grand possible). 

âf 
Pour le calcul de âx, on pose f(x, y)= ln u, avec u(x) =y+ Jx2 + y2 = C + ..fü 

2x 
et v(x) = x2 + y2, donc v'(x) = 2x, et u'(x) = J 2 2 (la dérivée de ..fü est 

2 X +y 
' ' v r;;;). Puisque la dérivée de ln u est ~, on a : 

2yv u 
X 

âj Jx2 +y2 X 

âx(x,y) = y+Jx2+y2 = Jx2+y2 (y+Jx2+y2) 

Pour le calcul de ~f, c'est le même raisonnement, sauf qu'ici f(x, y) =ln u avec 
y 2 

u(y) = y + J~x~2 -+-y~2 = y + ..fü et ici v' (y) = 2 J x2y + y2 de sorte que 

Jx2 +y2 +y 
Y âf Jx2 + y2 

u'(y) = 1+. 1 2 2 et finalement -8 (x,y) = . / 2 2 
yx +y Y Y+vx +y 

1 

Jx2 +y2 

7. f(x,y) = ln(x + Jx2 -y2). 
Pour que f(x, y) existe, il faut entre autres que la quantité sous le radical soit 
positive, donc on doit avoir !xi ~ IYI· Il faut aussi que la quantité dont on calcule 
le logarithme soit positive, donc pour être sûr de ne pas avoir de problème, on peut 

s'imposer x >O. On choisira donc le domaine {x > O comme domaine 
-X< y< X 

de régularité. 
Ensuite les calculs sont en tous points semblables à ceux de 6. et on trouve : 

âf (x,y) = 1 et âf (x,y) = -y 
âx Jx2 -y2 ây Jx2 -y2 (x + Jx2 -y2) 

8. f(x,y) = sin2 (~) · 
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x doit être non nul, donc on prendra comme domaine de régularité l'un des deux 
demi-plans limités par l'axe des ordonnées. 
Ensuite, on raisonne comme dans 3. ; la dérivée de la fonction sin2 u est : 
2u1 sin u cos u = u' sin 2u. 
P â f , . y ( ) d '( ) y â f ( ) y . 2y our -8 , on ecnt - = u x, one u x = - 2 et on a -8 x,y = - 2 sm-. 

X X X X X X 

Pour 8
8!, on considère u(y) = '#.. = ~y, x étant une constante, donc u'(y) = ~ et 

y X X 

âf 1 . 2y 
finalement -8 (x, y)= - sm -· 

y X X 

9. f(x,y) = Jxcosy. 
La quantité sous le radical doit être strictement positive pour qu'il n'y ait pas 
de problème de dérivabilité. On peut prendre comme domaine de régularité 
~*+ x J - ~, ~ [, et dans ce domaine x et cos y sont tous deux positifs, ce qui 
simplifie les calculs : dans ce domaine, on a f(x, y) =fa ...fCOSY. 

' On écrit : f(x, y)= aJU, on sait que la dérivée de aJU est 2a~· 
âf âf Jcosy 

Pour -8 , on obtient facilement -8 (x, y) = Vx · 
X X 2 X 

Pour ~~, on prend a = fa et u = u(y) = cos y donc u' = u' (y) = - sin y et 

finalement 
âf (x,y) =-fa sin y. 
ây 2Jcosy 

xy 
10. f(x,y) = J 2 2 l+x +y 
Le dénominateur est clairement strictement positif, donc f est clairement dérivable 
sur ~2 . 
En appliquant la dérivation d'un quotient, on trouve 
âf(x )= y(1+x2+y2)-xy(2x) = y+y3 -x2y 
âx 'Y (1 + x2 + y2)2 (1 + x2 + y2)2 
et en échangeant le rôle de x et y, on a 
âf x + x3 -yx2 
ây (x,y) = (1 + x2 + y2)2' 

11. f(x, y)= (x2 + y2)e-xY. 
Cette fonction est clairement dérivable sur ~2 . 
En appliquant la dérivation d'un produit, on trouve 

âf (x, y))= 2xéY + (x2 + y2)yéY = (2x + x2y + y3)exY. 
âx 
et en échangeant le rôle de x et y, on a 
âf 
ây (x, y)= (2y + y2x + x3)exY. 
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12. f(x, y) = Jsin(x2 + y2). 
Pour que sin(x2 + y2) soit strictement positif, on peut prendre des couples (x, y) 
tels que 0 < x2 + y2 < 7r : un domaine de régularité est donc le disque centré en 
(0, 0), de rayon .Ji, privé de son centre. 

La dérivée de y'u est 2~; on prend, pour le calcul de~~, u = u(x) = sin(x2+y2), 

on a u'(x) = 2x cos(x2 + y2) donc on obtient 
âf (x,y) = 2xcos(x2 + y2) = xcos(x2 + y2), 
âx 2yf sin(x2 + y2) yf sin(x2 + y2) 
et en échangeant le rôle de x et y, 

âf (x y)= ycos(x2 + y2). 

ây ' yfsin(x2 + y2) 

1 
13. f(x,y) = n· 

1+ ~ y 
Le dénominateur, s'il existe, est toujours strictement positif. Le seul problème 
vient du radical, et pour être sûr qu'il n'y a pas de problème de dérivabilité, il 
suffit de prendre comme domaine de régularité JR*+ x JR*+. 

Dans ce domaine, on peut écrire f ( x, y) = 1 Vx = ]:_ et utiliser que la dérivée 
1 X U 
+-

JY 
1 u' 

de - est--. 
u u2 

âf 1 1 1 
Pour -8 , on prend u = u( x) = 1 + v'x- (avec y constante) donc u' ( x) = - r;;: 

X JY JY2yX 
1 

. âf 2../XJY JY 
et on obtient âx (x, y)= - ( v'x) 2 = - 2../X(JY + v'x)2 · 

1+-
v'Y 

âf 1 
Pour ây, on prend u = u(y) = 1 + ../Xy-2 (avec x constante) donc u'(y) = 

v'x 
1 -~ . âf 2yJY v'x 

- 2../X y 2, donc on obtient ây (x, y)= ( v'x) 2 = 2JY(JY + ../X)2 · 
1+-

v'Y 

On aurait aussi pu écrire f ( x, y) = Vx JY = 1 - Vx Vx et utiliser la 
x+JY x+JY 

dérivation de C; sous cette forme, on comprend beaucoup mieux l'analogie des 
u 

deux résultats. 
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x2 -y2 
14.f(x,y)= 2 2 · 

X +y 
Le dénominateur x2 + y2 ne peut être nul que pour (x, y)= (0, 0), donc on peut 
prendre comme domaine de régularité le plan privé de l'origine: JR.2 \ {(O, O)}. 
On dérive f ( x, y) comme un quotient : 
of (x, y) = (2x)(x2 + y2) - (x2 - y2)(2x) =. 4xy2 . 
ox (x2 + y2)2 (x2 + y2)2 ' 

of (x, y) = (-2y)(x2 + y2) - (x2 - y2)(2y) = -4x2y 
ox (x2 + y2)2 (x2 + y2)2 
(On aurait pu aussi échanger le rôle de x et y, mais ce faisant on change f ( x, y) 
et - f(x, y), d'où la différence de signe entre les deux expressions.) 

x2 y 
15. f(x,y) = - - 2 · 

y X 
x et y doivent être non nuls, donc on peut prendre comme domaine de régularité 
un des quatre quadrants limités par les deux axes de coordonnées. 

Pour 0°f, on considère que f(x, y)= ax2 - bx-2 (avec a=! et b =y) donc 
X y 

of 3 X y 
-0 (x, y) = 2ax + 2bx- = 2- + 23 . 

X y X 

Pour 0
0f, on considère que f(x,y) =a! -f3y (avec a= x2 et f3 =~),donc 

y y X 

of -1 x 2 1 
-(x y)= a- - f3 = -- - -· 
oy ' y2 y2 x2 

16. f(x, y) = evx2-y2. 

Pour que la quantité sous le radical soit strictement positive, on choisira comme 
domaine de régularité l'ensemble des (x, y) tels que x > 0 et -x <y< x (c'est le 
quadrant situé à droite des deux bissectrices du repère). 

I 

On considère que f(x,y) =eu, avec u = y'v, donc u' = 2~. 

Pour le calcul de ~~, on considère que y est constante, donc v = v(x) = 

2x of 
x 2 - y2, donc v'(x) = 2x, et u'(x) = 2 , donc finalement -0 (x,y) = 

2Jx -y2 X 

X Jx2-y2 e . 
Jx2 -y2 

Pour le calcul de ~~, c'est x qui est constante, donc v = v(y) = x2 - y2 , 

2y of Y ~ 
v'(y) = -2y donc u'(y) = - 2Jx2 _ y2 et ox (x, y) = - vx2 _ y2 e x -y . 

17. f (X 1 y) = xY. 
On doit imposer x > 0 pour ne pas avoir de problème de dérivabilité, et écrire 
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f(x, y)= eylnx =eu. 

Pour 8
81, u = u(x) = ylnx, donc u'(x) ='!!..et 8

81 (x,y) = '!!._eylnx =y xY-1. 
X X X X 

(Ou, plus simplement, y étant constante, la dérivée de x r----+ xY est x r----+ y xY-1.) 

M M 1 Pour ây, u = u(y) =y lnx, donc u'(y) = lnx, et ây (x, y)= lnx eY nx = lnx xY. 

X 
18. f(x, y)= ~· 

yx-y-
On s'assure de la dérivabilité de f(x, y) en imposant x > 0 et y > 0, et le problème 

devient excessivement simple, car on a f(x, y)= lx~yl = t' donc ~~ (x, y)= 0 

âf 1 
et ây (x, y)= - Y2 · 

19. f(x,y) = arcsin (~). 
On doit imposer que y=/: 0 et -1 < :_ < 1, donc par exemple y> lxl. 

y 
I 

Dans ce domaine, on écrit f(x, y)= arcsin u. La dérivée de arcsin u est ~ 
vl-u2 

âf . ' 1 1 
Pour le calcul de -8 , on consrdere u = u(x) = -x (y constante), donc u'(x) = -, 

X y y 
1 

donc on obtient ââf (x, y) = ny = - / 21 2. 
x x2 vY -x 

1--
y2 

âf 1 1 . 
Pour le calcul de B' on prend u = u(y) = x-, donc u'(y) = -x2 et on obtient f y y 

Ôf X2 X 
-(x, y) = - y = -----,:::::;;::::===::::;;: 

âx J 1 - x2 YV y2 - x2 
y2 

y 
20. f(x, y) =ln _ / 2 2 

vY -x 
Le plus simple est de s'imposer y> 0 ainsi que y> lxl. 

On peut alors écrire f(x, y) =ln y-~ ln(y2 -x2) =ln y-~ ln(y-x)- ~ ln(y+x). 

Sous cette forme, il n'y a plus aucune difficulté pour dériver. 
âf 1 1 1 1 âf 1 1 1 1 1 

On trouve -(x,y) = - -- - - -- et -(x,y) = - - - -- - - --· 
ÔX 2 y - X 2 y + X Ôy y 2 y - X 2 y + X 

( xy + 1) 
21. f(x,y) =ch xy- l . 

Il suffit de choisir un domaine dans lequel xy =/: 1 comme domaine de régularité, 
par exemple l'ensemble des couples (x, y) tels que x > 1 et y> 1. 
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Dans ce domaine, on écrit f(x, y)= chu; la dérivée de chu est u' sh u; pour le 
âf xy+ 1 

calcul de -8 , on prend u = u( x) = avec y constante, donc 
X xy-1 

u'(x) = y(xy - 1) - (xy + l)y = -2y et âf (x y)= -2y sh (xy + 1). 
( xy - 1) 2 ( xy - 1) 2 ' âx ' ( xy - 1) 2 xy - 1 ' 

, A â f -2x ( xy + 1) en echangeant le role de x et y, on trouve -8 (x, y)= ( l)2 sh -- . 
y xy- xy-1 

1-xy 
Exercice 3.6. f(x, y) = arccos y'( 2)( 2) 

l+x l+y 

f(x, y) existe à condition que la fraction u(x, y) = ( 1 -)~y ) soit comprise J 1 + x2 1 + y2 

entre -1 et 1. (La quantité sous le radical est évidemment toujours strictement 
positive et le dénominateur ne s'annule donc jamais). On est donc amené à 
résoudre l'inéquation 

1 ..,/(1 +1 x~)~~ + y2) 1 ~ 1 ~ 
~ 

1-xy ( )
2 

~1 
..,/(1 + x 2)(1 + y2) 

(1 - xy)2 ~ (1 + x2)(1 + y2) 

~ 1 - 2xy + x2y2 ~ 1 + x2 + y2 + x2y2 

~ 0 ~ x2 + 2xy + y2 = ( x + y )2. 

Comme un carré est toujours positif, cette dernière inégalité est toujours vraie, et 
le domaine de définition de f est donc 'D(f) = JR2 . 

Comme la fonction arccos est continue sur son ensemble de définition, f n'est 
fabriquée qu'avec des fonctions continues, et est donc continue, c'est-à-dire que f 
est continue sur son ensemble de définition qui est JR2 . 

En revanche, la fonction arccos n'est pas dérivable en -1 ni en 1, donc la dérivabilité 
de f n'est sûre que pour les (x, y) qui sont tels que la fraction u est strictement 
comprise entre -1 et 1 ; on est donc amené à résoudre l'inéquation lui < 1, qui 
est la même que l'inéquation ci-dessus, à ceci près qu'on a remplacé ~ par <. 
La résolution n'est en rien changée, et on trouve que f est dérivable pour les 
(x, y) qui sont tels que (x + y)2 > 0, ou ce qui revient au même, qui sont tels que 
x +y -::f. O. On enlève donc à l'ensemble de définition et de continuité qui est le 
plan, la droite~ : y= -x pour obtenir un domaine dans lequel f est à coup sûr 
partiellement dérivable, car fabriquée avec des fonctions dérivables. 
Remarquons que pour l'instant, rien ne nous permet d'affirmer que f n'est pas 
dérivable pour les (x, y) qui sont sur la droite~- Nous savons simplement que f 
est partiellement dérivable sur JR2 \ ~. Nous ne pourrions affirmer quelque chose 
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quant à la dérivabilité partielle de f pour ( xo, Yo) qu'en étudiant les limites en o 
d t f(xo + h, Yo) - f(xo, Yo) t f(xo, Yo + k) - f(xo, Yo) 

es rappor s h e k · 

Nous ne ferons pas cette étude, car nous découvrirons un peu plus loin une solution 
beaucoup plus simple de cette question de la dérivabilité partielle de f sur~. 

âf 
Calculons pour (x, y) E R2 \ ~' âx (x, y). 

l -xy 
On utilisera que f(x, y) = arccos(u(x, y)) avec u(x, y) = ../( 2)( 

1 +X 1 + y2) 
f(x,y) s'écrit donc, pour y fixé, f(x,y) = g(x) = arccos(v(x)) avec v(x) = u(x,y) 
(g est la première fonction partielle de f en ( x, y) et v est aussi la première fonction 
partielle de u en (x, y)). 
De sorte que 

âf -l âu 
a(x,y) = g'(x) = arccos'(v(x))v'(x) = J a(x,y) 

x 1 - (v(x))2 x 

-1 âu = -(x,y). J1 - (u(x, y))2 ax 

P f ·1·t 1 1 1 ' · ( ) 1 1 - xy 1 ., our ac1 r er es ca cu s, nous ecnrons u x, y = ../l + y2 v'l + x2, a prem1ere 

fraction k pouvant être considérée comme une constante par rapport à x. 

On obtient donc 

~ 2x 
âf -l 1 -yv i -r x~ - (1 - xy)-2v'i""+x2----=1=+=x=2 

âx (x, y) = ---;::::===( ==)=2== ../1 + y2 1 + x2 
1 _ l-xy 

1 + x2 + y2 + x2y2 

-../(1 + x2)(1 + y2) (-y - yx2 - x + x 2y) 
= 3 

../1 + x2 + y2 + x2y2 - (1- 2xy + x2y2) ../1 + y2 (1 + x2)2 
x+y 1 x+y 1 

= -v'-;=x:;;::2 =+=y=;<=2=+=2=x=y 1 + x2 J ( x + y )2 1 + x2 

x+y 1 1 1 
= lx+yl l+x2 =sgn(x+y) l+x2 =±1+x2· 

Il n'est pas nécessaire de calculer ~~ car x et y jouant des rôles absolument 

symétriques, on peut sans craindre affirmer que dans le domaine de dérivabilité 
R2 \~'on a 

âf 1 1 
ây (x, y)= sgn(x +y) 1 + y2 = ± 1 + y2. 
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On remarque que dans le domaine P1 caractérisé par x +y> 0, c'est-à-dire dans 
le demi-plan ouvert situé au-dessus de la droite .6., on a 

8f 1 
-8 (x,y) = g'(x) = --2 = arctan'(x). 

X l+x 

On peut donc affirmer que pour tout y fixé, la fonction g et la fonction arctan 
coïncident à une constante près (cette constante en x pouvant dépendre de y). Il 
existe donc une fonction h telle que pour tout (x, y) E P1, on a 

f(x,y) = g(x) = arctanx + h(y). 

Mais arctan x étant une constante par rapport à y lorsqu'on cherche à dériver f 
par rapport à y, on obtient 

~~(x,y) = h'(y) = 1 :y2· 

Donc on peut affirmer que h(y) = arctan y + C1, et finalement, sur P1, on a 

(1) f ( x, y) = arctan x + arctan y + C 1 · 

Pour déterminer cette constante C1, on pourrait utiliser la valeur de f(x, y) pour 
un couple (x,y) E Pi, par exemple, on pourrait prendre 4 (x,y) = (1,0) Mais 
il est encore plus simple de se placer en (0, 0). Cela peut paraître paradoxal, 
mais la formule (1), a priori valable uniquement dans le demi-plan ouvert P1, est 
encore valable sur la frontière .6. de P1. Pour s'en convaincre, il faut penser à 
utiliser la continuité de f (valable sur JR2 tout entier), qui permet d'écrire, pour 
(xo, Yo) E .6. : 

f(xo, Yo) = lim f(x, y) = lim f(x, y) 
(x,y)-+(xo,yo) (x,y)-+(xo,yo) 

(x,y)EP1 

lim arctan x + arctan y + C1 = arctan xo + arctan Yo + C1. 
(x,y)-+(xo,yo) 

(x,y)EP1 

En appliquant ceci à (0, 0), on trouve donc 

1-00 
0 = arccosl = arccos ( )(. ) = f(O,O) = arctanO+arctanO+C1 = C1. J 1+02 1+02 

Donc C1 =O. 

4 On trouverait d'une part f(l, 0) = arccos 1 - 1.0 = arccos ~2 = ~4 et d'autre part J(l + !2)(1+02) V .c, 

f (1, 0) = arctan 1 +arctan 0 + C1 = ~ + 0 + C1 D'où ~ = ~ + C1 donc C1 = 0 
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Finalement, on a établi que pour (x, y) E P1, c'est-à-dire tels que x +y> 0, on a 

f ( x, y) = arctan x + arctan y (pour (x, y) E P1). 

Si P2 est l'autre demi-plan limité par /::,,. (caractérise par x +y < 0), en raisonnant 
exactement de la même façon, on obtient sans peine que 

f(x, y)= -(arctanx +arctan y) (pour (x, y) E P2). 

Comme il est clair que (arctan x + arctan y) a le même signe que ( x + y), on peut 
écrire plus brièvement que 

f(x, y)= 1 arctanx + arctanyl. 

Cette formule permet maintenant de répondre facilement à la question que nous 
avions laissée en suspens : f est-elle partiellement dérivable sur /::,,. ? 
La réponse est non. En effet, si (xo, Yo) E !::,,., on a Yo = -xo, et la première 
fonction partielle de f en (xo, Yo) est la fonction g définie par 

{ g(x) = arctanx - arctanxo pour x ~ xo, 
g(x) = - arctanx + arctanxo pour x ~ xo. 

La dérivée à droite de g en xo est donc g~(xo) = -1 
1 

2 alors que la dérivée à 
+xo 

1 
gauche de g en xo est g~(xo) = --1--2 · 

+xo 
Comme la dérivée à droite et la dérivée à gauche de g en x0 n'ont pas la même 
valeur, c'est que g n'est pas dérivable en xo, et par conséquent, par définition, f 
n'est pas dérivable partiellement par rapport à x en (xo, Yo). 

Le même raisonnement montre que f n'est pas non plus dérivable partiellement 
par rapport à y en ce même point. 

Exercice 3. 7. 

1. f(x, y)= ln !!fi· 
Ensemble de dérivabilité : u = __!!.}!___ doit exister et être strictement positif : 

x+y 
le point (x, y) doit donc se trouver dans 3 des 6 zones délimitées par les trois 
droites x = 0 (axe des ordonnées), y= 0 (axe des abscisses) et y= -x (deuxième 
bissectrice du repère). À chaque franchissement de droite, le signe de u change, 
et dans le premier quadrant on a u > 0, ce qui permet de représenter la zone 
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« favorable » sur une figure (on hachure ce qui ne convient pas). 

1· 2· \,. 
On trouve 

âf 1 1 âf 1 1 
âx (x, y)= 2y - 2(x +y) ; ây (x, y)= 2x - 2(x +y) ; 

a21 1 1 a21 1 1 
âx2 (x, y) = 2(x + y)2 - 2x2 ; ây2 (x, y) = 2(x + y)2 2y2 ' 

a21 a21 1 
âxây (x, y)= âyâx = 2(x + y)2 

2. f(x, y) = ln(x2 +y). 
Ensemble de dérivabilité : x2 + y doit être strictement positif, ce qui correspond à 
y> -x2 . La zone favorable est donc la partie du plan au-dessus de la parabole 
y = -x2 . On trouve 

âf 2x âf 1 
âx(x,y)=x2+y; ây(x,y)=x2+y; 

82 f 2y - 2x2 82 f -1 
âx2 (x, y) = (x2 + y)2 ; ây2 (x, y) = (x2 + y)2 ; 

â2f â2f -2x -(x y) - -(x y) - ----=--,.....,,. 
âxây ' - âyâx ' - (x2 + y)2 

3. f(x,y) = J2xy+y2. 
Ensemble de dérivabilité : u = 2xy + y2 = y(2x +y) doit être strictement positif, 
donc deux des quatre zones délimitées par les deux droites y = 0 et y = -2x 
conviennent. Le point (1, 1) convient, ce qui permet de placer correctement les 
hachures sur ce qui ne convient pas. On trouve 

M Y M x+y 
âx(x,y) = }2xy+y2; ây(x,y) = }2xy+y2 ; 

a2 f -y2 a2 f -x2 
âx2(x,y) = (2xy+y2)! ây2(x,y) = (2xy+y2)! 

&J &J ~ 
--(x, y)= --(x, y)= s 
âxây âyâx (2xy + y2)2 



350 SOLUTIONS DES EXERCICES 

x+y 
4. f(x, y, z) =arctan 1 -xy; 
Ensemble de dérivabilité : Il suffit que xy soit différent de 1, donc on enlève 

1 
l'hyperbole y=-· On trouve 

X 

âf 1 âf 1 
âx ( x' y) = 1 + x 2 ; ây ( x' y) = 1 + y 2 ; 

â2f -2x 82 f -2y 
âx2 (x, y) = (1 + x2)2 ; ây2 (x, y) = (1 + y2)2 ; 

a21 a21 
âxây (x, y)= âyâx (x, y)= O. 

5. f(x, y)= Jx2 + y2. 
Ensemble de dérivabilité : R2 \ {(O, O)}. On trouve 

Ôf X Ôf Y 
âx ( x' y) = y' x2 + y2 ; ây ( x' y) = y' x2 + y2 ; 

&2 f y2 a2 f x2 
â 2(x,y) = ( 2 2)~; â 2(x,y) = ( 2 2) 3 

X X +y 2 Y X +y 2 

â2f â2f -xy 
âxây (x, y)= âyâx (x, y)= (x2 + y2)! 

1 
6. f(x, y)= --

ex +eY 
Ensemble de dérivabilité : R2 • On trouve 

âf -ex âf -eY 
âx (x, y)= (ex+ eY)2 ; ây (x, y)= (ex+ eY)2 ; 

&2 f e2x _ é+Y &2 f e2Y _ ex+y 
âx2 (x, y)= (ex+ eY)3 ; ây2 (x, y)= (ex+ eY)3 ; 

â2f â2f 2ex+y 
âxây (x, y)= âyâx (x, y)= (ex+ eY)3 

"' 7. f(x, y) =el/. 
Ensemble de dérivabilité : y# 0, on enlève l'axe des abscisses. On trouve 

âf 1 ~ âf -x ~ 
-8 (x,y) = -eY ; -8 (x,y) = - 2 eY ; 

X y y y 

82 f 1 ~ 82 f 2xy + x2 ~ 
â 2(x,y)= 2 eY; 82 (x,y)= 4 eY; 

X y y y 

a2 J a21 x +y ~ 
-â â (x,y) = -â â (x,y) = --3-eY. 

X y y X y 
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X y Z 
8. f(x,y,z) = -+- + -· 

yz zx xy 
Ensemble de dérivabilité : xyz f= 0, on enlève à l'espace les trois plans du repère. 
On trouve 

[) f x2 - y2 - z2 
ax (x, y, z) = x2yz ; 

[) f y2 - x2 - z2 
[)y (x, y, z) = xy2z ; 

[) f z2 - x2 - z2 
oz (x, y, z) = xyz2 ; 

[)2 f 2(y2 + z2) 
ax2 (x, y, z) = x3yz ; 

[)2 f 2(x2 + z2) [)2 f 2(x2 + y2) 
i::i2(x,y,z)= 3 ; i::i2(x,y,z)= 3 ; 
uy xy z uz xyz 

02 f 02 f z2 _ x2 _ y2 
~(x,y,z) = ~(x,y,z) = 2 2 ; 
uxuy uyux X y z 
02 f 02 f y2 _ x2 _ z2 

8x8z (x, y, z) = [)z[)x (x, y, z) = x2yz2 ; 

02 f 02 f x2 _ y2 _ z2 
~(x,y,z) = ~(x,y,z) = 2 2 · 
uyuz uzuy xy z 

Exercice 3.8. 

1. Si V(x, y) on a ~~ (x, y) = 0, alors g, la première fonction partielle en (x, y) a 

par définition sa dérivée nulle. g est donc une fonction constante, ceci quel que 
soit y. Cette constante est donc une fonction de y, et on peut affirmer qu'il existe 
une fonction u d'une seule variable telle que pour tout (x, y), on a 

f(x, y) = u(y) 

Remarquons qu'aucune condition de régularité n'est imposée pour la fonction u, 
qui n'a même pas besoin d'être continue. 
Il est tout à fait clair que réciproquement, la dérivée partielle par rapport à x 
d'une fonction qui ne dépendrait que de y est nulle, donc les fonctions de la forme 
f(x, y) = u(y) forment bien la solution générale de l'équation étudiée. 

2. En raisonnant de la même façon, on obtient aisément que les fonctions f de 

deux variables dérivables par rapport à y et vérifiant ~~ = 0 sont les fonctions de 

la forme f(x, y) = v(x). 

3. Une fonction f vérifiant ::ty (x, y) = 0 pour tout (x, y) est telle que sa dérivée 

partielle par rapport à y vérifie :x ( ~~ (x, y)) =O. 

En appliquant le résultat du 1. à cette fonction ~~, on peut affirmer qu'on a 



352 SOLUTIONS DES EXERCICES 

âf 
ây (x, y) = u(y). 

Pour x fixé, on peut donc dire que la deuxième fonction partielle de f en (x, y), 

h : t !---+ h(t) = f(x, t) a pour dérivée h'(y) = ~~ (x, y) = u(y). 

h est donc une primitive de la fonction u. Soit U une primitive particulière de la 
fonction u. Posons F(x, y) = f(x, y) - U(y). Il est clair que 

âF âf 
ây (x, y)= ây (x, y) - U'(y) = u(y) - u(y) =O. 

La fonction F, d'après 2. est donc une fonction de x: on peut écrire F(x, y)= v(x). 
On en déduit que f(x, y) = U(y) + v(x). Comme on a supposé que f est deux 
fois dérivable, il est nécessaire que U et v soient elles aussi des fonctions deux fois 
dérivables. 

Réciproquement, si f peut s'écrire sous la forme f(x, y)= a(x) + b(y), avec a 

et b des fonctions d'une variable dérivable, alors on a~~ (x,y) = b'(y) et donc 

::ty (x, y)= ! (~~ (x, y)) = ! (b'(y)) = 0 puisque b'(y) ne dépend pas de x, 

donc f est solution de l'équation ::ty (x, y)= O. 

Conclusion : les fonctions f deux fois dérivables qui vérifient ::ty = 0 sont 

les fonctions qui peuvent s'écrire sous la forme f(x, y)= a(x) + b(y) avec a et b 
fonctions deux fois dérivables. 

Remarque: La fonction f du 4. de l'exercice précédent est telle que :::y (x, y)= 
0, il existe donc deux fonctions a et b telles que arctan (t ~;y) = a(x) + b(y). 

En comparant avec l'expression des dérivées secondes, on s'aperçoit que l'on 
peut prendre a(x) = arctanx et b(y) = arctany, à une constante k7r près (k E 

{ -1, 0, 1} ; on retrouve ainsi une formule classique). 

Exercice 3.9. 

{ 
xy(x2 -y2) 

f(x, y) = 2 2 pour (x, y) =!= (0, 0) 
X +y 

f(O,O) = 0 

âf âf . âf âf 
On calcule âx (x, y) et ây (x, y) pour (x, y) =!= (0, 0) et aussi âx (0, 0) et ây (0, O). 

Dès à présent, notons que le calcul de ::ty (x, y) ou :::x (x, y) pour (x, y) =/= (0, 0) 

n'a aucun intérêt par rapport à la question posée. 
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f . f (h, 0) - f (0, 0) 0 - 0 
Commençons par le plus ac1le: on a h = -h- = 0----+ 0, donc 

h--+0 
âf 
âx (0,0) =O. 

Sans aucune difficulté, on obtient aussi que ~~ (0, 0) = 0 puisque 

f(O, k) - f(O, 0) = 0 - 0 = O----+ O. 
k k k--+0 

Maintenant on va calculer ~~ (x, y) pour (x, y) =f (0, 0). 

âf x y = !.___ (x3y - xy3) = (3x2y - y3)(x2 + y2) - (x3y - xy3)(2x) 
âx ( ' ) âx x2 + y2 (x2 + y2)2 

x4y + 4x2y3 _ y5 

(x2 + y2)2 

Ensuite, en échangeant le rôle de x et de y, l'expression de f(x, y) change de signe, 
de sorte que sans faire de nouveau calcul 5 on peut affirmer que 

âf x5 - 4x3y2 - xy4 
ây (x, y) = (x2 + y2)2 

On peut maintenant calculer ::ty (0, 0) = ! ( ~~) (0, 0) : c'est la limite, pour 

h ~ 0, du quotient 

~(h,O) - ~(0,0) 
h 

hs - h3.02 - h.o4 - o hs 
(h2 + 02)2 h4 

h =h=l. 

a21 
On peut donc affirmer que âxây (0, 0) = 1. 

5 Pour se convaincre de ce résultat, il suffit de calculer de deux façons différentes la dérivée partielle 
par rapport à y de la fonction g définie par g(x, y) = f(y, x) = -f(x, y). 

En considérant que g(x, y) = - f(x, y), on trouve bien sûr que ~~ (x, y) = - ~~ (x, y). Mais, en 

utilisant que g(x,y) = f(y,x) = f(u1(x,y),u2(x,y)) avec u1(x,y) =y et u2(x,y) = x, on obtient 

8g 8f 8u1 8f 8u2 
By (x, y)= Bx (u1(x, y), u2(x, y))ay(x, y)+ By (u1(x, y), u2(x, y))ay(x, y) 

8f 8f 8f 
= 8x(y,x).1+ 8y(y,x).0= 8x(y,x) 

D'où le résultat ~~ (x, y)= - ~~(y, x) 
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De la même façon, on trouve que 

04 .k + 4.02.k3 - k5 - 0 k5 
~(O, k) - ~(O, 0) = (02 + k2)2 - k4 

k k = -k- =-l, 

[J2f 
de sorte que âyâx (0, 0) = -1. 

On trouve sur cet exemple des « dérivées secondes croisées » qui ont des valeurs 
différentes en (0, 0). 

â2J â2J 
âxây (O, O) =/= âyâx (O, O) 

Ce résultat n'est pas en contradiction avec le théorème de Schwarz. On peut 
simplement affirmer qu'ici au moins une des hypothèses de ce théorème n'est 

t . f 't p . 1 d, . , d . , â2 f t â2 f . pas sa is ai e. msque es envees secon es « cr01sees » âxây e âyâx existent 

partout, c'est leur continuité en (0, 0) qui est en défaut. Si on avait le courage de 
calculer ces dérivées secondes croisées pour (x, y) =/= (0, 0), on s'apercevrait que 
leur expression est une fraction de deux polynômes homogènes en x et y dont le 
degré total est 0 : il n'est donc pas étonnant que ces fonctions n'admettent pas de 
limite en (0, 0), et donc ne soient pas continues en ce point. 

Exercice 3.10. 1. Ici, on a F(t) =arctan . . . (cos t +sin t) 
cost- smt 

Ô f y 1 -y Ô f 1 1 X 
Or, a ( x, y) = -2 2 - 2 2 et a (X, y) = - 2 = 2 2 

X X l+~ X +y y Xl+~ X +y 
x2 x2 

Comme d'autre part, on a x'(t) = -(sint+cost) et y'(t) = cost-sint, on obtient 

F'(t) = x'(t) ~~ (x(t), y(t)) + y'(t) ~~ (x(t), y(t)) 

. -y(t) . x(t) 
= -(sm t +cos t) [x(t)J2 + [y(t)]2 + (cos t - sm t) [x(t)J2 + [y(t)J2 

_ (sin t + cos t) (cos t + sin t) + (cos t - sin t) (cos t - sin t) _ 1 
- (cos t - sin t )2 + (cos t + sin t) 2 - · 

On a donc sur chaque intervalle h =] - 3; + k7r; Î + k7r[ du domaine de définition 
de F, 

F(t) = t + Ck. 

Tenant compte de la 7r-périodicité de F, on a Ck+l = Ck - 7r, et en utilisant la 
valeur 
F(O) =arctan 1 = î =Co, on en déduit une expression très simplifiée de F: 

F(t) = t - k1f + î pour tout t Eh=] - 3; + k7r; î + k7r[. 
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(Auriez-vous réussi à montrer ce résultat sans dériver ?6 ) 

. t2 + 1 et2+1 
2. Ici, on a F(t) = t 2+1 + ~l 

e t + 
Ôf Y 1 Ôf 1 X 

On a -(x,y) = -- + - et -(x,y) = - - -· & ~ y ~ X ~ 
Comme d'autre part, on a x'(t) = 2tet2+1 et y'(t) = 2t, on obtient 

F'(t) = x'(t) ~~(x(t),y(t)) +y'(t) ~~(x(t),y(t)) 

_ (2t) é2+1 (- y(t) + _1_) + (2t) (-1- _ x(t) ) 
- (x(t)) 2 y(t) x(t) (y(t)) 2 

_ ( t2+1 (- t 2 + 1 _1 _) ( -(t2+1) _ et2+1 ) ) 
- 2t e e2(t2+1) + t2 + 1 + e (t2 + 1)2 

= 2t ( e-(t2+1) (-(t2 + 1) + 1) + (t~t:+~) 2 ( (t2 + 1) - 1)) 

, 2t3 ( et2 +1 t 2 + 1) 
F (t) = t2 + 1 t2 + 1 - et2+1 

3. Ici, on a F(t) = (t2 + l)(ln t)(tan t) 
âf âf âf 

On a âx (x, y, z) = yz; ây (x, y, z) = xz et âz (x, y, z) = xy. 

Comme d'autre part, on a x'(t) = 2t, y'(t) = ~ et z'(t) = 1 + tan2 ton obtient 
t 

âf âf âf 
F'(t) = x'(t) âx (x(t), y(t), z(t)) + y'(t) ây (x(t), y(t), z(t)) + z'(t) âx (x(t), y(t), z(t)) 

1 
= (2t) ln t tant+ (t2 + l)t tant+ (t2 + 1) ln t(l + tan2 t) 

3.6 Extrema 

Exercice 3.11. 

1. f(x, y)= x2 - xy + y2 - 3y. 
Pour qu'il puisse y avoir un extremum en un point (x, y) il est nécessaire que 

âf âf 
ÔX (X' y) = Ôy (X' y) = Ü 

.J2 sin(t + .?!.) 
6 F(t) =arctan .J2 4 =arctan tan(t + ~) ... 

2cos(t+~) 
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Ces conditions donnent naissance au système 

{ 2x-y =0 
-x + 2y-3 = 0 

~ { y=2x 
3x = 3 

~ { x=l 
y=2. 

Donc le seul endroit où f peut présenter un extremum, c'est en (1, 2). 
Calculons les quantités r, s, t en ce point. 

&J &J &J 
Ona âx2 (x,y)=2; âxây(x,y)=-l; ây2 (x,y)=2 

Donc r = t = 2 et s = -1. Ici, on a s2 - rt = -3 < 0, donc f présente bien un 
extremum strict en (1, 2) et c'est un minimum puisque r > O. 

2. f(x,y) =x4 +y4 -2(x-y)2 . 

On raisonne de la même façon. On a 

âf 3 
âx (x, y)= 4x - 4(x - y) et 

D'où le système à résoudre: 

{ x 3 - (X - y) = 0 
y3 + (x -y)= 0 

~ { x-y=x3 
x-y = -y3 

{ y=-X 
x 3 - 2x = 0 

~~ (x, y) = 4y3 + 4(x - y). 

~ { x3 = -y3 
x-y=x3 

{ 
x=O=y 

~ OU X = J2 = -y 
OU X = -J2 = -y. 

Il y a donc 3 points ouf peut présenter un extremum: en (0, 0), en ( v'2, -J2) 
et en (-J2, J2). On calcule les nombres r, s, t en ces trois points. 

â2 f â2 f . â2 f , 
On a âx2 (x, y)= 12x2 -4; âxây (x, y)= 4; ây2 (x, y)= 12y2 -4 par consequent 

en (0, 0) : 
r = -4 = t et s = 4 donc s2 - rt = 0 : on ne peut pas conclure directement. 
On peut montrer qu'il n'y a ni minimum, ni maximum en ce point en considérant 
deux chemins passant par (0, 0) : d'une part pour x =y= t, on a f(x, y)= 2t4 > 
0 = f(O, 0), donc tout voisinage de (0, 0) contient au moins un point (x, y) = (t, t) 
pour lequel f(x, y) > f(O, 0) : il n'y a pas de maximum en (0, 0). 
D'autre part, pour x = t et y= 0, on a f(x, y) = t4 -2t2 = t2(t2 -2) < 0 = f(O, 0) 
lorsque ltl < J2. Tout voisinage de (0, 0) contient au moins un point (x, y) = (t, 0) 
avec ltl < v'2, donc tel que f(x, y) < f(O, 0) et f ne présente donc pas de minimum 
en (0, 0). 

en ( v'2, -J2) et en (-J2, J2) (les calculs sont exactement les mêmes en ces deux 
points) : 
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r = 20 = t et s = 4 donc s2 - rt = -384 < 0 et f présente un extremum relatif 
strict en ces deux points ; puisque r > 0, ce sont des minimums. 

3. f(x, y)= x2 - 6xy + y4 - 20y + 8x + 2. 
Pour cette fonction, on a 

âf 
âx (x, y)= 2x - 6y + 8 = 2(x - 3y + 4) 

~~ (x, y)= -6x + 4y3 - 20 = 2(-3x + 2y3 - 10). 

Un point (x, y) où il est possible qu'il y ait un extremum est donc solution du 
système 

{ x-3y+4 = 0 
-3x + 2y3 - 10 = 0 

{ 
X= 3y-4 

~ -9y + 12 + 2y3 - 10 = o. 

La deuxième équation s'écrit 2y3 - 9y + 2 = 0; heureusement, elle admet une 
racine évidente y= 2, et on peut donc la factoriser (y - 2)(2y2 + 4y - 1) =O. 

Les trois racines de cette équation sont donc YI = 2, Y2 = -1 + :!,}- et y3 = -1- :!,}-· 
On conclut donc, en reportant ces trois valeurs dans la première équation du 
système, qu'en trois points il peut y avoir extremum : 
en (2,2); en (x2,y2) et en (x3,y3) (avec x2 = -7 + 3f et X3 = -7- 3f) 
Or, on a 

{)2j 
âxây (x, y) = - 6 

82! - 2 
ây2 (x, y) - 12y . 

Donc en (2, 2), on a r = 2 > 0; s = -6; t = 48 donc s2 - rt = -60 < 0 et f 
admet un minimum strict en ce point. 

En (x2, y2), on a r = 2 > 0; s = -6; t = 12(1 - v'6 + ~)2 = 30 - 12v'6. 
Ici, on a s2 - rt = 36 - 2(30 -12v'6) = -24 + 24v'6 ~ 34,78775383 > 0, donc f 
ne présente ni maximum, ni minimum en ce point. 

En (x3, y3), les calculs sont exactement les mêmes en changeant le signe devant 
chaque v'6, de sorte que s2 - rt = -24 - 24v'6 < 0 et f présente donc un minimum 
strict en ce point. 

4. f(x, y)= 2x2 - 2x(eY - y+ 1) + e2Y +(y - 1)2 • 

Pour cette fonction on a 

âf 
âx (x, y)= 4x - 2(eY - y+ 1) = 2(2x - eY +y - 1) 

âf (x,y) = -2x(eY -1) + 2e2Y + 2(y- l). 
ây 
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Un point (x, y) où il est possible qu'il y ait un extremum est donc solution du 
système 

(S) ~ { 2x - eY + y - 1 = 0 
-2x(eY - 1) + 2e2Y + 2(y -1) = 0 

2x = eY -y+ 1 
~ { -(eY - y+ l)(eY - 1) + 2e2Y + 2(y - 1) = O 

2x = eY -y+ 1 
~ { -e2Y + eY + yeY - y - eY + 1 + 2e2Y + 2y - 2 = 0 

(S) ~ { 2x=eY-y+l 
e2Y - 1 + yeY + y = 0 

{ 2x = eY -y+ 1 
(eY - l)(eY + 1) + y(eY + 1) = 0 

~ { 2x = eY - y+ 1 
eY-l+y=O 

(en effet, eY + 1 > 0). 

Soit cp(y) = eY - 1 +y ; on a cp' (y) = eY + 1 > 0, donc cp est strictement croissante, 
continue sur~ et puisque cp(O) = 0, 0 est la seule valeur qui annule cp(y). 
Donc on a 

(S) ~ { 2x = eY - y+ 1 
y=O 

~ { 2x = 1-0+ 1 
y=O 

Le seul point où il peut y avoir extremum, c'est en (1, 0). 
D'autre part, on a 

â2J 
âxây (x, y)= -2(eY - 1) ; 

donc en ce point (1, 0), on a 

~ { x=l 
y=O. 

r = 4 > 0 ; s = 0 ; t = 4 ; s2 - rt = -16 < 0 

donc f présente un minimum relatif 7 strict en (1, 0). 

7 C'est en fait un minimum absolu, comme on peut s'en rendre compte en remarquant que 

f (x, y) = (x - eY)2 + (x +y - 1)2 
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5. f(x,y) = x2y3 + 3x3y3 + 2x2y4. 
Pour cette fonction, on a 

âf 
âx (x, y)= 2xy3 + 9x2y3 + 4xy4 = xy3(2 + 9x + 4y) 

~~ (x, y)= 3x2y2 + 9x3y2 + 8x2y3 = x2y2(3 + 9x + 8y). 

359 

Il y a donc un extremum possible en tout point (x, y) tel que x = 0 ou y= 0, et 
aussi en (x, y) solution du système 

{ 
9x+4y+2 = 0 
9x+8y+3 = 0 ~{ 

D'autre part, on a 

a21 
âx2 (x, y)= 2y3 + 18xy3 + 4y4 = 2y3(1+9x + 2y) 

â2J 
âxây (x, y)= 6xy2 + 27x2y2 + 16xy3 = xy2(6 + 27x + 16y) 

a21 
ây2 (x, y)= 6x2y + 18x3y + 24x2y2 = 6x2y(l + 3x + 4y). 

En un point (x, y) tel que x = 0 ou y = 0, on a r = 2y3 ; s = t = 0, donc 
s2 - rt = 0 et on ne peut pas conclure directement 8• 

Étudions le point intéressant : ( x, y) = ( - à, -:l). 
En ce point, on a 

2 1 1 
r = - 64 {l - 1 - 2) = 64 

1 1 
s = - 9.16 (6 - 3 - 4) = 144 

6 1 1 
t = - 81.4 {l - 3 - l) = 162' 

d' ' 2 1 1 1 1 1 1 0 
ou 8 - rt = 1442 - 64.162 = 34.28 - 21.34 = - 34.28 = - 20736 < 

On peut donc affirmer que f présente en (-!, -:l) un extremum strict, qui est 
un minimum puisque r > O. 

8 En fait, pour xo = 0 et Yo =/- 0, puisque f(x, y) = y3 x2 (1+3x + 2y), on est sûr que f(x, y) est du 
signe de y3(1 + 2yo) pour (x, y) proche de (0, yo). Donc sauf en (0, - ~) et en (0, 0), f présente 
un extremum en (0, yo), qui est forcément un extremum non strict, puisque f(O, y) = 0 = f(O, yo) 
pour tout (O,y) dans tout voisinage de (0,yo). 
En revanche, pour yo = 0, puisque y3 change de signe en 0, on est sûr que f ne présente pas 
d'extremum en (xo, 0). 
Vous voyez sur cet exemple qu'il est souvent très difficile de conclure lorsqu'on ne peut appliquer 
les critères du théorème 3.52 (p. 114) 
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3. 7 - 3.8 Différentiabilité 

Exercice 3.12. 
On peut se dispenser de toute démonstration en utilisant la proposition 3. 72 
(p. 136). Mais pour bien comprendre cette notion, nous allons reprendre le raison­
nement. 

Soient (a b) les composantes de f dans la base canonique. On a donc, pour tout 

(x, y) E JR2 , f(x, y) = ax + by. 
Fixons (xo,Yo) E JR2. On a, pour tout (x,y) = (xo + h,yo + k) 

f(x, y)= f(xo + h, Yo + k) = f ( (xo, Yo) + (h, k)) = f(xo, Yo) + f(h, k) 

= f(xo, Yo) +ah+ bk 

= f(xo, Yo) +ah+ bk + ll(h, k)llê(h, k), 

en posant c(h, k) = 0, on a clairement lim c(h, k) =O. 
(h,k)-t(O,O) 

Donc f est bien différentiable en (xo, yo), et la forme linéaire df(xo,yo) est l'appli­
cation (h, k) f-----t ah+ bk : c'est bien l'application f. 

Exercice 3.13. 
âN2 

que âx (x, y) = 

1. Sachant que N2 ( x, y) = ..,/ x2 + y2, on calcule facilement 
X âN2 y 

..,/ 2 2 et -8 (x, y) = ..,/ 2 2 pour (x, y) f: (0, 0). Ces 
X +y Y X +y 

dérivées partielles étant clairement continues sur JR2 \ {(0,0)}, on en déduit, sans 
fatigue excessive que N2 est différentiable sur JR2 \ { (0, O)}. 
En (0, 0), N2 n'est pas partiellement dérivable, puisque le quotient 
N2(h,O) - N2(0,0) lhl , d 1. . h o (1" · , d · ' h = h n a pas e imite pour --+ imites a r01te et a 

gauche différentes), donc N2 n'est pas différentiable en (0, 0). 

2. De la même façon, puisque Ni(x, y)= x +y ou Ni(x, y)= x -y ou Ni(x, y)= 
-x + y ou Ni ( x, y) = -x - y selon le quadrant dans lequel on se place, Ni 
est clairement de classe C1 sur les quatre domaines ouverts Qi = {(x,y) 1 x > 
0 et y > O}, Q2 = {(x, y) 1 x > 0 et y < O}, Q3 = {(x, y) 1 x < 0 et y > O}, 
Q4 = {(x,y) 1 x < 0 et y < O}, donc Ni est différentiable sur chacun de ces 
domaines. 
Il y a problème à la frontière de ces domaines, c'est-à-dire sur les axes de coor­
données. 
Étudions la différentiabilité de Ni en un point (xo, 0) de l'axe des abscisses : Ni 
n'est pas dérivable partiellement par rapport à y en (xo, 0) car le quotient 
Ni(xo, k) - Ni(xo, 0) lxol + lkl - lxol lkl , d 1. · k o s· 

k = k = k n a pas e imite pour --+ . i 

Ni n'est pas dérivable par rapport à une des variables en (xo, 0), elle n'y est pas 
différentiable. 
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Pour un point de l'axe (0, Yo) de l'axe des ordonnées, on montre sans difficulté 
et de la même façon que Ni n'est pas dérivable par rapport à x, donc n'est pas 
différentiable. 

3. On applique le même type de raisonnement : dans chacun des domaines 
Di= {(x,y) 1 x >y et x >-y}, D2 = {(x,y) 1 y< x et y> -x}, Ds = {(x,y) 1 

x <y et x <-y}, D4 = {(x, y) 1 y< x et y< -x }, N00 (x, y) vaut respectivement 
x, y, -x et -y, et N00 est donc clairement de classe ci sur ces quatre domaines, 
donc différentiable. 
C'est sur les frontières de ces quatre domaines qui sont les deux bissectrices du 
repère, (les droites y= x et y= -x) que la différentiabilité pose problème. 
étudions la différentiabilité de N00 en un point (xo, xo) de la première bissectrice 

0 L . Ni(xo,xo + k) - Ni(xo,xo) max(lxol, lxo + kl) - lxol 
avec x0 > : e quotient k = k 

n'a pas la même valeur selon que k est positif ou négatif (tout en restant suffisam­
ment petit). 
Si k < 0, on a xo + k = lxo + kl < lxol = xo donc ce quotient vaut 

max(lxol, lxo + kl) - lxol = xo - xo = 0 
k k . 

Si k > 0, on a xo + k = lxo + kl > lxol = xo, donc le quotient vaut 

max(lxol, lxo + kl) - lxol = (xo + k) - xo = ~ = 1 
k k k . 

Pour k --+ 0, la limite est différente à droite et à gauche, donc N 00 n'est pas 
dérivable partiellement par rapport à y en (x0 , xo), et n'est donc pas différentiable. 
On raisonne de la même façon sur chacune des trois autres demi-droites frontières, 
ou en (0, 0) et on montre à chaque fois la non dérivabilité partielle de N00 en ces 
points, donc la non différentiabilité. 

Exercice 3.14. 
3 3 

1. f définie par f(x,y) = x2 -y2 est clairement de classe C00 sur JR2 \ {(0,0)}, 
X +y 

donc différentiable sur ce domaine. C'est donc uniquement en (0, 0) que se pose 
un problème. 

0 't d' 1 d'. b'l't' t' 11 d f · t f(h,O)- f(O,O) h3 -O 1 ne u ie a enva 11 e par 1e e e en ce pom : h = h2 . h = 

et f(O,k) ~ f(O,O) = Ok~.: = -1 admettent des limites finies, respectivement 1 

. âf âf 
et -1 pour respectivement h --+ 0 et k --+ 0, donc âx (0, 0) = 1 et ây (0, 0) = -1. 

Cependant f n'est pas de classe ci en ce point, car on a, pour (x, y) =f. (0, 0), 
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â f x4 + 3x2y2 + 2xy3 . , , â f 
-8 (x, y) = ( 2 2)2 , et en smvant 1 axe des ordonnees, on a -8 (0, y) == 

X X +y X 

âf âf . 
0 ne tend pas vers 1 = âx (0, 0) pour y -t 0, donc âx n'est pas contmue en (0, O). 

On ne peut rien conclure pour l'instant, et on doit étudier directement la différen­
tiabilité de f en (0, 0). 

On cherche à écrire pour (x, y)= (0 + h, 0 + k), 

f(x, y)= f(O, 0) +Ah+ Bk+ ll(h, k)llc(h, k) 

avec lim c(h, k) = O. On sait qu'on doit prendre nécessairement A == 
(h,k )-+(0,0) 

~~ (0, 0) = 1 et B = ~~ (0, 0) = -1, de sorte qu'on doit choisir 

h3 -k3 

c(h k) = f(h, k) - f(O, 0) - h + k = h2 + k2 - h + k 
' Jh2 + k2 Jh2 + k2 

h3 - k3 - h(h2 + k2) + k(h2 + k2) hk(h - k) 
3 = 3' 

(h2 + k2)2 (h2 + k2)2 

On constate que ce quotient ne tend pas vers 0 pour (h, k) -t (0, 0), comme on 
peut le vérifier en utilisant k = -h, c'est-à-dire en se rapprochant de (0, 0) en 

. t 1 d ., b' t . d ' . (h h) 2h3 h3 
smvan a euxieme issec nce u repere, pmsque c , - = 3 = to 3 

(2h2) 2 y 2lhl 
n'a pas de limite pour h -t 0 (limites à droite et à gauche différentes) et ne tend 
donc pas vers O. 
Conclusion : f n'est pas différentiable en (0, 0). 

2. f définie par f ( x, y) = ( x2 + y2) sin ( 2
1 

2) est clairement de classe C00 

Jx +y 
sur ~2 \ {(O, O)}, donc différentiable sur ce domaine. C'est ici aussi en (0, 0) que 
se pose un problème. 
On a pour (x, y) =/: (0, 0), 

âf . ( 1 ) 2 2 ( 1 ) -x -8 ( x, y) = 2x sm V 2 2 + ( x + y ) cos V 2 2 3 
X X +y X +y (x2+y2)2 

2 ·( 1) X ( 1) =xsm - cos V x2 + y2 V x2 + y2 V x2 + y2 

g(x,y) h(x,y) 

Il est clair que lg(x, y)I ::;;; 2lxl donc lim g(x, y) =O. 
(x,y)-+(0,0) 



3. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR LES FONCTIONS DE llP VERS !Rn 363 

En revanche, h(x, y) n'a pas de limite en (0, 0) : en effet, en utilisant h(O, y) = 0, 
on voit que cette limite devrait être nulle, mais en utilisant la suite (xn, 0) avec 

Xn = -21 , on constate que bien que lim (xn,O) = (0,0), on a 
nn n4oo 

i 

h(xn,O) = àcos(2nn) = 1, 
47r2n2 

donc lim h(xn, 0) = 1 =/:-O. 
n4oo 

Finalement, on peut donc affirmer que ~~ n'a pas de limite en (0, 0), donc f n'est 

certainement pas de classe ci en (0, 0). 

Cependant, ~~ (0, 0) existe et vaut 0, comme on s'en aperçoit en étudiant le 
quotient 

f (h, 0) - f (0, 0) 
h 

h2 . i 
sm lhf . 1 
h = h smïhî· 

Cette quantité étant clairement majorée en valeur absolue par lhJ, elle tend vers 0 
pour h-+ O. 

De même, on a ~~ (0, 0) = 0 (même type de raisonnement). 

Pour étudier la différentiabilité de f en (0, 0), on doit mettre f(h, k) sous la forme 

f(h, k) = f(O, 0) +Ah+ Bk+ li(h, k)lic(h, k) 

Mais f(O, 0) = 0 et nécessairement, A= ~~ (0, 0) = 0 = ~~ (0, 0) = B, donc on 

doit prendre 

( ) - f(h, k) - v 2 2 in ( 1 ) 
é h, k - v'h2 + k2 -h + k s v'h2 + k2 

On obtient facilement que 

lc(h, k)I ~ v'h2 + k2 = ll(h, k)ll ------t o 
(h,k)4(0,0) 

donc on a lim c(h, k) = 0 et f est bien différentiable en (0, 0). 
(h,k)40 

Cette fonction était un exemple de fonction différentiable qui n'est pas de classe 
ci. 
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Exercice 3.15. 

Les fonctions composantes de f sont fi, h, fa respectivement définies par 

fi(x, y, z) = x + y 2 + z; h(x, y, z) = xy2z ; fa(x, y, z) = x2z + xy. 

Ces trois fonctions sont clairement de classe C0 '\ donc sont différentiables sur ~3. 

La différentielle de f est l'application df de ~3 à valeurs dans l'ensemble .C(~3 , ~3 ) 
des applications linéaires de ~3 vers ~3 , qui à tout (x, y, z) associe l'application 
linéaire df(x,y,z) dont la matrice (pour les bases canoniques) est la matrice jaco­
bienne de f en (x, y, z) 

[)Ji [)fi afi 
ax (x, y, z) 8 (x,y,z) {)z (x,y,z) 

J(J)(x,y,z) = 
ah a% ah 
ax (x, y, z) 8 (x,y,z) {)z (x,y,z) 
[)fa ah [)fa 
ax (x, y, z) [)y (x,y,z) {)z (x,y,z) 

J(f)(x,y,x) ~ ( y:z 
2y 

x~) 2xyz 
2xz+y X x2 

Comme la dimension de l'espace de départ et celle de l'espace d'arrivée sont égales, 
on peut calculer le Jacobien de f; c'est le déterminant de la matrice J(J), et il 
vaut donc 

1 2y 1 
IJ(J)(x,y,z)I = y2z 2xyz xy2 

2xz +y x x2 

= 2x3yz + 2xy3 (2xz +y)+ xy2z - 2xyz(2xz +y) - x2y2 - 2x2y3z. 

Exercice 3.16. 

Comme pour l'exercice précédent, la différentiabilité de toutes les fonctions de cet 
énoncé est assurée par le caractère évidemment C00 donc C1 de toutes les fonctions 
composantes. 

Pour définir les différentielles de f et g qui sont, pour chaque élément de leur 
ensemble de départ, des applications linéaires, le plus simple est de donner leur 
matrice jacobienne. 
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(

8fi 8fi 
_ 8x (x,y,z) 8y (x,y,z) 

J(f)(x,y,z) - 8f2 8f2 

8x (x,y,z) 8y (x,y,z) 
On a 

( 1 2y 0 ) 
= y2z 2xyz xy2 

891 891 
8u (u,v) 8v (u,v) 

et J(9)(u,v) = 
892 892 
8u (u,v) 8v (u,v) 

893 893 
8u (u,v) 8v (u,v) 

Pour le calcul des différentielles de 9 o f et f o 9, la première méthode consiste à 
donner l'expression de ces fonctions et à calculer directement leur différentielle, 
et la deuxième méthode consiste à utiliser le théorème 3.74 (p. 137) ou plutôt 
son corollaire 3.75 (p. 140) qui donne la matrice jacobienne d'une application 
composée. 

Première méthode 
On a pour tout (x, y, z), en posant h =(hi, h2, h3) = 9 of, 

h(x, y, z) = 9 o f(x, y, z) = 9(x + y2, xy2z) 

De sorte que 

J(9 ° J)(x,y,z) = 

= ((x + y2)2 + (xy2z), (x + y2)(xy2z), e(xy2z)) 

= (h1 (x, y, z), h2(x, y, z), h3(x, y, z)). 

= xy2z + (x + y2)y2z 2y(xy2z) + (x + y2)2yxz ( 
2(x + y2) + y2z 4y(x + y2) + 2yxz 

y2 z e(xy2z) 2xyz e(xy2z) 

De même, posant w = f o 9 = (w1, w2), on a pour tout (u, v) : 

w(u, v) = f o 9(u, v) = J(u2 + v, uv, ev) = ((u2 + v) + (uv) 2, (u2 + v)(uv)2ev) 
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De sorte que 

âw1 ) âv (u, v) 
âw2 
âv (u,v) 

Deuxième méthode 
D'après le corollaire 3.75 (p. 140), en posant 
(u, v) = f(x, y, z) = (!1(x, y, z), h(x, y, z)) = (x + y2 , xy2z), on a 

(
2u 1) ( 1 2y 

J(g o f)(x,y,z) = J(g)(u,v) · J(J)(x,y,z) = ~ ; · y2z 2xyz 

= xy z (x +y ) · 2 2 (
2(x ~ y2) 1 2 ) ( 1 2y 0 ) 

0 e(xy2z) y z 2xyz xy 

( 
2(x + y2) + y2z 4y(x + y2) + 2xyz 

= x. y2z + (x + y2)y2z 2xy3z + 2xyz(x + y2) 
y2ze(xy2z) 2xyze(xy2z) 

De même, en posant cette fois 
(x,y,z) = g(u,v) = (g1(u,v),g2(u,v),g3(u,v)) = (u2 + v,uv,ev), on a 

J(J O g)(u,v) = J(J)(x,y,z) · J(g)(u,v) 

~ (y~z 2~z ~2) (
2i ; ) 

( 1 2uv o ) (2u 1 ) 
= (uv) 2ev 2(u2 + v)uvev (u2 + v)(uv)2 · ~ ; 

( 2u + 2uv2 1 + 2u2v ) 
= (2u3v2 + 2(u2 + v)uv2)ev (u2v2 + 2(u2 + v)u2v + (u2 + v)u2v2)ev 

On constate qu'à chaque fois on retrouve le même résultat avec les deux méthodes. 
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Exercice 3.17. 

1. L'application cp : (u, v) 1---t (x, y) = ( u2
; v2

,;) est définie et évidemment 

de classe C00 sur son ensemble de définition qui est lR x JR* .Le problème est de 
vérifier qu'elle est bijective, donc de voir si chaque élément de P possède bien 
un antécédent et un seul par cette application cp. Pour cela, il suffit d'étudier le 
système ( S) d'inconnues ( u, v), avec ( x, y) considérés comme paramètres. 

(S) <= { 

=! 
u2 +v2 

u 2 
- =y 
V 

=X 

v=±~ 

{::=:::} { u2 + v2 = 2x 
u=vy 

u=±~y. 
On constate que puisque x > 0 par hypothèse, ce système possède toujours deux 
solutions, et cp est surjective, mais pas injective. Pour obtenir une application 
bijective, on souhaite que le système (S) possède une unique solution, il suffit de se 
restreindre à l'ensemble des ( u, v) tels que v > 0 : on prendra donc V = lR x JR*+, 
et la restriction de cp à V (qu'on continuera, par abus de langage à appeler cp) est 
cette fois une bijection de V sur P. 

2. Une méthode simple consiste à utiliser le corollaire 3.75 (p. 140). 
Matriciellement, on peut considérer que pour tout ( u, v) E V, tel que 

( u2 +v2 u) (x,y) = (x(u,v),y(u,v)) = 2 , -:;; , on a: 

J(F)(u,v) = J(f 0 'P)(u,v) = J(f)(x,y) · J(cp)(u,v) 

af ) au (u,v) (
ax 

ay(x,y) · ay 
au (u,v) 

( aF aF ) (af 
au (u, v) av (u, v) = ax (x, y) aj ) (U V ) ay (x, y) . ! _.!!._ 

V V 2 

D'où le résultat 

ax ) a)u,v) 

ay 
a)u,v) 
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3. Une bonne façon d'inverser un système de deux équations à deux inconnues 
consiste à utiliser la méthode dite des déterminants ou de Cramer 9 . Ici, le déter­
minant du système est : 

1 
u 

V 
u 

V -­v2 

u2 u2 + v2 
= <let J ( cp) = - - - 1 = - · v2 v2 

Ce déterminant est toujours non nul car on s'est placé dans V dans lequel on a 
v >O. On obtient donc 

âF 1 
âu (u,v) v 

âF u 
âf 
âx (x,y) = 

-â (u,v) 2 
V V 

u2 +v2 
v2 ( u âF 1 âf ) 

= - u2 + v2 - v2 âu ( u, v) - ;;; âv ( u, v) 

v2 

1 ( âF âF ) = 2 2 U -8 ( u, V) + V -8 ( U, V) ; 
U +v U V 

âF 
u âu (u,v) 

âF 
âf v âv (u, v) v2 ( âF âF ) 
ây (x,y) = ~~u':=2-+-v"""'2--' = - u2 + v2 u âv (u,v)-v âu (u,v) 

v2 

v2 ( âF âF ) = 2 2 v-8 (u,v)-u-8 (u,v) . 
U +v U V 

On retrouve bien les résultats annoncés. 

4. Reportant ces valeurs obtenues dans l'équation (&) et exprimant x et y en 
fonction de u et v selon le changement de variable suggéré, on obtient l'équation 

9 Pour mémoire, lorsque les calculs sont possibles, donc pour ad - be =f 0 : 

{ ax+by=a 
ex+ dy = f3 ={ 1 ~ ~ 1 ad- b/3 

x= =---1 ~ ~I ad-be 

1 ~ ~ 1 a/3- ac y= = . 
1~ ~I ad-be 
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(E') : 

u2 + v2 u 1 ( âF âF ) 2 2 2 2 U -8 ( u, V) + V -8 ( U, V) 
VU +v U V 

+ ( 1 + ~:) u2: v2 (V~~ ( u, V) - u ~: ( u, V)) = 0 

u2 âF âF âF âF 
{::::::} --8 (u, v) + u-8 (u, v) + v-8 (u, v) - u-8 (u, v) = 0 

V U V U V 

u2 +v2 âF âF 
{::::::} Ô ( U, V) = Ü {::::::} -8 ( u, V) = Ü. 

V U U 

Donc une fonction f vérifie (E) sur Psi et seulement si la fonction F = f o c.p a sa 
première dérivée partielle nulle sur 'D. Une telle fonction Fest une fonction ne 
dépendant pas de u. Il existe donc une fonction g telle que 

V(u, v) E 'D, F(u, v) = g(v). 

Mais, puisque F = f o c.p, on a aussi bien sûr f = F o c.p-1, donc pour tout 
(x, y) E P, on a f(x, y) = F(c.p-1(x, y)) 
Mais l'expression de c.p- 1 a été déterminée lors de la première question, lorsqu'on 
a cherché l'antécédent de x et de y, et on a donc 

-1 (~ ~) c.p (x,y)=(u,v)= V1+1Jiy'V1+1Ji . 
On en déduit que pour que f soit solution de ( E), il faut et il suffit qu'il existe 
une fonction g telle que F(u, v) = g(v), donc telle que 

-1 (~ ~) (~) f(x, y)= F(c.p (x, y))= F y 1+1Ji y; y 1+1Ji = g y 1+1Ji . 

5. Sachant que f est une solution de (E), il s'agit donc de déterminer la fonction 

g telle que f (x, y) ~ g ( ~ pour tout (x, y) E P. 

Dérivant par rapport à x cette égalité, compte tenu de la valeur qu'on impose à 

~~, on obtient l'équation 

1 : y2 ~ ! H ~) ~ g (J 1 !xy2 ) ! (J 1 !xy2 ) 

'( ~) 1 
= 9 V 1+1Ji J2x(I + y2). 
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On en déduit que 

91 
( j 1 !xy2) = J(::xy2) ~ g'(v) = v ~ g(v) = ~2 + C. 

Revenant à la fonction f, on obtient donc que la solution f est telle que 

(f;f;)' X 

f(x,y) = 2 +C= l+y2 +c. 

On détermine alors la constante grâce à la condition f(l, 0) = 2 : on trouve sans 
peine que C = 1 et par conséquent l'unique solution de (t') vérifiant les conditions 
imposées ici est la fonction f définie sur P par 

X 
f (x, y) = 1 + y2 + 1. 

Exercice 3.18. 
Le changement de variable suggéré ici correspond clairement à une bijection de 
JR2 sur lui-même: cp-1 : (x,y) f------t (u,v) = (x+y,x+2y). 

0 f 'l · 1 , { U = X + y { X = 2u - V n peut ac1 ement mverser e systeme 2 ~ ce 
V = X+ y y = -U +V 

qui permet de définir <p. 

Posons F(u, v) = f o cp(u, v). On a donc f(x, y)= F(u, v) = F o cp-1(x, y) 
La matrice jacobienne de f peut donc s'exprimer ainsi : 

J(f)(x,y) = J(F)(u,v) · J(cp-1)(x,y) 

( âf âf ) (âF âF ) (~~ ~~) âx (x, y) ây (x, y) = âu (u, v) âv (u, v) . âv âv 

âx ây 

= ( ~: ( u, V) ~: ( U, V)) · 0 ~) 
On obtient donc 

âf âF âF 
âx (x, y)= âu (u, v) + âv (u, v) 

âf âF âF 
ây (x, y)= âu (u, v) + 2 âv (u, v). 

Reportant ces valeurs dans l'équation que l'on étudie, on se ramène à l'équation 

( âF âF ) (âF âF ) âF 
2 âu (u,v) + âv (u,v) - âu (u,v) + 2 âv (u,v) = 0 ~ âu (u,v) =O. 
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comme dans l'exercice précédent, f est solution de l'équation initiale si et seulement 
si Fest telle qu'il existe une fonction g d'une seule variable telle que 

\f(u,v) E ~2 , F(u,v) = g(v). 

Puisque f(x,y) = F(u,v) et que v = x + 2y, on a prouvé que les solutions de 
l'équation sont les fonctions f qui peuvent se mettre sous la forme 

f(x, y)= g(x + 2y). 

g étant une quelconque fonction de classe ci. 

Exercice 3.19. On utilise la formule d'approximation (voir p. 128) 

âf âf 
f(x, y) ~ f(xo, Yo) + âx (xo, Yo)h + ây (xo, Yo)k 

Ici, on étudie la fonction R = R(Ri, R2) = R RiR~ , les variables sont Ri et R2 
i + 2 

et les accroissements de chaque variable sont respectivement !:::.Ri et f:::..R2 (au lieu 
de h et k). 
On a donc 

âR âR 
R(Ri +!:::.Ri, R2 + f:::..R2) ~ R(Ri, R2) + âRi (Ri, R2)!:::..Ri + âR2 (Ri, R2)!:::..R2 

Or âR (Ri R2) - R2(Ri + R2) - RiR2.l - R~ et de même (sans re-
' âRi ' - (Ri + R2)2 - (Ri + R2)2 

faire de calcul, Ri et R2 jouent des rôles symétriques) :~(Ri, R2) = (Ri :ÎR2) 2 

D'où la formule d'approximation : 

Application numérique : 

Avec les valeurs de l'énoncé, on obtient 

R(R t::..R R t::..R)"' 40 X 63 632 .(-0,1) + 402 .0,2 = 2520 320- 396,9 
i + i, 2 + 2 - 40 + 63 + (40 + 63)2 103 + 1032 

~ 259 483•1 ~ 24 458 770 855 
10609 ' 
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Pour vérifier par un calcul direct, il suffit de poser Ri =Ri +D.R1 et R~ = R2+D.R2 

1 1 R(RI R' ) Ri R~ et de ca cu er 1, 2 = R' R' 
1+ 2 

Ici, Ri = 40 - 0,1 = 39,9 et R~ = 63 + 0,2 = 63,2. On obtient donc 

R(R' R') = 3919 X 6312 ~ 24 458 583 899 
1 ' 2 39,9 + 63,2 , 

Remarquons qu'on avait R(R1, R2) = 24,466 019 417. 
La valeur de R(Ri, R~) obtenue par un calcul direct (R = 24, 45858) est plus précise 
que la valeur approchée obtenue en utilisant la différentielle de R, (R = 24, 45877), 
mais l'erreur absolue 10 commise ici par cette formule d'approximation est inférieure 
à 2.10-4 et l'erreur relative est inférieure à 10-5, ce qui n'est pas mauvais du tout, 
comparée à la valeur relative des accroissements D.Rï, (de l'ordre de 0,53). 

Exercice 3.20. 

1.a) f(x, y)= x3 - 3xy2 ; g(x, y)= 3x2y - y3 . 

On a très facilement ~~ (x, y) = 3x2 - 3y2 = ~~ (x, y) et ~~ (x, y) = -6xy = 
ôg 

- ôx (x, y). 

2.a) 
Pour utiliser les coordonnées polaires, on pose F = f o 'ljJ et G = g o 'ljJ ; on a vu 
p. 142 que 

J(F)(r,6) = J(f 0 'l/J)(r,6) = J(f)(x,y) · J('l/;)(r,6)1 

Donc on a 

Or, 

J = (cosO ('l/J)cr,9) sinO 
. 0) 1 ( cosO sinO) -rsm -
e donc (J( 'I/; )(r,6)) = 1 . 1 

r cos - - sm e - cos e 
r r 

d'où 

10 L'erreur absolue vaut ici IR- RI, tandis que l'erreur relative est IR~ RI. Ce que nous appelons 

ici «valeur relative des accroissements l::!.R;, »,c'est le rapport l!::i:I pour i = 1 ou 2. 
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( af 
ax (x,y) 

af ) (aF aF ) ( cos(} 
ay(x,y) = ar(r,O) ao(r,O). -~sinO 

( 
aF sin(} aF ) _ cosO ar (r,O) - -r- ao (r,O) 

- . aF cos(} aF 
sm (} ar (r, 0) + -r- ao (r, 0) 

On en déduit les formules valables pour tout l'exercice 

af aF sinOaF 
ax(x,y) = cosO ar (r,0)- -r- ao (r,O) 

af . aF cos(} aF 
ay(x,y) = smO ar (r,O) + -r- ao (r,O) 

et de la même façon, en posant C = g o 7/J 

ag ac sin (} ac 
ax (x, y) =cos(} ar (r, 0) - -r- ao (r, 0) 

ag . ac cos(} ac 
ay(x,y) = smO ar (r,O) + -r- ao (r,O). 

Ici, on a F(r, 0) = f (r cos 0, r sin 0) = r 3 ( cos3 (} - 3 cos(} sin2 0) 
et C(r, 0) = g(r cos 0, r sin 0) = r 3 (3 cos2 (}sin(} - sin3 0) 
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sin(} ) 

~cos(} 

Il est intéressant de se souvenir d'un peu de trigonométrie : la formule de Moivre 
permet de simplifier considérablement les calculs. 

cos 30+i sin 30 = (cos O+i sin 0)3 = ( cos3 0-3 cos(} sin2 O)+i (3 cos2 (}sin O-sin3 0). 

On en déduit que F(r, 0) = r 3 cos 30 et C(r, 0) = r 3 sin 30, d'où un calcul très 
simple des dérivées partielles de ces fonctions. 

aF 2 
ar (r, 0) = 3r cos 30 ; ~: (r, 0) = -3r3 sin 30 

~~ (r, 0) = 3r2 sin 30 ; 
ac 3 
ao (r,O) = 3r cos30. 

. af af ag ag . 
Reportant ces valeurs dans les expressions de ax, ay, ax, ay, on obtient : 
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8f 2 sin() 3 • 
-8 (x,y) = cosfJ(3r cos3fJ)- -(-3r sm3fJ) 

X T 

= 3r2( cos (J cos 3() +sin (J sin 3fJ) = 3r2 cos(3fJ - fJ) = 3r2 cos 2fJ 

= 3r2(cos2 (J - sin2 fJ) = 3x2 - 3y2 ; 

8
8! (x,y) = sinfJ(3r2 cos3fJ) +cos() (-3r3 sin3fJ) 

y r 
= 3r2 (sin (J cos 3() - cos (J sin 3fJ) = 3r2 sin( (J - 3fJ) = -3r2 sin 2fJ 

= -3r2 (2 sin (J cos fJ) = -6xy; 

89 2 . sin (J 3 -8 (x,y) = cosfJ(3r sm3fJ) - -(3r cos3fJ) 
X T 

= 3r2( cos (J sin 3() -sin (J cos 3fJ) = 3r2 sin(3fJ - fJ) = 3r2 sin 2fJ 

= 3r2 (2 sin (J cos fJ) = 6xy ; 

8
89 (x, y)= sinfJ(3r2 sin3fJ) + cosfJ (3r3 cos3fJ) 
Y r 

= 3r2 (sin (J sin 3() + cos (J cos 3fJ) = 3r2 cos(3fJ - fJ) = 3r2 cos 2fJ 

= 3r2( cos2 (J - sin2 fJ) = 3x2 - 3y2. 

On a retrouvé (bien difficilement, pour cet exemple), les mêmes valeurs que par le 
calcul direct. 
Mais cette technique compliquée permet, dans certains cas, une véritable simplifi­
cation des calculs. 

x2 -y2 2xy 
l.b) f(x,y) = 2 2 ; 9(x,y) = 2 2 

X +y X +y 
Ici, le calcul direct des dérivées partielles est un peu plus compliqué. 

8f 2x(x2 + y2) - 2x(x2 - y2) 4xy2 
8x (x, y) = (x2 + y2)2 = (x2 + y2)2 

8f 4x2y 
8y (x, y) = - (x2 + y2)2 (par antisymétrie) ; 

89 (x y)= 2y(x2 + y2) - 2x(2xy) = 2y3 - 2x2y 
8x ' (x2 + y2)2 (x2 + y2)2 

89 2x3 -y2x 
8y (x, y) = - (x2 + y2)2 (par symétrie). 

2.b) Les fonctions F et G définies comme en 2.a) sont respectivement caractérisées 
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par 

r 2 ( cos2 () - sin2 ()) 
F(r, ()) = f (r cos(), r sin()) = 2 = cos 2() 

r 
. r 2 (2cos()sin()) . 

G(r,e) = g(rcose,rsm()) = 2 = smW. 
r 

On en déduit immédiatement 

âF 
âr (r,e) = o; 
âG 
âr (r,e) = o; 

~: (r, ()) = -2 sin 2(); 

âG 
â() (r, ()) = 2 cos W. 

. âf âf âg âg . 
Reportant ces valeurs dans les expressions de âx, ây, âx, ây, on obtient 

âf (x, y) = 0 _ sin() (-2 sin W) = 4 sin2 ()cos() 
âx r r 

4(rsin())2(rcos()) _ 4y2x . 
r4 - (x2 + y2)2 ' 

â f ( ) _ 0 cos () ( 2 . 2()) _ 4 cos2 () sin () - x, y - + -- - sm - -
ây r r 

4(r cos ()) 2(r sin()) 4y2x 
r4 (x2 + y2)2 

âg (x, y) = 0 _ sin() (2 cos W) = _2 cos2 ()sin() - sin3 () 

& r r 
2(rsin())3 - 2(rcose)2(rsin()) 2y3 - 2x2y 

r4 (x2 + y2)2 

âg (x,y) = 0 +cos() (2 cosW) = 2cos3 () - cos()sin2 () 

ây r r 
2(rcos())3 - 2(rsin())2 (rcos()) 2x3 - 2y2x 

r4 (x2 + y2)-2 

On a, ici aussi, retrouvé les mêmes résultats que par le calcul direct. 
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Cette méthode du passage en polaires a dû vous paraître encore bien trop compli­
quée. Voyons le dernier exemple. 

x3 - 3xy2 3x2y - y3 

1.c) f(x, y) = Jx2 + y2 ; g(x, y) = Jx2 + y2. 

Ici, le calcul direct des dérivées partielles est nettement plus délicat. 



376 SOLUTIONS DES EXERCICES 

(-6xy)y'x2 + y2 - y (x3 - 3xy2) 
âf y'x2 + y2 -(x y) - ---------'--~---
ây ' - x2 +y2 

(-6xy)(x2 + y2) - y(x3 - 3xy2) 
= 3 

(x2 + y2)2 

Compte tenu de l'analogie entre f et g (x et y ont été échangés et on a changé le 
signe), on trouve directement 

âg (x, y)= 3x3y + 7x;'3 

âx (x2 + y2)2 

âg 3x4 - 3x2y2 - 2y3 

ây(x,y)= (x2+y2)~ · 

2.c) Les fonctions F et G définies comme en 2.a) sont respectivement caractérisées 
par 

r 3 ( cos3 e - 3 cos e sin2 0) 2 
F(r,O) = f(rcosO,rsinO) = = r cos30 

r 
r 3 (3 cos2 e sine - sin3 0) 2 

G(r,O) = g(rcosO,rsinO) = = r sin30. 
r 

On en déduit immédiatement 
âF 
âr (r, 0) = 2r cos 30 

~~ (r, 0) = 2rsin30 

~: (r,O) = -3r2 sin30 

âG( 2 âO r, 0) = 3r cos 30. 

. âf âf âg âg . 
Reportant ces valeurs dans les expressions- de âx, ây , âx, ây, on obtient 

âf sine 2 . . . 
-8 (x,y) = cos0(2rcos30) - -(-3r sm30) = r(2cos0cos30 + 3sm0sm30) 

X r 
= r(2 cos 0( cos3 e - 3 cos e sin2 0) + 3 sin 0(3 cos2 e sine - sin3 0) 

2(rcos0)4 - 6(rcos0)2(rsin0)2 + 9(rcos0) 2(rsin0)2 - 3(rsin0)4 

r3 
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ââf (x,y) = sine(2rcos3e) +case (-3r2 sin3e) = r(2sinecos3e- 3cosesin3e) 
y r 

= r(2 sine( cos3 e - 3 cos e sin2 e) - 3 cos e(3 cos2 e sine - sin3 e) 

2(r sin e)(r cos e)3 -6(r sin e)3(r cos e)-9(r cos e)3(r sin e)+3(r cos e)(r sin e)3 

r3 

âf -7x3y - 3xy3 

ây(x,y)= (x2+y2)~; 
âg . sine 2 . . 
-8 (x,y) = cose(2rsm3e) - --(3r cos3e) = r(2cosesm3e-3smecos3e) 

X r 
= r(2 cos e(3 cos2 e sine - sin3 e) - 3 sine( cos3 e - 3 cos e sin2 e) 

6(r cos e)3(r sin e)-2(r cos e)(r sin e)3 -3(r sin e)(r cos e)3 +9(r cos e)3 (r sine) 
= r3 

âg ( ) _ 3x3y + 7 xy3 . 
-â x,y - a , 

X (x2 + y2)2 

ââg (x,y) = sine(2rsin3e) +case (3r2 cos3e) = r(2sinesin3e + 3cosecos3e) 
y r 

= r(2 sin e(3 cos2 e sine - sin3 e) + 3 cos e( cos3 e - 3 cos e sin2 e) 

6(rcose)2(rsine)2 - 2(rsine)4 + 3(rcose)4 - 9(rcose)2(rsine)2 

r3 

On a bien, ici aussi, retrouvé les mêmes résultats que par le calcul direct. 

3.9 Opérateurs différentiels 

Exercice 3.21. 

1 . 1 âP âQ âR 
1. La divergence de vaut div( ) = âx (x, y, z) + ây (x, y, z) + âz (x, y, z). 

Il suffit donc de connaître l'expression des dérivées partielles de P, Q, R en fonction 
der, e, z. Comme dans le cours, on appelle 'I/; l'application 

(r,e,z) f---t (x,y,z) = (rcose,rsine,z) 

Soit u une fonction de ~3 vers ~ (ce qu'on fait ici s'appliquera ensuite successive­
ment à P, Q, R). On pose U = u o 'I/;, donc on au= U o 'l/;-1. 
Pour tout (x,y,z) = 'l/;(r,e,z) = (rcose,rsine,z), on a 

J(u)(x,y,z) = J(U)r,9,z) · J('l/;-1)(x,y,z) = J(U)(r,9,z) · (J('l/;)(r,9,z))-l · 
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Or, en utilisant le résultat de la p. 143, on a 

c~6 (=6 
-rsinO ~) donc (J(V-)c.,o,z)r' = _ '::6 J('lfJ)(r,8,z) = si~O rcosO 

0 

D'où 

( 8u 
8x (x, y,z) 

8u 8u ) ~8 (x,y,z)~8 (x,y,z) = 
y z (cosO 

8U 8U 8U sinO (ôr(r,6,z) 86 (r,6,z)az(r,6,z))· -; 

D'où les formules 

8u 8U 8U sinO 
8x (x, y, z) = 8r (r, 0, z) cosO - 80 (r, 0, z)-r-

8u 8U . 8U cosO 
8y(x,y,z) = 8r (r,O,z)smO+ 80 (r,O,z)-r-

8u 8U 
8z (x, y, z) = 8z (r, 0, z). 

Posons P =Po 'ljJ, Q = Q o 'ljJ et R = R o 'l/J. 
Appliquant ce qu'on vient d'établir pour u et U, on obtient 

. 1 8P 8Q 8R 
div( ) = 8x (x, y, z) + 8y (x, y, z) + 8z (x, y, z) 

sinO 

~) cosO 
r 
0 

8P 8P sinO 8Q . 8Q cosO 8R 
= 8r (r,8,z) cosO - 80 (r,8,z)_r_ + 8r (r,8,z) smO + 80 (r,8,z)_r_ + 8z (r,8,z)· 

C'est la formule demandée. 

2. La démarche est exactement la même, et avec des notations analogues, on a 
besoin d'inverser la matrice jacobienne du changement de variable coordonnées 
sphériques </> 

(
cos cp sin 0 p cos cp cos 0 -p sin cp sin 0) 

J(<f>)(p,8,r.p) = sincpsinO psincpcosO pcoscpsinO 
cos 0 -p sin 0 0 

Ce calcul de l'inverse d'une matrice 3 x 3 n'est pas évident. On va appliquer la 
méthode « transposée de la comatrice sur déterminant » (voir cours d'algèbre 
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linéaire). On trouve : 

cos cpsin(} 

cos cpcos(} 
p 

sincp 
---

psin(} 

sin cp sin(} 

sin cp cos(} 
p 

coscp 
psin (} 

cos(} 

sin(} 

p 

0 

De J(u)(x,y,z) = J(U)(p,8,cp) · (J(4>)(p,8,cp))-1, on tire donc les formules 
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âu âU . âU cos cp cos (} âU sin cp 
-8 (x,y,z) = -8 (p,e,cp)coscpsme+-8 (p,(},cp) - â(} (p,(},cp)-. -(} 

x p cp p psm 
âu âU . . âU sin cp cos (} âU cos cp 
-8 (x,y,z) = -8 (p,(},cp)smcpsme +-8 (p,e,cp) + â(} (p,e,cp)-. -(} 

y p cp p psm 
âu âU âU sin(} 
-8 (x,y,z) = -8 (p,e,cp)cose- -8 (p,e,cp)-· 

z p cp p 

On obtient donc (en posant ici P =Po 4>, Q = Q o 4> et R = R o 4>) 

. 1 âP âQ âR 
div( ) = âx (x, y, z) + ây (x, y, z) + âz (x, y, z) 

a? . a? cos cp cos e a? sin cp 
= -8 (p, (}, cp) coscpsm(} + -8 (p, (}, cp) - â(} (p, (}, cp)-. -(} 

p cp p psm 

âQ . . âQ sin cp cos (} âQ cos cp 
+-8 (p,(},cp)smcpsme+-8 (p,e,cp) + â(} (p,(},cp)-. -(} 

p cp p psm 

âR âR sin(} + -8 (p,(},cp)cos{}- -8 (p,(},cp)-· 
p cp p 

Exercice 3.22. 
F étant une fonction de deux variables, on pose logiquement F = F o 1/J, avec 
l'application 1/J : (r,e) t--t (x,y) = (rcose,rsine). 
Pour calculer l'expression de t:,,,.F en fonction des coordonnées polaires, on a besoin 

â2F â (âF) â2F â (âF) . . de calculer âx2 = âx âx et ây2 = ây ây en polaires. On dispose des 

formules (vues par exemple à l'exercice 3.20) valables pour toute fonction u, en 
posant u = u o 1/J : 

âu âu sin (} âu 
âx (x, y) =cos(} âr (r, (}) - -r- â(} (r, (}) 

âu . âu cose âu 
ây (x, y)= sme âr (r, (}) + -r-8(} (r, (}) 
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Posons G = ~:. En appliquant la première formule à F, on obtient 

oF oF sine oF 
G(x,y) = ox (x,y) =cos(} or (r,e)- -r- oe (r,e). 

Mais si on pose G =Go 'ljJ, on a donc 

- . oF sin(} oF 
G(r,e) = G(rcose,rsme) = G(x,y) =cos(} or (r,e)- -r- oe (r,e). 

On peut appliquer à G la première des formules : 

~F OO ~ ~(}~ 
ox2 (x,y) = ox (x,y) =cos(} or (r,e) - -r- o(J (r,e). 

Calculons maintenant les dérivées partielles de G. 

oG o2 F 0 (sin(} oF ) 
or (r, (}) = cos(} or2 (r, (}) - or -r- o(J (r, (}) 

o2 F sin (} o F sin (} o2 F 
= cos(} or2 (r, (}) + --;:2 o(J (r, (}) - -r- oro(J (r, (}) 

(On a appliqué la formule de dérivation d'un produit. N'oublions pas que la dérivée 
par rapport à r de r i-----+ 1 / r est -1 / r 2 et que sin(} est une constante lorsque c'est 
par rapport à r que l'on dérive.) 

oG . oF o2 F cos(} oF sin(} o2 F 
o(J (r, (}) = - sm (} ox (r, (})+cos(} oeor (r, (}) - -r- o(J (r, (}) - -r- o(J2 (r, e). 

o2F 
Reportant ces deux expressions dans la formule donnant ox2 (x, y), on obtient 

o2 F ( o2 F sin(} oF sin(} o2 F ) 
ox2 (x,y) =cos(} cos(} or2 (r,e) + --;:2 o(J (r,e)- -r-oroe(r,e) 

sin(}( . oF o2 F cos(} oF sin(} o2 F ~ 
--r- -sm(J ox (r,e)+cos(J oeor(r,e)--r- o(J (r,e)--r- o(J2 (r,e'l 

2- - 2-= 2 o F ( (} 2 cos(} sin(} oF ( (}) _ 2 cos(} sin(} o F ( (}) 
cos or2 r, + r2 o(J r, r oro(J r, 

2 - 2 2-
sin (} oF ( (}) sin (} o F ( e) 

+ r or r, + r2 o(J2 r, 

C 1 1 . d 1 ~ i: o2 F o (oF) oH , a cu ons mamtenant e a meme 1açon oy2 = oy oy = oy , en ayant pose 

H = ~: ; on pose bien sûr H = Ho 'ljJ, et on a donc comme pour G 
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- ôF ôF cos() ôF 
H(r,O) = H(x,y) = ôy (x,y) =sin() ôr (r,O) + -r- ô() (r,O) 

ôÎi . ô2F cosOôF cos() ô2F 
ôr = smO ôr2 (r,O) - ~ ô() (r,O) + -r-ôrô()(r,O) 

ôÎi ôF . ô2 F sine ôF cose ô2 F 
ô() =cos() ôr (r,O) +smO ôOôr(r,0)- -r- ô() (r,O) + -r- 802 (r,O). 

On utilise à présent que 

~F ffi ~ ~()~ 
ôy2 (x,y) = ôy (x,y) =sin() ôr (r,O) + -r- ô() (r,O), 

et on peut maintenant calculer 

a2 F . ( . a2 F cos e ai' cos e a2 i' ) 
ôy2 (x,y) = smO smO ôr2 (r,0)-~ ô() (r,O) +-r-ôrô()(r,O) 

cos() ( ôF . ô2F sin08F cos082F ) 
+ -r- cosO or (r, 0) + smO aOar (r, 0) - -r- {)() (r, 0) + -r- 802 (r, 0) 

2- - 2-
= . 20 ô F( O)- 2sinOcosOôF( O) 2sin0cos0 {) F ( O) 

sm 8r2 r, r2 ô() r, + r ara() r, 

Finalement, on trouve 

2 - 2 2-
cos () 8F ( O) cos () 8 F ( O) 

+ r ôr r, + r2 [)()2 r, . 

8G 8H 
b.F(x, y) = ax (x, y)+ ay (x, y) 

2- -
_ ( 2 () . 2 O) 8 F ( O) 2 cos() sin() - 2 sin() cos() ôF ( O) 
- cos +sm ôr2 r, + r2 ô() r, 

- 2 cos () sin () + 2 sin () cos () 82 F ( O) 
+ r 8r80 r, 

2 2 - 2 2 2-
cos +sin {)F ( O) cos +sin {) F ( ()) 

+ r or r, + r2 [)()2 r, 

82 F 1 ai' 1 82 F 
b.F(x,y) = ar2 (r,O) +;or (r,O) + r2 [)()2 (r,0). 

On a établi la formule demandée. 

Exercice 3.23. 

1. Pour alléger l'écriture, nous nous plaçons en dimension deux, mais le raisonne­
ment est exactement le même en dimension trois. 
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On a 

D'où la formule 11 
---t ~ ------:-+ 
grad (Jg) = gradf g + f gradg. 

2. On pose Û = ( ~) et V = ( ~) (on se place ici aussi en dimension deux, et 

ce serait exactement pareil en dimension trois). 
On a 

grad (Û ·V)= grad (PS + QT) = grad (PS) + grad (QT) 

grad (Û ·V)= gradP S + P gradS + gradQ T + Q gradf. 

(On a utilisé le résultat du 1. et l'évidente linéarité du gradient). 

3. On a 

d. (JÛ) = d" (/ p) = fJ(f P) fJ(JQ) = fJfp ffJP fJfQ ffJQ 
IV IV f Q fJx + fJy fJx + fJx + fJy + {Jy 

div(JÛ) = (gradf) · Û + f div Û 

4. On est ici obligé de se placer en dimension trois. On pose Û ~ (i) ; on a' 

11 Remarquons qu'avec l'interprétation « forme différentielle », cette formule se traduit : 

d(fg) = df g+ f dg 
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o(f R) o(f Q} 
-----oy oz 

foR _ foQ +of R- of Q 
oy oz oy oz 

rot(!Û) =rot Gi) = o(f P) o(f R) 
---·--

oz ox 
o(f Q) o(f P) 
-----ox oy 

foP _ foR +of P _ of R 
oz ox oz ox 

foQ _ foP +of Q _of P 
ox oy ox oy 

foR _ foQ of R _ of Q 
oy oz oy oz 

foP _ foR + of P _ of R 
oz ox oz ox 

f oQ _ foP of Q _ of P 
ox oy ox oy 

rot(JÛ) = f ;;;;[} + grad} /\ Û. 

CHAPITRE 4 

4. Solutions des exercices sur l'intégrale curviligne 
et la longueur d'une courbe 

Exercice 4.1. 1. On peut écrire Î = f o <p avec c.p(t) =a+ b - t; <p est telle que 

• c.p est définie sur ~. donc sur [a, b]; 

• c.p(a) = b et c.p(b) =a; 

• Vt, on a c.p'(t) = -1 < 0 

• sis= c.p(t), on a f(s) = f(c.p(t)) = Î(t). 
D'après la proposition 4.14 (p. 172), les paramétrisations P = ([a,b], Î) et P = 
([a, b], !) sont inverses, et Pest donc une paramétrisation de "(1, l'arc inverse de 
l'arc 'Y paramétré par P. 

2. On écrit f = f o 'I/; avec 'l/;(t) = -t. 'I/; est telle que 

• 'I/; est définie sur ~. donc sur [-b, -a] ; 
• 'l/;(-b) = b et 'l/;(-a) =a; 

• Vt,ona'l/;'(t)=-1<0 

• sis= 'l/;(t), on a f(s) = f('l/;(t)) = f{t). 
D'après la proposition 4.14 (p. 172), les paramétrisations P = ([a, b], Î) et P = 
([a, b], f) sont inverses, et Pest donc aussi une paramétrisation de "(1, l'arc inverse 
de l'arc 'Y paramétré par P. 
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Comme P et P sont deux paramétrisations du même arc 1', elles sont équivalentes 
par définition. 

,,.-...., {x = cost Exercice 4.2. 1. Une paramétrisation de l'arc de cercle AB est 
y= sint 

[O, ~].On a donc dx = -sint dt et dy = cost dt, donc 

!, W = !, (X + y) dx + (X - y) dy 

r12 
= lo [(cost + sint)(-sint) + (cost - sint) cost] dt 

tE 

r12 [sin 2t +cos 2t] 7r/2 1 
= lo (cos2t-sin2t)dt= 2 0 

="2(0-1-0-1)=-l. 

2. Le segment [AB] est paramétré, de A vers B par { ; : : - t t E [O, 1] avec 

dx = -1 dt et dy = 1 dt donc 

!, W = !, (X + y) dx + (X - y) dy = Io l [ ( 1 - t + t )( -1) + ( 1 - t - t) 1 j dt 

= fo 1 
-2t dt= [-t2J: = -1. 

On trouve le même résultat dans les 2 cas ; on aurait pu le prévoir car w est fermée : 

~: = 1 = ~~ ; donc w est exacte ; elle est définie sur JR2 , qui est clairement 

étoilé; une primitive de w est f(x, y) = x; + xy - 'f, c'est facile à vérifier. Donc 
une autre méthode de calcul aurait été (pour les deux cas à la fois) : 

f ,...._,w = f,...._,df = f(B)- J(A) = J(O, 1)- /(1,0) = --2
1 - ! = -1. 

}AB }AB 2 

Exercice 4.3. 1. On a A= (-1, 1) et B = (2, 4); une paramétrisation de l'arc 
,,.-...., • ~ { X = t dx = 1 dt 

AB de la parabole y = x 2 est bien sur : y= t 2 t E [-1, 2] dy = 2t dt ; 

donc 
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B 

A 

-2 -1 

2. La droite (AB) a pour équation y= x + 2, donc une paramétrisation simple 

{
X= t 

de [AB] est y= t + 2 t E [-1, 2] dx = dy =dt donc 

3. Le cercle de diamètre [AB] a pour centre n = (~,~)et comme rayon R =An= 
3~; une paramétrisation de l'arc 'Y' =ÉÀ (inverse de 'Y) est donc 

{ 

X = 1 + 3-v; COS t 

5 + 3J2 sint 
y= 

2 

On en déduit 

[ 'Tr 57r] 
tE 4'4 

3J2. 
dx = ---smt 

2 
3J2 

dy = - 2-cost 
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1 ~ -:-:--t 1 157r / 4 
V · dM = -- (-15.J2 sint -90costsint-18sin2 t- 54.J2 sin2 tcost 

'Y 8 7r/4 

+ 36.J2 cos t + 36 cos2 t + 36 sin t cos t) dt 

3157r/4 [ = -- -5.J2 sin t - 9 sin 2t - 3(1 - cos 2t) 
8 7r/4 

- 18.J2 sin2 t cos t + 12.J2 cos t + 6(1+cos2t) J dt 

= -- 5.J2 cos t + - cos 2t + 3t + - sin 2t - 6.J2 sin3 t + 12.J2 sin t 3[ 9 9 ]h~ 
8 2 2 7r/4 

= -~ [(- 5v'2 + 0 + 157r + ~ + 6v'2 _ 12)2) 
8 v'2 4 2 2)2 v'2 

- (5v'2 + 0 + 371' + ~ - 6)2 + 12)2)] 
v'2 4 2 2)2 v'2 

f, -V. <lM = -~(-10 + 371' + 6 - 24) = ~(28 - 371') ~ 6,965108265. 

Les résultats des trois questions sont différents : c'est normal parce que V n'est 
h d d . . 8P -'- l 8Q pas un c amp e gra ients, pmsque {)y = x r = {)x · 

Exercice 4.4. Puisque la paramétrisation de -y est { 

{
dx = -Rsint dt 

on a dy = R cos t dt donc en remplaçant, 

dz =A dt 

x = Rcost 
y = R sin t t E [O, 27r] , 
z=At 

I =!,y dx - z dy + x dz = fo 27r (Rsin t(-Rsint) - At Rcost + Rcost A) dt 

= fo27r [-~2 (1 - cos 2t) - AR(t cos t) +AR cos t l dt 

[ R2t R2 sin 2t . . l 27r = - 2 + 4 -AR(tsmt + cost) + ARsmt 
0 

= (-R27r + O - AR(O + 1) + 0) - 0 + 0 - AR(O + 1) + 0) 

I =/,y dx - z dy + x dz = -R27r. 
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Exercice 4.5. 1. On doit donner une paramétrisation de î'l · 

U , · · · h {x(t) = (1 - t)xA + txB ne parametnsat10n qm marc e pour tout segment est (t) _ (l ) 
Y - -t YA +tyB 

pour t E [O, 1]. 

. {x(t) = 1(1 - t) + 3t = 1 + 2t 
Ici cela donne y(t) = 2(1 _ t) + 4t = 2 + 2t pour t E [O, 1]. 

On peut préférer d'autres paramétrisations liées à une équation cartésienne de la 
droite (AB) : puisque cette droite a visiblement comme équation y= x + 1, et 

que x varie entre 1 et 3, on peut paramétrer ainsi : { y(:?2 71 1 pour t E [1, 3]. 

On sait que le résultat ne dépend pas de la paramétrisation que l'on choisit pour 
î'l · On choisira donc celle qui semble la plus simple, ici la dernière a l'air à peine 
plus simple que l'autre. 

On obtient 

li= 1 V(M) · dM = {3 (P(x(t),y(t))x'(t) + Q(x(t),y(t))y'(t)) dt 
'YI 11 

= 13 
( ((t + 1)3 - 6t(t + 1))1+(3t(t+1)2 - 3t2 + t + 2(t + 1))1) dt 

= 13 (t3(1+3) + t2(3 - 6 + 6 - 3) + t(3 - 6+3+1+2) + (1+2)) dt 

~ J.'(4t' + 3t+3) dt~ [t• + 3~2 +3{ ~(si+ 2; +9)- (i+ ~ +3) 

li= 98. 
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Si on avait choisi l'autre paramétrisation, les calculs auraient été : 

li= fo\ ((2t + 2)3 - 6(2t + 1)(2t + 2))2 

+ (3(2t + 1)(2t + 2)2 - 3(2t + 1)2 + (2t + 1) + 2(2t + 2))2) dt 

= 2 fo1 (8t3 + 24t2 + 24t + 8 - 24t2 - 36t - 12 

+ 24t3 + 60t2 +48t+12 - 12t2 - 12t - 3 + 2t + 1+4t + 4) dt 

= 2 fo1 (t3 (8 + 24) + t2(24 - 24 + 60 - 12) 

+ t (24 - 36 + 48 - 12 + 2 + 4) + (8 - 12 + 12 - 3 + 1+4)) dt 

= 2 fo1(32t3 +48t2 +30t+10) dt= 2[8t4 +16t3 +15t2 +10t]~ 
= 2(8 + 16 + 15 + 10) 

li= 98. 

Bien entendu, on trouve le même résultat. 

2. et 3. On doit paramétrer les deux demi-cercles AB ; une paramétrisation classique 

qui fonctionne toujours d'un cercle de centre n, de rayon Rest {x((tt)) = xn + RRc?stt 
y =yn+ sm 

pour t E [O, 27r]. Ce cercle est alors décrit dans le sens trigonométrique à partir du 
point le plus à 1'« est», (le plus à droite). 

Ici, pour î'3 (en respectant le choix suggéré par la figure), on doit décrire le cercle 
de centre 0(2, 3), de rayon R = J2 dans le sens trigonométrique depuis le point 
«sud-ouest» vers le point «nord-est», c'est-à-dire depuis le point correspondant à 
tous les paramètres 5I + k27r vers le point correspondant aux paramètres Î + k21f. 
Pour respecter le sens de parcours, on fera donc croître le paramètre t de - 3I 
jusqu'à Î et une paramétrisation de î'3 est 

{ x(t) = 2 + J2cost 
y(t) = 3 + v'2sint 

pour t E [- 3I, Î] 

Pour )'2, c'est à peine plus délicat, puisque le sens de parcours est le sens contraire 
au sens trigonométrique. Il y a deux manières de s'en sortir : la première consiste 
à poser u = -t dans une paramétrisation habituelle : lorsque u croît, t décroît, 
donc le sens de parcours est inversé; on obtient ici 

{ x(u) = 2 + J2cosu 
y(u) = 3- v'2sinu 

pour u E [- 5I, -î] 

(ne pas oublier que cos(-u) = cosu alors que sin(-u) = -sinu); un inconvénient 
de cette méthode est que les calculs de l'intégrale sur î'3 sont plus difficiles à 
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récupérer ; la deuxième méthode consiste à faire le calcul en parcourant ce demi­
cercle dans le mauvais sens, mais en ayant conscience que ce que l'on obtiendra 
est alors l'opposé de la valeur cherchée. On utilise alors 

{ x(t) = 2 + v'2 cos t 
y(t) = 3 + v'2sint 

pour t E [1!:4 , 5411"] 

C'est cette méthode qui est conseillée, sous réserve de ne pas oublier de changer 
le signe, dès le début. On notera (comme dans le cours) 1'2 l'arc opposé de î'2· 

Avec cette deuxième méthode 

5,. 

12 = - h
2 
V (M) · dM = - ~4 (P(x(t), y(t))x'(t) + Q(x(t), y(t))y'(t)) dt 

51' 

= - h4 ( ((3 + J2sin t) 3 - 6(2 + J2 cost)(3 + J2sin t))(-J2sin t) 
4 

+ (3(2 + J2 cos t)(3 + J2 sin t)2 - 3(2 + J2 cos t)2 

+ (2 + J2 cost) + 2(3 + J2sint))J2cost) dt 
51' 

= -J2 h4 ((-27 + 36) sin t + (54 - 12 + 2 + 6) cost + (-27 + 12)J2sin2 t 
4 

+ (27 - 12 + l)J2cos2 t + (18 + 36 + 2)J2sintcost 

- 18 sin3 t + (12 + 12) sin2 t cos t + 36 sin t cos2 t 

- 6 cos3 t - 2J2 sin4 t + 6J2 sin2 t cos2 t) dt 
5,. 51' 51' 51' 

= -9J2 h4 sin t dt - 50J2 h4 cos t dt+ 30 h4 sin2 t dt - 32 h4 cos2 t dt 
4 4 4 4 

51' 51' 5,. 

- 112 h4 sin t cos t dt+ 18J2 h4 sin3 t dt - 24J2 h4 sin2 t cos t dt 
4 4 4 

51' 5,. 

- 36J2 h 4 sin t cos2 t dt + 6J2 h 4 cos3 t dt 
4 4 

51' 5,. 

+ 4 h4 sin4 t dt - 12 h4 sin2 tcos2 t dt 
4 4 

Calculons les différentes intégrales intervenant ici : 
51' h4 sin t dt = J2 ; 

4 

51' hT COS t dt= -J2. 
4 

En utilisant les linéarisations des carrés sin2 t = ! - ! cos 2t et cos2 t = ! + ! cos 2t 
ainsi que sin t cos t = ! sin 2t et tenant compte que toute primitive de cos 2t ou 
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sin 2t est 7r-périodique, on a 
5,.. 57r 511" h4 sin2tdt=i= h4 cos2tdt et h4 sintcostdt=O. 

4 4 4 

Puisque sin3 t =sin t(l - cos2 t), le changement de variable u =cos t permet de 
calculer 

5,.. 1 tri 5,.. 1 - tri 
4 . v'2 5y 2 4 . v'2 y 2 h sm3 t dt= j__J_ (1-u2) du= - 6- et h smtcos2 t dt= j__J_ u2 du= 6 . 

4 v'2 4 v'2 

De même, avec le changement de variable v = sin t 

h5
; 3 1.}a 2 5v'2 

,.. COS t dt= - 1 (1 - V ) dv = --
- -- 6 
4 v'2 

5,.. _J_ v'2 
et ~ 4 sin2 tcostdt=-j~ v2 dv=--· 1'4- -- 6 

4 v'2 

Pour finir, on a sin4 t = à(cos4t - 4cos2t + 3) et sin2tcos2t = à(l - cos4t) 
(formules de linéarisation, qu'on peut retrouver avec les formules d'Euler); avec la 
même remarque concernant la 7r-périodicité des primitives de cos 4t et de cos 2t, 
on trouve facilement 

511" 

f 4 sin4 t dt = 31!" et 
}:!! 8 

4 

On obtient donc 

11" 11" 31!" 311" 
12=-18+100 + 30- - 32- - 0 + 30 + 8 - 12 -10 + - - - = 98 -1!" 2 2 2 2 . 

À peu près les mêmes calculs permettent d'obtenir 

(les intégrales des termes en puissance impaire de sin et cos changent de signe et 
ceux en puissance paire gardent la même valeur) 

4. On constate qu'on a bien /3 - h = 211", ce qui est l'aire d'un disque de rayon 
J2. 
Essayons d'expliquer ce phénomène : Tout d'abord, la différence /3 - 12 est égale 
à l'intégrale curviligne du champ de vecteurs sur le contour complet du cercle 
décrit dans le sens trigonométrique. Si ce champ de vecteurs était un champ de 

gradients, cela simplifierait bien les choses. A-t-on ~: = ~~? Calculons 

ôP 2 - =3y -6x 
ôy 

et 
ôQ 2 
ôx = 3y - 6x + 1. 
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On constate que seul le terme x de Q amène une différence entre ces deux valeurs. 
Mais l'intégrale curviligne est linéaire : si on pose V= Vi + ~' avec Vi, ~de 
composantes respectives 
P1 = P; Qi = Q - x = 3xy2 - 3x2 + 2y; P2 = 0 et Q2 = x, on obtient, en 
appelant 'Y le contour du cercle complet, dans le sens direct, 

or, !, lÏi(M) · dM est l'intégrale curviligne sur un contour fermé d'un champ 

de gradients, puisque : 1 = 88~1 (c'est étudié pour!) (tous les champs de cet 

exercice sont définis sur JR2 tout entier qui est bien sûr un ouvert étoilé). 
(En fait, il est aisé de voir que Vi = gradf(x,y) lorsque f(x,y) = xy3 -3x2y+y2 ) 

On peut affirmer que !, Vi ( M) · dM = 0 et donc 

!, V (M) . dM = !, ~(M) . dM = !, X dy 

Or, cette dernière intégrale curviligne est égale à l'aire du la boucle délimitée par 
le contour 'Y donc à 21!". 

On peut raisonner de la même manière pour !3 - li, qui est l'intégrale curviligne 
sur le contour du demi-disque «inférieur » de ~' donc qui est égale à l'aire de 
ce demi-disque, donc à 7r et de la même façon, li - h vaut aussi 7r. Toutes ces 
remarques donnaient une méthode fort économique de calculer sans fatigue 12 et 
!3, à partir de la valeur de fi. 

Exercice 4.6. 
Première méthode : 

Le quart de cercle est paramétré par { 

donc 

x = cost 
y= sint 

r ,....._ V(M). dM = r ,-.,(4x +y) dx + (x + 2y) dy J;4.B J;4.B 

t E [O, ~] 
dx = -sint dt 
dy = cost dt 

r12 = Jo ((4cost + sint)(-sint) + (cost + 2sint) cost) dt 

r 12 [sin 2t + cos 2t] 7r 12 ( -1) - 1 = J 0 (cos 2t - sin 2t) dt = 2 0 = 2 

r ,....._ v(M). <lM = -i. };4.B 
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Deuxième méthode : 

âP âQ -=-t . 
On remarque que ây = 1 = âx donc V est un champ de gradients ; on trouve 

facilement que V = grad f avec f ( x, y) = 2x2 + xy + y2 et donc 

Exercice 4. 7. 

f ,-., V(M). dM = f(B) - f(A) = 1- 2 = -1. 
}AB 

Une paramétrisation de/ est 

{ x = 1 +cos t t E [O 2n] dx = - sin t dt 
y = 2 + sin t ' dy = cos t dt 

On a donc 

i w = i ( x 2 - y2 ) dx + 2xy dy 

A 

= fo27r [ ((1 + cost)2 - (2 + sint)2)(-sint) + 2(1 + cost)(2 + sint) cost] dt 

= fo27r ( - sin t - 2 sin t cos t - cos2 t sin t + 4 sin t + 4 sin 2 t + sin 3 t 

+ 4 cos t + 2 sin t cos t + 4 cos2 t + 2 cos2 t sin t) dt 

= fo27r[3sint+4cost+4+sint(cos2 t+sin2 t)] dt 

= 4 fo27r (sin t +cos t + 1) dt 

= 4 [-cos t +sin t + t J :7r 

i w = 811' 

Remarque : en vertu du corollaire 4.28 (p. 181), la précision de l'énoncé fixant 
le point de départ (et d'arrivée) de l'arc fermé /n'est pas utile : même si on 
changeait cette donnée, la valeur que l'on trouverait serait inchangée. 
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Exercice 4.8. 

" 

1. Longueur de la courbe : D'après les formules du cours, un tour de la boucle 
étant obtenu pour t variant dans [-7!', 7r], la longueur .C de la courbe est donnée 
(en unités de longueur) par : 

.C = l: Jx'(t) 2 +y'(t)2 dt= l: V(-2sint- 2sin2t)2 + (2cost-2cos2t)2 dt 

= 21: v'l + 1+2sintsin2t - 2costcos2t dt= 21: J2 - 2cos(t + 2t) dt 

= 41: V~(l - cos(2~)) dt= 41: Jsin2 ~dt= 41: !sin ~I dt 

.C = 8 fo7r !sin ~I dt 

Attention ! sin ~ est négatif pour 2; ~ t ~ 7l' donc 

r2
: 3t r sin 

.C = 8 lo sin 2 dt - 8 h" 3t2 dt 
3 

2 [ 3t] 2
: 2 [ 3t] 7r 16 = 8 X - -COS- - 8 X - -COS- = -[(1+1) - (0 -1)] 

3 2 0 3 2 2tr 3 
3 

.c = 16. 

Remarque : en utilisant l'invariance par rotation signalée dans le corrigé de 
l'exercice 2.4, on voit facilement que .C = 3.c', .c' étant la longueur de la portion de 
courbe comprise entre le point correspondant au paramètre 0 et celui du paramètre 

{27r/3 
7;. Donc .C = 3 Jo vx'(t)2 + y'(t)2 dt. Cette astuce évite de «trébucher» sur 

le changement du signe de sin~-
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2. Aire de la «boucle» : D'après les formules du théorème 4.36 p. 190, cette aire 
' exprimée en unités d'aire, vaut : 

A = 1 x dy - y dx = 1 x dy = -1 y dx. 
'Y 2 'Y 'Y 

/ est la courbe paramétrée qui fait la frontière de la boucle; il faut décrire cette 
frontière dans le sens trigonométrique. La paramétrisation dans cet exercice fait 
décrire cette frontière dans le bon sens donc on peut l'utiliser sans changement. 
Pour faire un tour complet, on doit faire varier t sur une période complète. On 
utilisera l'intervalle [-11', 11']. 
Avec cette paramétrisation, en utilisant la première formule, on a 

A=~ L:[(2cost + cos2t)(2cost- 2cos2t) - (2sint- sin2t)(-2sint- 2sin2t)]dt 

= L: [2 cos2 t - cos t cos 2t - cos2 2t + 2 sin2 t +sin t sin 2t - sin2 2t] dt 

= j'lr [2 - 1 - cos(t + 2t)] dt= 271' - [sin 3t] 7r 

- 3 -A= 271' 

Remarquons que la première formule est à première vue plus compliquée que les 
deux autres, mais ici comme dans beaucoup d'autres exemples, les calculs qui 
l'utilisent se trouvent simplifiés. Si on avait voulu utiliser l'une des deux autres 
formules, on n'aurait pas pu « bénéficier » des simplifications cos2 + sin2 = 1 et 
on aurait eu beaucoup plus de mal à calculer l'intégrale obtenue (il est facile de 
s'en rendre compte, puisque chacune des deux moitiés de l'intégrale qu'on vient 
de calculer est égale à ce qu'on aurait dû calculer avec les deux autres formules). 

Exercice 4.9. 
Une parabole peut toujours être caractérisée par une équation du type y = k x2 , 

pour peu qu'on place l'origine du repère orthonormé au sommet, et l'axe des 
ordonnées dans la direction de l'axe de la parabole; on peut aussi choisir k >O. 
Un arc de parabole admet donc une paramétrisation sous la forme 

{ X= t dx =dt 
y = k t2 t E [a, b] dy = 2kt dt. 

La longueur d'un arc de la parabole y = k x2, entre son point d'abscisse a et son 
point d'abscisse b (a < b) est donc 

C, = lb J1 + (2kt)2 dt 

Pour calculer ce type d'intégrale, si on a un peu de culture mathématique, on sait 
qu'il est conseillé d'utiliser le changement de variables défini par 2kt = sh u; on a 
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chu { t =a Bu= argsh(2ka) 
donc dt= 2k du, et t = b Bu= argsh(2kb) donc 

C = 1 + sh2 u- du = - ch2 u du 1argsh(2kb) .J chu 1 1argsh(2kb) 

argsh(2ka) 2k 2k argsh(2ka) 

= ~ 1argsh(2kb) 1 + ch2u du=~ [u + sh2u]argsh(2kb) 

2k argsh(2ka) 2 4k 2 argsh(2ka) 

1 [ ] 1 [ ] argsh(2kb) 
= 4k argsh(2kb) - argsh(2ka) + 4k sh u chu 

argsh(2ka) 

C _ argsh(2kb) - argsh(2ka) bJl + 4k2b2 - aJl + 4k2a2 
- ü + 2 

On a utilisé la formule de trigonométrie hyperbolique : 

Vx ER, ch(argshx) = \.h + x2. 

Exercice 4.10. 

L d 1, , , d , {x = cos3 t e support e arc parametre 'Y, ont une parametrisation est . 3 y= sm t 
tE 

[-7r, 7r] est inclus dans la frontière du domaine x213 + y213 ~ 1, puisqu'on a 

(cos3 t)213 + (sin3 t)213 = cos2 t + sin2 t = 1. 

Réciproquement, lorsque (x, y) sont tels que x213 + y213 = 1, on peut toujours 
trouver un t E [-7r, 7r] tel que x = cos3 t et y = sin3 t (il suffit de prendre 
x 113 = cos t et y 113 =sin t). 

Le support de l'arc 'Y est donc bien la frontière du domaine dont on cherche l'aire, 
et puisque dx = -3 sin t cos2 t dt et dy = 3 cos t sin2 t dt, on a 

A = ~ i x dx - y dx 

117T = 2 _Jcos3 t (3 cos t sin2 t) - sin3 t (-3 sin t cos2 t)] dt 

311T r = 2 -7T cos2 t sin2 t dt = 3 lo cos2 t sin2 t dt 

= 3 r (sin2t) 2 dt=~ r 1 - cos4t dt 
lo 2 4 lo 2 

= ~ [t _ si:4tJ: = 3; 
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-1 

-1 

La longueur de la courbe frontière se calcule de la même façon, avec cette para­
métrisation, et sans tenir compte des symétries qui permettraient de couper en 
quatre (et même en huit !) cette courbe 

C = l: 3.J sin2 t cos4 t + cos2 t sin4 t dt = 31: J sin2 t cos2 t dt 

= 31: 1 sin t cos t 1 dt 

Tenant compte du signe de sin t cos t selon les quadrants, on obtient 

1-71"/2 10 
C = 3 sin t cos t dt - 3 sin t cos t dt 

-71" -71"/2 

171"/2 111" + 3 sin t cos t dt - 3 sin t cos t dt 
0 n/2 

= 3 [- cos 2t ]-71" 12 - 3 [- cos 2t] 0 + 3 [- cos 2t] 71" /2 - 3 [- cos 2t] 71" 
4 -71" 4 -n/2 4 O 4 n/2 

3 3 3 3 
= -(1- (-1))- -((-1) -1) + -(1- (-1))- -((-1)-1) 

4 4 4 4 
C=6. 

Évidemment, il aurait été plus simple d'utiliser une ou plusieurs symétries. 
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CHAPITRE 5 

5. Solutions des exercices sur intégrales doubles, triples et de surface 

Exercice 5.1. 

I = Jfv (:: ~3 pour 'D = { (x, y) E IR2 1X~1 ; y~ 1 ; X+ y~ 3} 

Nous allons « privilégier » y : il est clair que les points de 'D ont tous une ordonnée 
comprise entre 1 et 2. Pour chaque y E [1, 2] fixé, la droite horizontale des points 
d'ordonnée y rencontre le domaine 'D et son intersection avec ce domaine est un 
segment, limité par le point de cette droite ayant 1 comme abscisse à gauche, et 
le point d'intersection de cette droite horizontale avec l'hypoténuse (BC) ;'cette 
droite a pour équation x +y= 3, donc son point d'ordonnée y a pour abscisse 
x = 3 - y. En conclusion, on peut donc affirmer que 'D est caractérisé par 

{ l~y~2 
1 ~X~ 3-y. 

On a donc 

1 dx dy J,2 13-y dx I- - dy 
- v (x+y) 3 - 1 1 (x+y)3 

{2 [ -1 ] x=3-y {2 [ 1 1 ] 
= 11 dy 2(x+y)2 x=l = 11 -2(3-y+y)2 + 2(1+y)2 dy 

f 2 ( 1 1 ) [ y 1 ] 2 
= 11 -18 + 2(1 + y) 2 dy = -18 - 2(1 +y) 1 

2 1 1 1 1 
= -- - - + - + - = -· 

18 6 18 4 36 

Les calculs sont exactement les mêmes si on commence à intégrer en y, en 
« privilégiant » x, à part l'interversion des variables. 

Exercice 5.2. 

I = Jfv (:: ~2 pour 'D = { (x, y) E IR2 1 X ~ 0 ; y~ 0 ; 1 ~X+ y ~ 2} 

Ici 'D = 'D1 U 'D2, avec 'D1 caractérisé par { 

par 

et 'D2 caractérisé 
l-x~y~2-x 
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{ 1:::;x:::;2 0 n peut alors écrire 
0:::; y:::; 2- x. 

1 _ {{ dx dy _ {{ dx dy + {{ dx dy 
- llv (x + y)2 - llv1 (x + y)2 llv2 (x + y)2 

rl ( r2-x dy ) {2 ( r2-x dy ) 
= lo dx 11-x (x+y) 2 + 11 dx lo (x+y) 2 

- rl [--=!:___] y=2-x dx + {2 [--=!:___] y=2-x dx 
lo X+ y y=l-x 11 X +y y=O 

fol ( -1 -1 ) /,2 ( -1 -1 ) - - dx+ - -- dx 
- o x+2-x x+l-x 1 x+2-x x+O 

= J,1 ! dx + f\!. - ! ) dx = ! + [1n x] 
2 

- ! 
lo 2 11 X 2 2 1 2 

I = ln2. 

Exercice 5.3. 

{{ dx dy { 2 } 
I = llv (l + x + y)3 pour 'D = (x, y) E lR 1x~0 ; y~ O ; x +y:::; 1 

On calcule directement : 

~ dx dy fol fol-x dy I- - dx 
- v (l+x+y)3 - o o (l+x+y) 3 

rl [ -1 ]y=l-x rl ( -1 -1 ) dx 
= lo 2(1 +X+ y)2 y=O = lo 2(1+X+1- x)2 - 2(1+X+0)2 

{l (-1 1 ) [ X 1 ] l 1 1 1 
= lo 8 + 2(1 + x)2 dx = -8 - 2(1 + x) 0 = -8 - 4 + O + 2 

l= !. 
8 

Exercice 5.4. 

I= ff dxd~3 ; 'D={(x,y)E1R2 ll:::;x:::;3; y~2; x+y:::;5} llv (x+y 

On calcule directement : 
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{[ dx dy {3 r5-x dy {3 [ -1 ] y=5-x 
l= llv (x+y)3 = 11 dx 12 (x+y) 3 = 11 2(x+y)2 y=2 

13 ( -1 -1 ) 13 (-1 1 ) - - dx- -+ dx 
- 1 2(x + 5 - x)2 2(x + 2)2 - 1 50 2(x + 2)2 

[ 
X 1 ] 3 3 1 1 1 

= - 50 - 2(x + 2) 1 = - 50 - 10 + 50 + 6 
2 

l=-· 
75 

Exercice 5.5. 

l = Jfv (l + x~~(~y+ y2) ; V= { (x, y) E ~2 
J 0:::;; x:::;; 1 ; 0:::;; y:::;; 1} 

En utilisant que les variables sont séparables, on a 

Exercice 5.6. 

I = ff ~x dy 2 ; V= {(x, y) E ~2 J 0:::;; x:::;; 1 ; 0:::;; y:::;; x} llv (l +X )(1 +y ) 

Procédant comme pour les exercices précédents, on obtient 

fol fox dy fol 1 [ ] y=x I = dx = -- arctan y dx 
o o (1 + x2)(1 + y2) o 1 + x2 y=O 

fol arctan x d ( A • d 1 ~ ') = 2 x on reconnait une expression e a 1orme u u 
o l+x 

~ [ ( arct~ X)']'. ;; 

On trouve la moitié du résultat de l'exercice précédent. Cela semble logique, 
puisque le domaine triangulaire de ce calcul est égal à la moitié du domaine carré 
de l'exercice précédent. Mais ce genre d'affirmation est tout à fait insuffisant pour 
conclure! Si on avait coupé le carré selon l'autre diagonale, on n'aurait pas trouvé 
ce résultat. Ce qui fait marcher ici cette remarque, c'est d'une part la symétrie du 
domaine par rapport à l'hypoténuse du triangle qui est la droite y= x, et aussi et 
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surtout, en même temps, le caractère symétrique en x et y de la fonction qu'on 
intègre. 

Pour se convaincre de la validité de cette intuition, nous allons en faire une 
démonstration rigoureuse. Pour cela on va calculer I avec le changement de 
variable (x,y) = cp(u,v) = (v,u). Le Jacobien de cp est évidemment 1 (à vérifier), 
et V est par ce changement de variable, l'image du triangle symétrique: V= cp(V') 

avec V' = { ( u, v) E IR2 1 0 ~ v ~ 1 ; 0 ~ u ~ v}. On a donc 

I = {{ f(x, y) dx dy = {{ f(x, y) dx dy 
}}v }}cp(V') 

= Jfv, f(cp(u, v))l du dv = Jfv, f(v, u) du dv. 

Mais dans tout calcul d'intégration, les variables sont muettes, donc on peut 
remplacer u et v par x et y, et on obtient 

I = Jfv, f(y,x) dx dy = Jfv, f(x,y) dx dy. 

En effet, f est une fonction symétrique de x et y (c'est-à-dire qu'on a f(x,y) = 

f(y, x) pour tous x, y). 
Par additivité, on a donc : 

{{ f(x, y) dx dy = {{ f(x, y) dx dy + {{ f(x, y) dx dy = 2 {{ f(x, y) dx dy. 
Jlvs.s. Jlv Jlv1 Jlv5 .6. 

On a prouvé que : 

ls.5. = 2 ls.6 .. 

Exercice 5. 7. 

I = Jfv axby dx dy ; V= { (x, y) E IR2 1x~0 ; y~ 0 ; x +y~ 1} 

On calcule comme dans l'exercice 5.3. 

[ [1 rl-x 
I = Jv axby dx dy = Jo ax <lx Jo bY dy 

On utilise la primitive de la fonction t i-------+ et : 
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-fol x[!!_]y=l-x -fol x(bl-x_l) 
I - a 1 b dx- a 1 b dx 

o n y=O o n 

= l~b fol (axbl-x - ax) dx = l:b fol(~) x dx - l~b fol ax dx 

b [ 1 (a)x]l 1 [ax]l 
= lnb lna-lnb b 0 - lnb lna o 

I _ b (~ _ l) _ a - 1 . 
- ln b (ln a - ln b) b ln a ln b 

Le résultat sous cette forme n'est pas très satisfaisant, car on ne retrouve pas le 
rôle apparemment symétrique de a et x par rapport à b et y. En poursuivant un 
peu les calculs, on peut retrouver cette symétrie : 

1 = (a - b) ln a + (a - 1) (ln b - ln a) = ln a ( 1 - b) - ln b ( 1 - a) . 
ln a ln b (ln a - ln b) ln a ln b (ln a - ln b) 

Exercice 5.8. I = fo3 (~1 e-Y2 dy) dx 

~ y2 { o:::;x:::;3 On a I = e- dx dy, avec 'D caractérisé par !!'. ~ ~ 1 
V 3~Y~ 

{ o:::;y:::;1 ( 
En privilégiant y, la caractérisation correspondante de 'D est 0 :::; x :::; 3y en 

effet, l'équation de la droite formant l'hypoténuse du triangle 'D peut s'écrire 
y=~ ~ x = 3y). D'où 

I =fol dy fo3y e_Y2 dx =fol e_Y2 (fo3y dx) dy =fol e_Y2 (3y) dy 

3 fo1 - 2 3 [ - 2] 1 3 -1 3 -1 = -- (-2y)e Y dy = -- e Y = --(e - 1) = -(1 - e ). 
2 0 2 0 2 2 

Exercice 5.9. 
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La figure permet de se rendre compte qu'on peut caractériser D par { 

Donc 

I = [2 dy [Y2 sin 7f2X dx = [2 [- 2y cos 7f2X] x=y2 dy 
11 ly Y 11 7f Y x=y 

= f2 - 2Y [cos 7fY2 - cos 7fY] dy = f2 - 2Y (cos 1fY - 0) dy 
11 7f 2y 2y 11 7f 2 

= [- 2Y ~sin 1fY] 2 - f2 (-~) ~sin 1fY dy (intégration par partie) 
7f 7f 2 1 11 7f 7f 2 

= [O + _!] + _! [-~cos 7rYJ 2 = _! - ~ (cos7r - cos~) = _! + ~. 
7f2 7f2 7f 2 1 7f2 7f3 2 7f2 7f3 

Exercice 5.10. 

I - [[ dx dy 1) = {(x, y) E JR.2 1 x2 + y2 ~ a2} 
- llv Jx2 + y2 (1 + x2 + y2)2 

En utilisant les coordonnées polaires 

I = [[ dx dy = [[ 1 r dr dO 
llv Jx2 + y2 (1 + x2 + y2)2 ll[o,a]x[0,27r] r (1 + r 2)2 

- ( ra 1 dr) ( f 27r do) (variables séparables) - lo (1 + r 2) 2 lo 

/[
1 1 X ]a = 27f 2 arctan x + 2 1 + x2 0 (primitive classique : on peut poser r = tan cp) 

I = 7f (arctan a + 1 : a2) . 

Notons que cet exercice est à peu près infaisable sans passer en polaires. 

Exercice 5.11. 

I = Jl xyJx2 +4y2 dx dy D = { (x, y) E JR.2 1x~0 ; y~ 0; x2 + y2 ~ 1} 
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Calcul direct 

D , ,,, { o:::;x:::;l b 
etant caractense par 0 :::; y :::; Vl _ x2 , on o tient 

11 Io~ lolx Io~ I = dx xyJx2 + 4y2 dy = - dx (8y)(x2 + 4y2)112 dy 
0 0 0 8 0 

= - -(x2 + 4y2)2 dx = - (x2 + 4 - 4x2)2 - (x2)2 dx 1 1 (X [2 3]Y=~) 11 X ( 3 3) 
O 8 3 y=O O 12 

1 1 X ( 2 2 3) 1 11 2 2 1 11 4 = - ( 4 - 3x ) 2 - x dx = - - ( -6x) ( 4 - 3x ) 2 dx - - x dx 
0 12 72 0 12 0 

= _ _!_ [~(4- 3x2)5/2] 1 - _!_ = __ 1_(1 - 32) - _!_ = 28 = 2.. 
72 5 0 60 180 60 180 45 

Avec les coordonnées polaires 

I = Ri " (r cos B)(r sin B) Jr2( cos2 B + 4 sin2 B) r dr dB 
[O,l]x[0, 2 ] 

= Ji " r4 cos B sin BJ cos2 B + 4 sin2 dr dB (les variables sont séparables) 
[O,l]x[0, 2 ] 

= (J.' r' dr) (t' sin,/8 1+ ;"28 +41-;"28 dB) 

( 
1/2 ) [ 2] 7r/2 

= ~ ~ t' (3sin28)(5- 3;os28) d9 = 3~ H5 - 3;"828)' o 

= :5 ( ( 5; 3) l -( 5 ; 3) l) = 4~ (8 - 1) = :5 

On retrouve le même résultat (ça n'a pas été spécialement plus simple avec cette 
deuxième méthode) 

. ffr dx dy Exercice 5.12. I = 2 2 
D X +xy+y 

Grâce aux coordonnées polaires, on a 

D = { (x, y) E R2 J 2:::; x2 + y2 :::; 4 }· 

1 = [{ r dr dB 
JJ[v'2,2Jx[a,a+27r] r2 cos2 B + (r cos B)(r sin B) + r2 sin B 

= (!~ ~) (1a+27r 1 + si~~ cos B) (variables séparables) 

[ ] 
2 (1a+27r dB ) 

= lnr v'2 a l+sinBcosB · 
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Pour calculer cette dernière intégrale, grâce aux règles de Bioche, on sait que c'est 
le changement de variable tan e = t qui va simplifier le calcul. Mais le problème 
est que t n'est alors pas défini pour toutes les valeurs de O. On va déjà réduire 

1 
l'intervalle d'intégration en constatant que la fonction e i----+ 1 . e e est 

+sm cos 
11"-périodique, donc 

1a+21r dO r12 dO 

a 1 + sin e cos e = 2 1-1!" /2 1 + sin e cos e . 
dO 

Ensuite, on utilise dt= ~e = (1+tan20) dO et on obtient 
cos 

I = (ln 2 - ln J2) 2 r 12 dO =ln 2 f+oo d; 
L1r12 cos2 e(-1- +tan e) Loo 1 + t + t 

cos20 
r+00 dt [ 2 2t + 1] +oo 

= ln 2 Loo ( 1) 2 (VS) 2 = ln 2 v'3 arctan v'3 -oo 

t+2 + 2 

= 2~2 (~ -(-~)) = 2~2· 

Exercice 5.13. 

l= Jl xdxdy D = { (x, y) E IR2 1 x2 + y2 - 2x ~ 0 ; x;;::: 1} 

{ l~x~2 
On peut caractériser D par -J2x _ x2 ~y~ J2x _ x2 donc on obtient 

directement 

I = f2 X dx r./2x-x2 dy = 2 f2 xV2x - x2 dx 
11 l-v2x-x2 11 

Le problème est que le calcul de cette primitive, s'il n'est pas impossible à faire 12 

n'est pas très évident. Il est intéressant de voir ce que donne le passage en polaires. 
Pour un point M de D, les coordonnées polaires (r, 0) sont telles que e E [-î, îl 
d'une part, et les deux lignes frontières ont pour équation respectivement x = 

1 
1 {:::=} r cos e = 1 {:::=} r = --e et x2 + y2 - 2x = 0 {:::=} r 2 - 2r cos e = 0 {:::=} 

cos 

12 On peut poser x - 1 = sin u, dx = cos u du et on se ramène à 

17r/2 [ 3 . ]7r/2 · • 2 cos u u sm2u 7r 1 7r 2 
I = 2 (smu+l)cos udu = 2 --- + - + -- = 2(0+-+0)-2(--+0+0) = -+-· 

0 3 2 4 0 4 3 23 
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r ~ 2cos9, de sorte qu'en polaires, D est caractérisé pax { 

On obtient donc 

I = {[ r cos() r dr d() = 11[14 cos() d() f2 cos 8 r 2 dr 
JJv1 -7r/4 11/cosB 

7r 7r 
-- ~ () ~ -

4"" ""4 
1 

--() :::;; r:::;; 2cos() 
cos 

= 17r/4 cos() [r3]2cosB d() = 17r/4 cos() (8cos3() - 1 3 ) d() 
-7r/4 3 l/cosB -7r/4 3 3cos () 

817r/4 (3 cos 40 cos 2()) l 17r/4 1 = - - + - 8- + - 2- d() - - ~() d() (linéarisation de cos4 ()) 
3 -7r/4 8 3 -7r/4 cos 

16 lo7r/4 (3 cos4() cos 2()) 2 lo7r/4 1 = - - + -- + -- d() - - -- d() (fonction paire) 
3 o 8 8 2 3 o cos2 () 

= 16 [3() + sin 4() + sin 2()] 7r/4 - ~[tan e] 7r/4 

3 8 32 4 0 3 
0 

=(i+o+~)-o-~=i+~· 

Exercice 5.14. 

I = Il y'XY dx dy 

On peut écrire, avec les notations définies sur la figure (voir les indications, p. 281) 

{f r/2 f'./sinB cosB 
I = 2 Jlvi y'XY dx dy = 2 lo dO lo Jr2sin() cos()r dr 

= 2fo7r12 J sin() cos() ( fov'sin 8 cos 8 r 2 dr) d() 

7r/2 [ 3] r=v'sinB cosB 2 7r/2 
= 2 Io J sin () cos() r3 r=O d() = 3' Io sin2 () cos2 () d() 

= ~ r/2(sinW)) 2 = ~ r/2 1- cos4() = _..!._ [ _ sin4e]n/2 = .!!.__. 
3 lo 2 d() 6 lo 2 d() 12 () 4 0 24 

Exercice 5.15. 
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{ O~x~l 
Directement : D est caractérisé par v'l _ x2 ~ y ~ 1 donc 

fo l /1 11 [1 ]y=l I = x dx 1 ~ 2 dy = x -2 ln(l + x 2 + y2) dx 
o ~ +x +y o y=~ 

1 11 1 11 ln 211 = - x(ln(2 + x 2 ) -ln2) dx = - xln(2 + x 2 ) dx - - 2 x dx 
2 0 2 0 0 

1 f ~2 , ~ = 4 12 ln u du - 4 (on a pose x2 + 2 = u donc x dx = 2 ) 

1 [ ] 3 ln2 1 1 ln2 = - ulnu- u - - = -(3ln3- 3)- -(2ln2- 2) - -
4 2 4 4 4 4 

l= 3ln3-3ln2-1. 
4 

En utilisant les coordonnées polaires : il est pertinent de diviser le domaine 
en deux selon la diagonale (OC) : D = D1 U D2, avec D1 sous la diagonale et D2 au­
dessus. L'échange des variables x et y ne modifie pas la fonction, et transforme D1 

en D2, donc on a Jl
1 

f(x, y) dx dy = Jl
2 

f(x, y) dx dy = ~ Jl f(x, y) dx dy. 

D • · • d • l · { 0 ~ 0 ~ ~ ( · l f 1 est caractense en coor onnees po aires par 1 :::::: :::::: _1_ pmsque a ron-
"' r ""' cos 11 

tière droite de D1 a pour équation x = 1 {:::=} r = c!s 11 ) donc 

ffz xy l7r:/4 ll/cosll r 2 sin8 cose 
I = 2 1 2 2 dx dy = 2 dO 1 2 r dr 

D1 +X +y 0 1 +r 

= 2 r/4 sinO cosO ( [Ifcosll ~ dr) dO 
lo 11 1 + r 

On pose alors s = r 2 ; ds = 2r dr : 

r/4 (1 [1/cos2 11 s ) 
l=2lo sinOcosO 2.(l1 l+sdr dO 

= [ sinO cosO s - ln(l + s) dO 
7r:/4 [ ]s=l/cos2 11 

lo s=l 

= fo'IT: / 4 
sin 8 cos 0 ( co~2 e - ln ( 1 + co~2 e) - 1 + ln 2) dO 

On pose maintenant u = cos2 8; du= -2sin0cos8 et on obtient: 
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I = ! f 1 (.!. - ln(u + 1) +ln u - 1+ln2) du 
211;2 u 

= ! [1n u - ( u + 1) ln( u + 1) + u ln u + (ln 2 - 1 )u] 
1 

2 1/2 

= ~ (0 - 2 ln 2 + 0 +ln 2 - 1) - ~ (1n ( ~) - ~ln ( ~) + ~ln ( ~) + ln 22- 1) 

l= 3ln3-3ln2+1. 
4 

On a fini par trouver le même résultat, mais ça n'a pas été plus facile. 

Exercice 5.16. 

I = Jl (x2+y2 ) dx dy; D = { (x, y) E JR2 1 0:::::; y; x2+y2 -x:::::; 0; x 2+y2-y ~ O} 

D est caractérisé en coordonnées polaires par (voir indications p. 282) 0:::::; (J:::::; Î 
et sin (J :::::; r :::::; cos (J. On obtient donc : 

lo
7r / 4 1cos 9 lo7r / 4 (1cos 9 ) I = d(J r2 r dr = r3 dr d(J 

0 sin9 0 sin9 

r/4 [r4] cos9 1 r/4 
= Jo 4 . d(J = 4 Jo (cos4 (J - sin4 0) d(J 

O sm9 O 

l lo7r/4 1 [sin20J7r/4 1 = - cos 20 d(J = - -- = - . 
4 0 4 2 0 8 

Exercice 5.17. 

l = fl xy dx dy ; D = { (x, y) E JR2 1x~0; y~ 0 ; :: + ~: :::::; 1} 
Ona 

a yl-~ a yi-~ b ~ (b~1:i:2 ) 
I = fo dx fo a xy dy = fo X fo a y dy dx 

- !na [y2] y=bR _ 11oa ( 2 b2x2) - x- dx-- xb--- dx 
0 2 y=O 2 O a2 

= ~ [ ~' _ ::.: i: = ~ ( ~ _ : ) = a't 
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Voyons maintenant comment le changement de variable « presque » polaire : 
. . 1 acosO -apsinO 1 X= apcos0 et y= bpsm0, de Jacobien J = b . O b O = abp pouvait sm pcos 

simplifier les calculs. 
La frontière de D correspond à p = 1 et le premier quadrant à 0 :::;; 0 :::;; ~ donc 

I = JJi ,.. (apcosO)(bpsinO)(abp) dp dB (variables séparables) 
[O,l]x[0, 2 ] 

= a2b2 (J,1 p3 dp) ((' sin8 cœ8 d8) = a2b2 [~J: [-ro:20r 
= a2b2 ! (! + !) = a2b2. 

4 4 4 8 

Exercice 5.18. 

I = i x3 dy - y3 dx 

Directement : 

'Y est le cercle de centre 0, de rayon R, orienté 
dans le sens trigonométrique 

Une paramétrisation de 'Y est { x = RR c~seO 0 E [-7r, 7r] avec dx = - R sin 0 dB 
y= sm 

et dy = R cos 0 dO, de sorte que 

I = 1-: ((R3 cos3 O)(RcosO) - (R3 sin3 0)(-RsinO)) dB= R41-: (cos4 0 + sin4 0) dB 

= R 4 11T (cos 40 + 4 cos 20 + 3 + cos 40 - 4 cos 20 + 3) dB 
-1T 8 8 

= R 4 j1T cos40 + 3 dO = R 4 [sin40 + 30]1T = 37rR4. 
-1T 4 4 4 -7T 2 

En utilisant Green-Riemann : 
Soit w = P dx + Q dy avec P = -y3 et Q = x3 ; on a donc, D étant le disque 
dont 'Y est la frontière 

l= Jl (~~ - ~:) dxdy= Jl(3x2 +3y2 )dxdy 

= 3 ff r 2 r dr dO (le passage en polaires s'imposait) 
llro,RJ x ro,27TJ 

{R R4 37rR4 
= 611" lo r3 dr = 611"4 = -2-· 

On a bien retrouvé le même résultat. 
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Exercice 5.19. I = f (x2 + y2) dx + (x2 - y2) dy 
JaK+ 

K = { (x, y) E ~2 1 0 ~ x ~ 1 ; 0 ~y~ 1 - x} et âK+ est le bord de K orienté 
positivement. 

Directement: 
On pose âK+ = ')'1 V ')'2 V ')'3 en partant de O. 

En temps que segment horizontal orienté de gauche à droite, il est facile de 

paramétrer ')'1 ainsi { ; : ~ t E [O, 1]. 

Comme segment de droite définie par une équation réduite y= 1-x et parcouru de 

gauche à droite, c'est 1'2 qui est facile à paramétrer ainsi : { ; : ~ _ t t E [O, 1]. 

Le segment vertical parcouru de bas en haut )'3 est paramétré par { ~ : ~ t E 

[O, 1]. 

Posant w = P dx + Q dy = (x2 + y2) dx + (x2 - y2) dy, on obtient 

l = 1 w + 1 w + 1 w = 1 w - ~ w - ~ w = li - f 2 - /3 
Îl /2 /3 Îl 172 }73 
[l [l 1 

li = lo ((t2 + 0)1 + (t2 - 0)0) dt= lo t2 dt= 3 

[l [ 2 ] 1 2 J2 = lo ((t2 + (1 - t)2)1 + (t2 - (1 - t)2)(-1)) dt= - 3(1 - t)3 
0 

= 3 
[l [l 1 

13 = lo ((0 + t2)0 + (O - t2)1) dt= lo -t2 dt= - 3 
1 2 1 

l = li - f 2 - /3 = - - - + - = 0 
3 3 3 

Avec Green-Riemann: 

l = Jl (~~ -8;:) dx = Jl(2x-2y) dx dy 

= [l dx rl-x (2x - 2y) dy = [l [2xy - y2] y=l-x 

lo lo lo y=O 

= fo 1 (2x(l - x) - (1- x)2 - 0) dx = fo 1(-3x2 +4x-1) dx 

1 

= [-x3 + 2x2 - x L = -1 + 2 - 1 - 0 = 0 

On a retrouvé le même résultat. 
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Exercice 5.20. I = f (l ~y 2) 2 dx dy 
}D +x +y 

D = { (x, y) E Iî2 1 0:::::; x:::::; 1 ; 0:::::; y:::::; 1 ; x2 + y2 ;;::: 1} 

Directement : 

SOLUTIONS DES EXERCICES 

I = fol dx 1;1-x2 (1 + x~y+ y2)2 dy = fol x (J;1-x2 (1 + x'f + y2)2 dy) dx 

[l [ 1 1 ] y=l 1 rl ( 1 1) 
= lo x -2 1 + x2 + y2 y=v'l-X2" dx = -2 lo x 2 + x2 - 2 dx 

= _ ! [ln( 2 + x2) - x2 l 1 = _ ! (2 ln 3 - 1 - 2 ln 2 + o) = 2 ln 2 + 1 - 2 ln 3. 
2 2 4 0 8 4 

Avec Green-Riemann : 
Soit"/ le contour orienté positivement de D. 
En remarquant que 

X 
P(x, y) = 2(1 + x2 + y2) est telle que 

âP xy 
- ây (x,y) = f(x,y) = (1 +x2 +y2)2 

et en prenant Q = 0 et w = P dx + Q dy, on a 

"/ se décompose en trois sous-arcs "/ = "Il V "/2 V "/3, avec "/l qui est le segment 
vertical [AC] orienté de bas en haut, "12 qui est le segment horizontal [CB] orienté 

~ 

de droite à gauche, et "/3 qui est l'arc BA du cercle trigonométrique, qui est orienté 
dans le sens indirect. Pour paramétrer plus facilement, on introduit donc les arcs 
1'2 et 1'3 inverses respectivement de "/2 et "/3· 

En temps que segment vertical orienté de bas en haut, il est facile de paramétrer 

"/l ainsi { ; : : t E [O, l]. 

Comm~ seg~en~ h{or~:ttal otrien[
0
té

1
d] e gauche à droite, c'est i 2 qui est facile à 

parametrer ams1 : y = 1 E , . 

Comme arc de cercle parcouru dans le sens trigonométrique, 1'3 admet la paramé-

t . t' { X =cos t t [O 'Ir] nsa ion . t E , 2 · y=sm 
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On obtient donc, en posant w = P dx + Q dy = P dx : 

l = i w = i p dx = i 2(1 + :2 + y2) dx 

= 1 w + 1 w + 1 w = 1 w - ~ w - ~ w = li - 12 - 13 
'Yl 'Y2 'Y3 'Yl h2 1;3 

li =fol (2(1 + ~ + t2) 0) dt= 0 

[ 1 ( t ) [ 1 2 ] 1 ln 3 - ln 2 
12 = lo 2(1+t2+1) 1 dt= 4 ln(2 + t ) o = 4 

13 = [7i ( cost (-sint)) dt= [7i _ sintcost dt 
lo 2(1 + cos2 t + sin2 t) lo 4 

= [co;:tJ:l2 =_116 _ 1~ = -~ 
1 = li _ 12 _ 13 = 0 _ ln 3 - ln 2 + ~ = 2 ln 2 + 1 - 2 ln 3 

4 8 8 

On a bien retrouvé le même résultat. 

Exercice 5.21. 

l _ ff f z dx dy dz 
- JJJ D x2 + y2 + z2 

En passant en coordonnées sphériques, on obtient 

lo 7i lo21T 1v'2 p sin B l = dB drp --2 -(p2 sin B dp) 
0 0 1 p 

= (fo7i sin2 B dB) (fo2
7T drp) (1v'2 p dp) 

[ B sin20]7i [p2Jv'2 7f 1 = - - -- (27r) - = - X 27r X -
2 4 0 21 4 2 

7f2 
l=-· 

4 

Exercice 5.22. l - {{{ dx dy dz 
- }j}D(l+x+y+z)3 

pourD={(x,y,z)EiR3 1x;;;=:O; y;;;=:O; z;;;=:O; x+y+z:::;;l}. 

Par un calcul direct, on a : 
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rl ( rl-x ( rl-x-y dz ) ) 
1 = lo lo lo (1 + x +y+ z)3 dy dx 

rl ( rl-x [ -1 ] z=l-x-y ) 
= lo lo 2(1 + x +y+ z)2 z=O dy dx 

rl ( rl-x ( -1 -1 ) ) 
= lo lo 2 · 22 - 2(1 + x + y)2 dy dx 

=fol (fol-X (2(1 + ~ + y)2 - ~) dy) dX 

rl [ -1 y]y=l-x 
= lo 2(1 + x +y) - 8 y=O dx 

[ 1 (-1 1 - X 1 ) 
= lo 4 - -8- + 2(1 + x) dx 

{ l ( 1 3 X) [ 1 3x x2 l l 
= lo . 2(1 + x) - 8 + 8 dx = 2 ln(l + x) - 8 + 16 0 

1 5 
l= -ln2- -· 

2 16 

Exercice 5.23. 

li = j!Jn z2 dx dy dz } 

12 = j!Jn x 2 + y2 dx dy dz 
D est la boule de centre 0, de rayon a 

En utilisant les coordonnées cylindriques, on a 

li = (fo27r dO) 1_: z2 dz fo~ r dr 

[ 
2lr=..Ja2-z2 2 2 la r la a -z la = 27r -a z2 dz 2 r=O = 27r -a z2 2 dz = 7r -a (a2z2 - z4 ) dz 

= 27r foa (a2z2 - z4 ) dz (parité) 

·= 27r [a2z3 - z5] a= 27r a5 (! - !) = 47r a5 
3 5 0 3 5 15 

De même, 
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12 = (fo2
7r dB) L: dz fovfaCZ2 r 2 r dr 

[ 4] r=vfaCZ2 2 2 2 
= 27r - dz = 27r - dz = - (a4 -2a2z2 +z4 ) dz la r la (a z ) 7r la 

-a 4 r=O -a 4 2 -a 
= 7r foa (a4 - 2a2z2 + z4 ) dz (parité) 

[ 2a2z3 z 5la ( 2 1) 87ra5 
= 7r a4 z - -3- + 5 o = 7r a5 1 - 3 + 5 = 15 

On trouve 12 = 211. Est-ce un hasard? Certainement pas! en effet, on aurait pu 
raisonner ainsi : 

Par linéarité, 12 = Jf l x2 dx dy dz + Jfl y2 dx dy dz = Is + /4. 

Or, pour des raisons de symétrie évidentes, x, y et z jouant des rôles analogues, 
on a tout à fait raison d'affirmer que li = /3 = /4, donc 12 = 211. 
Il est tout à fait correct et pertinent d'utiliser ce type de raisonnement pour 
simplifier ou recycler des calculs et pour gagner du temps. 

Exercice 5.24. 

I = fJl z cos(x2+y2) dx dy dz 

On obtient, en utilisant les coordonnées cylindriques 

{27r {R {~ 
I = lo dO lo dz lo z cos(r2) r dr 

R [ · ( 2) l r=~ R 
= 27r Io z dz sm 2r r=O = 7r Io z sin(R2 - z2) dz 

= 7r [cos(R2 - z2)] R = ~ (1 - cos(R2)). 
2 0 2 

. 2R 
(R , l b A ', • 7r sin ) emarquons que ce resu tat ne peut ien sur pas s ecrire 2 · 

Exercice 5.25. 

I= JJlsin(x+y+z)dxdydz; D= [o,iJ3 
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Directement 

I =Io~ dx Io~ dy Io~ sin(x +y+ z) dz 

1r 1r z=1E. 

= f 2 dx f 2 [-cos(x+y+z)] 2 dy 
Jo Jo z=O 

71" 71" 

= fo2 dx fo2 ( cos(x +y) - cos(x +y+~) )dy 

=Io~ [sin(x +y) - sin(x +y+ ~)]~:j dx 

=Io~ (sin(x + ~) - sin(x + 7r) - sinx + sin(x + ~)) dx 

=Io~ 2cosx dx = 2. 

Exercice 5.26. I = Jfl xz dx dy dz ; 

D = {(x,y,z) E JR3 I y~ 0; z ~ 0; x+z ~ 1; y2 ~ x}. 

B étant l'ensemble des (x, y) tels que { 2 ~ ~ ~ 1 on a : 
y °""'X°""' ' 

I = Jl (fol-x xz dz) dx dy =il x (fol-x z dz) dx dy =il x(l; x)2 dx dy 

=fol (l: x(l; x)
2 

dx) dy = ~fol (l: (x - 2x2 + x3 ) dx) dy 

111 [x2 2x3 x4] x=l 
=- ---+- dy 

2 o 2 3 4 x=y2 

1 [ 1 ( 1 4 2 6 1 8 ) 
= 2 lo 2(1 - Y ) - 3(l - Y ) + 4(l -y ) dy 

= ! (! (1 - !) - ~ (1 - !) + ! (1 - !)) = 630 - 126 - 840 + 120 + 315 - 35 
2 2 5 3 7 4 9 8x5x7x9 

l= ~ = _!_, 
2520 315 

Exercice 5.27. I = Jf l xyz dx dy dz; 

{ x2 y2 z2 } 
D = (x,y,z) E JR3 I x ~ 0; y~ 0; z ~ 0; 2 + 2 + 2 ~ 1 . 

a a a 
On fait le changement de variable x = aX, y= bY, z = bZ; le Jacobien de ce 
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changement de variable est 

âx âx âx 
âX âY âZ a 0 0 

J= 
ây ây ây 

0 b 0 =abc. 
âX âY âZ 0 0 c âz âz âz 
âX âY âZ 

Remarque : Formellement, il était possible et correct d'écrire dx = a dX; 
dy = b dY; dz = c dZ de sorte que dx dy dz =abc dX dY dZ. 

On peut donc écrire (B étant la partie de la boule unité de ~3 avec les trois 
coordonnées positives), grâce à ce changement de variables puis grâce au passage 
aux coordonnées sphériques qui sépare les variables : 

I = Jfl xyz dx dy dz = JJl (aX)(bY)(cZ)(abc) dX dY dZ 

.!!: .!!: 1 

= a 2b2c2 fo 2 d<p fo 2 dO fo (psinOcos<p)(psinOsin<p)(pcosO)p2 sinO dp 

.!!: .!!: 1 

= a 2b2c2 Io 2 sin <p cos <p d<p Io 2 sin3 0 cos 0 dO Io p5 dp 

= a2b2c2 [-COS 2<p] ~ [sin4 0] ~ ! = a2b2c2 X ! X ! X ! = a2b2c2. 

4 0 4 0 6 2 4 6 48 

Exercice 5.28. 
Pour toutes les questions, la paramétrisation de la sphère de rayon a utilisant les 
coordonnées sphériques est 

{

X = a COS <p sin 0 

y = a sin <p sine 

z = acosO. 

d'où H = JINJI = a2 sinO (même calcul que pour la sphère unité p. 241 du cours). 



416 SOLUTIONS DES EXERCICES 

1. L'aire de la calotte est donnée par 

Acalotte = {{ a2 sin 0 dO dcp JJ[o,cx1] x [0,27T] 

= a2 (focx1 sin O dO) (fo27T dcp) (variables séparables). 

8=cx1 

= a2 [-cos e] (27r) = 27f a2(1- cos ai). 
8=0 

3. L'aire d'une couronne sphérique se calcule exactement de la même façon sauf 
que l'intégrale en 0 est entre ai et a2 (d'ailleurs, on peut considérer qu'une calotte 
sphérique est une couronne sphérique particulière avec un des parallèles limite de 
colatitude 0). On trouve immédiatement 

Àcouronne = 27ra2(cosai - cosa2). 

2. Pour un fuseau, 0 varie entre 0 et 7f tandis que cette fois, cp reste entre f3i et {32 
donc 

4. Pour une maille, 0 et cp sont tous deux limités respectivement par ai et a 2 et 
par /3i, /32. De sorte que 

Àmaille = a2(f32 - f3i)(cosai - cosa2). 

Exercice 5.29. 
On calcule le flux du champ V : M(x, y, z) i---+ y 1+x1 +(y+ z) k à travers 
la surface I;+ qui est définie par : 2x + y + z = 2 ; x ~ 0 ; y ~· 0 ; z ~ 0, orientée 

1 h c ~ , , { z=z(x,y)=2-2x-y 
vers e aut; cette sur1ace peut etre parametree par (x, y) ED 

'fi . { 0::::;; X::::;; 1 avec D de me par 0 ::::;; y ::::;; 2 _ 2x 

En appliquant les formules des p. 242 et p. 248, on a 

avec 

A= - âz = 2 
âx 

B = - âz = 1 
ây 

c = 1. 

Notons que nous pouvions prévoir que le vecteur N qui est normal au plan 

2x + y + z ~ 1 était colinéaire à ( n . 
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Puisque ici on a îÎ (M) = ( i) = C : J on peut écrire 

<PE+(V)= fl(AP+BQ+CR)dxdy= fl(2y+x+(y+z(x,y)))dxdy 

{{ rl r2-2x 
= Jlv(3y+x+(2-2x-y))dxdy= lo dx}0 (-x+2y+2)dy 

= -xy + y2 + 2y dx lol[ Jy=2-2x 
0 y=O 

= fo 1 (-x(2- 2x) + (2- 2x) 2 + 2(2 - 2x)) dx 

<PE+(V) = fo 1 (6x2 - 14x + 8) dx = [2x3 - 7x2 + 8x]~ = 3. 

Exercice 5.30. 

1. Directement 
Si :E+ est la surface qui limite le cône, elle se décompose en deux morceaux : :Et 
est le disque de la base orienté vers le bas et :Et est la nappe conique formant le 
« bord » (orientée vers le haut) ; on a 

:Eï est la base orientée vers le haut. Elle est paramétrée par { 

D disque unité du plan xOy. On a 

z=O 
(x,y) ED 

car en tout point de :Eï, 0 M et N sont évidemment orthogonaux. 
Si on n'est pas convaincu par cet argument, on fait le calcul : 

avec 

N = (~) = m = 1 ruoraque îÎ(M) = (i) =DM= m = m pui~ue 
z = 0 sur :Eï donc 

<PE1 (V) =Il (AP +BQ+ CR) dx dy = fl (Ox + Oy +LO) dx dy =O. 

:Et est paramétrée par ; c'est en fait la nappe de la fonction { z = 2 - 2J x2 + y2 

(x,y) ED. 
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z, et on peut apphr·qu0;els form(~les v~es p.]242, pour le cas d'une nappe de fonction. 

-----; Jx2 +y2 A 
On a donc N = _ gz = 2 Y = (B) 

[)y Jx2 + y2 C 
1 1 

De même, on a V = (~) (:) = ( : ) 
R z 2 - 2y x2 + y2 

Donc 

<I>Et(V) = Jl (AP +BQ+ CR) dx dy 

= [{ (2 J 2x 2 x + 2 2y 2 y+ 1(2 - 2J x2 + y2)) dx dy 
jjD X +y yx +y 

= fo2
7r dO fo1 (2rcos2 0+2rsin2 0+2-2r)rdr 

= fo2
7r dO fo1 2r dr = 27r. 

On en déduit que le flux cherché est <I>E+ (V) = 21!". 

2. Avec Ostrogradski 
Si V est le domaine intérieur au cône, par Ostrogradski, on a 

<I>E+ (V) = Jf fv div V dx dy dz 

. ~ âP âQ âR 
Or, div V = âx + [)y + âz = 1 + 1 + 1 = 3, donc 

Notons que ce deuxième résultat pouvait être obtenu plus rapidement en remar­

quant que Jf fv 3 dx dy dz représente 3 fois le volume de V, et en utilisant que le 

~ , base x hauteur 
volume d'un cone est donne par la formule V= 3 

L'aire de la base du cône est 11", la hauteur est 2, donc le volume du cône est 2; 

et on obtient ainsi rapidement le résultat sans calcul. 
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Exercice 5.31. 

On calcule I = r y dx + z dy + X dz pour r+ bord orienté de la surface orientée lr+ 
D c ~2 ---+ ~3 

~ paramétrée par cp ( ) ( ) avec D disque de rayon R, centré 
u,v i-------+ u,u,v 

à l'origine. 

1. Directement 

Le bord r+ de ~ peut être paramétré par y = cos(} { 
x =cos(} 

z =sin(} 
On a donc dx = - sin(} d(} = dy; dz =cos(} d(}. 
D'où 

(} E [O, 27r] 

f 27r 
I = Jo (cos{}(- sin(}) +sin{}(- sin(}) +cos(} cos(}) d(} 

[ 27r sin W 
= Jo (--2- +cos W) d(} =O. 

2. En appliquant la formule de Stokes-Ampère 

On peut considérer que I est la circulation du vecteur V ~ ( i) 
der+. 

On a donc I = 4>I;(~). 
âR âQ 
---
ây âz 
âP âR 

On obtient facilement ~ = --- = (=:)-âz 
âQ 
âx 

Grâce à la paramétrisation de E : { 

aM 
âv 

âx 
âP 
ây 

X=U 

y = u avec ( u, v) E D, on a 
Z=V 

m le long 

Puisque ~ et N sont orthogonaux, on est sûr que le flux cherché est nul, et 
on a retrouvé le même résultat. 
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Exercice 5.32. 
1.a) La sphère unité E peut être paramétrée simplement en utilisant les coordonnées 
sphériques (les autres tentatives ne paramètrent en général que la demi-sphère 
supérieure, et rien ne prouve que le flux à travers la demi-sphère supérieure est 
égal à la moitié du flux total). Puisque p = 1, on a donc la paramétrisation 

{
x = sinOcosrp 

y = sin () sin <p 

z =cos() 

(O,<p) E [0,7r] x [0,27r] =V (ne pas oublier le domaine.) 

(
sin2 ()cos <p) 

La normale extérieure à E est N =sin() OM = sin2 0sinrp (calcul fait p. 241 
sin() cos() 

du cours), de sorte que : 

{{ {{ (sin() cos <p +sin() sin <p) (sin2 ()cos <p) d() din 
<I> = 111 V · N d() drp = 111 cos() · sin2 ()sin <p .,.. 

V v sin () cos <p sin () cos () 

= jfv sin3 () cos2 <p d() drp + jfv sin3 ()sin <p cos <p d() drp 

+ jfv cos() sin2 ()sin <p d() drp + jfv sin2 ()cos() cos <p d() drp 

= fo'Tr sin3 () d() fo2
7r cos2 <p d<p + fo'Tr sin3 () d() fo2

7r sin <p cos <p d<p 

+ fo'Tr cos() sin2 () d() fo2
7r sin <p d<p + fo'Tr sin2 ()cos() d() fo2

7r cos <p d<p 

On utilise maintenant les« formules utiles » de l'énoncé 

<I> = (fo'Tr 3 sin() ~ sin 30 d()) 7r + 0 + 0 + 0 

= ~ [-3 cos()+ cos 30] 1r = ~ (3 - ~ + 3 - ~) = ~ 16 = 411". 
4 3 0 4 3 3 43 3 

l.b Pour ramener le calcul de <I> à celui d'une intégrale triple, on utilise la formule 
d'Ostrogradski, qui est utilisable parce que E est la frontière d'un domaine de 
l'espace (E est la frontière de la boule unité B, boule de centre l'origine, de rayon 
1 ; il ne faut pas confondre boule et sphère.) 
Ona 
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donc on obtient cf>= Jfla 1 dx dy dz = volume(B) = 4; · 

{

X =X 

2.a) On peut paramétrer~'+, comme une nappe de fonction par . y = y 

z = 1- Jx2 + y2 

avec (x, y) E V' (V' est le disque de centre 0, de rayon 1 du plan Oxy). Pour 
cette paramétrisation, qui correspond toujours à une orientation vers le haut, 
donc qui convient à la situation étudiée, le vecteur normal se calcule ainsi en tout 
(x,y) EV': 

aM 
(- Jx:x+J 

aM 
(_ Jx:y+J = = 

âx ây 

X 

N = 8M A 8M = (:) = 

Jx2 +y2 
y 

âx ây 1 Jx2 +y2 

1 

D'autre part, sachant que P = x +y, Q = z et R = x, on a 

âR âQ 
---
ây âz 

~= âP âR 
---
âz âx 
âQ âP 
---
âx ây 

On obtient donc 

c-1) = 0-1 
0-1 (=:) 

X 

Jx2 +y2 
y 

Jx2 +y2 
1 

= Jfv, ( Jx2x+y2 + Jx2y+y2 -1) dx dy 

dx dy 

Pour calculer cette intégrale double, le passage en polaires s'impose : 

{27r {l 
cf>' = lo dB Jo (cos B + sin B - 1) r dr (variables séparables) 

= (fo2
7r (cosB + sinB - 1) dB) (fo1 r dr) = (-27r) (~) = -?r. 
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2.b) Le bord de la nappe E' est le cercle C de centre 0, de rayon 1 du plan Oxy. 
La formule de Stokes-Ampère s'écrit ici 

Une paramétrisation du cercle c+, qui est le cercle trigonométrique du plan Oxy, 
(mais qui doit quand même être considéré comme une courbe de l'espace), est 

{
x = cost 

y= sint 

z = 0, 

t E [O, 271'] (E'+ étant orientée vers le haut, c+ est dans le sens 

direct) de sorte que : 

[21r 
<I>' = Jo Px'(t) + Qy'(t) + Rz'(t) 

[21r 
= Jo [(cost+sint)(-sint)+O(sint)+(cost)o] dt 

[21r [21r 
= - Jo sint cost dt - Jo sin2 t dt= -0 - 71' = -71'. 

3. L'aire de E' est donnée par 

aire(E') = Jh,, da = Jfv, H dx dy. 

Ici, on a 

x2 y2 
1 + 2 2 + 2 2 = J2. 

X +y X +y 

de sorte que 

aire(E') = jfv, J2 dx dy = J2 Jfv, dx dy = v'2aire('D') = J271'. 

puisque 'D' est un disque de rayon 1. 
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