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Avant-propos

ET OUVRAGE est destiné a tous les étudiants qui peuvent avoir besoin d’étudier
les fonctions de plusieurs variables, les courbes paramétrées, les intégrales

doubles ou triples, curvilignes ou de surface, et les opérateurs différentiels.
Bien sfir, les étudiants en deuxiéme année de licence de mathématiques sont les
premiers concernés, mais il ne fait aucun doute qu’un étudiant scientifique curieux
d’avoir des explications rigoureuses sur les outils qu’il est obligé de manipuler
quotidiennement, pourra lui aussi étre intéressé par le contenu de ce manuel.
Les candidats aux concours de ’enseignement (CAPES et Agrégation de mathé-
matiques), quant & eux, doivent avoir vu et compris les notions développées dans
cet ouvrage, qui leur sera donc d’un grand secours.
La particularité de cet ouvrage est qu’il essaie de ne jamais faire de raccourci et
que tous les raisonnements sont parfaitement détaillés. Il apparait ainsi comme un
outil idéal pour tout étudiant isolé qui voudrait acquérir, comprendre et dominer
par lui-méme toutes les notions abordées.

Dans ce manuel, on trouvera d’abord 5 chapitres de cours trés détaillés, rédigés
dans un style clair et accessible :

1. un chapitre sur 'introduction & la topologie de R™ dans lequel sont présentés
tout le vocabulaire de topologie utile dans cet ouvrage ainsi que 1’étude
générale de la topologie;

2. un chapitre sur les études des courbes paramétrées (ou fonctions vectorielles)
qui expose de maniére exhaustive toutes les particularités classiques de ce
type de courbes;

3. un gros chapitre sur les fonctions de plusieurs variables (de RP vers R™)
qui constitue le coeur de cet ouvrage et dans lequel sont introduites les
notions de continuité, de limites, de dérivées partielles, de différentiabilité
pour toutes ces fonctions et étudiés les opérateurs différentiels classiques;

4. un chapitre sur les intégrales curvilignes qui propose une introduction
rigoureuse de la notion d’arc paramétré, avant d’étudier différents aspects
possibles de 'intégration sur un arc paramétré, de l'intégration d’une forme
différentielle ou d’un champ de vecteurs, mais aussi 'intégration d’une
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fonction scalaire, avec le calcul de la longueur d’une courbe. On y montre
également comment utiliser 'intégrale curviligne pour calculer des aires;

un dernier chapitre traite des différents aspects des intégrales multiples,
dans lequel toutes les démonstrations ne sont pas faites. Cependant, & partir
de quelques propriétés admises, tous les résultats utiles pour calculer les
intégrales doubles et triples, et faire des calculs d’aires ou de volumes, sont
prouvés. Il s’agit ensuite de s’intéresser aux intégrales de surface et, apres
une introduction rapide de la notion de nappe paramétrée (introduction
aux variétés différentiables), les calculs de flux d’un champ de vecteurs,
d’aire d’une nappe, et d’intégrale d’une fonction scalaire sur une nappe sont
expliqués. Enfin, le chapitre se termine sur les grands théorémes liant les
intégrales multiples entre elles : Green-Riemann, Ampeére-Stokes, Ostrograd-
ski, avec pour chacun de ces théorémes une démonstration élémentaire et
convaincante.

A la fin de chaque chapitre, est proposée une liste d’exercices dont la, difficulté est
trés progressive.

Pour chaque exercice, on trouve d’abord des « indications » pour les résolutions,
puis un corrigé détaillé, regroupés dans deux chapitres distincts, situés en fin
d’ouvrage. Le lecteur est invité & commencer par essayer de résoudre seul les
exercices proposés, et & ne consulter les indications que s’il ne voit pas comment
commencer. Enfin, il pourra vérifier sa solution en la comparant avec celle de
Pouvrage, qui est toujours trés détaillée et dont la rédaction se veut pouvoir servir
de modele.

C’est & partir d’un cours par correspondance qui a fait la preuve de son efficacité
avec des générations d’étudiants, que ce livre a été réalisé.

Nous souhaitons une bonne réussite a tous nos lecteurs.



CHAPITRE 1

Notions de topologie dans R"

1.1 Introduction générale

La notion la plus utilisée en analyse mathématique a longtemps été tout simplement

la notion de nombre réel. Pour apprécier la proximité de deux nombres réels a et b,

on utilise la valeur absolue |a — b|, qui mesure la distance entre ces deux nombres.

Cette notion de proximité des nombres est essentielle pour toutes les questions

d’analyse. Elle sert pour :

e le calcul de ’erreur dans un calcul approché;

¢ la définition de la limite d’une fonction f : |f(z) — £| doit pouvoir devenir
arbitrairement petit lorsque |z — zo| est petit;

e la définition de la continuité d’une fonction f : |Af| = |f(z + Az) — f(z)| doit
étre aussi petit qu’on le désire & condition que |Az| soit suffisamment petit ;

Af 4 :
Ag f'(z)| doit tendre

e la définition de la dérivabilité d’une fonction f en z :

vers zéro lorsque Az — 0;

Une premiére généralisation de cette notion est classiquement faite & I’ensemble

C des nombres complexes, le module |z — 2’| mesurant la distance de deux

nombres complexes z et 2. Nous ne nous étendrons pas sur cette possibilité.
Mais les progres en mathématiques ont amené une évolution irréversible : actuelle-
ment, la notion fondamentale n’est plus celle de nombre, mais celle de vecteur, ou
tableau de nombres. Que ce soit en analyse théorique, ou en analyse numérique,
comme en informatique, on manipule maintenant comme objet, essentiellement des
vecteurs, et on doit leur appliquer des traitements analogues a ce qu’on faisait avec
des nombres : on doit savoir mesurer la proximité de deux vecteurs, pour pouvoir
parler de limites, de continuité, de dérivabilité d’une fonction dont I’ensemble de
départ n’est pas un intervalle de R mais un ensemble de vecteurs, un ensemble de
tableau de nombres.
L’objet de ce chapitre est donc, aprés avoir rappelé quelques principes sur les
opérations concernant les vecteurs, de définir une notion permettant de mesurer
la distance de deux vecteurs. Cet outil est la norme.
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1.2 Qu’est-ce que R"?

1.2.1 Définition abstraite

Mathématiquement, n étant dans tout ce chapitre un entier non nul (et si possible
au moins égal & 2) on définit R™ comme le produit cartésien de R par lui-méme n
fois : R™ est ensemble des n-uples de réels. Par exemple, R? est I’ensemble des
couples de réels, R3 I’ensemble des triplets. ..

Un n-uple est une suite ordonnée de n éléments, a ne pas confondre avec ’ensemble
{z1,z2,...,2,}. Par exemple, on doit distinguer un couple (a, b) de la paire de ses
éléments {a, b}, car (a,b) # (b,a) alors que {a,b} et {b,a} sont deux ensembles
égaux.

X eR" < 3Fz1,29,...,2n, €R, X = (z1,22,...,Zn)

Pour X € R", on appelle z1,x2,...,%, les composantes de X.

1.2.2 Structure de R-espace vectoriel

On munit R™ d’une structure d’espace vectoriel sur R, en définissant la somme de
deux n-uples de réels et le produit d’un nombre réel (un scalaire) par un n-uple de
réels : pour X et Y deux éléments quelconques de R™, de composantes respectives
(z1,22,...,2n) €t (Y1,¥2,-..,Yn), € pour X un scalaire quelconque, on pose

X+Y=(z1+y1,z2+Y2,---,Zn +Yn)
AX = (Az1, \x2, ..., Azp)

Il est classique que ces deux opérations conféerent a R™ une structure d’espace
vectoriel.

On notera Og~ = (0,0,...,0) le vecteur nul de R™ et parfois simplement 0 ou O.
Les n vecteurs e; = (1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1) forment
une base de R™ appelée base canonique.

1.2.3 Universalité de ce point de vue

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension n. Il existe donc une base B de F
possédant n éléments. Alors tout élément x de E est caractérisé par ses coordonnées
(z1,z2,...,2Z,) dans la base B. Ces coordonnées sont en fait un élément de R™.
Ce procédé définit un isomorphisme entre un espace vectoriel de dimension n et
R™ qui est en fait le modéle des espaces vectoriels de dimension 7.

De méme, I’ensemble des points du plan [de 1’espace] peut étre modélisé & 1’aide
de R? [de R3] : dés qu’on a fixé un repére (0,1,7) [(0,1,7, k)], tout point est
caractérisé par le couple [le triplet] de ses coordonnées qui est un élément de R?
[de ]R3]. Par analogie, on appellera souvent « points » des éléments de R"”, alors
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que le terme « vecteur » serait plus correct. Il faut accepter ces d’abus de langage
en gardant un esprit tolérant.

De la méme fagon, I’ensemble C des nombres complexes peut aussi étre modélisé
comme ’ensemble R2, chaque complexe z = z + iy étant associé au couple (z,y)
de R2.

1.2.4 Notation

En général, on note en ligne les éléments de R", c’est-a-dire, qu’on écrit, pour
un vecteur X de R", X = (z1,z9,...,Z,). Mais dans certaines situations, il est
plus pratique d’utiliser une notation de vecteur-colonne : en particulier en algebre
linéaire, lorsqu’on doit multiplier par une matrice un élément de R", il vaudra

z1
x2 rd Ve
mieux noter X = | . |, la base canonique étant dans ce cas formée des vecteurs
Tn
1 0
0 0
et=|:],...,en = | : |. Nous serons amenés & utiliser ce type de notation
0 0
0 1

lorsqu’on manipulera les matrices jacobiennes.

1.3 Normes dans R"

1.3.1 Définition

Définition 1.1 Soit (E, +,.) un R-espace vectoriel, on appelle norme sur E toute
application N de E dans R* telle que :

(i)VX e FE, NX)=0 < X =0g;

(i) VAeR VX eE NWX)=|[MNN(X);

(i) VXeFE VYe€FE NX+Y)SNX)+N(Y);

(cette derniére propriété est connue sous le nom d’inégalité triangulaire).

1.3.2 Propriétés immédiates

Proposition 1.2 Pour établir qu’une application N définie sur un R-espace
vectoriel E est une norme, il suffit d’établir que N est & valeurs dans Rt (c’est-a-
dire que N(X) > 0VX € E) et

(i) VX €E, N(X)=0= X =0g;

([i)VAeR VX eFE N(OX)=|MNN(X);

(i) VX€E VY €E€E N(X+Y)<N(X)+N(Y).
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Preuve La seule différence avec la définition étant le remplacement dans (i)
de <= par =, pour établir cette proposition, il suffit de remarquer que
(i)= N(g)=0

En effet, on a N(0g) = N(0.0g) = |0|N(0g) = 0 en utilisant (ii). O

Proposition 1.3 Si NV est une norme sur F, alors pour tous X et Y de F, on a
(i) N(=X) = N(X);

()" N(X -Y)=N(Y - X);

(iii)) N(X —Y) < N(X)+ N(Y).

Preuve Pour (ii)’, il suffit de remarquer que —X = (—1)X et d’utiliser (ii) :
N(-X) = N((~1)X) = | - 1IN(X) = N(X).

Pour (ii)”, on applique (ii) 4 Y — X = —(X = Y).

Puis pour (iii)’, on écrit X —Y = X + (=Y) et on applique (iii) puis (ii)’ :

N(X —Y)=N(X 4+ (-Y)) < N(X) + N(-Y) = N(X) + N(Y)

Proposition 1.4 (Deuxiéme inégalité triangulaire)
Si N est une norme sur un espace vectoriel F, alors on a :
(ivyiVX€e€E VY eE |[NX)-NY)|<NX+Y)

et

(ivyVX€E VY e€E |[NX)-N({)<NX-Y)

Preuve En écrivant X = (X +Y) Y, et en utilisant (iii)’, on a
N(X)=N({(X+Y)-Y) < N(X+Y)+N(Y) donc N(X)-N(Y) < N(X+Y)
de méme en échangeant le rdle de X et Y, on obtient

NY)=N{(Y+X)-X)<NY +X)+ N(X)
donc NY)-N(X)SNY +X)=N(X+Y)
En remarquant que pour tout réel A, on a |A| = max(A, —A), et puisque 'opposé
de A=N(X)—-N(Y) est —A= N(Y) — N(X), puisque ces deux nombres sont

tous deux inférieurs ou égaux & N(X +Y), le plus grand des deux est aussi majoré
par ce nombre, c’est-a-dire qu’on a

IN(X) = N(Y)| = max(N(X) - N(¥), N(Y) - N(X)) < N(X +Y)

(iv)' se démontre comme (iii)’, en utilisant (ii)’ et (iv). a
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1.3.3 Les normes usuelles de R™

La Norme Euclidienne
n
Pour tout X = (1,3,...,%n) € R, on pose Na(X) = || X|l2 = ,| ) _ =2
i=1

Proposition 1.5 Nj est une norme sur R™

7 . . \/ . . ’
Preuve La démonstration des points (i)’ et (ii) ne pose aucune difficulté. Pour
montrer 1'inégalité triangulaire, on éléve au carré puis on simplifie :

No(X +Y) < No(X) + No(Y)

(Sreem) < (E) '+ (59)

n n % n % n
S (6 + 2131 + 32) zm +z(zw) (zyz) 304
=1
n n n n n % n % n
S o? 423 a4 300 < Zx3+z(zx> (zyz) Y4
=1 i=1 =1

1

=1
n n i n %
>z < (Zfb‘?) (Zy)
i=1 i=1

1

D=

Cette derniére inégalité est donc équivalente & 1'inégalité triangulaire
Or, cette derniere inégalité est vraie, car, comme nous allons le voir, c’est une
conséquence du § qui suit.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz

n
Il est d’usage de poser X - Y = Zwiyi (produit scalaire du vecteur X et du
=1
vecteur Y').
L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit dans ce cadre :

XY < [ X]l2 Y l2

Puisque X - Y < |X - Y|, notre inégalité en est clairement une conséquence. Pour
démontrer Cauchy-Schwarz, qui est une inégalité entre nombres positifs, on 1’éléve
au carré et elle est équivalente &

(&) <(E4) ()
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Le raisonnement qui suit est trés classique, et il est important de savoir le retrouver ;
X et Y étant deux vecteurs de R™ fizés, on pose pour tout A € R,

fQ) = i(/\azi +y)? = (Zn: xf) A2 +2 (i xiyi> A+ (i yf)
i=1 i=1

Il est clair que f()) est un polynéme du second degré en X puisque tous les z; et
les y; sont des constantes, (le coefficient dominant n’est nul que si X = 0 et dans
ce cas I'inégalité de Cauchy-Schwarz est acquise puisque elle s’écrit 0 < 0)

Or, en tant que somme de carrés de par sa premiére expression, il est clair que
pour tout A € R, on a f(A) > 0. Mais un polynéme du second degré ne garde
un signe constant que si son discriminant est négatif, ou & la rigueur nul (si le
discriminant est positif, il y a deux racines réelles et entre ces racines ce n’est pas
le méme signe qu’a ’extérieur!). On peut donc affirmer que A < 0 c’est-a-dire :

n 2 n n
o(Sem) -a(5e2) (8) <0
i=1 i=1 i=1
d’ott le résultat attendu en simplifiant par 4. a

La Norme du Max

Pour tout X = (z1,z2,...,2Zn) € R™, on pose Noo(X) = || X|lco = Joax ||
<i<n
Proposition 1.6 N, est une norme sur R”

Preuve Remarquons tout d’abord que le max de la définition ci-dessus est
atteint, et que donc, il existe toujours un indice ig (pas forcément unique) tel que
| X loo = |Zio| ; cet indice est donc tel que pour tout i entre 1 et n, on a |z;| < |z4,|
Les points (i)’ et (ii) de la définition d’une norme se vérifient aisément.

Pour le point (iii), il suffit d’écrire que pour tout X, Y dans R", posant Z = X +Y,
si ip est un indice tel que || Z]lco = |2i,|, alors on a :

X + Ylloo = [1Zlleo = |2is| = |2io + Yio| < lio] + [%io]

< ) | =
< _112{32% |z:| + 112{2% %] = | X lloo + 1Y ]| oo

O

La Norme « Somme »
Cette norme est moins utilisée en pratique que les deux précédentes.
n

Pour tout X = (z1,%2,...,2x) € R™, on pose N1(X) = || X[|1 =) _ |xi

i=1
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Proposition 1.7 N; est une norme sur R™

La démonstration de cette propriété ne présente aucune difficulté et est laissée en
exercice au lecteur (voir exercice 1.2).

Un peu de culture

Pourquoi ces différents indices 1, 2 ou 0o sous le N ou aprés les doubles barres ?
En fait, on peut définir une « norme p » pour tout p € [1, +00[ en posant

Np(X) = [ Xllp = (Zn: Iwil”) "

i=1
Il est clair que pour p =1 ou p = 2, on retrouve la « norme somme » et la norme

euclidienne.

Dans le cas général (pour p & {1,2}), la démonstration que IV, est une norme est
trop difficile & notre niveau. Je vous déconseille de vous lancer dans ce calcul :
cela butera pour établir 'inégalité triangulaire, car on a besoin d’une inégalité
comparable & celle de Cauchy-Schwarz en bien plus compliqué, la classique inégalité

de Holder.

Il est possible de montrer & notre niveau, avec un peu d’organisation que pour

X fixé, on a Bgl Np(X) = Noo(X). C’est cette propriété qui justifie le nom de
p 00

cette derniere norme N,.

1.3.4 Equivalence de normes

Définition 1.8 Soient N et N deux normes définies sur R”. On dit que les deux
normes sont équivalentes si il existe deux constantes strictement positives C1, Co
telles que : N

VX eR* CiN(X) < N(X) < CaeN(X)

On peut a la rigueur noter cette propriété par : N ~ N. C’est une relation
d’équivalence dans ’ensemble de normes définies sur R™. (La démonstration du
fait que c’est une relation d’équivalence est un excellent exercice : voir TD, exercice

1.3)

Théoréme 1.9 Les normes N1, N et Ny, sont équivalentes.
On a pour tout X = (z1,...,2,) € R?,
Noo(X) < Na(X) < N1(X) < 1 Neo(X) ;
Noo(X) < N2(X) < v/n Noo(X) 5
N2(X) < Ni(X) < v/n No(X)
Noo(X) < N1(X) < n Noo(X).

Ces constantes ne peuvent étre améliorées car pour chacune de ces inégalités, on
peut trouver un X pour lequel on a ’égalité.
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Pour la. démonstration de ce théoréme, voir ’exercice 1.4, et son corrigé.
Signalons un théoréme important mais que nous n’utiliserons pas, car on ne le
démontre pas dans ce cours et il « tue » tout un tas d’exercices :

Théoréme 1.10 (admis) Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les
normes sont équivalentes.

Remarque : Dans le cas particulier (assez peu intéressant) ol n = 1, on considére
que R! =R, et les trois normes que nous avons étudiées sont en fait les mémes :
Pour tout z € R, on a Ni(z) = Na(z) = Neo(z) = ||

1.3.5 Distance dans R™

Nous arrivons maintenant véritablement & la mesure de 1’écartement de deux
éléments de R™. Les normes que nous avons rencontrées jouent le role de la valeur
absolue dans R. Pour les nombres, la mesure de 1’éloignement de deux réels utilisait
la valeur absolue de la différence de ces nombres. Dans R”, on prendra la norme
de la différence de deux vecteurs pour apprécier leur distance. Mais tout d’abord
définissons ce qu’est mathématiquement une distance.

Définition 1.11 Soit E un ensemble ; on appelle distance sur E toute application
d définie sur E x E, & valeurs dans R, et vérifiant les 4 propriétés suivantes :
(d0) Vz,y e E d(z,y) >0

(dl) d(z,y) =0 <= z=y

(d2) Vz,y € E d(z,y) = d(y,z)

(d3) Vz,y,z € E d(z,2) < d(z,y) +d(y,2)

(cette derniére inégalité s’appelle aussi « 'inégalité triangulaire »).

Un ensemble dans lequel existe une distance s’appelle un espace métrique.

Dans un espace métrique, il y a aussi une deuxiéme inégalité triangulaire

(d3) Vz,y,z € E |d(z,y) — d(y, 2)| < d(z, 2)

Elle se démontre un peu comme la deuxieme inégalité triangulaire des espaces
normés (voir exercice 1.6).

La notion de distance est étroitement liée & celle de norme puisque 1’on a la
proposition :

Proposition 1.12 Si E est un espace muni d’une norme N, alors I’application
d définie sur E x E par d(X,Y) = N(X —Y) est une distance. C’est la distance
associée & la norme N.

Preuve La démonstration de cette proposition est tout & fait évidente en
utilisant les propriétés d’une norme. O
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Remarque : Il ne faut pas croire que tous les espaces métriques sont des espaces
normés (munis d’une norme).

En effet, pour qu’il y ait une norme, ’ensemble doit avoir une structure d’espace
vectoriel, alors qu’un espace métrique n’a pas forcément de structure algébrique.
En revanche, tous les espaces normés sont des espaces métriques comme le prouve
la proposition ci-dessus.

Conséquence

R™ est un espace métrique de trois facons : & chacune des trois normes classiques
de R™ correspond une distance.

A la norme euclidienne Ny, correspond la distance dite distance euclidienne dy de
R™ :

n 2
(X, Y)=No(X -Y)=[X-Y|2= (Z(mz - yz')2> :
i=1
C’est la distance usuelle, la seule que ’on comprenne bien intuitivement ; on peut
la qualifier de distance naturelle, bien que mathématiquement, cet adjectif ait
assez peu de sens. Souvent on omet ’indice 2, et la on note simplement d.
C’est celle que ’on utilise en géométrie, lorsque le plan ou I’espace est rapporté a
un repére orthonormé :
Si A et B sont deux points du plan [de 1’espace],

d(4,B) = AB = | AB|l2 = \/(z5 — 24)? + (y5 — ya)?| + (25 — 24)?]

Remarque : On peut & cette occasion justifier ici le terme inégalité triangulaire :
Si ABC est un triangle; si on pose ¥ = E; v = B?’ et donc ¥ + 7 = :A@,
Pinégalité triangulaire s’écrit

1Z+P2 < |22+ T2 < |AC|2 < | AB||2+|BCll. <= AC < AB+BC.

Elle exprime le résultat classique que dans un triangle, la longueur d’un co6té
est inférieure & la somme des deux autres longueurs de c6tés ou encore plus
prosaiquement que la ligne droite est le plus court chemin pour aller d’un point &
un autre, puisque pour aller de A vers C, il est plus court d’y aller directement
qu’en passant par B. Cette derniére interprétation n’étant d’ailleurs pas valable
avec une autre norme que la norme euclidienne.

La deuxiéme inégalité triangulaire exprime, elle, que dans un triangle, la longueur
d’un c6té est supérieure (ou égale) & la différence des deux autres longueurs de
cotés. Avec les mémes notations, on a :

AC 3 |AB - BO| = || 2= [F]a] <17 + Pl
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A la norme du max N, correspond la distance do, de R” définie par :

deo(X,Y) = Noo(X = ¥) = |X = Yoo = max Jo: — ]
<i<n
A la norme somme N correspond la distance d; de R™ définie par :

LK, Y) = Ny(X —¥) = X = Yl = 3 [os — .

i=1

1.4 Ouverts, fermés, bornés, voisinages dans R"

1.4.1 Boules ouvertes et fermées de R™

Ces notions sont essentiellement liées a la notion de norme. Comme il y a trois
normes usuelles dans R™, et pour ne pas nous répéter, nous appellerons N une
quelconque de ces trois normes, et di la distance associée, étant entendu que &
vaut soit 2, soit 0o, soit 1.

Boule ouverte

Définition 1.13 Pour Xy un élément de R™ et r un réel strictement positif. On
appelle boule ouverte de centre Xy et de rayon r, pour la norme N, et on note
Bk (Xo,7) le sous-ensemble de R™ défini par :

By(Xo,7) = {X € R" | di(X, Xo) = N(X — Xo) <r}.

Boule fermée

Définition 1.14 Pour Xj un élément de R™ et r un réel strictement positif. On
appelle boule fermée de centre Xo et de rayon r, pour la norme N, et on note
B (Xo,7) le sous-ensemble de R™ défini par :

—B-k(Xo,’r’) = {X € R" | di(X, Xo) = Np(X — Xo) < 7’}

Boules dans R

Les trois normes usuelles étant confondues dans R avec la valeur absolue, il n’y a
qu’une seule notion classique de boules, que I’on note sans indice k.: elle correspond
4 la notion d’intervalles centrés; les définitions des notions de limite, continuité
pour des fonctions de R dans R font largement appel & ces intervalles centrés.

Dans R, B(zg,r) =]zo — r, 2o + 7[; 'inégalité |z — zo| < & caractérise z € B(zg, €).
De méme, B(zg,r) = [o—7, Zo+7] ; 'inégalité |z — x| < € caractérise z € B(zo, €).
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Boules usuelles en dimension 2

Une remarque préliminaire s’impose : entre une boule ouverte et une boule fermée,
la différence est « mince ». On a bien siir Bx(zo,7) C Bi(zo,7) et seuls les X qui
sont exactement & la distance r de X sont dans la boule fermée B(Xo,7) et pas
dans la boule ouverte By (Xo, 7).

D’autre part, pour une bonne compréhension de ces notions il est utile de se placer
systématiquement dans un repére orthonormé.

Yo

*o

(1.1)

Boules Euclidiennes : ce sont les plus simples & concevoir, car ce sont des
disques, ouverts ou fermés, selon le cas, c’est-a-dire sans ou avec le cercle frontiere.
Pour s’en convaincre, il suffit de considérer I'inéquation caractérisant une boule :

do(X — Xo) <r &= (z1-—- 161,0)2 + (:vz — 1:2,0)2 < r2,

I1 est bien connu que cette derniére inéquation caractérise le disque fermé de rayon
r et de centre le point de coordonnées (z1,0,Z2,0). (Vous connaissez sans doute
mieux ce résultat en nommant (z,y) les coordonnées : (z — x0)? + (y — ¥o0)? < r?
caractérise le disque fermé limité par le cercle d’équation (z—xzo)%+(y—10)? = r2.)

Boules pour la norme du max : ce sont des carrés. En effet,

|z — zo| < 7

| X — Xolloo <7 = max(|z — zo|, |y —y0|) <7 <= { ly —yo| <.

Or, |z — x| < r caractérise une bande verticale de largeur 2r, limitée par les deux
droites verticales z = g — 7 et £ = zo + 7. De méme, |y — yo| < r caractérise
une bande horizontale de largeur 2r, limitée par les deux droites horizontales
y=1yo—r et y =1y + r. L’intersection de ces deux bandes est un carré dont le
centre est le point Xo(zo,¥0)-
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Y I ..
A
0 T 'T
|
—————————— l -
Yo-f | : |
1 ! ! ‘
- %o "b"
(1.2) ®
Yot — o e o e o — —
Yot
yo'r
(1.3) X

Boules pour la norme somme : ce sont aussi des carrés, mais « posés sur la
pointe ». Voir la figure ci-dessus; la démonstration un peu technique est laissée
en exercice (voir exercice 1.7.)

Boules usuelles dans R3

On montre sans grande difficulté que les boules euclidiennes sont de « vraies »
boules, limitées par des spheres, que les boules pour la norme du max sont des
cubes, et avec un peu plus de mal, on peut établir que les boules pour la norme
somme sont des octaedres.

Remarque : La propriété d’équivalence des trois normes usuelles est illustrée par
la figure de la page suivante, qui illustre qu’a ’intérieur de toute boule pour une
des normes, on peut en inclure une autre, de méme centre, pour une des autres
normes. Réciproquement, toute boule pour une des normes est incluse dans une
autre boule de méme centre, pour une des autres normes. Cette propriété est vraie
en dimension quelconque. Nous verrons dans la suite I'intérét de cette possibilité.
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Yortl - _ £ _

Yo I I I

(1.4)

Remarque : Lorsque le contexte aura privilégié un des trois types de norme, on
s’abstiendra de préciser a chaque fois laquelle, et on notera simplement N au lieu
de Ni, d au lieu de dg, | X|| au lieu de || X||x, B(Xo,7) au lieu de Bi(Xo,r) etc.
C’est en général la norme euclidienne qui sera ainsi privilégiée.

1.4.2 Parties bornées

Définition 1.15 Une partie de R™ est bornée lorsqu’elle est incluse dans une
boule.

Gréace a la remarque 1.4.1, il est clair que cette définition ne dépend pas de la
norme considérée. On peut aussi clairement utiliser des boules ouvertes ou fermées
sans changer cette notion de partie bornée.

Proposition 1.16 Une partie P de R™ est bornée si et seulement si il existe
R >0tel que VX € P,on a || X| < R.

Preuve La remarque 1.4.1 permet de ne pas spécifier quelle norme on utilise.
SionaVX € P, | X|| < R, cela signifie que P C B(O, R) (en posant O = Ogn)
donc P est une partie bornée.

Si P est bornée, alors il existe X et 7 tel que P C B(Xo,T).

Soit alors R = r + d(Xo,0) = 7 + || Xo||. Alors pour tout X € P, puisque
X € B(Xo,r), on a || X — Xo|| < et donc

X1 = [I(X — Xo) + Xoll < |1 X — Xoll + [ Xoll <7+ [ Xoll = B.
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1.4.3 Ouverts de R™

Définition 1.17 Une partie O de E est dite ouverte si elle vérifie la propriété

suivante :
Xe€eO=Irx eR"Y, Bip(X,rx)CO

Cette définition signifie que dés que O contient un élément X, alors il contient
nécessairement toute une boule centrée en X.

Apparemment, cette notion dépend de la norme considérée. Mais en fait, d’apres
la remarque 1.4.1 (p.12), puisque toute boule d’un type en contient d’autres
de méme centre des autres types, si un ensemble est ouvert au titre d’une des
normes, il est ouvert également pour les autres normes et on dit simplement qu’il
est ouvert.

Proposition 1.18 Toute boule ouverte est un ensemble ouvert

Preuve Cette démonstration se fera en utilisant une quelconque des normes et
sans la numéroter.

Soit B = B(Xp,r) une boule ouverte pour la norme N = || - ||. Soit X € B. Par
définition, § = d(X, Xo) < 7. Posons rx = r —§ > 0. Alors la boule B(X,rx) est
incluse dans B. En effet, soit Y € B(X,rx), alors par 'inégalité triangulaire,

(>

~—

d(Y, Xo) < d(¥, X) + d(X, Xo) = d(Y, X) + 6. Or, d(Y, X) < rx par définition
de la boule ouverte B(X,rx). Donc d(Y,Xo) < rx +d =r—86+30 =7 et
Y € B(Xo,r) = B. 0

(L.5)

Remarque : Cette proposition est rassurante, et elle justifie a posteriori la
pertinence des dénominations. Il ne faudrait surtout pas croire que 1’adjectif
« ouverte » dans boule ouverte est & lui tout seul une preuve de la proposition.



1.4 OUVERTS, FERMES, BORNES, VOISINAGES DANS R™ 15

1.4.4 Fermés de R"

Définition 1.19 Une partie F' de E est dite fermée si elle est le complémentaire
d’une partie ouverte.

Cette définition « en creux » est assez difficile & manier. Nous verrons un peu
plus loin un théoréme important qui permet de définir les fermés de facon plus
positive.

Comme pour les ouverts, nous avons la proposition rassurante :

Proposition 1.20 Toute boule fermée est un ensemble fermé.

Preuve Comme pour la proposition 1.18 (p.14) on ne numérote pas la norme
utilisée.

Soit B = B(Xp,r) une boule fermée pour la norme N = || - ||. Pour montrer
que c’est un ensemble fermé, on doit considérer le complémentaire C' de B et
montrer que C est un ensemble ouvert. Soit X € C. Par définition, puisque X ¢ B,
d = d(X,Xo) > r. Posons rx = d—r > 0. Alors la boule B(X, rx) est incluse dans
C. En effet, soit Y € B(X,rx), alors grace a la deuxiéme inégalité triangulaire,
d(Y, Xo) > |d(Y, X) — d(X, Xo)| > d(X, Xo) — d(Y, X) = § — d(Y, X).

(L.6)

Or, d(Y, X) < rx par définition (1.13) de la boule ouverte B(X,rx).

Donc —d(Y, X) > —rx et d(Y, Xo) >6—rx =6 — (0 —1) = 1.

On peut donc affirmer que Y ¢ B, donc Y € C. On a trouvé une boule B(X,rx)
centrée en X et incluse dans C, ceci quel que soit X dans C' : c’est exactement ce
qui permet d’affirmer que C est bien un ouvert, donc B est un bien fermé. O

1.4.5 Voisinages, bases de voisinages dans R™

Définition 1.21 Pour X, dans E, on appelle voisinage de Xj, toute partie de
R™ qui contient une boule ouverte centrée en Xj.
On note V(Xj) I’ensemble de tous les voisinages de Xjp.
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Gréce & la remarque 1.4.1 (p.12), cette notion ne dépend pas de la norme utilisée.

Proposition 1.22 V est un voisinage de Xp si et seulement si il existe un
ensemble ouvert contenu dans V' et qui contient Xy. En particulier tout ouvert
est voisinage de chacun de ses points. C’est méme une autre caractérisation des
ouverts.

Preuve SiV est un voisinage de Xo, d’aprés la définition, il existe une boule
ouverte centrée en Xo, de rayon r, qui est incluse dans V' et une boule ouverte est
un ouvert d’apres la proposition 1.18 (p.14). Donc V contient un ouvert contenant
Xo.

Réciproquement : si £ est une partie qui contient un ouvert O qui contient Xj.
Puisque O est ouvert, et que Xg € O, il existe une boule ouverte centrée en Xy et
incluse dans O. Par transitivité de I'inclusion, cette boule est incluse dans £ qui
est donc un voisinage de Xj.

Pour la deuxieme partie de la proposition : il est évident que si Xy est un point
d’un ouvert, cet ouvert contient un ouvert — lui-méme — contenant Xy, donc
c’est un voisinage de Xy d’apres le début de la proposition qu’on vient d’établir.

Réciproquement : Soit £ un ensemble qui est voisinage de chacun de ses points.
Pour chacun de ses points X, il existe donc une boule que ’on peut prendre ouverte,
centrée en X et incluse dans £. C’est justement la définition d’un ensemble ouvert :
€ est donc ouvert. O

Un exemple tres important de voisinages de X est fourni par les boules de centre
Xp, de rayon non nul.

En effet, elles contiennent toujours une boule ouverte (elle-méme ou la boule
ouverte de méme centre et de méme rayon) contenant Xo.

Les voisinages d’un point sont extrémement nombreux, puisque toute partie
contenant un voisinage de Xy devient ipso facto elle aussi un voisinage de Xj.
Cette trop grande richesse peut étre génante, surtout lorsqu’on aura besoin de
propriétés utilisant « Pour tout voisinage de Xy »... Afin de remédier a cet
inconvénient, on utilisera la notion de bases de voisinages

Définition 1.23 On appelle base de voisinages de Xy un sous-ensemble B de
V(Xo) tel que pour tout V € V(Xp), il existe W € B tel que W C V.

Exemples

L’ensemble des boules ouvertes centrées en X est banalement une base de voisinage
de Xo.

L’ensemble des boules fermées (de rayon non nul) centrées en X est aussi une
base de voisinage de Xj.

Ceci quelle que soit la norme considérée.
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1.5 Suites de R”

1.5.1 Présentation des suites de vecteurs

Mathématiquement, une suite de vecteurs de R™ est une application de N dans
R™; comme pour les suites, la notation est spécifique : on note (Up)pen [ou plus
simplement (Up)] une telle suite, étant entendu que U, désigne le p-iéme terme de
la suite (image de p) et que c’est un élément de R™. U, a donc n composantes qui
dépendent de p. On a donc besoin d’une double indexation : la i-eme composante
de U, sera notée up.

En général, quand il n’y a pas d’ambiguité avec les exposants, on préfere envoyer
en haut un des indices : on note alors la suite (UP)pen [ou (UP)], avec UP =

p
(uf,ub,. .. uB).
évidemment, dans certains cas il peut étre intéressant de noter en colonne les
P
Uy
uf
éléments de R™ : dans ce cas on aura UP =
up,

Remarquons que la lettre n est « taboue » pour les indices tant qu’on travaille
dans RZ,

Une suite de vecteurs (UP)pen est entiérement déterminée par la donnée des n
suites réelles (u])pen, (45)pen, ..., (uB)pen, car la connaissance de ces n suites
réelles assure la connaissance de la suite vectorielle et réciproquement. Les 7 suites
(uf)pen sont les suites des composantes de (UP)pen.

1.5.2 Convergence de suites de R

Grace a la notion de norme, qui permet de mesurer la notion de proximité dans
R"™, nous pouvons maintenant, comme dans R définir rigoureusement la notion de
convergence d’une suite de vecteurs de R™.

Définition 1.24 Soit (UP)pen une suite d’éléments de R™. On dit que la suite
(UP) converge vers 1’élément L de R™ lorsque

Ve >0,3pp €N, telqueVp>py ona ||[UP—-L|x<e
On dit alors que L est la limite de la suite (UP) et on note _lgrl_l UP=L
p—+00
Dans cette définition, L désigne un vecteur de R", et comme d’habitude || - ||x

désigne une des trois normes usuelles de R™.
Avant de continuer, il est essentiel de préciser un point :

Théoréme 1.25 (Unicité de la limite) La limite d’une suite, si elle eziste,
est unique.
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Preuve Supposons que la suite (UP) converge a la fois vers L et aussi vers L'.

On va faire un raisonnement par I’absurde : supposons que L # L'. Dans ce cas,

1L = L'l

le réel e = est strictement positif, et pour cet ¢,

d’une part puisque (UP) converge vers L, 3p; tel que si p > p1, alors |[UP—L|| < e.
d’autre part puisque (UP) converge vers L', Ip; tel que si p > py, alors ||[UP—L/|| <
E.

(Il ne faut surtout pas prendre le méme py dans les deux cas)

Soit pp un entier qui soit & la fois plus grand que p; et plus grand que po (il suffit
de prendre po = max(p1,p2))

Puisqu’on a & la fois pg = p1 et po = p2, on peut affirmer qu’on a

|UP —Lik <e et [[UP—L|x<e
Mais en utilisant 1’inégalité triangulaire, on a
3e=|L— Lk <|L-UPllg+||UP - L'l <e+e=2¢

C’est absurde qu’on trouve 3¢ < 2¢ avec € > 0. L’hypothése que I’on a faite L # L’
n’est donc pas correcte et on a L = L/. O

Remarque : C’est ce théoréme qui assure la cohérence de la notation li{"l_l U? =
p——+00

L : le signe = ne devait pas, jusque la étre compris comme 1’égalité habituelle,
mais seulement comme une convention. Maintenant, il n’y a plus de probléme,

et si on a simultanément gr_lx_l UP=1Let Hm UP = L/, on peut sans scrupule
V4 (o o]

p—+oo

affirmer que L = L' (transitivité de 1’égalité).

La définition de la convergence utilise une certaine norme Ny, et on devrait donc
parler de convergence au sens de N ; ce n’est pas pratique, mais nous allons lever
cette difficulté grace a la proposition suivante :

Proposition 1.26 Si N; et Nj sont deux normes équivalentes sur R", alors la
convergence d’une suite vers L au sens de IN; est équivalente a la convergence de
cette suite vers L au sens de Ni.

Preuve Remarquons tout d’abord qu’il suffit d’établir I’implication dans un
sens pour en déduire 1’équivalence, puisque j et k£ jouent un réle symétrique, la
réciproque s’établira en échangeant les roles.

Montrons que si (UP) converge vers L au sens de N}, alors elle converge vers L
au sens de Ny.

Soit (UP) une suite convergente vers L au sens de Nj.

Puisque ces deux normes sont équivalentes, on sait qu’il existe deux constantes
strictement positives C; et Cs telles que pour tout X € R™, on a

CilI X5 < I Xl < CollX||5
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£

Cy .

de Nj, il existe po tel que Vp > po on a ||[UP — L|; < €'. Mais EHU” — L)k <
2

Soit € > 0; pour €' = > 0, d’apres ’hypothése de convergence vers L au sens

|UP — L||;, donc on a donc pour ces p, ||[UP — L||x < Cae’ =¢
Ce qui est souligné dans le texte ci-dessus assure la convergence vers L au sens de
Ng. O

D’aprés cette proposition, la convergence d’une suite vectorielle ne dépend plus de
la. norme considérée, et dans la suite, on utilisera au choix n’importe quelle norme,
sans forcément préciser laquelle. En pratique, c’est plutdt la norme euclidienne
que ’on comprend, mais dans certains cas la norme du max est bien pratique.

Notons une propriété analogue a la précédente, qui peut servir & une autre
définition de la convergence d’une suite :

Proposition 1.27 Une suite (UP) de vecteurs de R™ est convergente vers L si et
seulement si pour tout voisinage V d’une base de voisinages de L, il existe pg tel
que pour p = pg,ona UP €V

Preuve Notons tout d’abord que la définition 1.24 (p.17) peut &tre paraphrasée
en utilisant les termes de cet énoncé, puisque & chaque € > 0 correspond un
élément V; = B(L,¢) de la base de voisinages de L formée des boules fermées
de centre L, et que X € B(L,e) <= ||X — L|| < &. Quand on lit dans la
définition Ve > 0, on peut aussi bien comprendre « Pour tout élément B(L,¢) de
la base de voisinages de L formée des boules fermées de centre L » ; le dernier
morceau de la phrase de la définition « ||UP — L|| < € » se comprend alors comme :
« UP € B(L,¢) ».

Soit B une autre base de voisinages de L.

Supposons tout d’abord que (UP) converge vers L.

Soit W un voisinage de L appartenant & la base de voisinages B. Puisque c’est un
voisinage de L, il contient une boule centrée en L que 1’on notera B(L, ).

Pour ¢ = g, il existe pg tel que pour p > pg, on a
UP € B(L,e) = B(L, g) Cc B(L,r) C W.
On a établi le sens nécessaire de cette propriété.

Réciproquement : Supposons que pour tout W € B, on puisse trouver un py tel
que pour p > po on ait UP € W.

Soit £ > 0. La boule fermée B(L,€) est un voisinage de L. Or, B étant une base
de voisinages de L et B(L,¢) un voisinage de L, on peut trouver un voisinage W
de L qui soit un élément de B et qui soit inclus dans B(L, ). Pour cet élément W
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de B, d’aprés ’hypotheése, il existe py tel que pour p > pg, on ait UP € W. Mais
puisque W C B(L,¢), on a UP € B(L,¢) et donc ||UP — L|| <e.

Ce qui est souligné ci-dessus correspond & ’affirmation que (UP) converge vers
L. a

Une conséquence importante de cette propriété est que dans la définition, on peut
si on le souhaite, changer ’inégalité large dans ||[UP — L|| < € par une inégalité
stricte ||[UP — L|| < € : cela revient alors & considérer la base de voisinages de
L formée des boules ouvertes centrées en L. Personnellement, je préfére utiliser
quand je le peux des inégalités larges, car il y a en général moins de pieéges avec
elles.

On peut aussi se restreindre aux € qui sont plus petits qu’un nombre M fixé a
l’avance, car ’ensemble des boules ouvertes (ou fermées) de centre L et dont le
rayon est plus petit que M est aussi une base de voisinage (vérification immédiate).
Nous arrivons maintenant a une propriété essentielle sur la convergence des suites
vectorielles en dimension finie :

Théoréme 1.28 Soit (UP)pen une suite de vecteurs de R™ et (u})pen, (uh)pen, - - -
(uB)pen les suites des composantes de (UP). Alors la suite (UP) est convergente si
et seulement si les n suites composantes sont convergentes, et la limite L de la
suite (UP) a alors comme composantes (£1,%a,...,4n), chaque £; étant la limite
de la suite numérique (uf)pen.

-

Ainsi dans R"™, la convergence d’une suite se raméne a celle des suites composantes ;
il y en a autant que la dimension de ’espace.

Preuve Supposons tout d’abord que (UP) soit convergente vers L = (1,2, ..., 4y).
Soit j un entier entre 1 et n. Pour tout £ > 0, d’aprés ’hypotheése, il existe py tel que
p > po implique que ||[UP — L]l < €.

(Notons le choix fait ici d’utiliser la norme du max parce que « ¢a nous arrange ».)
Posant UP — L =V = (v1,vs,...,Vp), o0 a donc lrgaéllvil <e.

RIS

En particulier, |v;| < Juax |vi] < e. Or, la j-iéme composante du vecteur V =
KR N

UP — L est égale a la différence de la j-ieme composante de U? et de la j-ieme
composante de L, donc v; = uf; — £;.
On a donc |u§’ —¢;| < € et ce qui est souligné signifie justement que la suite

(uf)peN converge vers £;.

Réciproquement :

On suppose maintenant que chacune des n suites (u;’ )peN converge vers £;.

Soit € > 0; puisque chaque suite (ug)peN converge vers £;, pour chaque j, il existe
p; tel que p > p; implique que |u§’ -] <e.

Il existe alors py = max p; tel que si on a p > pp, alors (puisque pour tout j,
- SISN

Po 2> pj) on ap > p;.
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On a donc pour tout j entre 1 et n : |u§ -4 <e.
On peut donc affirmer que le plus grand de ces 7 nombres |uf — £;| = |v;] est lui

aussi majoré par € : on a fax |vj| = [|V]loo < €. Mais le vecteur V' de composantes
<ign

(v1,v2,...,Vn) est justement égal & UP — L et on a donc ||[UP — L, < €.

Ce qui est souligné prouve que (UP) converge vers L. (]

Exemple :

Dans E = R?, considérons la suite de terme général :
XP=( ﬁ, 2e7P)
On sait que les deux suites réelles (z¥)pen et (z})pen définies respectivement par :
zh =2e7P

convergent dans R respectivement vers £; = 0 et ¢2 = 0. Donc la suite (XP)pen
converge dans R? vers L = (0,0).

1.5.3 Opérations sur les suites convergentes

Gréce au théoréme 1.28 (p.20), on démontre sans aucune difficulté, en passant
par les composantes, les propriétés suivantes.

Proposition 1.29 Si (UP) et (V?) sont deux suites de R™ convergentes, respec-
tivement vers L et L', alors la suite (UP + VP) converge et sa limite est L + L’.

Proposition 1.30 Si (UP) est une suite de R™ convergente vers L et o un réel,
alors la suite (aUP) est convergente et sa limite est aL.

Remarque : Il n’est pas possible de définir, comme on le faisait pour les suites
réelles des suites admettant une limite infinie : si une de ses suites composantes
d’une suite vectorielle admet une limite infinie, alors cette suite vectorielle n’a
pas de limite, et il est inutile de chercher davantage.

1.5.4 Convergence par majoration

Voici une proposition technique trés intéressante.

Proposition 1.31 Si (XP)pen est une suite de vecteurs de R™ et L € R"; s'il
existe une suite réelle (up)pen, convergente vers 0; si pour tout p & partir d’un
certain rang p;, on a

[ XP — L|| < up

Alorsona lim XP=L.
p—+o00
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Preuve Notons tout d’abord que la suite (up) est forcément & termes positifs,
au moins a partir du rang p;.

On a Ye > 0, 3p2 € N tel que si p > pp, on a |up| < €. (On a simplement traduit
la convergence de la suite réelle (up) vers 0).

Soit po = max{p1,p2};

On peut dire qu’il existe pp € N tel que si p > po,

On a d’une part, p > p1, donc || XP — L|| < up et donc forcément 0 < up = |uy,
et d’autre part on a p > p, donc u, = |up| < €.

Mettant bout & bout ces deux inégalités, on obtient

|XP—L|| <e.

1.5.5 Suites et fermés

Nous allons maintenant revenir sur la notion d’ensemble fermé et établir une
caractérisation « positive » de ces ensembles. Les raisonnements qui vont suivre
sont valables dans tout espace métrique.

Théoréme 1.32 Soit F une partie non vide de R™. Alors F est fermée si et
seulement si pour toute suite convergente (UP) d’éléments de F, la limite L de
cette suite est un élément de F.

La démonstration de ce théoreme use et abuse du raisonnement par ’absurde.
Elle peut étre sautée en premiere lecture.
Supposons d’abord que F soit fermé.

Soit (UP) une suite convergente d’éléments de F. Soit L = Blf U?. Pour montrer
p—+oo

que L € F, on va supposer le contraire, c’est-a-dire que L € F et montrer qu’on
arrive & un contradiction.

Soit O le complémentaire de F. Puisque F est fermé, O est par définition un
ouvert. On a donc supposé que L € O. Puisque O est un ouvert, et que L € O, il
existe une boule fermée de centre L, de rayon & qui est incluse dans O. Pour cet ¢,
puisque L = p—gl-}l-loo UP, alors on peut affirmer qu’il existe pg tel que pour p > pog,

on a |UP — L|| < ¢, donc entre autres UP* € B(L,e) C O. On a donc trouvé un
terme UP° de la suite (UP) qui appartient & O : ¢a veut dire qu’il n’appartient
pas & F, mais c’est absurde puisque cette suite a tous ses termes dans JF. Notre
hypotheése L ¢ F est donc incompatible avec les autres hypotheéses et on a donc
forcément L € F

Réciproquement :

Supposons maintenant que toutes les suites convergentes d’éléments de F ont leur
limite appartenant & F.



1.6 VOCABULAIRE DE TOPOLOGIE 23

Pour montrer que F est fermé, nous allons supposer que ce n’est pas le cas : son
complémentaire O est donc supposé non ouvert. Il existe donc un point L de O
tel que on ne peut pas trouver un r > 0 avec B(L,r) C O.

Pour tout € > O, puisque B(L,e) ¢ O (sinon on aurait B(L,&) C 0), il existe
donc un X tel que || X — L|| < € mais X ¢ O, donc X € F. En particulier,

pour chaque p € N, en considérant € = o o0 peut trouver un X? € F tel que
1
P _ —
|XP - L| < T

On construit ainsi une suite (X?) d’éléments de F. Montrons qu’elle converge

oo .. 1 .
vers L : pour tout € > 0, il existe py tel que p > po implique 0 < % < € (ceci

1
im — = i P _ — P _
parce que pkr-ll-loo o 0+). On a donc, puisque | X? — L|| < o9’ |XP—L| <e.
La suite (X?) dont tous les termes sont dans F converge donc vers un vecteur

L qui n’est pas dans F : c’est contradictoire avec ’hypothése, donc I’hypothese
supplémentaire F n’est pas fermé est absurde et on a établi que F est fermé. OJ

1.6 Vocabulaire de topologie

Voici quelques notions qu'’il est bon de comprendre, mais sur lesquelles nous ne
nous attarderons pas.
En premiére lecture, cette partie peut étre sautée : elle peut servir de référence en

cas de besoin.

1.6.1 Adhérence

Définition 1.33 Soit P une partie de R™. Un élément L de R™ est dit adhérent
de P lorsqu’il existe une suite d’éléments de P qui converge vers L.

L’ensemble des points adhérents de P est appelée [’adhérence ou la fermeture de
P et se note P

Voici quelques propriétés concernant I’adhérence d’une partie dont nous ne donnons
pas la. démonstration.

Proposition 1.34 ¢ P C P

e P est un fermé.

o Pestfermé <= P=7P

e P est le plus petit fermé de R” qui contient P.
¢ Si B = B(Xy,r), alors B = B(Xo,r)

1.6.2 Intérieur

Définition 1.35 Soit P une partie de R™. On appelle intérieur de P, et on note
]
P I’ensemble des points U de P pour lesquels il existe une boule ouverte de centre
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U qui soit incluse dans P.

Ici aussi, quelques propriétés sans démonstration.

Proposition 1.36 e PcP

e P est un ouvert.
o P est ouvert <= P=P
e P est le plus grand ouvert de R™ qui est inclus dans P.

e Si B = B(Xy,r), alors B= B(Xo,T)

1.6.3 Frontiére

Définition 1.37 Soit P une partie de R™. On appelle frontiére de P, on note
Fr(P) ’ensemble des points de R™ qui sont adhérents de P sans étre & I'intérieur
de P.

Fr(P) =P\ P

Proposition 1.38 La frontiére d’une boule fermée ou ouverte de centre Xg, de
rayon 7 est formée de ’ensemble des points qui sont exactement & la distance r
de Xo.

Si la norme utilisée est la norme euclidienne, si on est dans R2, cette frontiére est
le cercle de centre X et de rayon r (si on est dans R3, c’est la sphere).

Ce qu'il suffit de retenir, & notre niveau, c’est que la notion intuitive qu’on peut
avoir de la frontiére d’'un domaine du plan ou de l’espace correspond pour tous
les domaines usuels, pas trop compliqués, & la frontiére au sens mathématique.

1.6.4 Point d'accumulation

Cette notion est trés importante en vue des calculs de limites. En effet, on ne peut
calculer une limite de fonction qu’en des points d’accumulation de ’ensemble de
définition de cette fonction, comme nous le verrons au chapitre III.

Définition 1.39 Soit P une partie de R™. Un élément U de R™ est dit point
d’accumulation de P lorsqu'il existe une suite d’éléments de P \ {U} qui converge
vers L.

On peut remarquer que la définition d’un point d’accumulation ressemble beaucoup
a celle d'un point adhérent. Un point d’accumulation est d’ailleurs un point
adhérent, la réciproque étant fausse. En effet il y a des points adhérents qui ne
sont pas point d’accumulation : ce sont les points isolés.

Un point isolé Y de P est un point tel qu'il existe une boule B(Y, ) ne contenant
pas d’autre point appartenant & P a part Y. Il y a une seule fagon de construire
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une suite (UP) d’éléments de P convergeant vers Y : c’est de prendre une suite
stationnaire, telle que & partir d’un rang pg, on a UP =Y. Mais une telle suite
n’est pas formée d’éléments de P \ {Y'}.

Un point d’accumulation X est tel que toute boule centrée en X contient d’autres
points que X appartenant a P. Les terminologies « point d’accumulation » et
« point isolé » sont assez imagées pour aider & comprendre ces notions.

1.6.5 Compacité

Sans démonstration, une propriété trés importante de R"

Théoréme 1.40 Les parties fermées bornées de R™ sont les compacts de R™.
Cela signifie que si IC est une partie fermée bornée de R™, alors de toute suite
(UP) d’éléments de K, on peut extraire une sous-suite convergente vers L € K,
et réciproquement, si une partie P a la propriété que de toute suite d’éléments
de P, il est possible d’extraire une sous-suite convergente vers un élément de P,
alors P est une partie fermée et bornée de R™.

1.7 Exercices

Exercice 1.1.
Expliciter la démonstration de la formule

IN(X)—N{)| < NX-Y)
(voir proposition 1.3 p.4).

Exercice 1.2.
Montrer que NV; est une norme.

Exercice 1.3.
Montrer que ’équivalence entre normes est une relation d’équivalence dans l’en-
semble des normes définies sur un espace vectoriel E.

Exercice 1.4.

Montrer le Théoréme 1.9 (p.7), qui affirme que :

Les normes N1, N et No, sont équivalentes.

On a pour tout X = (z1,...,z,) € R?,
Noo(X) < Na2(X) < N1(X) < n Neo(X) ;

Noo(X) < Na(X) < v Noo(X) ;
Na(X) < Ni(X) < v/n Nao(X) ;
Noo(X) < N1(X) < n Noo(X).
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Ces constantes ne peuvent étre améliorées car pour chacune de ces inégalités, on
peut trouver un X pour lequel on a l’égalité.

Exercice 1.5.

1. Soit N la norme définie sur R3 par

N(X) = /2 + 23 + Jas|.

N est-elle une norme ? Si oui montrer qu’elle est équivalente & une des
normes usuelles.

2. Mémes questions avec N définie par

2 2
N(X)= \/(ma,x(|:c1|, |fl72|)) + 2z3.
3. Mémes questions avec N définie par

N(X) = |z1 + 2z2| + |z3].

Exercice 1.6.
Montrer la deuxiéme inégalité triangulaire pour les distances (propriété (d3)’ p.8)
Dans un espace métrique F,

(d3)’ Vz,y,2€ E  |d(z,y) — d(y,2)| < d(, 2).

Exercice 1.7.

Montrer le résultat sur les boules de la norme somme suggéré par la figure (1.3)
de la p.12 (on pourra dans un premier temps se contenter d’établir le résultat
dans le cas ou (zo,y0) = (0,0) et r = 1).

Exercice 1.8.
Pour X = (z,y) € R?, on pose

N(X) = N(m,y) =4/z2 + zy + y2.

1. Montrer que N est une norme sur R2.

2. Montrer que N et | - |l2 sont des normes équivalentes.

3. Représenter graphiquement la boule fermée E(O, 1) de centre O(0,0), de
rayon 1, pour la norme N;
(on a posé, naturellement, E(O, 1) = {X = (z,y) € R2|N(X) < 1})
Représenter sur le méme dessin les deux boules fermées B3(0,1/a) et

B»(0,1/B).

Commentaires. . .
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Exercice 1.9.
Soit Yp € R™ et (XP),en une suite convergente de points de R™.
Etudier la convergence de la suite réelle (up)pen définie par

Vp € N, up = da(Yp, XP).

Exercice 1.10.
Montrer que U = R?\ {(0,0)} est un ouvert.
On utilisera successivement deux méthodes :

1. directement ;

2. avec la caractérisation séquentielle des fermés pour le complémentaire de U/
(théoréme 1.32 p.22).

Exercice 1.11.

1. Montrer que dans R2, I’axe des abscisses (Oz), c’est-a-dire I’ensemble des
couples sous la forme (z,0) est un fermé de R2.

2. Etendre le résultat au cas d’une droite D quelconque de R2, d’équation
cartésienne az + by + c = 0.
On utilisera dans chaque cas successivement deux méthodes :
a) le complémentaire de la droite est un ouvert;

b) avec la caractérisation séquentielle des fermés (théoréme 1.32 p.22.)






CHAPITRE 2

Fonctions vectorielles. Courbes paramétrées.

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudierons des fonctions d’une seule variable réelle, a
valeurs dans R"™. Nous allons d’abord considérer les différents points de vue, et
constater leur équivalence, avant de faire le choix du point de vue le plus facile a
concevoir : 1’étude des courbes données par une représentation paramétrique, ou
courbes paramétrées.

Nous ferons une petite digression topologique pour justifier les notions de conti-
nuité, dérivabilité, de ces fonctions.

Puis nous donnerons les méthodes pratiques d’étude des courbes paramétrées
essentiellement pour des courbes planes, représentant des fonctions de R vers R2.

2.2 Différents points de vue

2.2.1 Fonctions vectorielles

Soit ? une fonction définie sur une partie de R & valeurs dans un espace vectoriel E,
de dimension n finie. Pour étudier une telle fonction, on fixe une base de E, et on
associe ainsi n nombres réels & tout ¢ appartenant a ’ensemble de définition de F' :
ce sont les n coordonnées de F'(t) dans la base qu’on a choisie. Puisque ces nombres
dépendent de ¢, ce sont des fonctions de t, on les note (f1(t), f2(¢), ..., fn(t)). Lesn
fonctions (f1, fa2, ..., fn) ainsi définies sont les fonctions coordonnées (ou fonctions
composantes) de F'. Il est clair que ces fonctions coordonnées caractérisent F' car
leur donnée permet de connaitre F'.

On rameéne donc ’étude d’une fonction vectorielle & ’étude d’une fonction a
valeurs dans R", et & celle de ses fonctions composantes.

2.2.2 Fonctions ponctuelles

On considére un ensemble E, dit « affine », formé de points. E peut étre un plan,
ou ’espace usuel & trois dimensions.
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Soit F' une fonction de R dans E. Pour étudier F', on commence par choisir un
repére (O, ;,5) si E est un plan, (0,1, E) si E est 'espace & trois dimensions. A
chaque point de E correspond de fagon biunivoque un couple [ou un triplet] de
réels qui sont ses coordonnées.

A chaque réel t de son ensemble de définition, F' fait correspondre un point
F(t), qui a donc, dans le repére qu’on s’est fixé, des coordonnées (z(t),y(t)) [ou
(z(t),y(t), 2(t))] qui se trouvent donc &tre des fonctions de t. On définit donc les
fonctions coordonnées (z,y) [ou (z,y, 2)] de F, qui réciproquement caractérisent
évidemment F'.

On raméne donc ’étude d’une fonction ponctuelle & 1’étude d’une fonction &
valeurs dans R™ (n =2 ou n = 3), et & celle de ses fonctions composantes.

2.2.3 Point de vue cinématique

On considére un point mobile du plan [ou de I’espace]. A tout instant ¢, ce point
mobile est & la position M (t). Pour étudier la trajectoire de ce point, on commence
par fixer un repére, on définit ainsi les coordonnées (z(t), y(t)) [ou (z(t), y(t), 2(¢))]
de ce point mobile, et I’étude de ces fonctions coordonnées permet de connaitre la
position de ce point mobile & tout instant.

On rameéne donc I’étude cinématique d’un point mobile & ’étude d’une fonction &
valeurs dans R™ (n = 2 ou n = 3), et & celle de ses fonctions composantes.

2.2.4 Fonction complexe

Si z est une fonction de R dans C, qui & tout réel ¢ de son ensemble de définition
associe un nombre complexe z(t) = z(t) + iy(t), elle définit ipso facto deux
fonctions réelles z et y, respectivement fonction partie réelle et fonction partie
imaginaire de la fonction z. Réciproquement la connaissance des fonctions z et y
permettant évidemment de tout savoir de la fonction 2, on a donc ramené ’étude
d’une fonction complexe & 1’étude d’une fonction & valeurs dans R2, et & celle de
ses fonctions composantes.

2.2.5 Quel point de vue?

Les § précédents montrent qu’une fonction de R vers R™ peut étre interprétée de
différentes manieres. Il faut avoir a 1’esprit que toutes ces notions sont équivalentes,
et qu’on est libre de choisir I’'une ou I'autre. Ce que nous privilégierons, c’est le
point de vue « ponctuel », avec aussi une compréhension parfois « cinématique ».
Néanmoins, le point de vue « vectoriel » réapparaitra dés que ’on dérivera.
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2.3 Limite, continuité, dérivabilité des fonctions vectorielles

2.3.1 Limites

Définition 2.1 Soit f une fonction de R vers R”, et (f1, fo,-- -, fn) ses fonctions
composantes. Soit o un point ou il est possible de calculer des limites; (a peut
étre un réel £y, +00 ou —oo, ou méme un « réel & gauche » ou un « réel a droite »,
comme 0+, to+, to—, etc.). On dit que f admet une limite L = (¢1,%2,...,4,)
pour t tend vers o, et on note tll_l)‘[é f(t) = L lorsqu’on a :

Vie {1,2,...,n}, ona tll_r)réfz(t) =¥;.
Cette définition par les fonctions composantes est essentielle. On voit que grace
4 ce point de vue, les fonctions vectorielles sont aussi simples & étudier que les
fonctions réelles vues en analyse I. Nous justifierons dans le chapitre suivant cette
définition de fagon topologique.

Remarque : Pour des fonctions vectorielles, il n’y a pas de limite infinie (méme
si on peut considérer des limites & I'infini). Dés qu’une des fonctions composantes
n’a pas de limite ou a une limite infinie, on dit que la fonction vectorielle f n’a
pas de limite.

Les définitions suivantes sont aussi simples & énoncer et & utiliser.

2.3.2 Continuité

Définition 2.2 Soit f une fonction de R vers R”, de composantes (fi, f2, .. -, fn)-
Soit tp un réel appartenant & 1’ensemble D(f) de définition de f. Alors f est
continue en ¢y si et seulement si ses n fonctions composantes sont continues en %g.
Cela signifie que

lim f(t) = f(to)

t—to

Soit I un intervalle inclus dans D(f). Alors f est continue sur I si et seulement si
ses n fonctions composantes sont continues sur I.

f est continue (ou continue sur son ensemble de définition) si et seulement si ses
n fonctions composantes sont continues.

Si f est définie sur un intervalle du type [to, B[, alors f est continue & gauche en
to si et seulement si ses n fonctions composantes sont continues & gauche en .

Si f est définie sur un intervalle du type ], to], alors f est continue & droite en tp
si et seulement si ses n fonctions composantes sont continues & droite en %p.
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Prolongement par continuité

Proposition 2.3 Soit f une fonction de R vers R™, de composantes (fi, fo, ..., fn)-

On suppose que f est définie sur ]y, t9[U]to, B| [respectivement sur |y, ¢o], sur Jto, A]

]. On suppose que tli)r% f(t) = L [resp. tligt f(t) =L, tll)ntrt f() = L]. Alors la
t<to t>to

fonction f définie sur ], B[ [resp. sur ], o], sur [to, B[ ] par f(t) = f(t) pour

t  to et par f (to) = L est continue [resp. continue & gauche, continue & droite]

en to.

Définition 2.4 La fonction f de la proposition 2.3 est appelée le prolongement
par continuité [resp. par continuité & droite, par continuité & gauche] en ¢y de la
fonction f. Lorsque les hypothéses de cette proposition 2.3 sont satisfaites, on dit
que f est prolongeable par continuité [resp. par continuité & gauche, par continuité
a droite] en tp.

La démonstration de cette propriété est évidente, en passant par les fonctions
composantes et en revoyant la notion de prolongement par continuité d’une
fonction réelle.

2.3.3 Dérivabilité

On commence par définir la dérivabilité un peu comme pour les fonctions réelles
d’une variable.

Définition 2.5 Soit f une fonction de R vers R", de composantes (fi, f2,- .-, fn)-
On suppose que f est définie au voisinage de g (c’est-a-dire sur un intervalle ouvert
contenant tg). On dit que f est dérivable en ¢y lorsque la fonction vectorielle :

h+— %(f(to + h) — f(to)) admet une limite L pour h — 0.

1
Dans ce cas, le vecteur dérivé de f en tg est : f/(tg) = L = ’llin(l) 7 (f(to+h)— f(t0))
. —
On définit bien entendu (par analogie avec la continuité) la notion de dérivabilité
sur un intervalle ou de dérivabilité « tout court », c’est-a-dire sur D(f).
La fonction dérivée d’une fonction dérivable f est la fonction vectorielle f/, de R
vers R™, qui associe & tout ¢ le vecteur dérivé f’(t).

Voici maintenant une proposition permettant de se ramener aux fonctions compo-
santes.

Proposition 2.6 Soit f une fonction de R vers R™, de composantes (fi, fa, ..., fn)-
On suppose que f est définie au voisinage de ¢y (c’est-a-dire sur un intervalle

ouvert contenant to). Alors f est dérivable en ¢y si et seulement si ses n fonctions

composantes fi, fa,..., fn sont toutes dérivables en tg, et dans ce cas on a :

fl(tO) = (f{(tO)a fé(tO)’ ceey fn(tO))’
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La démonstration ne présente aucune difficulté :

Preuve Si f est dérivable en t, alors hm ( (to + h) — f(to)) existe, ce qui
signifie que les n fonctions composantes de la fonctlon

g : hr—g(h) = %( f(to + h) — f(to)) admettent une limite pour h — 0, d’apres
Ja définition 2.1 p. 31. Mais les composantes de g(h) sont (g1(h), g2(h), ..., gn(h))

avec, clairement, pour tout %, g;(h) = filto + 1) — filto) .

Or, ce quotient admet une limite pour h — 0 si et seulement si f; est dérivable en
to est cette limite vaut alors 4; = f/(t9). Ce qui achéve la démonstration dans le
sens direct.

Réciproquement, en gardant les mémes notations, si toutes les fonctions compo-
santes f; sont dérivables en tp, c’est que pour chaque %, ce qu’on a appelé g;(h)
admet pour limite f](to) pour A — 0, donc g(h) admet (fi(to), f3(to0),- -, fa(to))
comme limite pour h — 0. Mais cela signifie justement que f est dérivable en %,
et que

f/(tO) = (f{(tO), fé(tO)v"'yf';l.(tO))' O

Remarque : Comme pour les fonctions de R vers R, il est posmble de définir

( f(t) — f(to)) :

absolument rien ne serait changé et on montre sans peme, en passant par les
fonctions composantes que ces deux notions sont les mémes.

la. dérivabilité & partir de la limite pour ¢ — ¢¢ du quotlent

Dérivées successives

Définition 2.7 Une fonction f de R vers R™, de composantes (f1, fa, ..., fn) est
deux fois, k fois, indéfiniment dérivable si ses fonctions composantes le sont aussi.
Dans ce cas,

le vecteur dérivée seconde en tg est f”(t) = (f1(to), f5 (t0)- - -, fu(t0));

le vecteur dérivée k-ieme en tg est f*)(t) = ( fl(k) (to), f2(k) (to), - -- (k)( t0)) ;

la fonction dérivée seconde est la fonction vectorielle de ¢ : f” = ( 1 O O B
la fonction dérivée k-iéme est la fonction vectorielle de ¢ : f(¥) = ( 1(k), 2(k), ceey ,2’“)).

2.3.4 Interprétation géométrique et cinématique de la dérivée

On se place dans un cadre de fonction ponctuelle, ou dans un cadre cinématique, en
posant f(t) = M(t). L’espace (de dimension n, avec n = 2 ou n = 3) est rapporté
& un repeére. Les coordonnées de f(t) = M(t) sont (z(t),y(t)) [ou (z(¢),y(¢), 2(t))].
Dans ces deux cadres, il est d’usage de considérer que toutes les fonctions dérivées
sont des fonctions vectorielles : méme si M (t) est un point, M’(t) sera toujours

un vecteur, le plus souvent noté M’(t).
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Proposition 2.8 Soit f(t) = M(t) une fonction ponctuelle. On suppose que f
est dérivable en ty et que f/(¢p) # 0. Alors la courbe décrite par f(t) admet en
son point M (tg) une tangente dirigée par f’(to).

Il n’est pas possible de donner une « vraie » démonstration de cette proposition,
mais nous allons en donner une explication graphique.

(2.1) /

Dans la situation de la figure ci-dessus, on congoit sans peine que la tangente a la
courbe paramétrée par f soit la position limite de la droite-sécante (M (to)M(2)),

pour t — tg. Or, cette droite (M (to)M(t)) est dirigée par le vecteur M (to)M (t) =
f(t) — f(to) (il suffit de passer aux coordonnées pour étre convaincu de 1’égalité

1
r— (f(t) — f(to)) est aussi un vecteur
— 1o
directeur de cette sécante, et pour t — tg, il est clair que ce vecteur directeur a
pour limite f’(¢9). Puisque par hypothése, ce vecteur est non nul, il dirige une

droite que nous admettrons étre la tangente a la courbe en .

de ces deux vecteurs). Tant que t # to,

2.3.5 Complément cinématique

Dans ce §, M (t) est un point mobile, M étant une fonction au moins deux fois
dérivable. Le repére auquel on se rapporte est orthonormé et on utilisera la norme
euclidienne.

Définition 2.9 Dans un contexte cinématique, I’ensemble des points A du plan
[ou de l’espace] pour lesquels il existe un instant ¢ tel que A = M(¢) s’appelle la
trajectoire du point mobile M (t).

Le vecteur dérivé M'(t) = 7(t) s’appelle le vecteur vitesse & l'instant ¢ du point
mobile (ou vitesse instantanée).

On note souvent (&,y) = (&(t),y(t)) [ou (z,9,2) = (&(¢),y(t), 2(t))] ses coordon-
nées (au lieu de (z/,y’) [ou (2, ¢/, 2')]).

Le vecteur dérivée seconde M"(t) = Z(t) s’appelle le vecteur accélération &
I'instant ¢ du point mobile (ou accélération instantanée). On note souvent (Z,§) =
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(£(2), y(t)) [ou (&,4,2) = (2(t),§(t), £(t))] ses coordonnées. (au lieu de (z”,y")
fou (z",y",2")]

La norme du vecteur vitesse V = ||7|| est la vitesse absolue du point mobile.
(’est une fonction scalaire du temps (c’est-a-dire & valeurs dans R).

Le mouvement du point mobile M(t) est dit accéléré lorsque V est une fonction
croissante ; il est dit retardé lorsque V est une fonction décroissante.

Le point mobile est stationnaire, ou « & ’arrét » lorsque V=0 < V =0.

Proposition 2.10 Le mouvement du point mobile est accéléré sur un intervalle
de temps I si et seulement si ! 7(1&) . Z(t) > 0 pour tout t € I. Il est retardé si et

seulement si V (t)- A(t) <0

Preuve Il suffit d’exprimer en fonction de t et des fonctions coordonnées de
M (t) la dérivée de la fonction vitesse absolue. On a V (t) = ||7(t)||, donc

V(t) = \/a':(t)z + ()2 [+2(t)%, et V'(t) = 22% vl(lti)?(tjfll(t)

V'(t) est donc du signe de 7(t) . Z(t), d’ou le résultat. O

Une interprétation géométrique intéressante peut étre donnée a ce résultat. Si
la résultante de toutes les forces qui est proportionnelle & A (t) tire dans le sens
de la marche, on comprend bien que le mouvement est accéléré; si elle tire vers
Parriére, il est logique que le mouvement soit retardé.

En effet, le sens de la marche est donné par 7% Dire que Z (t) tire dans le sens
de la marche, cela signifie que ’angle que fait avec V (t) est aigu, donc que
V( t)- Z(t) > 0 (se rappeler que ?(t X(t) = “7(t ” ”Z(t “ cos (v(t) X(t))
et qu'un angle aigu est caractérisé par le fait que son cosinus est positif).

De méme, si ce produit scalaire est négatif, c’est que ’angle de ces deux vecteurs
est obtus et que A(t) tire & contre-sens de la marche.

2.4 Etude des courbes paramétrées du plan

2.4.1 Introduction

Dans tout ce §, f désigne une fonction au moins deux fois dérivable & valeurs dans
R?, et nous adopterons systématiquement un point de vue « fonction ponctuelle » :

Le point entre V'(t) et A(t) dans V(t) . Z(t) désigne le produit scalaire. Si ¥ et ¥ sont
deux vecteurs de composantes (c, 8) [resp. (o, 8,7)] et (/, ') [resp (¢/,8,7')] dans une base
orthonormée (%, j) [resp. (7,7, k)], alors on a ¥ - ¥ = aa’ + BB/ [+77]-



36 CHAPITRE 2. FONCTIONS VECTORIELLES. COURBES PARAMETREES.

a tout t € D(f) correspondra un point M(t) de coordonnées f(t) = (z(t),y(t))
dans un repére orthonormé (O, ¢, 7). L’axe des abscisses sera classiquement
horizontal, et orienté vers la droite, ’axe des ordonnées étant orienté vers le haut.
Ces conventions sont importantes pour donner un sens & des expressions comme
« & droite », « monter », « vertical »...

Lorsque ce sera utile pour la compréhension, nous mélangerons ce point de vue
avec un point de vue cinématique, ce qui ne pose aucun probléme.

Rappelons que l'interprétation de la fonction dérivée f’ est toujours vectorielle :

on mettra une fleche sur la dérivée de M en l'écrivant M'(t) = f/(¢).

Définition 2.11 On appelle courbe paramétrée du plan un ensemble I" de points
du plan, tels qu'il existe une fonction f, de R vers R? telle que

Vt € D(f),on a f(t) €T et VM €T, 3t € D(f) tel que f(t) = M.

En d’autres termes, on a I' = f(R).

La fonction f s’appelle une paramétrisation de I'. On la définit en général par
ses fonctions coordonnées (z(t),y(t)) en précisant le domaine dans lequel ¢ peut
varier.

Exemple 1 : Une droite du plan peut toujours étre considérée comme une
courbe paramétrée, puisqu’une paramétrisation de la droite D, passant par A,
dirigée par le vecteur ¥ (a, ) est

z(t) =za+at
{y(t) —ya+pt R

Il y a bien siir bien d’autres paramétrisations d’une droite, il suffit de changer de
point A et/ou de changer de vecteur directeur (sans compter toutes les paramé-
trisations ou d’un point de vue cinématique, la droite ne serait pas parcourue a
vitesse constante).

Si on restreint le domaine des parametres, on n’a en général plus qu’une partie de
la courbe paramétrée.

Exemple 2 : Un cercle, de centre 2, de rayon r, peut étre paramétré de multiples
facons. La plus classique, qu’il faut absolument connaitre est la suivante :

z(t) = zq + rcost

{y(t) =y + rsint (tER)

Avec cette paramétrisation, d’un point de vue cinématique, le cercle est parcouru
une infinité de fois, dans le sens trigonométrique; le point correspondant au
parametre t = 0 est le point le plus & '« est » (au sens géographique), c’est-a-dire
le point de coordonnées (zq + 7,yq).
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Si on restreint le domaine des parameétres & un intervalle de longueur 27 (par
exemple [0, 27]), la totalité du cercle sera encore décrite, mais si on prend un
intervalle plus petit, seule une partie du cercle sera décrite. Par exemple, pour
t € [0, 5], seul le quart de cercle en haut & droite est décrit.

Sauf indication contraire, le domaine des parametres est toujours la plus grande
partie de R possible.

Remarque : La notion de courbe paramétrée correspond exactement & la notion
de trajectoire dans un point de vue cinématique.

Contrairement aux deux exemples ci-dessus, une courbe paramétrée est presque
toujours définie & partir de ses fonctions coordonnées.
En général on dit : étudier la courbe paramétrée définie par

x(t)
y(t)
avec & la place des points de suspension deux expressions mathématiques ou ¢
intervient.
Il y a 1& un léger abus de langage, car en fait, ce qui est donné est une pa-
ramétrisation de la courbe paramétrée. Il n’est d’ailleurs pas interdit et il est
utile dans certains cas de faire un changement de parameétres, par exemple en

posant t = ¢(s). On obtient alors une nouvelle paramétrisation de cette courbe
paramétrée, g = f o .

oo

ou simplement {.’v -

Le but de ce § 2.4 est de donner un plan d’étude permettant de traiter les
différentes courbes paramétrées rencontrées, et d’en faire une représentation
graphique soignée.

Il est & noter que la plupart des calculatrices scientifiques récentes possedent une
fonction graphique permettant de représenter directement sur leur petit écran une
courbe paramétrée. De nombreux outils graphiques sur ordinateur permettent
aussi de construire des courbes paramétrées. Il est tout & fait conseillé d’utiliser
soit une calculatrice, soit un ordinateur avec un logiciel adéquat. Une utilisation
pertinente d’un tel outil permet de vérifier les résultats trouvés par les calculs, et
de détecter des erreurs.

2.4.2 Plan d'étude d'une courbe paramétrée

Pour étudier une courbe paramétrée, on suivra & peu prés le méme plan que pour
'étude d’une courbe de fonction y = f(z).
Chacun de ces points sera précisé plus loin.
¢ Détermination de ’ensemble de définition D(f)
¢ Réduction éventuelle de I’ensemble d’étude
(en utilisant symétries et périodicité)
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e Etude des variations des fonctions coordonnées et résumé de ces varia-
tions dans un tableau des variations conjointes.

¢ Etude des limites et détermination des branches infinies

¢ Etude complémentaire des éventuels points particuliers points station-
naires, points multiples, points limites, points d’inflexion. ..

e Tracé de la courbe Cette étape doit étre une synthese de toutes les étapes
précédentes.

2.4.3 Ensemble de définition

Il s’agit de ’ensemble de définition de la fonction vectorielle f, dont les fonctions
coordonnées sont (z,y).
Il est important de comprendre que z(t) ne peut pas exister si y(t) n’existe pas.
En effet, ces fonctions z et y n’ont de sens qu’en tant que fonctions coordonnées
d’une fonction vectorielle.1
z(t) ==
Par exemple, si t 1 , il ne faut pas croire que D(z) = R* ou que
y(t) = 3
D(y) =R\ {-1,1}.
On a D(f) = D(z) = D(y) = R\ {-1,0,1}. En effet, pour ¢ = 0, z(0) n’a
pas de sens, donc f(0) n’existe pas, et y(0), n’existe pas non plus, puisque
c’est la deuxiéme coordonnée d’un vecteur qui n’existe pas. D’un point de vue
cinématique, a 'instant ¢ = 0, il n’y a pas de point M (0), donc ni abscisse, ni
ordonnée. Cette remarque est surtout importante pour remplir correctement un
tableau de variations conjointes : il faut prolonger les doubles barres.

2.4.4 Réduction du domaine d'étude

Périodicité

Si f est une fonction T-périodique, (il est clair que cela arrive quand z et y
sont elles-mémes toutes deux T-périodiques), on restreint évidemment le domaine
d’étude déja & un intervalle de largeur T'.

C’est classiquement lorsqu’apparaissent des fonctions trigonométriques dans les
expressions caractérisant = est y que cette situation arrive le plus souvent.

Parité

Si z et y ont toutes deux une parité, on peut toujours restreindre le domaine
d’étude & [0, +oo[, et compléter ensuite la courbe en utilisant une symétrie. Quelle
symeétrie ?

Plutét que d’essayer de retenir par coeur les quatre situations possibles, il est
pertinent de s’habituer & retrouver la symétrie grace a un petit dessin.
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Si z est paire et y est impaire, puisque z(—t) = z(t) et y(—t) = —y(¢) pour
tout t, on constate sur la figure (2.2) que M (t) et M(—t) sont symétriques par
rapport & I’axe des abscisses. C’est cette symétrie que 1’on utilisera pour compléter

la figure.

x(t)|=x(-t)

Y=y — — — — M

(2.2)

Si z est impaire et y est paire, puisque z(—t) = —z(t) et y(—t) = y(t) pour
tout ¢, on constate sur la figure (2.8) que M(t) et M(—t) sont symétriques par
rapport a ’axe des ordonnées. C’est cette symétrie que I’on utilisera pour compléter

la figure.

A

M(-1) y()=y(-1) M(2)
_T

(2.3) x(-)=-x(1) x(t)

Si z est impaire et y est impaire, puisque z(—t) = —z(t) et y(—t) = —y(t)
pour tout ¢, on constate sur la figure (2.4) que M (t) et M(—t) sont symétriques
par rapport & ’origine du repére. C’est cette symétrie que I’on utilisera pour
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compléter la figure.

M)
yor ———— T
|
I
x(-0)= -x(1) '
! x(1)
|
|
Ag;(_t— — — —pE=-y®
(2.4)

Si z est paire et y est paire, puisque z(—t) = z(t) et y(—t) = y(¢) pour tout
t, on constate sur la figure (2.5) que M(t) et M(—t) sont confondus. Dans cette
situation, on n’utilise pas de symétrie, car on a déja la totalité de la courbe pour

t € [0,+o0].

M)=M(-
y(O=y(-t) - _(t% M(-1)

(2.5) ! x(t)=x(-1)

Autres cas de symétrie

En général, il est tres difficile de les détecter a priori, et d’en profiter pour
restreindre le domaine d’étude.

Pour certaines fonctions trigonométriques, il peut étre pertinent de comparer a
M (t) les points M (t +m), M(m —t), M(5 —t)...

Dans un cas ol on soupgonne une symétrie apres avoir tracé la courbe, on doit
essayer de la démontrer, en comparant M(t) & M(p(t)), ¢ étant une fonction
réelle bien choisie.

Autre possibilité
Dans I’exemple classique de la cycloide, que 1’on détaillera dans ’exercice 2.1 p. 60

et dans son corrigé p. 304

r=t—sint
y=1—cost
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y est bien une fonction 27-périodique, mais pas z. Cependant, z contient dans
son expression une fonction trigonométrique, et on n’aimerait pas étre obligé de
travailler sur R tout entier.

La solution vient de I’étude des positions respectives des points M (t) et M (t+ 2m).
Puisque y est 2m-périodique, ces points ont méme ordonnée.

Mais z(t + 2m) =t + 27 — sin(t + 2w) = ¢ — sint + 27 = z(t) + 27

M(t + 2m) est donc situé « & droite » de M (t), & 27 de ce point (voir figure 2.6).
Géométriquement, le point M (t + 27) se déduit de M (t) par une translation de
vecteur ﬁ(27r,0). De méme,

M 2
y(t)=y(t+2m) M{t) /(¢ + 2m)
/ ’
y(t')=y(t'+2m)f M{t ) > A-'l(t + 271')
L | ( N z(t'+2m)=z(t')+2m
(2.6) (t) z(t') z(t+2m)=z(t)+2r

Donc on pourra restreindre le domaine d’étude & un intervalle de largeur 27, puis
ensuite compléter par des translations de vecteur U et —U.

Remarquons que puisque z est impaire et y paire, on a aussi une symétrie par
rapport & I’axe des ordonnées. On a donc intérét & faire ’étude sur [0, 7], puis &
compléter par symétrie, puis & compléter par translations.

2.4.5 Etude des variations

On étudie les variations des fonctions réelles et y comme on sait le faire, grace

au signe de leurs dérivées. On résume ces variations dans un seul tableau, avec 5

lignes :

¢ la ligne t, dans laquelle sont portées les bornes du domaine d’étude (ainsi que
les éventuels « trous » de I’ensemble de définition) et les valeurs qui annulent
au moins une des deux dérivées z’ ou ¥/ ;

¢ la ligne z/(t), dans laquelle est porté le signe de cette fonction dérivée, ainsi
bien sfir que les zéros en dessous des valeurs de t pour lesquelles z/(t) s’annule.
On n’oublie pas les doubles barres pour les « trous » de D(f);

¢ la ligne z(t) : elle est remplie en suivant les indications de la ligne z/(t). Fléche
qui monte sous les +, fleche qui descend sous les —, et valeurs de z(t) ou de sa
limite aux deux extrémités de chaque fléche et sous chaque valeur particuliére de
t apparaissant dans la premiére ligne (y compris pour les valeurs annulant y/(t)
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et pas z/(t)). Les limites sont en général déterminées lors de 1’étape suivante, et
devront étre reportées dans ce tableau. On n’oublie pas les doubles barres pour
les « trous » de D(f);

e juste en dessous, la ligne y(t). Elle se remplit en suivant les mémes principes
que la ligne précédente, mais en utilisant le signe de /(t), qui apparait dans la
derniére ligne;

e la ligne /(t), remplie comme la ligne /().

Prenons pour illustrer cette démarche 1’exemple suivant :

2t —1

z(t) = t22—1
t

y(t) = —1

L’ensemble de définition de cette fonction est clairement
D(f) =R \ {_1) 1} =] — 00, _I[U] - 1’ 1[U]1’ +OO[.
Dans la ligne t devront apparaitre les valeurs —1 et 1, et sous ces valeurs il faut

mettre des doubles barres 4 la fois dans les lignes concernant z (z(t) et z’(¢)) mais
aussi dans les lignes concernant y.

Il n’y a pas de symétrie apparente, car ni z, ni y n’est paire ou impaire, donc le
domaine d’étude sera R sans restriction.

On calcule les fonctions dérivées :

—2t2 42t —2
"ty = —/———_~.

Il est clair que z/(¢) < 0 pour tout ¢ € R, car le trindme apparaissant au numérateur
a un discriminant négatif et est donc toujours du signe du coefficient de z2.

y(t) = —ff_‘f)’l

' (t) est du signe du numérateur t(t — 2), donc y'(t) est positif & ’extérieur des
racines 0 et 2.

Il faut donc aussi faire apparaitre, dans la ligne ¢, les valeurs 0 et 2.

On peut maintenant dresser le tableau de variation :
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t —00 -1 0 1 2 +oo
} ;
x'(%) - - : - - : -
0 T oo |
I
x(t) [
I |
- | - | 0
0 +2 l +oo
-12 —1/{ ! '
y(@) / | |
5 | o 4
} }
y'(t) + + 0 - - 0 +
2.7) ' '

C’est & la lumiere de ce tableau qu’on sait quelles limites on doit calculer, et
quelles études de branches infinies on doit faire.

Dans cet exemple, pour compléter ce tableau, on doit calculer les limites suivantes
(qui ne présentent aucune difficulté) :

Jm z(t)  lm y(t) lim z(t) lm z(t) lim y(t) = lim y(t)[= « y(-=1) »]

t<-1 t>-1 t<-1 t>-1
e ) i@ @ e ey
<1 t>1 t<1 t>1

Remarque : Lors d’une étude pratique, pour des devoirs ou le jour de l’examen,
ne perdez surtout pas de temps da expliciter des calculs et des résultats de limites
évidents : dites que c’est évident, et reportez simplement ces résultats évidents
dans le tableau de variation, et gardez du temps et de l’énergie pour les véritables
problémes intéressants.

Notons les guillemets autour de y(—1), car ce nombre n’eziste théoriquement pas,
mais c’est bien comme ¢a qu’on calcule cette limite.

On a besoin aussi des valeurs z(0) ; y(0); z(2) ; y(2).

2.4.6 Etude des branches infinies

Il y a branche infinie lorsque pour une valeur «, borne de I’ensemble de définition
de f, on a z qui tend vers l'infini ou y qui tend vers I’infini.
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Ces branches infinies sont tres faciles & repérer une fois qu’on a dressé le tableau
de variation et calculé les limites.

Nous suivrons I’exemple ci-dessus, en gardant un ceil sur le tableau de variation
de la figure (2.7) p. 43, mais la technique exposée est universelle. Les bornes de
D(f) apparaissent grace aux doubles barres (sans oublier les deux infinis). Sous
ces bornes, dés qu’il y a un ou deux symboles co, on est en présence d’une branche
infinie.

Celles-ci sont de plusieurs types. Les plus faciles & traiter sont les asymptotes
paralléles aux axes de coordonnées, horizontales ou verticales : on les détecte
lorsqu’une seule des deux coordonnées tend vers l’infini, ’autre ayant une limite
finie. Lorsque x et y tendent simultanément vers I’infini, on est en présence d’une
vraie étude de branche infinie, et on essaiera de détecter d’éventuelles asymptotes
obliques (et de placer la courbe par rapport & ces asymptotes), ou d’éventuelles
branches paraboliques ou autres directions asymptotiques. ..

Dans I’exemple, le tableau de la figure (2.7) p. 43 présente deux (ou 4 : tout dépend
comment ’on compte) branches infinies faciles : pour ¢t — —1 et pour ¢t — 00 ; et
une (ou 2) branche infinie plus compliquée car z et y tendent simultanément vers
Pinfini : pour ¢ — 1.

Pour t — —1.

Puisque z tend vers I'infini alors que y — —%, alors la droite d’équation y = —%
(qui est comme chacun sait horizontale!) est asymptote & la courbe et on a I’aspect
suivant :

\N

—

Nous avons matérialisé le « sens de parcours » correspondant & une interprétation
cinématique.

Lorsque t se rapproche de —1 par valeurs inférieures, (¢t - —17), = tendant
vers —00, la courbe « s’éloigne » vers la gauche de la figure ; mais puisque y est
croissante au voisinage de —1, y(t) est encore inférieur & —%, et la branche de la
courbe est & cet endroit en dessous de ’asymptote.

Au contraire, lorsque ¢ se rapproche de —1 par valeurs supérieures, (t - —17),
(en considérant une interprétation « temporelle » de ¢, on peut dire qu’on se place
« juste apres » l'instant ¢ = —1) on a = qui tend vers +o0, et y(t) qui est un peu
plus grand que —%, donc une branche de la courbe tout & droite de la figure, et
au dessus de ’asymptote.

(2.8)
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Pour t = oco.
Puisque z tend vers 0 alors que y — +00, alors la droite d’équation = 0 (qui
est représentée verticale) est asymptote a la courbe et on a ’aspect suivant :

[

(2.9)

Nous avons aussi matérialisé le « sens de parcours » correspondant & une interpré-
tation cinématique.

Précisément, pour ¢ — —o0, y tend vers —oo, donc la branche correspondante de
la. courbe est tout en bas de la figure. D’autre part, z décroit & partir de 0, donc
z(t) est inférieur & O et la courbe est & gauche de ’asymptote.

Au contraire, pour t — 400, y tend vers 400, donc la branche de la courbe est
tout en haut de la figure, et puisque x se rapproche de 0 par valeurs supérieures
(en décroissant), la courbe est & droite de ’asymptote.

Pour ¢t — 1.

Les variations et les limites permettent juste, sans étude complémentaire de
préciser dans quelle zone de la figure se trouve la courbe pour ¢ — 17 et pour
t = 17 : Le point mobile M (t) s’éloigne & !’infini en bas & gauche pour t — 17,
puisque c’est vers —oo que tendent tous les deux z et y. Au contraire, il « revient »
de linfini depuis en haut & droite pour ¢ — 1%, puisque z et y tendent vers +oo.
Mais ces renseignements sont bien vagues, et pour les préciser, on procéde comme
pour 1’étude des branches infinies des courbes de fonction. Tout d’abord, un peu
de théorie :

Soit a une borne de D(f) telle que th_{n z(t) = oo et th_r)n y(t) = oo.

(04 o
Pour déterminer au voisinage de t = a, ’aspect de la branche infinie de la courbe
paramétrée de f, on procéde ainsi.

¢ On étudie lim &
t—a z(t)

e Si cette limite n’existe pas, on ne peut rien dire de la branche infinie (cas trés
rare et absent des exemples étudiés).

¢ Si cette limite est infinie ou nulle, on peut conclure que la courbe admet au
voisinage de ¢ = ¢, une branche parabolique, de direction asymptotique verticale



si lim ﬂ = %00, de direction asymptotique horizontale si hm y(®) =0.
t—a z(t) QT (t)
t
e Si th_r)n gg—t; = a # 0, on peut déja affirmer que la courbe admet pour ¢ — ¢, une
Q

branche infinie de direction asymptotique celle de la droite d’équation y = az
, 1 . A
(ou dirigée par le vecteur de coordonnées a ). Attention! Cela ne signifie

nullement que la droite y = ax est asymptote; seulement que la courbe et
la droite, vues depuis I’origine du repére, s’éloignent dans la méme direction.
Elles peuvent en fait se rapprocher I’'une de I’autre, s’éloigner, rester a distance
constante : pour ’instant on n’en sait rien!

On étudie alors th_r)ré (y(t) - az(t))

e Si cette limite n’existe pas, on n’a pas de renseignement supplémentaire.

o Si cette limite est infinie, on peut affirmer que la courbe de f admet au voisinage
de t = o une branche parabolique dont la direction asymptotique est celle de
la droite y = ax. La branche parabolique est au dessus ou au dessous de cette
droite selon le signe de cette limite infinie.

o Si }l_l;ré (y(t) - am(t)) = b € R, alors on peut affirmer que la droite d’équation
y = ax + b est asymptote oblique & la courbe, au voisinage de ¢ = a.

Il est alors d’usage de déterminer la position relative de la courbe avec son

asymptote. Pour cela, on étudie le signe de la quantité A(t) = y(¢) — (az(t) + b).

La courbe est au dessus de 1’asymptote 14 oit A(t) est positif, en dessous lorsque

A(t) < 0.

On peut souvent se contenter d’une étude locale : on n’étudie alors le signe de

A(t) qu’au voisinage de t = a.

Revenons a I’exemple :

2t —1 t2 y(t) 3 (t+1) 12(1+1)
= = — d = > = 4.
W =p=7 VW=7 dome ST TTT o axio1
On a %1_1)1% ZEt% = 2 : on peut donc affirmer que la branche infinie de la courbe,

au voisinage de t = 1 admet la direction de la droite y = 2z comme direction
asymptotique. On étudie lim (y(t) — 2z(t)).

t2 2 —1 t2(t+1)—22t—-1) t3+4+t2—4t 2
u(®) - 20 = L 221 JTUFD B D _EAY At
t—1 t2 -1 t—-1)(t+1) t-1)(t+1)
1 est racine évidente du numérateur de cette derniére fraction : on factorise donc
(t — 1), et on obtient

(t-1)(t2+2t—2) t2+2t—2 1P42x1-2 1

y(t) — 2z(t) = t-Dt+1) —  t+1 =1 1+1 T2
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1
La droite y = 2z+ - est donc asymptote oblique & la courbe. On étudie maintenant
la position de la courbe par rapport & son asymptote.

Pour cela, on étudie le signe de A(t) = y(t) — (2:1:(7:) + %),

1 t242t—2 1 2244t—4—(t+1) 224+3t—5
= t—2 —_—_ = = .
Al =y =205 = — 773 20+ 1) 2 +1)

1 est & nouveau racine du numérateur de cette fraction, on obtient

2t+5
AR)=(t—-1)——x
(1) =(-1) 2(t+1)
- 2t+5 .
Au voisinage de t =1, 0on a G+ > 0, donc A(t) est du signe de (¢ —1), et pour

t = 17, la courbe est au dessous de ’asymptote (et en bas & gauche du dessin,
ne l'oublions pas, car = et y tendant vers —oo sont négatifs), et pour t — 11, la
courbe est au dessus (et en haut & droite du dessin, puisque z et y tendent vers
+00, donc sont positifs).

On obtient donc ’aspect schématique suivant de la courbe au voisinage de t =1 :

(2.10) /

2.4.7 Etude des points particuliers

Les points particuliers que I’on peut étudier sont les points stationnaires, les points
multiples, les points limites, les points d’inflexion, et les points d’intersection avec
les droites particuliéres de la figure, les axes de coordonnées, les asymptotes. . .
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Points stationnaires

C’est ’étude la plus importante et la plus difficile : c’est I’objet du § suivant 2.5
(p. 54).

On détecte un point stationnaire, ou point d’arrét, ou point singulier, au vu du
tableau de variation, lorsqu’il y a une valeur de ¢ sous laquelle on trouve deux 0,
I'un dans la ligne z’ et ’autre dans la ligne 3. Dans I’exemple que nous sommes
en train d’étudier, comme z’ ne s’annule pas, il n’y a aucune chance de trouver
un point stationnaire.

Points multiples

Un point multiple d’une courbe paramétrée est un point A de la courbe pour lequel
il existe plus qu’une valeur ¢t pour laquelle A = M (t). En général, en pratique, ce
sont des points doubles, c’est-a-dire qu’il existe deux valeurs distinctes t; # t2
telles que M (t1) = M(t2).

Pour détecter un tel point, on cherche & résoudre le systeme o(t1) = z(tz)
y(t1) = y(t2)

avec la condition t; # ts.

Cette condition est essentielle, car elle permet de simplifier les équations obtenues
par le facteur (t1 — ¢2), qui peut la plupart du temps étre factorisé lorsqu’on a
passé tous les termes des équations du méme coté.

En pratique, il est déconseillé et inutile de se lancer systématiquement dans
P’étude des points multiples : on ne fera cette étude que si I’énoncé le demande
explicitement, ou si on s’apercoit, aprés avoir tracé la courbe, que celle-ci se
« recoupe », et donc qu’il y a un point double.

Dans la courbe que nous sommes en train d’étudier, cherchons s’il y a un ou
plusieurs points doubles ou multiples.

On résout le systeme :

%—1 2 —1

z(t) = z(t') 2_1 t2_1
<~

{y(t)=y(t') 2 _ %

t—1 ¢—1

Nous avons remplacé (¢1,t2) par (¢,t'), ce qui ne change rien mais est & peine plus
court & écrire. Il faut raisonner en pensant qu’on impose aussi la condition t # ¢/,
donc t—¢t #0.
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On obtient :

(2 —1)(2t—1) = (2 - 1)(2t' = 1)
(' —1)t2 = (t — 1)t
- 212t — 2% —t2 412 -2t +2t' =0
V2 -2 —24+¢2=0

2t —t)+ =)t +t)—2(t-¢t)=0
= { it —t) — (t—t)t+t) =0

=2t + (t+¢)-2=0
tt'—(t+t)=0

On pose alors classiquement tt' = P et t +t' = S (comme Produit et Somme) 2.
Cela donne

<— P=S=-2

—2P+5-2=0
P=S

t et ¢’ sont donc les deux racines du trindme T2 — ST + P = T2 + 2T — 2.

Ce trindme a un discriminant positif, et adthet comme racines ti=—1—-+3et
ty=—14++/3.

On peut donc affirmer que le point double est le point A = M(t1) = M(t2). Reste
seulement & déterminer ses coordonnées, que ’on peut obtenir en remplacant ¢;
par sa valeur dans z(t;) et y(¢1). Notons cependant qu’il est toujours possible de

simplifier beaucoup les calculs en se rappelant que 2 = —2t; + 2. On obtient
2t1 — 1 2t; — 1
t = = = -1
®)=% -7~ 11
t? -2t + 2
t1) = = = -2
y( 1) t1—1 t1—1

Le point double est donc le point A(—1,—2).

Une question que ’on se pose souvent est de déterminer les tangentes & la courbe
en ce point double.

Il y a bien deux tangentes en ce point, 'une pour le paramétre ¢; et I’autre pour le

paramétre ty. Ces tangentes sont dirigées par les vecteurs M’(t;), de coordonnées

/
t.
(2'(t:),y' (t:)), et ont donc pour coefficient directeur a; = Z,E;; (bien siir, ¢ vaut
i
1 puis 2). Ici aussi, en utilisant astucieusement t? = —2¢; + 2 ou t2 + 2t; = 2 et en

? Dans ces systémes pour déterminer des points doubles, les inconnues ¢ et t' (ou ¢; et t2) jouent
des rdles tout 3 fait symétriques, de sorte que le systéme que I’on étudie est symétrique en t et
t', et la théorie générale sur les équations algébriques symétriques explique que cette technique
fonctionne toujours
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sachant multiplier les dénominateurs par la « quantité conjuguée », obtenue en

utilisant 1'autre racine ¢; du trinéme ¢(T'), ce qui permet d’utiliser ¢;t; = P = —2
et t; +t; = S = —2, on simplifie beaucoup le calcul de ces coefficients directeurs,
et on ne fait qu’'un seul calcul :
= y'(t:) _ (82 —2t) #-12% (=2t +2-2t)(t+1)2
;=

P)  (Gi—1)2 (2042 —2)  —2(—2+2)+ 22
(2@ 2+ (241241 (264 1) - 1)
- 6t; — 6 o 3ti-1) (-1 -1)

—-2P—|—tj+2t,;—1
_ — : =1 — 44/3.
= P_S+1 =-2P+S+t;,—-1=1+¢= \/§

On obtient donc au point double deux tangentes de coefficients directeurs opposés,
et faisant avec I’horizontale un angle 6 dont la tangente est a; : elles font un angle
de % arctan(v/3) = +3 = £60° avec I’horizontale et entre elles.

Points limites

On dit qu’une courbe admet un point limite lorsque pour a ¢ D(f), a point
d’accumulation de D(f), on a cependant th_r)ré z(t) =z €ERet th_r)rcly y(t) =ya €R.
Dans ce cas le point My (Zq,Ya) est un point limite de la courbe paramétrée par
f. C’est le plus souvent pour o = +00 que 1’on rencontre des points limites.
11 est d’usage, lorsque I’on rencontre un point limite, de déterminer la tangente a
la courbe en ce point limite.
On cherche donc le coefficient directeur de cette tangente, et on a deux possibilités
pour cela, dont on admettra 1’équivalence :
e On trouve ce coefficient comme limite pour ¢ - a du taux d’accroissement
y(t) — Yo
z(t) — o
e On trouve ce coefficient comme limite pour ¢ — a du coefficient directeur de la
y'(t)
(1)
La courbe que nous sommes en train d’étudier n’admet pas de point limite;
nous rencontrerons des exemples avec points limites dans les exercices.

tangente a la courbe, c’est-a-dire de

Points d’inflexion

Un point d’inflexion d’une courbe paramétrée est un point ou sa concavité change
de sens. Qu’est-ce que cela signifie ? Une bonne fagon de le comprendre est le
point de vue cinématique : on peut facilement imaginer que le point mobile M (%)
doit faire des virages soit & droite, soit & gauche lorsqu’il décrit sa trajectoire
(c’est-a-dire la courbe paramétrée). Un point d’inflexion est un point de la courbe
ou il n’y a pas de virage, ou plutét un point ou le virage change de c6té : avant
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ce point, il y avait par exemple un virage & droite, aprés ce point, il y a virage &
gauche.

Comment repérer un point d’inflexion ? La encore, c’est le point de vue cinématique
qui apporte l'explication la plus facile & comprendre. Il suffit d’admettre une
notion assez simple, c’est que I'accélération d’un point mobile est toujours dirigée
vers l'intérieur d’un virage (d’un point de vue dynamique, 1’accélération est
proportionnelle & la résultante de toutes les forces, et il faut bien qu’une force tire
le point mobile vers la droite pour qu’il tourne & droite).

Il ne peut donc y avoir un point d’inflexion que si I’accélération ne tire ni & droite,
ni & gauche, mais est « dans le sens du mouvement », c’est-a-dire proportionnelle
a la vitesse. Cela se traduit par v(t) et X(t) colinéaires, et, en revenant a
I’interprétation de courbe paramétrée, le déterminant des coordonnées de ces
vecteurs devant étre nul, on trouve la condition nécessaire de point d’inflexion :

Z(t) ="(2)
y(t) v'(®)

Cette condition est assez compliquée & manier, car elle fait intervenir les dérivées
secondes, et cela peut amener des calculs lourds, comme dans notre exemple.
On s’abstiendra donc de chercher systématiquement les éventuels points d’inflexion
3 moins que cela ne soit demandé explicitement.

D’autre part, nous n’expliquerons pas pourquoi une condition suffisante est que
cette quantité change de signe, mais c’est assez logique.

La courbe que nous étudions posséde un point d’inflexion que nous ne détermine-
rons pas car les calculs sont trop compliqués.

=a'()y"(t) — 2"(t)y'(t) = 0.

Points d’intersection avec les droites de la figure

Pour trouver I'intersection de la courbe avec une droite d’équation az + by +c¢ = 0,
il suffit de résoudre 1’équation d’inconnue ¢ :

az(t) + by(t) +¢c=0

On trouve alors le ou les valeurs de ¢ pour lesquelles le point M (t) est sur cette
droite. Reste alors & trouver les coordonnées de ces points en remplacant ¢ par sa
valeur dans (z(t),y(t)). Il faut remarquer que I’équation az + by + ¢ = 0 permet,
connaissant 1’'une des deux valeurs des coordonnées d’un point d’intersection, de
retrouver ’autre facilement.

Revenons & ’exemple que nous étudions.
Intersection avec 1’axe des abscisses : il suffit de résoudre
t2
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La courbe rencontre donc ’axe des abscisses uniquement a l'instant ¢ = 0, et le
tableau de variation nous indique que c’est au point B(1,0).

Intersection avec 1’axe des ordonnées : il suffit de résoudre

-1 1
271 e ¢= L

:1c(t)=0<=>t2_1 5

La courbe rencontre donc ’axe des abscisses uniquement a l'instant ¢ = % ; a cet
instant, le point M(3) a bien sfir une abscisse nulle et son ordonnée vaut

LN
p—

y(3) = 177

D=

Le point d’intersection de la courbe avec 1’axe des ordonnées est le point C(0, —3).

Intersection avec 1’asymptote horizontale y = —% :
Le point que ’on vient de trouver est déja un point de cette droite. Nous allons
vérifier qu’il n’y en a pas d’autre. On résout
1 t2 1 1
t)=—C &= ——=—- <= 22 4+t—-1=0 <= t ==
y(t) = —3 -1 2 + 2
(L’autre racine —1 de ce trindme est & rejeter car elle n’appartient pas & ’ensemble
de définition de f). Il n’y a donc pas d’autre point que C(0, —3) = M(3).
Intersection avec I'asymptote oblique y = 2z + %
On doit éviter de refaire bétement des calculs déja réalisés. En effet, lorsqu’on
a étudié la position relative de la courbe avec cette asymptote, c’est le signe de
A(t) = y(t) — 2z(t) — 1 que l'on a étudié, et on a déja déterminé pour quels ¢
cette quantité était nulle!

Puisque A(t) = %
t=-3.

Le seul point d’intersection de la courbe avec ’asymptote oblique est donc
D=M (—g) Pour trouver ses coordonnées, on peut par exemple calculer son
abscisse, puis reporter dans ’équation de la droite, ou calculer directement les
deux coordonnées.

, la seule valeur de ¢ dans D(f) qui convient est

—5-1_ 6x4 8

5= - -
S s s R T

25
2 %

y(—%) = 1 14

_5
2
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2.4.8 Tracé de la courbe

Le tracé que ’on fera utilisera des valeurs données par une calculatrice ou un
ordinateur : on prend quelques valeurs de ¢ et on calcule les valeurs de z(t) et y(¢)
correspondantes. On peut aussi utiliser un logiciel de tracage de courbe.

Le dessin que ’on fait doit étre une synthese de toutes les études précédentes.
On doit en particulier choisir les unités sur les axes de facon & voir :

o les tangentes horizontales et verticales;

o les asymptotes;

o les points particuliers et leurs tangentes éventuelles étudiés au § précédent.

A

aQ




54 CHAPITRE 2. FONCTIONS VECTORIELLES. COURBES PARAMETREES.

2.5 Etude des points stationnaires

Dans ce §, nous étudions un point stationnaire d’une courbe paramétrée par une
fonction f. Nous supposons donc que pour ¢t = tg, f/(t9) = 0, c’est-a-dire qu’on a
simultanément z'(tp) = 0 et 3'(¢p) = 0.

2.5.1 Tangente en un point stationnaire

Nous supposerons qu'il existe p € N, p > 2 tel que f)(ty) # 0, alors que pour
tout k€N, 1< k<p,ona f&) (to) = 0. En d’autres termes, p est le plus petit

ordre d’un vecteur dérivé non nul en ¢g.
On a donc (z®)(to),y® (o)) # (0,0).
écrivons la formule de Taylor-Young, pour z et y, au voisinage de tg, & ’ordre p.

o(t) = z(to) + Z t") 2® (to) + (t_p%)px(?) (o) + (t — to)Pex(t)

y(t) =y to)+Z t°) "“’(to)+“;—!t°)py(”’(to)+(t—to)”62(t)

avec bien siir, pour i € {1,2}, lim ei(t) =0.
Tenant compte du fait que les derlvees k-iémes de f sont nulles pour 1 < k < p,
on obtient simplement

z(t) = z(to) + (t;%)px(p)(to) + (t — to)Per(t)
y(t) = y(to) + “—;fﬁw (to) + (¢ — to)Pealt)

En raisonnant comme dans le § 2.3.4 p. 33 (voir aussi la figure (2.1) toujours
valable ici), la droite (M (to)M (t)) est dirigée par le vecteur M (to)M(t) = [f(t) —

f(to)]. Tant que t # to, ——— = to) [f@)—f(to)] = W( t) est aussi un vecteur directeur

de cette sécante. Or, les coordonnées de W(t) sont (X (%), Yy (¢)) données par

_ (»)
X = "0 = e
t) —y(t ®)(¢

2P (to) ’ ¥ (to) f ®) (1)
p! p!
lorsque t — ty. Puisque par hypothése, ce vecteur est non nul, il dlrlge une

+ e2(2)

Ces fonctions coordonnées ont pour limite <
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droite que nous admettrons étre la tangente & la courbe en t9. Notons que f() (o)
est aussi un vecteur directeur de cette tangente.
Nous avons « démontré » la proposition suivante :

Proposition 2.12 Si M(¢) est un point stationnaire d’une courbe paramétrée
par la fonction f, si toutes les dérivées de f en tp ne sont pas nulles, alors la
tangente en M (o) & la courbe est dirigée par le premier vecteur dérivé successif
de f non nul en tp.

Remarquons que cette proposition est aussi vraie si M(¢p) n’est pas un point
stationnaire, d’apreés la proposition 2.8 p. 34.

2.5.2 Aspect de la courbe au voisinage d'un point stationnaire

On garde les hypotheses du § précédent, & savoir qu’il existe p € N, p > 2 tel que
F®(to) # 0, alors que pour tout k € N, 1 < k < p, on a f*)(tg) = 0 et on ajoute
comme hypotheése supplémentaire que toutes les dérivées successives suivantes
de f ne sont pas colinéaires 3 f®)(ty). Il existe donc ¢ € N, ¢ > p + 1, tel que
(f (®)(tg), f@(to)) forme une base du plan; bien entendu, si g # p + 1, pour tous
les k entre p et ¢, on a f%)(¢9) qui est colinéaire & f®)(to) (ou nul, mais dans ce
cas il est aussi colinéaire 3 f(P)(to)).

Ecrivons & nouveau la formule de Taylor-Young au voisinage de ¢, pour z et y,
mais cette fois a ’ordre q.

-1
o(t) = a(to) + pz (t“k%)kxw)(to) N (t—p%)”w(p)(to)

+ Z (t (k)(to) +% (‘1)(to) + (t — to)%e3(t)

k=p+1

p—1
1) = vt0)+ 3 L) + E 00
> |

b 5 O g E o) et
k=p+1

avec bien siir, pour ¢ € {3,4}, lim z—:i(t) =0
Pour 1 < k < p, on a (z(¥)(¢), y(k)(to)) (0,0),

et pour p+ 1 < k < ¢ — 1, puisque f& (to) est colinéaire & f () (to),
il existe A\ € R tel que f*)(t9) = M\ f®)(t9), ou ce qui revient au méme

z®)(tg) = Az (to)
y®)(t) = My ® (to).
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On a donc
z(t) = z(to) + (( + Z (t—to) k' ) =P (to)
k=p+1
+ (t‘q%)qx(q) (t0) + (¢ — to)7es(2);
1
y(t) = y(to) + ( tO)p + Z k) yP)(to)
k=p+1

n (t—q_fO)f]_y(q) (to) + (t — to)%ea(t).

Ecrivant vectoriellement cette double égalité, on obtient

f(t)—f(t)+( t")p Z (t )f(”)(to)

k=p+1

o) _q!to)qf“’) (to) + (t — 1) 7€ (2).

?(t) est une fonction vectorielle qui tend vers le vecteur nul 0 lorsque ¢ — ¢
puisque ses coordonnées qui sont (e3(t),£4(t)) tendent vers 0.
On obtient alors

M(t0)M (1) = u(t) f®(to) + (1) 9 (t0)

u(t) et v(t) sont les coordonnées de M(t) dans le repére (M (to), FP)(to), f@ (to))

(c’est bien un repére puisque par hypothése f)(¢o) et f(9)(t9) ne sont pas coli-
néaires).
Ce sont deux fonctions réelles qui valent

u(t) = <(t ;to)P Z (t—t)" e ) ) + (t —t0)'m(2)

k=p+1
(t —to)?
q |

v(t) = + (¢ — to)Tma(t)

(m.(t),m2(t)) sont les coordonnées de ?(t) dans la base (f%)(to), (@ (to)).
Anticipant sur un résultat que nous verrons au chapitre suivant (Proposition 3.27
p. 79), il est facile de comprendre que 7;(t) et n2(t) sont des fonctions qui tendent
vers 0 lorsque ¢ — tg.
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En utilisant la notion de fonctions équivalentes (f ~ g lorsque 5 — 1) sur les

fonctions éqquiva.lentes, il est facile de voir directement qu’au voisinage de to,
t—to

'U(t) ~ gl

(’est & peine plus compliqué pour u(t), mais en factorisant (¢ — £)?, on se rend

) : t—tg)P

compte qu’on a aussi u(t) ~ g—z—,-!—L-

M (t) a donc, dans le repére (M (to), f®(to), f@ (to)), des coordonnées (u(t), v(t))

qui ont, pour ¢ « proche de to » (« au voisinage de o »), le méme signe que les

(t—to)? (t-— to)q>

p! gl
Ces deux coordonnées sont toujours positives lorsque ¢ > tg. Utilisons une interpré-

tation cinématique : on peut affirmer que lorsque le point mobile M (t) « quitte »
M (to) (juste aprés son passage en M (to)), il est dans la partie du plan limité par
les deux demi-axes du repére (M (to), f®(to), f@ (to)) (partie non hachurée sur
la figure).

Mais n’oublions pas que f(®)(¢o) dirige la tangente & la courbe en M(tp) : quels
que soient p et g, on a toujours I'aspect suivant pour la trajectoire, juste « aprés »
I’instant tp.

coordonnées du vecteur (

(2.11)

Sur cette figure, o et B désignent des réels positifs. Il n’est en effet pas toujours
aisé de représenter f(P)(t) ou f(9)(to), si ces vecteurs sont « trop longs » ou « trop
courts ». Ce qui est important, c’est leur orientation, et elle n’est pas changée si
on multiplie ces vecteurs par un réel positif.

Lorsque t < to, le signe des coordonnées de M (t) dans ce repére dépend de la
parité de p et . En effet, (¢ — to)* est toujours positif pour k pair, mais est du
signe de (t — to) lorsque k est impair.

On comprend donc qu'il y a 4 cas & étudier. N’oublions pas que quel que soit le
cas, le vecteur f(P)(to) dirige toujours la tangente & la courbe, et que la courbe
doit donc « s’appuyer » sur cette tangente « avant » comme « aprés » I'instant .
Nous conserverons dans nos explications le point de vue cinématique. Puisque
le point qui nous intéresse est le point M(tg), nous appellerons « arrivée » en
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M{(tp) la partie du mouvement correspondant & ¢t < ¢g et « départ » la partie du
mouvement apres tp.

p pair, ¢ impair
Puisque u(t), premiére coordonnée de M (t) dans le repére (M (to), f® (to), f@ (to))
est du signe de (t — tp)? et que p est pair, on a u(t) > 0 aussi pour ¢ < ¢y. Mais

v(t), la deuxiéme coordonnée étant du signe de (¢t — t9)? et ¢ étant impair, on a
v(t) < 0 avant l'instant ¢y. L’aspect de la courbe est donc le suivant

(2.12)

Dans cette situation, on dit que la courbe présente en M(t9) un point de re-
broussement de premiére espéce. La courbe y traverse sa tangente, mais en « se

retournant ».

p pair, g pair
Puisque u(t), premiére coordonnée de M (t) dans le repére (M (to), FP)(to), f@ (to))

est du signe de (¢ — tp)P avec ici aussi p pair, on a u(t) > 0 aussi pour ¢ < to, mais
v(t), la deuxiéme coordonnée étant du signe de (¢ —tp)?, g étant cette fois pair, on
a dans ce cas toujours v(t) > 0 aprés et avant l'instant ¢y. L’aspect de la courbe

est donc le suivant

M(t)

af ) < -

(2.13) -

Dans cette situation, on dit que la courbe présente en M (tp) un point de rebrous-
sement de deuxiéme espéce. La courbe reste du méme coté de sa tangente, « mais

se retourne ».



2.5 ETUDE DES POINTS STATIONNAIRES 59

La position relative de la partie de courbe correspondant & « avant » I'instant ¢
(qui est au-dessus sur la figure (2.13)) par rapport a la partie de courbe « aprés »
to ne peut pas étre prévue sans renseignement supplémentaire. On peut souvent
deviner cette position d’apres les autres éléments de 1’étude, mais démontrer que
tel morceau est au-dessus est souvent tres compliqué. Il arrive méme que ces deux
morceaux de courbe soient confondus.

p impair, ¢ impair
Puisque u(t), premiére coordonnée de M (t) dans le repére (M (to), f® (to), f (q)(to))
est du signe de (t —tp)P; or, ici p est impair : on a ici u(t) < 0 pour ¢ < ¢p. Quant

a v(t), la deuxiéme coordonnée, elle est du signe de (¢ — ¢9)? avec ¢ impair : on a
cette fois v(t) < 0 avant I'instant ¢y. L’aspect de la courbe est donc le suivant

(2.14) .

Dans cette situation, on dit que la courbe présente en M (¢p) un point d’inflexion.
La courbe traverse sa tangente sans se retourner.

p impair, ¢ pair
Puisque u(t), premiére coordonnée de M (t) dans le repére (M (to), f®(to), f@ (to))
est du signe de (¢t — tp)P avec p impair, on a ici u(t) < 0 pour ¢ < tp. v(t), la

deuxiéme coordonnée étant du signe de (t—t9)? avec g pair, on a cette fois toujours
v(t) > 0 aprés et avant 'instant ¢y. L’aspect de la courbe est donc le suivant

(2.15) .

Dans cette situation, on dit que la courbe présente en M(¢9) un point ordinaire.
La courbe se comporte normalement par rapport & sa tangente, et il existe peut-
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étre une autre paramétrisation de cette courbe dans laquelle ce point n’est pas un
point stationnaire.

Remarque : Les deux derniers cas, qui correspondent tous les deux a p impair,
arrivent banalement (surtout le dernier) lorsque la courbe ne présente pas en
M (to) un point stationnaire, c’est-a-dire lorsque p = 1. En effet, ’étude et les
calculs que nous avons faits sont aussi valables dans ce cas.

Les exercices proposés a la fin de ce chapitre présentent au moins un cas de chaque
sorte.

Une petite remarque importante mais non rigoureuse : il n’est pas évident d’obtenir
que de nombreuses fonctions s’annulent simultanément pour le méme %y. En
conséquence, ce qu’on rencontre le plus fréquemment, lorsqu’on trouve un point
stationnaire, c’est un point de rebroussement de premiére espece, correspondant &
p=2et ¢g=3: il suffit que z'(¢9) = ¥/(top) = 0. On rencontre ensuite, par ordre
de fréquence, des points de rebroussement de seconde espéce, puis des points
ordinaires et enfin, le plus rarement des points stationnaires d’inflexion (on ne
parle pas ici des points non stationnaires d’inflexion étudiés au § 2.4.7).

2.6 Exercices

Les exercices suivants demandent 1’étude de courbes paramétrées. Pour chacune des
courbes, vous déterminerez I’ensemble de définition, vous réduirez éventuellement
I’ensemble d’étude, vous dresserez le tableau de variation, vous étudierez les
éventuelles branches infinies, les éventuels points singuliers, les éventuels points
multiples, vous déterminerez toutes les tangentes a la courbe aux points particuliers
de la courbe et vous terminerez en faisant dans chaque cas, un tracé soigné de
chaque courbe, faisant apparaitre I’ensemble des propriétés mises en évidence lors
de I’étude.

Exercice 2.1.

z(t) =t —sint ; y=1-—cost (voir cours p. 40).

Exercice 2.2.
t . t2
2 -1 ’

z(t) =

Exercice 2.3.
8t 8t—4

. )= — .
g1 0 YO=G@ye

z(t) =
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Exercice 2.4.

z(t) = 2cost + cos 2t ; y(t) = 2sint — sin 2t.
Exercice 2.5.

z(t) = cos?t + In(sin t) ; y(t) = 2sint cost.

Exercice 2.6.

3t 3t—1
e ol

On montrera l’existence d’un axe de symétrie.

z(t) =

Exercice 2.7.

z(t)=e" -t ; y(t) = 3 + 3t
Exercice 2.8.
¢t ¢4
(t) =5+ 33 +6t24+4 5 y(t) = T 6t2 — 16t.
Exercice 2.9.
z(t) =sint t—ﬁ ; (t)—et—t—ﬁ
- 24 0 YWT 2

Pour cette fonction, on étudiera les branches infinies (pour ¢ — 00) et le point
stationnaire (pour ¢ = 0), mais on admettra que y’ garde un signe constant (&
part en 0), et que =’ ne change de signe qu’une fois pour ¢ = ¢ ~ —2,070 344 719.






CHAPITRE 3

Fonctions de R? vers R"

3.1 Introduction

Nous traitons dans ce chapitre 1’étude des fonctions de RP vers R™ du point de
vue de 'analyse, c’est-a-dire que nous définissons leurs limites, leur continuité, et
la possibilité qu’on a de les dériver, et de les différentier, ce qui n’est pas pareil,
contrairement au fonctions d’une seule variable, comme nous le verrons.

C’est le gros morceau de ce cours.

Apres une rapide présentation, nous expliquerons comment par l'intermédiaire
des fonctions composantes, on peut facilement se ramener & ’étude des fonctions
numériques de plusieurs variables, c’est-a-dire les fonctions de R? vers R. Nous
étudierons en détail, pour ces fonctions la notion de limite et de continuité, puis
nous introduirons la notion de dérivée partielle ; nous appliquerons cette notion
pour rechercher des extremums de fonctions. Ensuite nous étudierons la notion de
différentiabilité et nous mettrons en évidence I'intérét des fonctions de classe C1.
Nous définirons la notion de différentielle d’une fonction et parlerons de formes
différentielles et de champs de vecteurs.

Revenant aux fonctions & valeurs dans R™, nous définirons pour les fonctions
réguliéres la notion de matrice jacobienne et de jacobien, puis nous introduirons
le vocabulaire des opérateurs différentiels

3.2 Limites des fonctions de R? vers R"

3.2.1 Notion de limite

Définition 3.1 Soit f une fonction de R? vers R™. Soit Xy € RP; on suppose
que X est un point d’accumulation de 1'ensemble D(f) de définition de f, (sans
forcément que f(Xo) existe). (En pratique, on aime mieux qu’il existe une boule
B de centre X, telle que B\ {Xo} soit incluse dans ’ensemble de définition de f,
Cest-a-dire que f soit définie « autour » de Xp).

On dit que f admet le vecteur L de R™ comme limite lorsque X tend vers Xo (on
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note Xll)nf)l{ ) f(X) = L) lorsque

X — Xolla <7
. —Llg<e.
(31) Ve>0, In>0 telque et X € D(f) = ||f(X)-Llg<e

Remarque essentielle : Dans cette définition, || - || est une des 3 normes
usuelles de R? et || - || est une des 3 normes usuelles de R™.

On a vu que toutes les normes d’un espace vectoriel de dimension finie sont
équivalentes.

Comme conséquence, dans cette définition, on pourrait remplacer ces normes par
n’importe quelles autres normes. Précisons ce point.

Théoréme 3.2 Si N [resp. N| est une autre norme de RP [resp. de R™], alors
Uassertion (8.1) est vraie si et seulement si l’assertion suivante (3.2) est vraie.

N(X - Xo) <7

o
(32)  Ve>0, In >0telque = 5y o7y py

}=> N(f(X)-L)<e.

Cette propriété exprime que la définition de la limite est indépendante des normes
utilisées.

Preuve 5

Préliminaire : puisque N et N sont des normes équivalentes respectivement a
| - lla €t & ] - |, il existe 4 constantes strictement positives C1, Ca, C3, Cy, telles
que

(3.3) VX eRP, CiN(X)
(3.4) VY eR™,  C3N(Y)

“X“a CZN(X)

<[ X[lo <
<Yllp < CaN(Y).

D’autre part, pour ne pas alourdir I’écriture, on ne considérera que des X appar-
tenant & I’ensemble D(f) de définition de f.

Si (3.1) est vraie :

Soit € > 0; pour & =eC5 > 0, d’apres (3.1), il existe n > 0 tel que, lorsque

|X — Xolla <, on peut en déduire || f(X) — L||g < €.

On pose 1/ = C’% On peut donc affirmer que 37’ > 0

tel que si N(X — Xo) < 7/, alors on a CoN(X — X)) < 7 et donc, d’apres la partie
droite de (3.3), on en déduit || X — Xo|lo < n d'ot ||f(X) — L|jg < €.

Utilisant cette fois la partie gauche de (3.4), on en déduit que C3N(f(X)—L) < eCs
et finalement N(f(X)— L) <e.

Ce qui est souligné ci-dessus est ’affirmation que (3.2) est vraie et on a fini de
montrer (3.1)=>(3.2).

Réciproquement, si (3.2) est vraie :
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soit € > 0; alors pour &' = & > 0, il existe d’aprés (3.2) 7’ > 0 tel que, lorsque
N(X — Xo) <7, alors N(f(X) - L) <¢

On pose alors n = C17'. On peut affirmer que 3n > 0 tel que si || X — Xo|la < 7,
alors d’apres la partie gauche de (3.3), on a CiN(X — Xo) <7 = Ci17, c’est-a-dire
N(X — Xo) < 0 donc d’aprés ’hypotheése (3.2) N(f(X) — L) < &' = §; et donc,
C4N(f(X) — L) < e. Utilisant maintenant la partie droite de (3.4), on obtient
I £(X) — Llig < e 0

Conséquence : Dans la suite, on ne notera plus || - ||o ni || - ||s les normes de R?
ou R", mais simplement || - ||. Il est entendu que ce symbole désigne n’importe
quelle norme usuelle ou pas de R", mais en général on préférera comprendre qu'’il
désigne la norme euclidienne.

3.2.2 Unicité de la limite

Proposition 3.3 (unicité) Si une fonction f de R? vers R™ admet une limite
L pour X — Xp, alors cette limite est unique.

Preuve Supposons que l’on ait & la fois Xlgr}l{ ) f(X)=Let Xll,n)l( ) f(X)=

Remarque : Le bon sens, et la transitivité de l’égalité semblent amener d
conclure immédiatement L = L'. Ce serait abusif, car pour l’instant, la notation

le}l{ f(X) = L est une convention, dans laquelle le symbole = ne doit pas encore
_)

étre pris au sens usuel. Aprés la démonstration de cette propriété, on pourra
oublier ces subtilités et comprendre ce symbole = comme d’habitude. (Voir aussi
la remarque suivant le théoréme 1.25 p. 18).

D’aprés ’hypothése, en ne considérant & nouveau que des X € D(f), les deux
assertions suivantes sont vraies :

(35)  Ve>0, I;m>0, [ X-Xo|l <m=|f(X)-L| <
(36) Ve>0, Ip>0, |X-Xo|<m=|f(X)-L'|<e

(Notons que pour le méme ¢, il n’y a aucune raison que le 7 de la limite L soit le
méme que le 7 de la limite L’ : il faut donc distinguer ces 7 en les numérotant).
Nous allons raisonner par I’absurde : supposons L # L.

Soit R = ||L L'\ >o.

Poure = 3 , d’apres (3.5), il existe 71 > 0 tel que || X —Xo|| < m = ||f(X)—L|| <
€.

D’aprés (3.6), il existe 7o > 0 tel que || X — Xo|| < 72 == ||f(X) - L'|| < ¢

Soit 1 = min(n1,72) ; soit X1 tel que || X1 — Xo|| < 7 et tel que X; € D(f).
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(I est toujours possible de trouver un tel X, car Xg est un point d’accumulation
de D(f) : la boule ouverte de centre X, de rayon 7 contient des points de D(f).)
D’une part, puisque || X1 — Xo| < 7 < 1, on doit avoir || f(X1) — L|| <e =&
D’autre part, puisque || X1 — Xo| < 7 < n2, on doit avoir [|f(X1) - | <e = £.
On aurait donc

R=|L-L|=|L~- f(X1)+ f(X1) - L'
<L - fX)+1f(X) =L (inégalité triangulaire)
< NF () — LI+ 1f(X) = L]

R_R_2R

3 3 3

N

2R
On aboutit & 'absurdité R < 3 (car R > 0).
L’hypothése supplémentaire L # L’ n’était donc pas compatible avec I’hypothése

lim f(X)=L
initiale { X %o , , donc on a forcément L = L'. O
lim f(X)=L.
X—)Xo

Voici maintenant une proposition qui lie la valeur de f(Xp) avec la limite de f en
X si elle existe.

Proposition 3.4 Si Xy € D(f) et si Xlin)l{ f(X) = L, alors nécessairement
—*Xo

L = f(Xo)
(Nous verrons plus loin que cela signifie que f est continue en Xj).

Preuve Pour tout € > 0, puisque Xy € D(f) et qu’on a 0 = || X — Xo|| < 7, on
a ||f(Xo) — L|| < e. Cette derniére inégalité n’est possible pour tout £ > 0 que si
f(Xo) = L. O

3.2.3 Définition « topologique » des limites

Proposition 3.5 Soit f une fonction de RP vers R™. Soit Xy un point d’accumu-
lation de D(f) et soit L € R™.

Soient B et B’ des bases de voisinages respectivement de L dans R" et de Xy dans
RP.

Alors f admet L comme limite lorsque X tend vers Xy si et seulement si :

Pour tout voisinage V de la base de voisinages B de L, il existe un voisinage W de
la base de voisinages B’ de X tel que pour tout X € WND(f),ona f(X) e V.

Cette caractérisation se note formellement :

. B , Xew
Xler}(of(X)—L < |VV € B,3W € B’ tel que X € D(f) }ﬁf(X)eV]
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ou encore

. _ /
Jm fX) =L < [VV € B,3W € B tel que f(W)C V].

Preuve Tous les X considérés sont dans D(f).
Supposons tout d’abord que Xli)n}( ) f(X)=L.
Soit V' un voisinage de la base de voisinages B de L. Puisque V est un voisinage

de L, il existe une boule de centre L, de rayon r qui est incluse dans V' (on ne
sait pas si elle est ouverte ou fermée).

Soit € = TS 0; pour cet €, d’apres ’hypothése, il existe n > 0 tel que | X —Xo|| < 7

implique ||f(X) — L| < e.

Considérons la boule B(Xp,n). C’est un voisinage de Xo, et B’ est une base de
voisinages de X : il existe donc W € B’ tel que W C B(Xo,n). Pour tout X € W,
onadonc X € B(Xo,n) et || X —Xo|| < 1. On peut donc affirmer que || f(X)—L|| <
¢ et par conséquent f(X) € B(L,€). Or, cette boule est incluse dans la boule de
centre L et de rayon r, elle-méme étant incluse dans V : on a donc établi que
f(X)eV.

Ce qui est souligné correspond & ce qu’on voulait démontrer.

Réciproquement : on suppose que

VW eBIWeB telque XeW = f(X)eV.

Soit € > 0; la boule B(L,€) est un voisinage de L et B est une base de voisinages
de L : il existe donc un voisinage V de L, élément de B qui est inclus dans B(L, €).
D’apres I’hypothése, pour ce V € B, il existe un voisinage W de X, élément de
B', tel que X € W implique f(X) € V. Ce W étant un voisinage de Xp, il existe
par définition d’un voisinage une boule de centre Xy, (que I'on peut choisir fermée,
quitte & diviser par deux son rayon), incluse dans W. Il existe donc un 1 > 0 qui
est son rayon. On a donc B(Xg,n) C W. Si un X est tel que | X — Xo|| < n, alors
on en déduit que X € B(Xp,n) C W donc X € W. On peut donc affirmer que
f(X) eV c B(L,¢e) : on a f(X) € B(L,e), donc | f(X) — L|| <€

Ce qui est souligné ci-dessus est justement la caractérisation de la conclusion que
P’on voulait atteindre, & savoir Xli_)rr)l( ) f(X)=L. O

Corollaire 3.6 Dans la définition de la limite, on peut remplacer librement les
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< par des <. Plus précisément, on a
A, S0 =2

[ [X — Xoll <7 _ ‘
< |Ve>0, In>0 tel que et X € D(f) = ||f(X) - L| <e]

[ [ X — Xoll <7 _ ‘
= _Ve>0, dn >0 tel que et X € D(f) = ||f(X) L||<e_

I1X — Xoll <
et X € D(f)

e [Ve>0, Ip>0 tel que }=> ||f(X)—L||<€1.

Preuve Puisque ’ensemble des boules ouvertes [fermées] de centre L [ou de
centre Xo] forme une base de voisinages de L [de X, il est possible d’utiliser
n’importe laquelle de ces bases de voisinages dans le réle de B ou B’ dans la
proposition 3.5 (p. 66). Si par exemple B’ est 'ensemble des boules ouvertes de
centre Xp, un élément de B’ est caractérisé par la donnée de son rayon 7, et
trouver un élément dans B’ revient & montrer ’existence d’un 1 > 0. De sorte

que [HW € B tel que X € W N D( f)] revient exactement & [377 > 0 tel que

IM—Xw<n]
et X € D(f) (1
On raisonne de la méme fagon pour le rapport entre les € et les V. (]

3.2.4 Composition de limites

Théoréme 3.7 Soit f une fonction de RP vers R™ et g une fonction de R™ vers
R™.
li X)=Y i = Zp.
On suppose que Y ) f(X) =Yy et que Yh_l;r}l,0 9(Y) = Zy. On suppose de plus que
Xo est bien un point d’accumulation de D(g o f).
Alors on a lim go f(X) = Zp.
X—Xo

Preuve Soit € > 0.
Puisque Yll_x)r}x,o 9(Y) = Zy, pour cet ¢,

(3.7) 3n>0tel quesi||Y —Yo| <n, avec Y € D(g), alors ||g(Y) — Zo|| < e.

D’autre part, pour € =n > 0, puisque Xli_)rr}l( f(X) =Y, il existe ' > 0 tel que
0

| X — Xoll <7’ et X € D(f) implique || f(X) - Yol <& =1n.
On a donc : 3’ > 0 tel que si || X — Xy|| < 7/, avec X € D(go f),
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alors on en déduit d’abord forcément que X € D(f), et f(X) € D(g) (c’est
nécessaire et suffisant pour que X € D(go f)) donc on a || f(X) — Yol <& =1,
et ensuite, d’apreés (3.7), ||g(f (X)) — Zo|| < & cest-a-dire ||go f(X) — Zo|]| < e. O

3.3 Limites et fonctions coordonnées

3.3.1 Fonctions coordonnées

Pour l’instant, nous ne nous sommes pas intéressés a 1’aspect particulier des
fonctions de R? vers R™. Comme dans le chapitre précédent, ces fonctions ont des
fonctions coordonnées, et on peut se ramener & 1’étude de fonctions & valeurs dans
R.

Soit f une fonction de RP vers R™.

Alors, pour tout X € D(f), puisque f(X) € R™, si on pose Y = f(X), le vecteur Y
posséde des composantes (y1,%2, - ..,¥n). & chaque X € D(f), correspond donc n
nombres réels y; ; cela définit donc n fonctions de R? vers R, notées (f1, f2, .-, fn)-
f; est la fonction qui & tout X € D(f) associe la i-éme composante de f(X).

Les fonctions f; sont les fonctions composantes ou fonctions coordonnées de f.
Notons que X en tant que vecteur de RP possede aussi des composantes : on peut
poser X = (z1,%2,...,Zp). On peut donc considérer que les f; sont des fonctions
réelles des p variables 1, ...,z,. (D’oll le nom : fonctions de plusieurs variables).

3.3.2 Limite d'une fonction numérique de plusieurs variables

Cette notion n’est en fait pas absolument nouvelle, car c’est un cas particulier des
limites étudiées dans la section précédente. En effet, nous n’avons pas exclu que n
soit égal & 1, et nous avons admis que R! = R.

Donc une fonction de plusieurs variables qui va de RP vers R n’est rien d’autre
qu’une fonction de RP vers R™ avec n = 1. Nous allons cependant expliciter ce
que deviennent les définitions dans ce cas pour préparer la suite.

N’oublions pas que dans R = R, les trois normes usuelles sont en fait égales & la
valeur absolue.

Proposition 3.8 Soit f un fonction numérique de plusieurs variables (z1, ..., ),
et £ un réel. Alors on a

I _ X — Xoll <n -
Am f(X) =€ > [Ve>0,3n>0tel que 7 e | = -4 <.

Bien entendu, on peut remplacer un ou les deux < par des <.
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3.3.3 Opérations sur les limites des fonctions de plusieurs variables

Nous allons établir, pour des fonctions de RP vers R, les propriétés d’opérations
sur les limites, comparables & ce qu’on sait faire pour les fonctions d’une seule
variable réelle. Les démonstrations sont d’ailleurs en tout point semblables & celles
des propriétés analogues pour les limites des fonctions numériques d’une seule
variable.

Proposition 3.9 (addition) Si f et g sont deux fonctions de R? vers R telles
que Xll)l’l}l(o f(X) =11 et Xll)n}(O 9(X) = L.
Alors on a Xl_l_)n)l(o(f +9)(X) =41+ £s.

La démonstration est trés simple a condition de savoir « couper un € en deux ».

Preuve Soite >0
Pour § > 0, puisque Xlin)l( f(X) = 44, il existe g1 > 0 tel que
—X0

| X — Xoll < m e
— /| < E.
axen(f) | = VX -al<s
De méme, pour § > 0, puisque Xlinr)l( 9(X) = £y, il existe 72 > 0 tel que
—A0

X — Xoll < n2
et X € D(g)
On peut donc affirmer qu’il existe 7 = min{n1,72} > 0 tel que si on a

{ef:"%((—;%), puisque D(f + g) = D(f) ND(g), on a

= [9(X) - 42| < §.

d’une part

[ X — Xoll <m _ €
(3.8) { et X € D(f) donc |f(X) — 4] < 5
et d’autre part

X — Xoll < m2 €
(3.9) { et X € D(g) donc |g(X) — €| < 3

En additionnant les deux inégalités (3.8) et (3.9), on obtient
IF(X) — & +|9(X) — &2 <&
et puisque par inégalité triangulaire,
IF(X) +9(X) — (& + &) < |f(X) = &a] + |9(X) — L.
on peut conclure que |(f + g)(X) — (61 + £2)| < e. a

De méme, avec une démonstration sensiblement plus compliquée, on a le résultat
analogue pour la limite d’un produit de deux fonctions.
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Proposition 3.10 (multiplication) Si f et g sont deux fonctions de RP vers R
telles que Xli)l‘[)l(o f(X)=14 et Xll)n)lcog(X) = {. Alors on a Xli)rr)l(o(fg)(X) = {1 Ls.

Preuve Pour trouver le nombre 7 correspondant au nombre € quelconque qu’on
ge donne, on utilise I’« astuce » :
|F(X)g(X) — bake| = |F(X)g(X) — £19(X) + £19(X) — £1£2]
< |f(X)g(X) — lrg(X)| + [€19(X) — £ale]
< |F(X) — 4l lg(X)| + |6 |9(X) — Lo

Tous les X de cette démonstration seront supposés appartenir & D(fg) = D(f) N

D(9)-

Soit € > 0. .

Pour &’ = P (ZIES) > 0, puisque Xli)n}l(0 f(X) =4£1,3n1 > 0tel quesi || X —Xp|| <
m, alors on a |f(X) — 41| < €' = —2—(%7—_’_1)

De méme, pour €’/ = min {1, E(ﬁ_l_—l)—} > 0, puisque Xli)n)l(o 9(X) =142, 32 >0
tel que si || X — Xo|| < 72, alors on a [g(X) — fa| < €” < <G D

Pour ces mémes X tels que || X — Xo|| < 772, on a aussi |g(X) — £z| < €” < 1, donc
en utilisant la deuxiéme inégalité triangulaire

1900 = 2] < |lg(X)] = leal| < [9(X) — 2] <

et on obtient |g(X)| < |¢2] + 1.

On prendra n = min{ni,n2} > 0. On peut donc affirmer que 3n > 0.
Si X est un élément de D(fg) tel que || X — Xo| < 7,

alors on a a la fois | X — Xo|| < m1 et || X — Xol| < 2.

On a donc, d’une part, puisque || X — Xo|| < m

(3.10) |F(X) — &l <

&
2(|o| + 1)

D’autre part, puisque || X — Xo|| < n2

(3.11) 90| < Jta] + 1.

De plus, toujours puisque || X — Xo|| < 72

(3.12 X)— | < 0o
) Ig( ) 2| 2(|£1| T 1)

Enfin, on a banalement

(3.13) 1] <[] + 1.
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Combinant ces quatre inégalités entre nombres positifs de la fagon suivante
(3.10)x(3.11) + (3.13)x(3.12),
on obtient

1£00) =l x g1+ 61| lo(X) — ] < () * (1al +1)

+ (|€1| + 1) X (——2(“}1}5_‘_ 1)> =e.

On conclut en utilisant 1’« astuce » signalée en début de démonstration :
puisque

|(F9)(X) — like| < |F(X) — &a] |g(X)]| + 1] |9(X) — 2],

on en déduit que

|(Fg)(X) — lila| S €

et on a bien montré que lim (fg)(X) = £145. O
X—-Xo

On en déduit le corollaire :

Corollaire 3.11 (linéarité des limites) Si f et g sont deux fonctions de R?
vers R telles que lim f(X)=/; et lim g(X) = 4.
X—Xo X—Xo

Alors, pour tous A, p réels, on a
Xlgf)l(o()\f +pg)(X) =y + pls.

Pour démontrer cet énoncé, il suffit de combiner les deux propositions précédentes
3.9 et 3.10, en établissant auparavant (ce qui est trés facile) qu’une fonction

constante X — X\ est telle que pour tout Xg, on a lim A= A.
X—-)Xo

On a aussi le corollaire suivant :

Corollaire 3.12 Si f et g sont deux fonctions de R vers R telles que Xlin}x{ f(X)=
—AX0

4y et Xll)n)l{o 9(X) =£s.

. . 1 1
Sif; #0,0on axli)n)l{om =
2 _a

Si £2 ?é O, on a Xli)n}{o g_(—ﬂ £2

La premiére partie de ce résultat s’établit en considérant la fonction de R dans R
qui associe & tout ¢ # 0 le réel h(t) = 1. On sait que cette fonction h est continue,

, 1
donc on a tl-l—)nlll h(t) = h(4;) = o
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On peut alors appliquer le Théoréme 3.7 (p. 68) sur les fonctions composées,
puisque 315 =hof.

La deuxieme partie s’obtient tout simplement en combinant cette premiere partie
avec le résultat sur le produit de deux limites de la Proposition 3.10 (p. 71) puisque
L=f. 1,

g 9

Un autre résultat utile est le suivant :

Théoréme 3.13 Si f et g sont deuz fonctions définies sur une partie U de RP,
et & valeurs respectivement dans les espaces vectoriels de dimension finie E et F'.
On suppose qu’il existe une multiplication - entre les éléments de E et F', d valeurs
dans un espace vectoriel G, lui aussi de dimension finie.

On suppose de plus qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tous (Y, Z) €

Si f est une fonction bornée dans un voisinage de Xo € U, et si Xli_)n}l{ 9(X) = 0p,
0
alors on a : Xll)n)l(o(f(X) -9(X)) = 0g.

Ce théoreme affirme que le produit d’une fonction bornée par une fonction qui

tend vers 0 a aussi une limite nulle.

En pratique, les 5 multiplications que ’on peut rencontrer qui vérifient les hypo-

théses sont les suivantes;

e E=F =G =R et - est la multiplication de deux réels (on a bien |YZ| < |Y]|Z|
puisqu’on a ’égalité : on prend C = 1).

e E=F =G =C et - est la multiplication des complexes (on a bien |YZ| <
|Y'||Z| puisqu’on a 1’égalité : on prend C = 1).

o E=Ret F=G=NRP; . est la multiplication externe d’un réel et d’un vecteur
(on a bien ||AZ|| < |A|||Z]| puisqu’on a I’égalité : on prend C = 1).

e E=G=RPet F=R; - est encore la multiplication externe d’un réel et d’un
vecteur, mais ici, c’est la fonction & valeurs réelles qui a une limite nulle et celle
qui a ses valeurs vectorielles qui est bornée.

e E=F =RP et G=R; - est le produit scalaire de deux vecteurs (on a bien
Y- Z| < |IY||11Z|| (Cauchy-Schwarz) et on prend C = 1).

¢ E=F =G =R3 et - est le produit vectoriel de deux vecteurs A (il est classique
que [Y A Z|| = Y| |Z]||sin(Y, Z)|, donc on a bien |[Y - Z|| < [[Y[|[|Z]] : on
prend C = 1).

Preuve du théoréme Soit € > 0

Le fait que f soit bornée dans un voisinage de X impose qu’il existe un 7; > 0 et
un réel M > 0 tels que pour tous X tels que | X — Xp|| < 71, on a ||f(X)|| < M.

Pour ¢/ = o M’ puisque hm g(X ) = O, il existe 72 > 0 tel que pour tout X tel

€
que || X — Xo|| <z on a ||9(X)|| <o
I suffit maintenant de choisir 7 = min{n;, 72}
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Il existe n > 0 tel que pour || X — Xp|| <7, on a d’une part || X — Xp|| < m, donc
If(X)Il < M, et d’autre part, on a [|X — Xo|| < 72, donc [|g(X)|| <

C M
En multipliant ces deux inégalités de nombres positifs, on trouve donc
€ €
IFCONIgCON < Mo = 2
Or, on a [|f(X) - g(X)|| < CIFCI Nlg(X) < g- = ¢, donc on obtient bien

If/(X) - g(X)] < e a

3.3.4 Théoréme fondamental

Voyons & présent la propriété essentielle qui permet de simplifier 1’étude des
fonctions de RP vers R™.

Théoréme 3.14 Soit f une fonction de RP vers R™ et soient (fi,..., fn) les fonc-
tions coordonnées de f. On suppose que L = ({1,...,£,). On a alors I’équivalence
sutvante :

Xll)lr)l{ f(X)=L < |Vie{l,...,n}, ona Xli_)IT)l{ofi(X)=ei]-

L’immense intérét de cette propriété est de permettre de remplacer 1’étude de
toute fonction vectorielle (& valeurs dans R™) par I’étude de n fonctions réelles (a
valeurs dans R) ce qui est a priori bien plus simple.

Preuve du théoréme fondamental

Si lim f(X)=

X—=Xo

Pour un 4y quelconque montrons que _lim fi,(X) = 4.
X—)Xo
Soit € > 0;
d’apreés I’hypothése, In > 0 tel que si || X — Xo|| < 7, alors || f(X) — L||loo < &.
Or, || f(X)=Ll|loo = max | fi(X)—4;|, donc on a (pour ces X tels que || X —Xo|| < 1)
<ign

| fio (X) — Liy| < IF(X) — Lllo<,
ce qui achéve la, démonstration du théoreme dans le sens =.

Réciproquement, si Vi € {1,...,n}, on a Xlirr)l( fi(X) = ¢; alors :
—Xo

soit £ > 0. D’apres ’hypothese, il existe pour chaque ¢ entre 1 et n, un 7; > 0 qui
assure que dés que || X — Xp|| < 7;, on peut en déduire |f;(X) — 4| <e.
Posons n = 1mln 7;. Ce nombre est strictement positif. On peut donc dire :

<isn

JIn > 0 tel que | X — Xp|| < n implique que pour chaque %, puisque 7 < 7;, on a
[ X — Xol|l < m; et donc |f;(X) — & <e.
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Le plus grand des | f;(X) — £;| est donc lui aussi < . Mais ce max est

max |fi(X) — 4| = IF(X) = Lllo <e.

1<3

Un corollaire important en est le suivant.

Proposition 3.15 (linéarité de la limite) Si f et g sont deux fonctions de RP
vers R™, définies au voisinage de Xo, et admettant une limite en Xo, si A et u
sont deux réels quelconques, alors la fonction (de RP vers R™) A\f + pg admet une
limite en Xp et on a :

i li X)=Let lim g(X)= M, alors

si Jim f(X)=Let lim g(X) , alor

L (AF(X) + pg(X)) = AL +uM.
La démonstration est immédiate en considérant les fonctions coordonnées et le
Corollaire 3.11 (p. 72).

3.3.5 Continuité

Définition 3.16 (continuité en un point) Une fonction f de R? vers R™ est
continue en Xy lorsque f est définie en Xy, et au voisinage de X, et lorsque f
admet une limite en X (qui ne peut étre que f(Xp), d’apres la Proposition 3.4
p. 66). On retient

f continue en Xy <= lim f(X) = f(Xo).
X—}Xo

Définition 3.17 (continuité globale) Une fonction f de RP vers R™ est conti-
nue sur un sous-ensemble £ de son ensemble de définition lorsque pour tout
Xo € €, on a f continue en Xj.

Une fonction f de R? vers R™ est continue lorsqu’elle est continue sur son ensemble
de définition.

Ces définitions sont évidemment les mémes que pour la continuité des fonctions
réelles d’une variable.

Nous admettrons les propriétés suivantes qui sont en fait trés simples & démontrer
car ce sont simplement des conséquences des propriétés correspondantes sur les
limites.

Proposition 3.18 Si f et g sont deux fonctions de RP vers R™ continues [resp.
continues en Xy|[resp. continues sur ], alors pour tous A,y réels, A\f + pg est
continue [resp. continue en Xo|[resp. continue sur £].
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Proposition 3.19 Si f est une fonction continue de RP vers R", si g est une
fonction continue de R™ vers R™, alors g o f est une fonction continue partout ou
elle est définie.

De méme, si f est une fonction de R? vers R™ telle que Xli)rr}l( ) f(X)=L,sigest

une fonction de R™ vers R™ définie et continue au voisinage de L, alors on a

(go f)(X) = g(L).

lim
X—Xo

Remarquons que dans cet énoncé en particulier, comme d’ailleurs dans tout ce §,
il est tout & fait possible qu’un ou plusieurs des entiers m, n, p soient égaux & 1.

Proposition 3.20 Une fonction de R? vers R" est continue [resp. continue en
Xo][resp. continue sur £] si et seulement si ses n fonctions composantes sont
continues [resp. continues en Xjy|[resp. continues sur £|.

Proposition 3.21 Une fonction f de RP vers R™ est continue en X si et seule-
ment si étant définie en Xg, on a

| X — Xoll <n B
(3.14) Ve >0, 3n> 0 tel que et X € D(f) = ||f(X) - f(Xo)| <e.

Proposition 3.22 (continuité d’une fonction réelle de plusieurs variables)

Une fonction f de RP vers R est continue en Xy si et seulement si étant définie en
Xp, 0n a

[ X = Xoll < 7 _
(3.15) Ve >0, Inp > 0 tel que et X € D(f) = |f(X) — f(Xo)| <e.

Dans ces deux derniéres propositions, on peut bien siir remplacer les < par des <.

Nous sommes maintenant armés pour étudier concrétement les limites et la
continuité des fonctions de plusieurs variables.

3.4 Etude pratique des limites de fonctions réelles de plusieurs
variables

3.4.1 Présentation de la situation

Dans ce §, nous considérerons des fonctions f & valeurs dans R, définies sur une
partie de RP. Dans la plupart des exemples, p vaut 2, et parfois 3, mais en théorie,
p peut prendre n’importe quelle valeur entiére non nulle, et méme 1, mais alors ce
n’est plus intéressant : f serait dans ce cas une fonction d’une seule variable. i
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3.4.2 Fonctions continues « de référence »

Proposition 3.23 (continuité des projections)
Soit p; la i-eme projection de R vers R.
p; est 'application qui & tout vecteur X = (1,...,%s,...,%p) associe z; pour

ie{l,...,p}).
Alors p; est continue.

Preuve Soit Xo = (z10,...,%:0,...,Zpo) € RP. Montrons la continuité de p; en
Xo, qui est quelconque, ce qui assurera la continuité de p;.

Ve > 0, on peut affirmer qu’il existe n =€ > 0

tel quesion a || X — Xop|lco < nalorsona 112?'<Xp |z; —zj0] < n =€ (en effet la j-éme

composante de X — X est bien siir égale a la différence des j-émes composantes
de X et de Xj, c’est-a-dire z; — ;o).

En particulier, on a bien siir |z; — z;| < €.

Mais ceci signifie clairement que |p;(X) — p;(Xo)| < €. Ce qui est souligné permet
d’affirmer que p; est continue en Xy d’apres la proposition 3.22 ci-dessus. O

On en déduit la proposition suivante qui généralise ce résultat.

Corollaire 3.24 Si J = {j1,...,jm} C {1,...,p} est un sous-ensemble de m
indices, alors ’application p; de RP vers R™ définie par

pJ(X) =py(z1,...,2p) = (Tjys- - Tj)

est continue.

Preuve Il suffit de remarquer que toutes les applications composantes de py
sont des projections pj,, qui sont continues d’apres la Proposition 3.23 p. 77. U

Proposition 3.25 (Opérations)

Soit S I’application de R? vers R, définie par S(z,y) = = + y.
Alors S est continue.

Soit P I’application de R? vers R, définie par P(z,y) = zy.
Alors P est continue.

Preuve Ces deux résultats sont des corollaires immédiats des propositions
correspondantes concernant la somme et le produit des limites (Propositions 3.9
et 3.10 p. 70-71), appliquées aux fonctions projections p; et pa. a

Corollaire 3.26 Toute fonction fabriquée avec une seule formule ne contenant
que des opérations usuelles (+, X, —, /) et des fonctions usuelles continues (| - |
(valeur absolue), sin, cos, exp, In, arcsin, v/ , ¥/, sh, argth, ...) est continue.
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Il n’est pas possible de démontrer rigoureusement un énoncé aussi vague, mais
nous allons essayer d’en expliquer le principe :

Toute fonction fabriquée avec une seule formule ne contenant que des opérations
usuelles et des fonctions usuelles continues peut en fait se décomposer en une
succession de fonctions d’une ou plusieurs variables, toutes continues.

Illustrons simplement ce type de raisonnement par un exemple :

Soit f 1'application définie sur R\ {(0,0,0)} par

z2+4sin? 2

ye
Z,Y,2) = ———m———.

Montrons que f est continue.
Nous allons décomposer f en une composition de fonctions toutes continues.
Considérons

u : (z,9,2) — T — 22,

uy est une application continue comme composée u; = co p1, ¢ étant la fonction
« carré » z —3 2 est classiquement continue, p; qui est la premiére projection de
R3 vers R est continue d’apreés la Proposition 3.23 p. 77.
Soit maintenant

ug : (z,y,2) — 2 +—> sin® z.

2z

Elle se décompose aussi up = g10p3 avec ps troisieme projection et g; : 2z — sin
fonction continue, donc ug est aussi continue.

On définit maintenant

vt (@9,2) — ((e,9,2),u(e,9,2)) = (&% sin’ 2).

vy est continue puisque ses fonctions composantes u; est us le sont.
Maintenant va = S ov; (S : notation de la proposition 3.25 p. 77) définie par

v : (z,9,2) — (z%,sin? 2) — 22 +sin’ 2
est bien siir continue et v3 = exp ov, est elle aussi continue. On a
z2+sin? z
v : (z,y,2)—>e .
On considére ensuite
z24sin? 2
Vg ¢ (a:,y,z)l ? (yae )

C’est une application de R3 vers R? dont les fonctions composantes sont ps et v :
elle est continue.

Ensuite on prend N = Powy (P : notation de la proposition 3.25 p. 77). C’est une
application continue et elle associe & tout (z,y, z) le numérateur de f(z,y, 2) :

N : (w’y’z) — (pz(m,y, z),vg(:z:,y,z)) = (y’ew2+sin2 z) — yez2+Si“2z.
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Pour le dénominateur, on raisonne un peu de la méme facon : si
. 2,2
us : (z,9,2) — (z°,¥°).

on a u3 = (cop1,cops) donc uz est continue.
Ensuite on considére ug = S o uz, qui est continue. u4 est définie par

. 2,2 2, .2
ug : (7,9,2) — (25,9°) — 2"+ 37
On considére maintenant us = c o p3, qui est continue et est définie par
. 2
us : (2,y,2) — z+— 2%,

On pose maintenant ug = (u4, us) et on obtient (enfin!) la quantité sous le radical
avec la fonction R = Sowug

R : (2,y,2) — (ua(2,9,2),us(2,y,2)) = (2° + 9%, 2%) — 2® +y* + 2%,
1
Si on pose h(t) = 7 et w; = ho R, ce sont des fonctions continues et on a

1

wy : (x,9,2) — ——————.
1 (@y2) V2 +y? + 22

Pour terminer, on pose wy = (N, w;) et on constate qu’on a f = P o wy puisque

1 ) y e:z:2+sin2 z

24 qin2
s,y 2) — [y T | e = f(z,9, 2).
Donc f est continue (ouf!)

11 est bien évident qu’un tel raisonnement n’est pas a refaire. En pratique, on se
contentera de dire « f est clairement continue sur R3\ {(0,0,0)} ».

3.4.3 Changement de base, de repére

Nous avons maintenant les moyens de démontrer une propriété trés importante
en théorie de ’analyse en dimension finie.

Théoréme 3.27 La notion de limite ou de continuité d’une fonction d’un espace
vectoriel ou affine E de dimension finie p vers un espace vectoriel ou affine F' de
dimension finie n ne dépend pas de la base ou du repére choisi dans chacun de
ces espaces.

De méme la convergence d’une suite d valeurs dans un espace affine ou vectoriel
E est indépendante de la base ou du repére de E choisi.
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Preuve Pour définir la notion de limite ou de continuité d’une fonction de F
vers F', on passe par les coordonnées dans une base ou un repére dans chacun de
ces espaces et on se raméne ainsi & une fonction de R? vers R™. Pour montrer que
le choix de la base (ou du repére) est sans importance sur le résultat, il est clair
qu’il suffit de montrer la continuité de I’application changement de base (ou de
repére).

Or, ce résultat est une conséquence du lemme qui suit. a

Lemme 3.28 Soit F un espace vectoriel ou affine de dimension finie n.

Soient B; et B2 deux bases (ou repéres cartésiens) de E.

Pour 3 € {1,2}, soit 9; 'application de E vers R™ qui & un élément X de FE fait
correspondre le n-uple 1;(X) de ses coordonnées dans la base (ou le repére) B;.

Alors 'application 1 o 9y ! qui va de R” dans lui-méme est continue.

Remarquons que cette application 11 o 15 ! est Papplication changement de base
(ou de repére) de By vers B;.

En effet, elle associe aux coordonnées dans By d’un élément X de E les coordonnées
de X dans B;.

Preuve Il suffit de se rappeler les formules de changement de base (ou de repére).
z1 z}
Si X a pour coordonnées | : | dansla base By et | : | dans la base Bz, on a

Zn z,

T = a11$’1 + -4 alna:% [ + :Bgl]

Tn = Gn1%) + - + GpnZy, [+ Tan).

La matrice (ai;)1<i<n est la matrice de changement de base, elle est formée par
1<j<n
la juxtaposition des vecteurs-colonnes coordonnées dans la base B; des vecteurs

de B;. (On rajoute les constantes zq; seulement si on est dans un espace affine,
(zqi)1<icn étant alors les coordonnées de 1’origine Q du repére By dans le repére
Bi). Ces formules caractérisent I’application 1y o 95 1 puisqu’elles donnent les
z; en fonction des z;. Chaque ligne caractérise une des fonctions coordonnées
de 91 095 1 et il est clair que ces fonctions coordonnées sont continues puisque
définies seulement avec des produits et des sommes.

P10y ! est donc continue. O

3.4.4 Continuité partielle

Définition 3.29 Soit f une fonction de plusieurs variables : f est une fonction de
R? vers R. On dit que f est partiellement continue en Xy = (z10,-..,Zi0, - - - y Tn0)
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par rapport & la i-éme variable (ou par rapport & la variable z;) lorsque la fonction
d’une seule variable

gi @ T gi(zi) = f(z10,- -, T(-1)0» Tis T(i41)0 - - - » Tno) €St continue. g; est
appelée la i-eme fonction partielle de f en Xj.

Traduisons cette définition dans une situation usuelle : si f est une fonction des trois
variables (z,y, 2), la continuité partielle de f en Xo = (2o, yo, 20) par rapport & la
1 variable (par rapport & z) signifie que la fonction g1 : = — gi1(z) = f(=, Yo, 20)
est continue.
Le lien entre la notion de continuité et celle de continuité partielle est assuré par
la propriété

Proposition 3.30 Si f est une fonction de plusieurs variables continue en Xj,
alors f est partiellement continue par rapport & toutes ses variables.

Preuve Il suffit de se rendre compte que la i-eéme fonction partielle g; de f
en Xp se décompose comme f o u;, u; étant la fonction de R vers RP définie
par ui(t) = (10, -+, T(i—1)0, t, T(i+1)0 - - - » Tno)- Cette fonction u; est évidemment
continue, puisque ses fonctions composantes sont continues en tant que fonctions
toutes constantes, sauf la i-eéme qui est la fonction identique ¢t — ¢ qui est aussi
continue. O

Remarque : Attention! La réciproque est fausse, ainsi que nous le verrons un
peu plus loin.

3.4.5 Méthodes pour démontrer une limite

Lorsque ’on doit démontrer qu’une fonction f admet une limite pour X — X,
en général, c’est qu’il y a un probléme en Xj : la formule définissant f(X) n’est
pas valable lorsqu’on remplace X par Xp. Il y a principalement deux types de
situation :

¢ soit Xy & D(f) et on demande de trouver, si elle existe, Xli)n)l( ) f(X);

e soit f(Xj) est défini & part, et on se demande si f est continue.

Dans les deux cas, la démarche est la méme : on cherche si _lim f(X) existe, et
X%y

si oui, on cherche & déterminer sa valeur.

En général, il faut essayer de deviner si on va démontrer que la limite existe ou si

au contraire on va montrer que cette limite n’existe pas. On dispose du théoréme

suivant :

Théoréme 3.31 (caractérisation séquentielle des limites) Soit f une fonc-
tion de p variables définie au voisinage de Xy € RP ; alors Xlin)l{ f(X)="~Csiet
—A0
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seulement si, pour toute suite (X™)nen d’éléments de D(f), convergente vers X,
ona lim f(X") =L~
n—-+00

Preuve Supposons Xll,n}{ ) f(X)=¢

Soit (X™)nen une suite d’éléments de D(f), convergente vers Xo. Pour tout € > 0,
puisque Xli)n)l(o f(X) =¢, il existe n > 0, tel que si || X — Xo|| < 7, avec X € D(f),
alorsona |f(X) -4 <¢

Mais pour cet > 0, puisque (X"),en converge vers Xo, il existe ng € N tel que
pour n > ng, on a || X™—Xy|| < 7, avec par construction, X™ € D(f). On peut donc
conclure que |f(X™) — £| < € et ce qui est souligné montre que 'nll)r-fr-loo f(X™) =¢.

Réciproquement : on va raisonner par la contraposée. Supposons que ’on n’a

pas XliII)l( f(X) = £ (soit cette limite est différente, soit elle n’existe pas). Nous
—A0

allons montrer qu’on peut alors construire une suite (X™)nen d’éléments de D(f)

qui converge vers X, mais qui est telle que la suite de réels ( f(x ")) ne

neN
converge pas vers £.

Puisque lim f (X) = £ est faux, il existe €9 > 0 tel que pour tout n > 0, il existe

un X € ’D qul vérifie || X — Xo|| < m, mais pas |f(X) — £| < &9, donc qui est tel
que |f(X) — | > eo.

1
En particulier, si on prend n = o Pour tout n € N, il existe X™ € D(f) qui est

1
tel que || X™ — Xo|| < o mais qui est tel que |f(X™) — £| > €p.
On construit ainsi une suite (X™)pen d’éléments de D(f), qui converge vers Xy

1
puisque || X™ — Xo|| < -~ — 0 (voir la proposition 1.31 p. 21), mais on est siir que

(f(X")) o D€ converge pas vers ¢ puisque |f(X™)—£| > €9 > 0, donc |f(X™)—{|
n
ne tend pas vers 0. O

Ce théoréme permet de montrer qu’une fonction f n’admet pas la limite £ lorsque

X — Xo, ou de montrer que cette fonction n’admet pas du tout de limite pour

X — Xp; il permet aussi de trouver la seule valeur possible de la limite éventuelle

¢ de f(X) pour X — Xp.

¢ Si on arrive & construire une suite de vecteurs (X™) de D(f), convergente vers
Xo, et telle que nll)l_’rl_loo f(X™) # £, on est siir de ne pas avoir Xli)rr)l{ ) f(X)=

e Si on arrive & trouver deux suites de vecteurs (X™) et (X'™) de D(f), toutes
3 n : m
deux convergentes vers Xy et telles que nll)rfoo f(X™) # nll)t_'l_loo F(X™), alors on
est siir que lim f(X) n’existe pas.
X—-Xo

e Si on trouve une suite de vecteurs (X™) de D(f), convergente vers Xy, telle que

lim f(X™) est facile & calculer, alors si _lim f(X) existe, sa valeur est égale
n—+00 X—=Xo
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4 la valeur de cette limite facile & calculer.
¢ Si on trouve une suite de vecteurs (X™) de D(f), convergente vers Xy, telle que

lim f(X™) = o0, alors on est siir que lim f(X) n’existe pas.
n—+00 X—Xo

Etude d’un exemple
Ty

11 est clair que cette fonction est définie et continue sur R? \ {(0,0)}.

Est-ce que f admet une limite pour (z,y) — (0,0)?

Considérons la suite (X™) définie par X™ = (un,vs) = (0, 2). Elle converge

évidemment vers (0, 0) et est formée de vecteurs de D(f). Calculons, pour tout

n € N, f(X™) et étudions si cette quantité posséde une limite pour n — +o0.
FX™) = 10, ) = —— 2 —0 —0

02 + ( .2% ) n—+o0

On peut donc affirmer que si Xlin}{ f(X) existe, alors cette limite est nulle, mais
—4X0

Soit f la fonction de R? vers R définie par f(z,y) =

il ne faut surtout pas conclure que cette limite existe.

Considérons maintenant la suite (Y™) définie par Y™ = (vn,vn) = (5, 30)-
Evidemment, elle converge aussi vers (0,0) et est formée de vecteurs de D(f).
Mais on a cette fois

FY™) = f(, &) = -

1
=S 3#0

- 5 n—+o00

1
i
1

MNNH
3 3

+§2?

‘f=|H
3 l~5"|._.

Puisque f(Y™) n’a pas la méme limite que f(X™), on peut affirmer que Xan}( f(X)
0

n’existe pas, que f n’admet pas de limite pour (z,y) — (0,0).

Autre méthode

Il est un peu lourd d’introduire toujours des suites pour réfuter une limite, et on
aime bien utiliser les fonctions vectorielles, faciles & se représenter si on utilise
l'interprétation courbe paramétrée.

La propriété suivante est un corollaire immédiat du théoréme 3.7 (p. 68) utilisé
avecp=m = 1.

Proposition 3.32 Si f est une fonction réelle de plusieurs variables (de R? vers
R), si Xlin}l{ f(X) = ¢, alors pour toute fonction vectorielle X de la variable réelle
—+AX0

t & valeurs dans D(f), (X est une fonction de R vers RP), telle que }1_1)161! X (t) = Xo,
on a

lim £(X(2) = £
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Dans cet énoncé, o désigne un endroit de R out on peut calculer une limite : ce
peut étre un réel g, ou +00, ou encore un réel & gauche ou a droite comme tb" ou
to -

Une interprétation géométrique ou cinématique importante de cet énoncé est le
suivant :

Si M(t) est un point mobile qui tend vers le point My de coordonnées Xy (n’ou-
blions pas que Xy est un p-uple, qui peut étre considéré comme les coordonnées
d’un point), alors I'image par f de ce point mobile tend aussi vers £. En d’autres
termes, quel que soit le chemin (au sens courbe paramétrée) qu’utilise X pour se
rapprocher de Xy, on doit avoir f(X) — £.

Attention! ceci n’est pas une propriété caractéristique de la limite, car aussi
difficile & se le représenter que cela puisse paraitre, il est possible que X tende
vers X sans emprunter un chemin!

En particulier, il est tout & fait insuffisant que f(X) tende vers £ uniquement
lorsque X se rapproche de Xy en suivant des droites.

Application

Pour montrer qu’une fonction f n’admet pas £ comme limite lorsque X — X,
il suffit de trouver une facon de se rapprocher de Xy en suivant un chemin
(inclus dans D(f)), c’est-a~dire de trouver une fonction vectorielle X (¢) telle que
tll_];% X (t) = Xo, avec th_l;% f(X(¢)) qui n’existe pas, ou qui est infinie, ou qui est
différente de 2.

De méme, pour montrer qu’une fonction f n’admet pas de limite lorsque X — Xj,
il suffit de trouver deux fagons X (t) et Y'(t) de se rapprocher de Xy en suivant
des chemins inclus dans D(f) tels que }I_I;I; X(t) = Xo et th_l)‘ré Y (t) = Xo mais avec
th_r)ré F(X(@) # th_r)ré f(Y(¢)), ou encore de trouver un seul chemin avec la limite de

f(X) le long de ce chemin qui est infinie ou qui n’existe pas.

Autre exemple
Soit f définie sur R? \ {(0,0)} par

2 _,2
=T -y,
f(x’y) - :c2+y2
On cherche si f admet une limite lorsque (z,y) — (0, 0).

Pour cela on va chercher la limite de f(z,y) lorsque (z,y) se rapproche de (0,0)
en suivant différents chemins.

Tout d’abord, si (z,y) reste sur la « premiére diagonale du repére », la droite
z(t) =t

y = z. Une paramétrisation de ce chemin est {y ) =t
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11 suffit de faire tendre ¢ vers 0 pour que le point (z,y) tende vers (0,0) en suivant
ce chemin. On a alors

2 — ¢2
T2 42 =0 t_>o'0'

f(=(t),y(1))

Donc si f admet une limite en (0, 0), cette limite est nulle.
Maintenant, on fait tendre (z,y) vers (0,0) en restant sur ’axe des abscisses.

Cela correspond 4 la paramétrisation Z((:)) f (t) avec t = 0. On a alors :
S t2 _ 02
f(a:(t),y(t)) N 1 0 L

On peut donc affirmer que f n’admet pas de limite en (0, 0).

Ce n’est pas utile, mais il est intéressant de se rendre compte que si (z,y) tend
vers (0,0) en restant sur ’axe des ordonnées, alors on trouve une troisiéme valeur

f(z,y) = —L

3.4.6 Comment montrer que f admet une limite?

Jusqu’alors, nous n’avons montré que des « non-limites ». C’est bien, mais ce n’est
pas le plus intéressant.
Pour montrer qu’une fonction f admet une limite £ en Xj, il est en général lourd
de revenir a la définition par €,n. On essaiera en général de procéder comme suit.
Tout d’abord, il est essentiel de « deviner » quelle est la valeur de £. Si cette valeur
n’est pas donnée par 1’énoncé, on dispose des deux méthodes que ’on vient de
voir pour essayer de la déterminer : utiliser une suite vectorielle qui converge vers
Xo ou un chemin menant & Xj.
Ensuite, on a intérét a se ramener & Xo = 0 et & £ = 0, ce qui ne pose pas de
probléme :
Pour ¢, il suffit de considérer g(X) = f(X) — ¢, et de chercher & montrer que
Xll)n)l(0 g(X)=0.
Pour Xj, on fait le changement de variable X = Xo + H et X — Xy équivaut
évidemment & H — 0. Si on veut &tre plus rigoureux que ce « évidemment »,
il suffit de comprendre que, dans la caractérisation de la limite, || X — Xo|| < 7
équivaut, puisque H = X — Xo, & |H|| < 7 ou encore ||H — 0|| < 7, de sorte que
si on trouve un 1 > 0 correspondant & un &, il conviendra aussi bien pour établir
une lim qu’une lim.

X—Xo H—0

Nous supposons, dans la suite quitte & changer les notations, qu’il s’agit de montrer
que )l{ig10f(X) =0.
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La meilleure méthode consiste & essayer de majorer, pour X # 0, en valeur absolue,
f(X) par une fonction de référence g(X) qui tend vers 0 lorsque X — 0. Cette
fonction de référence est la plupart du temps la valeur absolue d’une fonction
réguliére, continue en 0 : cette valeur absolue est également continue en 0 comme
composée de fonctions continues. On peut alors conclure grace au théoréme suivant,
qui est & rapprocher du « théoréeme des gendarmes » pour les fonctions d’une
variable.

Théoréme 3.33 Soit f et g deuz fonctions de RP vers R, définies au voisinage

de 0 (mais f(0) n’existe pas forcément).

On suppose que )l{imo 9(X) =0 et que pour tout X # 0, dans un voisinage de 0,
__)

on a

I (X)] < 9(X).

Alors on peut affirmer que
lim f(X)=0.
X—0

Attention! Dans ce théoréme (comme d’ailleurs dans le corollaire suivant 3.34),
il est essentiel que la majoration de f se fasse en valeur absolue! Si on a une
relation du type f(X) < g(X), méme si on connait la limite de g, on ne peut rien
dire pour celle de f.

Preuve

Soit € > 0.

Puisque )l{iglo g9(X) =0, il existe 7 > 0 (qu’on peut choisir suffisamment petit pour
que la boule de centre 0, de rayon 7 soit incluse dans tous les voisinages des
hypotheéses) tel que pour tout X # 0 tel que | X|| = || X — 0| <7, on a f(X) et
9(X) qui existent (puisque ces fonctions sont supposées définies au voisinage de
0) et surtout |g(X)| = |g(X) — 0| < e.

Mais 7 étant suffisamment petit, on a |f(X)| < g(X), et ’hypothése impose
que dans ce voisinage de 0 on ait g(X) > 0 donc g(X) = [9(X)|. On a donc
|F(X)] < |9(X)| < g, c’est-a-dire | f(X) — 0| < e. O

Nous verrons que pour les fonctions de deux variables, il est souvent pratique
d’utiliser les coordonnées polaires, c’est & dire que si X = (z,y) € R?, on pose
;—:-::1(1)18: avec T = /z2 + y2 = ||(z,y)||2 et 6 est angle que fait le vecteur de
- )
coordonnées (z,y) avec le premier vecteur de la base (orthonormée, directe) (8
est aussi I’argument du nombre complexe = +iy).

On peut alors souvent utiliser la propriété suivante qui est un corollaire immédiat
du théoréme 3.33 :
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Corollaire 3.34 Si f est une fonction de deux variables x et y définie au voisinage
de (0,0), ’il existe une fonction d’une variable g, telle que pour tous (z,y) # (0,0),
dans un voisinage de (0,0), posant = ||(z,y)|l2 onait |f(z,y)| < g(r),

si de plus on a }1_1)16 g(r) =0, alors on a

f(z,y) =

(w,y)—>(0 0)

Preuve Il suffit de se rendre compte que si on pose h(z,y) = g(v/z2 + y?) = g(r),

on a par compositions de limites, - lim ( 0 h(z,y) = 0 et qu’on a |f(z, y)| <

|h(z,y)|- On peut donc sans probleme appliquer le théoréme 3.33. O

Quelques exemples

e Soit f définie sur R3\ {(0,0,0)} par
f(z,y,2) =

TYz
z2 492 + 22
Montrons que f(z,y, 2) tend vers 0 pour (z,y,2) — (0,0,0).
Il est clair que |z| = V22 < /22 + 92 + 22 donc |z <1
vVt +y? +y?

|yl

De meme, on a m < 1

On en déduit que :

|z| |yl 14l

lzy 2|
T,Y,2)| = = . < |2
If( ' Ys )l :1!2+y2+22 \/$2+y2+y2 \/x2+y2+y2 \I I
Or,on a lim z = 0 (la fonction (z,y, z) —> z est la troisiéme projection
(z,9,2)—(0,0,0)
p3 de la proposition 3.23 p. 77). Le théoréme 3.33 (p. 86) s’applique donc et on
eut conclure que li =0.
pet e (w,y,z)l—*ntO,O,O) f(@v.2)

e Soit f définie sur R? \ {(0,0)} par

3

m —
flz,y) = m——ry

On veut montrer que cette fonction tend vers 0 pour (z,y) — (0,0).

Vérifions tout d’abord qu’on a bien D(f) = R?\ {(0,0)}.
Cherchons pour quelles valeurs le dénominateur de la fraction définissant f
s’annule. On a
2 2 _ 2 2 2 — )2 2
z”+(z 2?+w+y=gquf)+%>a

? —zy+y?=

N
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Cette quantité ne peut s’annuler que si z =y = 0.

Utilisons maintenant les coordonnées polaires :

(@) = |z3] B |3 cos3 )
W oyt 42 12cos20 —rcosf rsind + r2sin2 0

< 3 B T
S 7r2(1 —sinfcosf) 1—sinfcosf

On a utilisé les « évidences » |cos| < 1 et cos®6 +sin?6 = 1.
Or,on a sinfcosf = %sin20 < % donc 1 —sinfcosf > 1 — % = % > 0, donc

1 T

. et —F < 2r

1—sinfcosf 1—sinfcosf "’
d’otu finalement

|f(z,y)| < 2r.

et on peut conclure griace au corollaire 3.34 p. 87, puisqu’on a évidemment
liII(l) 2r =0.
T

Degré total

Un petit « truc » bien utile, mais qui est juste une indication, lorsqu’on doit
étudier la limite en 0 d’une fonction de plusieurs variables dont I’expression se
présente comme une fraction, c’est de considérer le degré total de cette fraction.
Ce truc ne marche que si le numérateur et le dénominateur sont homogénes, c’est-
a-dire, comme dans les quatre exemples que nous venons d’étudier, des polynémes
sommes de mondmes ayant tous le méme degré. Le degré total d’une fraction est
alors la différence entre le degré du numérateur et le degré du dénominateur. Si le
degré total de la fraction est > 0, on devrait pouvoir arriver & démontrer que la
limite de cette fraction est 0. Si le degré total de cette fraction est < 0, on doit
pouvoir démontrer qu’il n’y a pas de limite. Les deux derniers exemples que nous
venons de voir avaient un degré total de 3 — 2 = 1, ¢a confirme la limite nulle que
nous avons démontrée Les deux premiers exemples étudiés dans ce § avaient un
degré total égal & 2 — 2 = 0 et n’avaient effectivement pas de limite.

Attention! Ce « truc » n’est pas une démonstration : il donne juste une indication
sur ce qu'’il faut démontrer (limite nulle ou pas de limite).

Et si la fraction n’est pas homogeéne ? Dans ce cas, il faut « bricoler » ! Voyons
deux exemples de cette situation.

e Soit f la fonction définie sur R?\ {(0,0)} par

z2y
z2 + 94

f(z,y) =
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On étudie la limite de f en (0,0).

Que doit-on montrer ? Lorsque (z, ) se rapproche de (0, 0) en suivant un des deux
axes de coordonnées, puisque z =0 ou y =0, on a f(z,y) = 0 — 0. Lorsque (z,y)
reste sur la premiére bissectrice du repére, on a z = y, donc f(z,y) = 1542 — 0.

11 ne semble donc pas absurde d’essayer de démontrerlque la f(l)nction tend vers 0.
En fait, pour z # 0, on a z?2 +y z2 >0, doncmgﬁ.
On en déduit que pour z # 0, on a

2’y 2yl

Comme pour z = 0, on a f(z,y) =0, et donc |f(z,y)| = 0 < |y|, alors on peut
affirmer que, pour tout (z,y) € R?\ {(0,0)},

= |yl.

|F(z, 9] < Jyl.
Puisqu'’il est clair que  lim |y| = 0, on peut conclure grace au théoréme 3.33
(z,9)—(0,0)
(p. 86) que
z,y) =0.
arsion @Y =

e Soit maintenant la fonction f définie sur R? \ {(0,0)} par

z y?
f(:U,y) =12 +y4'
On étudie encore la limite de f en (0,0).
Cette situation ressemble beaucoup a la situation précédente, et 1’étude de la
limite en suivant les mémes chemins donne le méme résultat : apparemment, la
limite est nulle.
Seulement la méme tentative de majoration n’aboutit pas, car on obtient dans ce

cas . 9 9
lzly?  y

a2 |z|’

et cette derniére fonction semble ne pas avoir de limite en (0,0) : on ne peut donc
rien conclure pour f.

En fait, la solution vient d’une remarque pertinente : si x = y2, alors f(z,y) = %
Donc si (z,y) se rapproche de (0,0) en suivant la parabole d’équation z = y?

z(t) = t

ce qui correspond & la représentation paramétrique { y(t) =t avec t — 0, on

|f (z, )| <

obtient : 9.2 .
t°t t 1 1
—_— = = — —
f(=®),4() = 22+t 2t 2 t-0 2
Mais puisque lorsque (z,y) — (0,0) en suivant 1’axe des abscisses (y = 0), on a
f(z,0) = 0 — 0, cela prouve que la fonction f n’a pas de limite en (0,0).
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3.5 Dérivation partielle

3.5.1 Présentation

La dérivation d’une fonction de plusieurs variables n’est pas aussi simple que
pour une fonction d’une seule variable, méme & valeurs vectorielles. En effet, la

généralisation de la formule lim f(t) - f(to)
t—=to t—1t

0
d’une fonction réelle d’une seule variable était possible, comme nous 1’avons
vu au chapltre 2, aux fonctions vectorielles d’une seule variable sous la forme

qui définit la dérivée, si elle existe,

t—)t - ( f(t) — f(to)), mais pour une fonction de plusieurs variables, si X — X,

. 1
quel sens donner a m ?
Dans le contexte que nous utilisons, X — Xy est un vecteur, et s’il est possible
de multiplier un vecteur par un scalaire, s’il est dans certains cas possible de
multiplier entre eux deux vecteurs (produit scalaire, produit vectoriel. . .), si on
peut & la rigueur admettre de diviser un vecteur par un scalaire (en le multipliant
par l'inverse), en tout cas, il n’est jamais question de diviser par un vecteur.
Alors, comment s’en sort-on ? C’est un point de détail qui vous a peut-&tre échappé
en premiére lecture dans le § 3.4.4 (p. 80), sur la continuité partielle qui nous
apporte la solution : la notion de fonction partielle notée g; dans la définition
3.29, dont la continuité assurait la continuité partielle de f. Grace a ces fonctions
partielles, en raisonnant comme pour la continuité partielle, nous définirons,
lorsqu’elles existent les dérivées partielles de f, et nous verrons ensuite quel lien il
y a entre les dérivées partielles et la notion de différentiabilité de f.

3.5.2 Dérivées partielles premieres

Définition 3.35 Soit f une fonction de plusieurs variables, (de R? vers R) et Xj
un point intérieur & D(f) (il existe une boule de centre X, de rayon non nul, incluse
dans D(f)). Soit g; la i-éme fonction partielle de f en X = (z10,- - -, Zi0; - - - , Zno)-
R +— R
t — gi(t) = f(z10,- -, T(i-1)0s ts T(i+1)0s - - - » Tn0)-
On dit que f est partiellement dérivable en Xy par rapport & la i-éme variable
lorsque g; est dérivable en z;0. Dans ce cas, la dérivée partielle par rapport & la
i-éme variable de f en X est le nombre réel noté :
of 9i(zo + h) — gi(zo)
—(Xo) = f. (Xo) = gi(z40) = lim =
axi( 0) = f,(Xo) = gi(2i0) = lim o
m f(wIOa' -+ 5 L0 +ha°' . 71;710) — f(a;lO;"' y Z40 - - w«'BnO)
h—0 h '

Rappel : gi :

Pour bien comprendre cette définition, nous allons la traduire dans les cas parti-
culiersou p=2oup=3.
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Si f est une fonction de deux variables z et y, de R? vers R, on définit la dérivabilité

partielle par rapport & la premiére variable z, de f en (zo,y0) € D(f) par le

h.un) —
fait que ,lzin%) f(Zo + 1 yo) = /(20 0) existe et est réelle. Cela correspond & la
_)

dérivabilité en zo de la premiére fonction partielle g; en (zo,yo), définie par

. + h, - ,
On a alors %'(manO) = fal:(mo,yO) = }Ll_l)% o yoh T0.%0) _ 9’1(370)-

De méme, f est dérivable en (zo,yo) par rapport & y, la deuxiéme variable lorsque
f(zo, 90 + k) — f(z0, Y0)
k

i f(zo,%0) — f(zo0, 90 + k)
—0 k

existe et

go est dérivable en yp, c’est-a-dire lorsque lim
k—0
est réelle.

On a alors a—;(wo,yo) = fé(xo,yo) = ]l = ga(xo0).

Etudions un exemple :
Soit f la fonction de deux variables définie par

f(z,y) = z%y.

L’ensemble de définition de cette fonction est évidemment R2. Soit (zo, ) € R?
un point quelconque. La premiére fonction partielle de f en (zo,yo) est la fonction
g1 : t —> t2yp; elle est évidemment dérivable sur R et donc en zg et g} (t) = 2tyo,
de sorte qu’on a

15)
a—i(fco, Y0) = 2ToYo-

D’autre part, la deuxiéme fonction partielle de f en (zo,yo) est g2 : t — z3t;
elle est dérivable sur R, donc en yg et on a gh(t) = z3 de sorte que

of _ 9
a—y(wo,yo) = z.

Cet exemple illustre la situation que 1’on rencontre le plus souvent : il n’est en
général pas besoin de recourir aux limites pour calculer les dérivées partielles. En
pratique, lorsque f est définie par une seule formule algébrique faisant apparaitre
uniquement des fonctions de référence dérivables, on dérive f directement, en
considérant que les variables qui ne sont pas celle par rapport & laquelle on
dérive sont (provisoirement) des constantes. Précisons les choses. Pour dériver
partiellement f(z,y) = 2y par rapport & z, on considére que y est une constante,
= étant la seule variable : cela n’est pas différent de savoir dériver az?, on sait bien
que la dérivée de az? est 2az ; ici ce n’est pas une constante a mais une constante

Y, le résultat est cependant le méme, & savoir a(x, y) = 2zy et on retrouve ce

qu’on avait obtenu en (zo, o).
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De méme, pour dériver f par rapport & y, (on omet souvent le terme « partielle-
ment ») on considére que dans z2y, z est une constante : (c’est comme si on avait

2

& dériver w2y, on sait bien qu’on trouverait %) on obtient 6—(:0, y) = x*, c’est

conforme & ce qu’on avait obtenu en passant par la deuxiéme fonction partielle en
(wOa yO) .

Voyons maintenant un autre exemple ou il faudra revenir & la définition avec les
limites.
Soit f définie sur R? par

{f(:c,y)= Y s (z,y) # (0,0)

z2 + 92
f(0,0) =0.

On cherche & étudier les dérivabilités partielles de f en tout (zo,yo) de R? (« les »,
car il y a la dérivabilité partielle par rapport & x et par rapport a y).

Il est clair qu’il y a deux cas différents & étudier selon que (zo,yo) = (0,0) ou
(Z0,30) # (0,0). :

Pour (zo,yo) # (0,0), on est dans la situation de I’exemple précédent. Pour dériver
par rapport & z, on considére que y est une constante, et on a juste & dériver
une fraction rationnelle (lorsqu’on n’a pas I’habitude, sur un brouillon, on peut

remplacer y par a : on dérive Zrad puis on remplace dans le résultat a par y).

Qi(x ) _ y(wz + y2) - wy(2$) _ y2 - $2
oz Y (z2 + y2)? y (z2 +y2)%
Pour dériver par rapport & y, c’est z que I’on considére comme une constante :
b
remplacons le par b; on doit donc dériver go(y) = gz—f—yz, avec y qui est la
variable. B2 2 _p 2 0
— bu(2 -
On a g3(y) = ( +§/) 2 3( Dy 2 y22'
(6% +y2) (6% +9?)
On remplace alors b par z, et on obtient
o f $2 _ y2
™Y = e
) : ) . NPT of
Remarquons que ’expression que 1’on obtient est trés similaire & celle de %(m, Y).
0
11 suffisait d’échanger le role de x et y dans I’expression de a—i(m, y) pour obtenir
of

a—y(m, y). C’est logique car z et y jouent dans ’expression de f(z,y) des roles
tout & fait symétriques. On utilisera souvent cette technique pour éviter de refaire
des calculs en tout point similaires & ce qu’on vient de faire.
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Voyons maintenant ce qui se passe en (0,0).

1l n’est pas question ici d’utiliser uniquement I’expression f(z,y) = i 4

ZipC
cette expression n’est pas valable justement en (0,0). On sait cependaryllt que
£(0, 0) existe et vaut 0.

11 est nécessaire ici de revenir & la définition. f est dérivable par rapport a = en
(0,0) si et seulement si la premiére fonction partielle g1 de f en (0,0) est dérivable

ar

en 0.

t-
Or, ici g1 est définie par g;(t) = f(¢,0), donc si t # 0, g1(t) = 2102
t=0, g1(0) = £(0,0) = 0.
On a donc pour tout t € R, g;(¢) = 0. Cette fonction g; est donc ’application
constante ¢t — 0, qui est dérivable, dont la dérivée est partout nulle. f est donc
dérivable par rapport & = en (0,0) et on a

=0 et pour

of
22(0,0)=0.

Pour la dérivée partielle de f par rapport & y en (0, 0), on peut évidemment refaire
le méme raisonnement (ou méme se contenter d’un « de méme »), mais nous allons
voir la démarche que ’on utilise le plus souvent.

f est dérivable par rapport & y en (0,0) si et seulement si le quotient

f(0’0+ k) - f(O’O)

A admet une limite lorsque £ — 0. Or,

f(0,0+k)— f(0,00 0-0
= =0 5 0.
k k k—0

Donc f est dérivable par rapport & y en (0,0) et %(0, 0)=0.

Remarque : Cet exemple a été étudié du point de vue de la limite en (0,0)
au § 3.4.5 (p. 83). On avait vu que f n’admet pas de limite en (0,0). f n’est
donc pas continue en (0,0), alors que nous venons de montrer qu’on peut 'y
dériver. Quelle est 1’explication de ce mini-paradoxe? En fait, il n’y a aucun
paradoxe : simplement, pour une fonction de plusieurs variables, ’existence des
dérivées partielles n’implique pas la continuité de la fonction, contrairement & ce
qui se passe pour une fonction d’une seule variable, ou on sait qu’une fonction
dérivable en t( est nécessairement continue en to. D’ailleurs, on parle simplement
de dérivabilité partielle. Elle correspond & la dérivabilité des fonctions partielles
i, qui sont des fonctions d’une seule variable. Ces fonctions partielles sont donc
continues si f est partiellement dérivable. Mais justement, nous avons signalé
(voir la remarque 3.4.4 p. 81) que la continuité des fonctions partielles n’implique
pas celle de la fonction f. Finalement, c’est trés cohérent !

Voyons maintenant un exemple pour une fonction de 3 variables.
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Soit f définie sur R3 par

(2 +1)y?
f(z,y,2) = 2t
£(0,0,0) = 0.
La dérivabilité partielle de f par rapport & chacune des trois variables sur R3 \

(0,0,0) ne pose qu’un probléme de calcul. En effet, pour (o, %0, 20) # (0,0,0), les
trois fonctions partielles sont

si (2,9,2) # (0,0,0)

(t2+1) 43

9t m 2
0 0

g s (3 +1) ¢

zg + 12 + 222
(zf +1) 4
z3 + Y& + 2t2
Elles sont évidemment dérivables partout, donc respectivement en xg, yo, 2o.
On trouve pour tout (z,y,2) # (0,0,0) (exercice)

g3: t—

of _ 2z(y? + 222 — 1) 92
61’ (:E,y,Z) - (.’132 +y2 + 222)2
of _ (2® +1)2y(z? + 227)
ay (.’L‘,y,Z) - (.’B2 + y2 + 222)2
of _ —=2z(z? +1)y?

62 (.’IZ,y,Z) - (.'132 +y2 + 22’2)2.

En (0,0,0), les fonctions partielles sont

(% +1)0?
i P Ergrgg 2 0 Powr EFO
0+— f(0,0,0) =0

2+2+2.02 2

2 2 2
g2 tr—>(0+—1)t t—=1 pour t#0
0+— f(0,0,0) =0

02 + 02 + 2¢2
0+— £(0,0,0) = 0.
Les fonctions g; et g3 sont constantes sur R donc dérivables de dérivée nulle en 0,
et on peut affirmer que f est partiellement dérivable en (0,0,0) par rapport & =
et par rapport a z avec

2 1) 02
g3 : {ts—-)u=0 pour t#0

of _of _
5-(0,0,0) = 5_(0,0,0) =0.
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Mais g2 étant discontinue en 0, elle n’est certainement pas dérivable en 0 et f n’est
pas partiellement dérivable en (0,0,0) par rapport & y. On peut aussi retrouver
ce résultat avec la méthode plus usuelle : la dérivabilité partielle de f par rapport
f(0a0+k10) — f(0,0,0)

p admette une

3 y se traduit par le fait que le quotient
limite réelle pour k£ — 0. Or,

0%4+1)k?
£(0,0+k,0) - £(0,0,0) _ gigiags —0 _
k k

Ce dernier quotient n’a pas de limite finie pour £ — 0, donc f n’est pas partielle-
ment dérivable par rapport a y.

Ed

Bien entendu, comme pour les dérivées des fonctions d’une variable, on peut définir

la fonction dérivée partielle par rapport a la i-éme variable ——, dont ’ensemble de

Oz
définition est ’ensemble des X de D(f) pour lesquels f est pa.zrtiellement dérivable

par rapport a x; : o o7

X — X).
Cette fonction dérivée partielle est aussi une fonction de p variables, et il n’est
pas impossible de la dériver partiellement & son tour, ce que nous ferons un peu
plus loin.

3.5.3 Propriétés des dérivées partielles

Tout d’abord une formalisation d’une propriété déja signalée :

Proposition 3.36 Toute fonction fabriquée avec une seule formule ne contenant
que des opérations usuelles (+, X, —, /) et des fonctions usuelles dérivables (sin,
cos, tan, arctan, exp, In, sh, ch, th, argsh, argth, ...) est partiellement dérivable
par rapport & chacune de ses variables. On dérive partiellement par rapport a x;
une telle fonction en considérant x; comme la seule variable, les z; pour j # ¢
étant considérées comme des constantes, et on applique les régles usuelles de
dérivation des fonctions d’une seule variable.

Attention ! certaines fonctions usuelles ne sont pas dérivables sur leur ensemble
de définition. C’est le cas des fonctions | - | (valeur absolue), arcsin, arccos, v/,
¥/, argeh. Si P’expression définissant une fonction f contient une de ces fonctions,
méfiance! elle n’est peut-&tre pas partiellement dérivable.

Les propriétés suivantes généralisent aux dérivées partielles des propriétés clas-
siques de la dérivation.

Proposition 3.37 (linéarité de la dérivation partielle) Si f et g sont deux
fonctions de plusieurs variables dérivables partiellement par rapport & z;, alors
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pour tous A, u € R, la fonction de plusieurs variables A\f + ug est partiellement
dérivable par rapport & z; et on a

OMf+pg) A<9f 69
oxz; ox; 6-'131

Proposition 3.38 Si f et g sont deux fonctions de plusieurs variables dérivables
partiellement par rapport & z;, alors la fonction de plusieurs variables fg est
partiellement dérivable par rapport & z; et on a

0fg) _Of /. ;99
oz; <'J?:1:z B:cZ
Une situation destinée & devenir trés importante est celle ou les fonctions dérivées
partielles sont continues.

Définition 3.39 Une fonction de plusieurs variables f (de RP vers R) est dite de
classe C! sur un sous-ensemble I de D(f) lorsque f est partiellement dérivable
par rapport & chacune de ses p variables en tout x € U et que de plus, pour tout

0
ief{l,...,p}, =— oz,
fonction est dite szmplement de classe C! lorsqu’elle est de classe C' sur D(f).

est une fonction (de plusieurs variables) continue sur . Une

De facon évidente, la somme, le produit de fonctions de classe C! sont des
fonctions de classe C1. De méme, toutes les fonctions fabriquées uniquement avec
des opérations usuelles et des fonctions usuelles dérivables dont les dérivées sont
classiquement continues sont de classe C1.

3.5.4 Dérivée d'une fonction composée

Nous allons étudier ici une propriété tres importante généralisant la formule
de dérivation des fonctions composées (f o g)) = (f' o g) - ¢’. Un peu plus loin,
nous irons encore plus loin dans la généralisation, mais pour I’instant, nous nous
contenterons de dériver une fonction réelle d’une seule variable dont la définition
utilise une fonction de plusieurs variables :

La situation que nous allons étudier est celle d’une fonction F', de R dans R, qui
se décompose de la fagon suivante :

F=fou
avec
R %, r JI,r
F . un(t)
t — : — f(ui(t),...,up(t)) = F(2).

up(t)
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Théoréme 3.40 Avec les notations définies ci-dessus, si f est une fonction de
classe Cl sur un domaine ouvert U, et si u est une fonction dérivable sur un
intervalle I, avec, Vt € I, u(t) €U ;

alors F = f ou est une fonction dérivable sur I, et on a

P = 300 3L ).

Avant de le démontrer, traduisons ce théoréme dans le cas d’une fonction de deux
variables.

Si f est une fonction des deux variables z et y, de classe C 1 sur U, et si u est une
fonction définie sur un intervalle I, & valeurs dans U, de fonctions coordonnées u;

U (t) )

et ug (u(t) = us(t)

alors F' = f ou est dérivable sur I et on a
/ 0 / 2 ,
P(t) = 5 (01(0) w2 (0) + 5 (a0, () st

Cette derniere formule est trés souvent utilisée entre autres par les physiciens qui
la notent en abrégé (en posant u; = z et ug = y)

dF _0fdz  0fdy
dt Oz dt Oydt

Preuve du théoréme pour une fonction de deux variables (la démons-
tration dans le cas général est du méme type, mais est un peu plus lourde d
rédiger).

Soit tp € I'; on doit étudier la limite pour ¢ — ¢y du rapport F(t) — F(to)t — to .
Pour cela, on utilise I’astuce

F(t)-F(to) = f(u1(t), u2(t)) — f(u1(to), u2(to))
= (F (), ua(®) — (i (t), ua(to))) + (F(wa(t), ua(to)) - £ (w(to), ua(to)))
= Al + A2.

Nous considérons pour Iinstant que t est fixé, méme s’il est destiné & varier et &

tendre vers t.

On pose aussi = = u;(t), To = u1(to), ¥ = ua(t), Yo = ua(to).
Intéressons-nous d’abord au premier crochet A;. Il s’écrit

Ay = f(=z,y) — f(z, %)
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Si t est suffisamment proche de tg, ce que nous supposons bien évidemment,
puisque u; et ug sont continues, on est siir que (z,y) et (z,yo) sont dans U, et on
peut affirmer que f est partiellement dérivable par rapport & y en (z,yo). Appelons
g2 la deuxiéme fonction partielle de f en (z,yo). g2 est donc une fonction dérivable

en Yo
On peut écrire A; = Ga(y) — g2(yo). Appliquons la formule des accroissements

finis entre yo et y, pour cette fonction d’une variable g2 dérivable.
Il existe donc un nombre £ entre yg et y tel que

~ - of

92(y) — 92(%0) = (¥ — %0)%2(§) = (v — yo)g.;(x, £).
En fait, £ dépend de y, bien siir, mais aussi de z, puisque la fonction g2 en dépend :
on écrira alors § = {5 ).
Remarquons que pour (z,y) — (2o, yo), on peut affirmer que y — yo et a fortior:

&(z,y) — Yo puisque ce nombre est « coincé » entre y et yo.
On a aussi le développement limité & I’ordre 1 de ug au voisinage de %y

ug(t) = ua(to) + (t — to)us(to) + (¢ — to)e2(t) avec tl_ig}) ea(t) = 0.
On peut donc écrire
, of
= (v = 9) (3:(9)) = (2(t) — w(t) (5, @ €w)
= ((t — to) ug(to) + (t — t0)€2(t)) <Z£( 0,%0) + ( f( yE(z)) — f(xo,yo))>
~ft=to)ut0) a8 o s t0)ua) +{ - (s 0), s rn) — (50 )
= (¢~ ta)u(t0) 3 (1), ualte)) + (¢~ to)ea(t).

On a posé

ea(t) = ea(t) (5 (ua(t0),ualte) + (5 (0) uternc) — (o)
ug(to) <(%(U1 (t)s E(ur () ua(t))) — %5(%4/0))) :

En considérant attentivement 1’expression de €3(t), on constate qu’elle tend vers
0 lorsque t — tp; il est entre autres essentiel de comprendre qu’on utilise ici la

continuité de —f pour obtenir

Oy

lim (g—g(ul(t),€(u1(t),u2(t)))—%(xo,yo)) (gf( Y)— (xo,yO)) =

t—=to (-"3,9)—’(30,1}0)
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Nous appliquons maintenant la méme démarche pour le terme Az (en légérement
plus simple : on n’aura plus & utiliser la continuité des dérivées partielles).

Az = f(z,y0) — f(z0,%0)-

On appelle g1 la premiére fonction partielle de f en (2o, yo). g1 est dérivable en
zo. On obtient

Az = 91(z) — 91(20) = (z — z0) (91(20) + €4(2)) avec lim eq(z) =0
of
= ((6) ~ 01 (t0) 5 (oo, w0) + e4(a)
— (¢ — to) (u (f0) + 65(t))<g—£-(u1(to), ua(to)) + ea(wr (t))) avee Jim e5() =0

Ag = (t —to)uy (to)%(ul (to), u2(to)) + (t — to)es(t)-

0
On a posé ee(t) = e5(t) (a—;: (u1(to), u2(to)) + €4(us (t))) + ] (to)ea(ui(t)).
Il est ici tout & fait clair que tlg{l ee(t) = 0.
0

Finalement, on obtient
F(t) = F(to) _ A1+ A2

t—tg = t—to

1o \OF 11, \OF
= uz(to)a—y (u1(to), u2(to)) + e3(t) + ua(to) 5 - (w1 (t0), ua(to)) + e6(t).

Puisque tll?t%, e3(t) = tllﬁlo g6(t) = 0, on peut conclure que

_F(t) ~ F(to)

Jim =0 — t) = u(10) 5 (1), uat) + i ) - ) ().

O

Un corollaire important de ce théoréme en est une généralisation de la formule
des accroissements finis aux fonctions de plusieurs variables.

Théoréme 3.41 (accroissements finis pour plusieurs variables)
Soit f une fonction de plusieurs variables, de classe C* sur un owvert U C D(f).
Soit Xo € U, et X = Xo+ H € U. On suppose de plus que tout le segment
[Xo, Xo + H] est inclus dans U. (Rappel : [Xo, Xo + H) = {Xo +tH |t €[0,1]})
Alors il existe 6 €]0,1] tel que
p o f
f(Xo+ H) = f(Xo) + Zhi@—i(XO +0H).

=1
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(3.16)

Ce théoréme se traduit ainsi : il existe toujours sur le segment [X(X] un point Xj
tel que la différence f(X) — f(Xo) s’exprime en fonction des dérivées partielles
en Xy. Remarquons que pour p = 1, on retrouve exactement le théoréme des
accroissements finis pour les fonctions d’une variable.

Pour p = 2, ce théoréme s’écrit

Si f est une fonction de 2 variables, de classe C! sur un ouvert & C D(f), si
Xo = (zo,y0) €U, si X = (zo+h,yo+ k) € U, le segment [XoX] étant tout entier
inclus dans U, alors il existe 8 €]0, 1] tel que

0 0
f(zo+ h,yo + k) = f(zo,%0) + hgg(ﬂ?o + 6h,yo + 0k) + ka—g(wo + 0h,yo + 0k).

Preuve On introduit la fonction d’une variable
F(t) = f(Xo+tH) = f(z10 + tha,...,ZTpo + thy).

On a bien siir F'(0) = f(Xo) et F(1) = f(X). Cette fonction est définie sur [0, 1]
par F = fou avecu : t+— u(t) = Xo+ tH, fonction de R vers R?, dont la
i-éme fonction composante est u;(t) = 219 + thy. On a uj(t) = h; donc, d’aprés le
théoréme 3.40 (p. 97), F est dérivable et

p P
F(8) = D ()2 (u(t) = D higd-(Xo + tH).
=1 g i=1 g

Mais cette fonction F' étant dérivable sur [0, 1], on peut lui appliquer le théoréme
des accroissements finis (pour les fonctions d’une seule variable!) entre 0 et 1 :
on a

360 €]0,1[ tel que

F()-F(0©) _ .,
ST = F(0).

-0
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Traduisant cette assertion avec les valeurs de F(1), F'(0) et I’expression de F”, on
obtient

30 €]0,1] telque  f(Xo+ H) — f(Xo) = Zh (Xo+0H)

0O

Remarque : Dans les hypothéses du théoréme 3.41, la condition que tout le
segment [XoX] soit inclus dans U est parfois vérifiée pour tous les couples de
points (X0, X) de points de U : dans ce cas, on dit que U est convexe. Le domaine
U représenté sur la figure (3.16) de la page précédente n’est pas convexe, car on
peut y trouver deux points Y et Z tels que le segment [Y' Z] n’est pas entiérement

inclus dans U.
Les domaines convexes sont des ouverts « de bonne qualité » dans lesquels il est

intéressant de travailler.

3.5.5 Dérivées partielles successives

Définition 3.42 Soit f une fonction des p variables z1,...,zp, de RP vers R. On
suppose que f est partiellement dérivable par rapport & z; en tout X dans un

domaine U C D(f). Si la fonction dérivée partielle 5% est elle-méme partiellement
dérivable par rapport & z; en Xo € U, alors la dérivée partielle par rapport & z;
de g—aJ; en X s’appelle dérivée partielle seconde de f par rapport & z; et x; en
Xo et se note

o0’f
0z;0z;

(3.17) (0)"—(6f ) (o) = (F2)ey (X0) = fe, (Xo)

Si j = 1, on parle de la dérivée partielle seconde par rapport & z; en Xy et on note

2
Z00) = 5 (5L ) (X0) = (22 (Xo0) = 1(Xo)

ox? 0
On peut ainsi définir les fonctions dérivées partielles secondes
0? 0?
A T YA
aa:iamj et Ba:i z3

Si ces fonctions dérivées partielles secondes sont elles aussi partiellement dérivables,
on peut itérer le procédé et définir des dérivées partielles troisiémes (d’ordre 3)

(3.18) o __ 2 ( o ) B e = (Fla ) et

3$k3mjaxi 3$k 8:1!j6$1;

et des dérivées partielles d’ordre n.
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Remarque : Attention & l'ordre des indices : si on dérive par rapport & z; la
dérivée par rapport & z;, on obtient
0% f

— f”
axjawz Ty

Bien noter le changement d’ordre entre z; et z; selon le formalisme choisi. La
logique de ces ordres différents vient de la position respective des indices avant
suppression des parenthéses dans (3.17) et dans (3.18) selon le formalisme choisi.
(Pimportance de cette subtilité décroitra beaucoup apres le théoréme de Schwarz)

Etude d’un exemple
Soit f la fonction des trois variables z,y, z définie par

re¥
f(:z:,y,z) = -

Son ensemble de définition est ’ensemble des triplets de réels dont le troisiéme
terme est non nul (D(f) = RxRxR*). Construite & 1’aide de fonctions indéfiniment
dérivables, et d’opérations élémentaires, f est évidemment partiellement dérivable
autant de fois que ’on veut. Nous allons calculer les dérivées partielles successives
de f jusqu’a ’ordre 3. Il est intéressant de prévoir a ’avance combien de calculs
cela demandera :

Il y a trois dérivées partielles premiéres, chacune d’entre elles pouvant se dériver
partiellement de trois fagons, cela fait a priori 3 x 3 = 9 dérivées partielles
secondes et en poursuivant le raisonnement, cela fait a priori 27 dérivées partielles
troisiémes. On aura donc intérét a bien s’organiser pour les calculs. On trouve

Towd=2  Zowa-22 Loyo=-%
ﬁ(w,y,z) =0 %(m,y, 2) = ze’ ‘Zzzf(m y2) = 2:cey
L@ =2 = 2Lwns 21 -, - ggx(x,y,z)
6625 (,9,2) = — :E;Ty ;:af (2,9, 2)

2 ) = a—ﬁ(w,y,z)ﬁé’ %) ) = 82
aizg (@9,2) = 5 ;fa (@,9,2) =3 3f 5,55 @ ¥:2) =0



3.5 DERIVATION PARTIELLE 103

%(x,y,z) = % = %(w,y,z) = 83;6};2(:3,3/, 2)
e =55 = 2w = Zhewa)
B’zzg_w(x’y’z) - 2z;e3 azfjaz(w y:2) = oz Zfz(x,y,z)
azzg (:3,2) = ZZ: B Bz(?;f@z (@:9,2) = W(“’y’z)
6xa;;6 (#:32 )__j_z= 6:::8;:6.1;( T 9,7) = 6yaasfaz( Y,2) = Byfjaw( '9:2)
03f 3Bf

azaway( ,y,Z) = azayaw(x’y’z)‘

Si vous avez fait honnétement ces 3 + 9 4+ 27 = 39 calculs, vous vous étes sans
doute apercu que ’ordre des dérivations n’intervient pas. Ce n’est pas un hasard,
mais le résultat bien utile d’un théoréme tres important, le théoreme de Schwarz,
qui permettra de réduire nettement le nombre de dérivations a faire : ici, par
exemple, il suffisait d’en faire 19. Attention, tout de méme, ce théoréme nécessite
des hypothéses supplémentaires sur f, mais ces hypothéses sont toujours satisfaites
pour les fonctions construites avec une seule formule n’utilisant que des fonctions
usuelles dérivables.

3.5.6 Le théoréme de Schwarz

Théoréme 3.43 (de Schwarz) Soit f une fonctions des p variables x1,...,zp.
Soient i et j deux indices distincts (1 < ¢ < j < p). On suppose qu’il existe
&, &
Ba:iawj € aaljawi

continues sur U. Alors, pour tout Xog € U, on a

une ouvert U C D(f) tel que les fonctions sotent définies et

o*f i
0z;0z; (Xo) = 0z;0z; (Xo)-

Preuve La démonstration de ce théoréme repose sur ’application répétée
du théoréme des accroissements finis pour les fonctions réelles d’une variable.
Rappelons ce théoréme :

Si w est une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b], alors il existe ¢ €]a, b

tel que ﬂ(%%@ =w'(c).
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Nous utiliserons ce théoréme des accroissements finis sous la forme suivante, qui
en est un corollaire évident :

Si a et a + h sont deux points d’un intervalle ol la fonction w est dérivable, alors
il existe a €]0, 1] tel que w(a + h) — w(a) = hw'(a + ah).

Une remarque préliminaire s’impose : puisque lorsqu’on dérive f par rapport &
z;, toutes les autres variables peuvent étre considérées comme des constantes,
et que dans ce théoréme, seules interviennent les dérivations par rapport & z;
et par rapport & z;, on peut considérer que tous les autres z; avec 1 <! < p et
l # 1,1 # j sont des constantes. Ce point de vue consiste, finalement, pour cette
démonstration, & considérer que f est une fonction de seulement deuz variables.
On considérera donc que f est une fonction réelle des deux variables z et y et on
admettra que dans le cas général, ce que nous aurons fait reste valable.

Soit Xo = (z0,y0) € U. Puisque U est un ouvert, il existe une boule de centre
Xo, de rayon R, qui est incluse dans &. Nous avons le choix d’utiliser n’importe
quelle norme de R?, mais ici, la norme la plus pertinente est la norme du max.
On suppose donc que Boo(Xo, R) C U.

Soient h et k deux réels strictement positifs, que I’on choisit < R.

Considérons A(h, k) = f(zo + h,yo + k) — f(zo + h,y0) — f(z0,y0 + k) + f(z0, Y0)-
Remarquons que les quatre couples (2o + h,yo + k), (o + h,%0), (Zo,yo + k) et
bien siir (g, yo) sont dans By (Xo, R), donc dans U donc dans D(f) et dans le
0%f ¢ 0*f
0z0y © Oyox
est de méme de tous les couples situés dans le rectangle délimité par ces 4 points
(voir la figure (3.19) de la page suivante).

On appelle ABCD ce rectangle, avec A = (z9,y0) = Xo, B = (zo + h, y0),

C = (zo+h,yo+ k) et D = (x0,yo + k). Les points de ce rectangle sont les points
de la forme P = (zo + ah,yo + k) avec o € [0,1] et 8 € [0,1].

domaine de continuité des dérivées partielles « croisées » ; il en

}
yo’k____u Py c
T~ ] Ry
Yo = = %= B
" |
| | |
% x Xth

(3.19)

Pour tout z entre zy et xo + h, on pose

wz) = f(Pe) - f(Ma) = f(z,90 + k) — f(z, ).
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De méme, pour tout y € [yo, Yo + k], on pose

v(y) = f(Ry) — f(Qy) = f(zo + h,y) — f(Z0,9).

Nous allons calculer de deux fagons différentes le nombre A(h, k), d’une part avec
la fonction u, d’autre part avec la fonction v.

Premier calcul
On remarque que

A(h, k) = (f(zo + h,yo + k) — f(zo + h,y0)) — (f (o, 3o + k) — f(z0,%0))
= u(zo + h) — u(xo).

D’autre part, la fonction u est dérivable au moins sur l'intervalle [z, o + h].
En effet, la fonction u; : ¢t — f(t,y0 + k) est la premiére fonction partielle
de f au point (z,yo + k), ceci pour tout z € [z, zo + h]. Mais pour toutes ces
valeurs de z, le point (z,y0 + k) est dans By, (Xo, R), donc dans Y. Or, f est
0*f _ 0 (0f iste dans . Cel of .
590z = B—y <%) existe dans U. Cela suppose que B2 existe,
donc que f est partiellement dérivable par rapport & z pour tout couple dans
U. Or, la dérivabilité partielle de f par rapport & = en f(z,yo + k) signifie tout
simplement que la premiére fonction partielle u; est dérivable en z, et on a de

supposée telle que

0
plus } (¢) = 5L (2,50 + ).
De méme, la fonction up : ¢t — f(t,y0) est dérivable sur [zo,zo + h] pour la

méme raison, et on a uy(z) = %(m, Y0)-
Or, u = u3 — ug, donc u est dérivable sur [zg,zo + h], et on a

v@) = L +#) - L)

On peut donc appliquer le théoréme des accroissements finis & u entre xg et zo + h.
On obtient qu'il existe 6; €]0,1[ tel que

A(h, k) = u(zo + h) — u(zo) = ht/(zo + 61h)

_ . (9f of )

=h (am(mo +01hay0+k) 6x(w0+91hay0) .
(Si on pose x = zg + 0 h, cela signifie, avec les notations de la figure, que

of of
A =h(=" - .
(k) =1 (5he) - Lo )) 8

On considére maintenant la fonction g : t — —f(:zo + 01h,t). C'est la deuxiéme

Oz
fonction partielle de la fonction % en (zg + 01 h,y), et elle est dérivable au moins

. *f _of (8f\ .
pour y € [yo,yo + k], puisque Byoz 6_y (%> existe dans ¢4. On a donc go
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dérivable pour y € [yo, Yo + k], et

2
50 = 3L () o+ 0uh,0) = 2L (a0 + 110,

Mais on a vu que A(h, k) = h(g2(yo + k) — g2(%0)). On peut & nouveau appliquer
le théoréme des accroissements finis & gs : il existe 62 €]0, 1] tel que

A(h, k) = h(92(90 + k) - g2(v0)) = h(kga(yo + 62k))

(92
= hk (a g (zo + O1h,yo + 02/6))

On a obtenu la formule

A(hk) _ 0%*f

hk - ayaw (330 + elha Yo + 02k)

(3.20)

2
Oyox
lorsque (h, k) tendent simultanément vers 0 (en fait vers 0%, puisque ces nombres
ont été au départ choisis positifs), du membre de gauche de (3.20).

Pour tout € > 0, il existe > 0 tel que pour tout X tel que || X — Xo|loo < 7, On 2
0*f 8*f

— Xo)| €
6y8a:( ) Byax( o) <€
Pour tous h, k strictement positifs tels que ||(h,k)|lcc <nonaadlafois0 < h <7
et 0 < k < n, donc 6, et O étant tous deux dans |0, 1[, on en déduit que 0 < 1A < 7
et 0 < O3k < n, donc ||(01h, 92’6)”00 < 7. Mais (.’1?0+01h, y0+02k)—X0 = (01h, O2k),

donc on a ||(zo + 61k, yo + 62k) — Xo|lco < 7. D aprés le choix de 7, cela permet
2

en Xo = (zo,yo) pour trouver la limite,

On utilise & présent la continuité de

xo + 01h, yo + O2k) — )| < &, et donc

81
86(

de conclure que

A(hk)  8*f
‘ Wk Byom o) <€
Ce qui est souligné, ci-dessus signifie que
. A(hk) _ 0%f
(3.21) B —pE = Byas X0)
k—0t

Deuxiéme calcul
Nous irons cette fois beaucoup plus vite pour les justifications, qui sont en tout
point calquées sur celles du premier calcul.
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On commence par
A(h, k) = v(yo + k) — v(y0)-

On a v dérivable sur [yo,yo + k] et v/(y) = g—z(xo + h,y) — g—g(zo, Y).

Appliquant le théoréme des accroissements finis, on trouve qu’il existe & €]0, 1]
tel que

A(h,k) =h (g—g(wo + h,yo + &1k) — g—z(wo,yo + €1k)) :

On applique & nouveau le théoréme des accroissements finis & la premiere fonction

0
partielle g; de a—; en (z,yo + &1k).

g1 est dérivable sur [zg, zo + h] et

) 8 (0 52
g1(z) = 7z <a—£) (z,y0 + &1k) = Wafy(w,yo + &1k).

11 existe donc &2 €]0, 1] tel que
A(h, k) = k(g1(z0 + h) — g1(20)) = k(hg} (o + &oh))

2
=kh (aax—g,y(wo + &h,y0 + El@) .

On a obtenu la formule

A(hk) _ &*f
hk - amay(mo +§2h) Yo +£1k)'
2
En utilisant maintenant la continuité de 353—61; en Xj, on obtient
. A(hk) _ 8
3.22 = .
(8.22) hl—lp%l+ hk Ox0y (Xo)
k—ot

Comparant les équations (3.21) et (3.22), grace au principe de l'unicité de la
limite, on obtient ce qu’on devait démontrer, & savoir

N
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3.5.7 Fonctions de classe C™

Le cas le plus fréquent ou I'on peut appliquer le théoréme de Schwarz est lorsque
f est de classe C2. Définissons cette notion.

Définition 3.44

Soit f une fonction de p variables. On dit que f est de classe C™ sur un sous-
ensemble U de D(f) lorsqu’on peut calculer en tout Xy € U toutes les dérivées
partielles d’ordre inférieur ou égal & n et que toutes ces fonctions sont continues
ainsi que f.

f est dite de classe C* si f est de classe C" pour tout n € N

Remarquons que cela fait beaucoup de vérifications a priori! par exemple pour
vérifier qu’une fonction de 3 variables est de classe C3, il faudrait en théorie faire
1+ 3 + 9 + 27 = 40 vérifications.

Heureusement, en pratique, on ne fait pas toutes ces vérifications car on a la
propriété suivante :

Proposition 3.45 Toute fonction fabriquée avec une seule formule ne contenant
que des opérations usuelles (+, x,—,/) et des fonctions usuelles indéfiniment
dérivables comme (sin, cos, tan, arctan, exp, In, sh, ch, th, argsh, argth, ...) est
de classe C* sur son ensemble de définition.

Un corollaire important mais évident du théoréme de Schwarz 3.43 est alors le
suivant

Corollaire 3.46 Si f est de classe C2 sur U, alors pour tout Xo € I, on a

0% f
8mi6a:j

B2 f

amjasc,- (XO)

(Xo) =

De méme, si f est de classe C™ sur U, alors on peut calculer une dérivée partielle
d’ordre inférieur ou égal & n en prenant dans n’importe quel ordre les variables
qui interviennent.
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Par exemple, pour une fonction de 3 variables de classe C3, on est sfir que pour
tout (z,9,2), on a

izg (z,y,2) = agjax(w,y,z) = 57 &f 5,52 (@ ¥:2) 3
356;£ (@y,2) = Bx;,zfax( T,9,2) = azi;fz(“’ Y,2) ;
;ZZ}; (z,9,2 )_By(?;f@y( z,9,2) = ai:; A== (2,9,2) ;
322£z( T,Y,2) = 6y683zf<9y( T,Y,2) = 66; 75T 9,2) ;
a_(z%e}(‘”’ y,2) = Bz;:t{(iz (@,9,2) = %(w,y,z) ;
aizg (@,9,2) = az;fa (=, z)=5%(w,y,z);
aa;a;fa (2,9,2) = 5, ;fa (@y,2) = ay?;:vaz( '9:%) = ayé:jax(“”y’z)
o3f 3 f

= ——azaway(w,y,Z) = azayam(w,y,z)-

Dans ’exemple du § 3.5.5 (p. 102), au lieu des 39 calculs des dérivées partielles
d’ordre < 3, comme la fonction considérée est bien siir de classe C*°, on était siir
de pouvoir échanger ’ordre des dérivations et il suffisait de faire 19 calculs (3
dérivées premiéres, 6 dérivées secondes et 10 dérivées troisiémes). (Rassurez-vous,
c’est ce qui a été fait pour faire ce livre, nous sommes bien siirs que peu de lecteurs
ont vraiment fait ces 39 calculs!)

3.6 Extrema des fonctions de plusieurs variables

3.6.1 Introduction

Un des intéréts les plus visibles de la dérivation des fonctions d’une variable a été
I’étude des variations des fonctions, et entre autres la détermination des extrema,
c’est-a-dire des maximums et des minimums (maxima et minima, au choix).

Si une fonction d’une seule variable f dérivable admet un maximum ou un
minimum en o, alors on est siir que f’(zg) = 0.

Si on veut chercher les extremums d’une fonction f d’une seule variable, on a
pris ’habitude de résoudre 1'’équation f/(z) = 0, et ensuite, & ’aide du tableau de
variation, on peut vérifier que les solutions de cette équation sont effectivement des
extrema, la condition f/(z¢) = 0 n’étant qu’'une condition nécessaire d’extremum.
Une méthode pour vérifier qu'une fonction f au moins deux fois dérivable admet
bien un minimum en xg, lorsqu’on sait déja que f'(zg) = 0 est d’étudier la
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convexité de f en z¢ : une telle fonction f est convexe sur un intervalle I lorsque
pour tout z € I, on a f”(z) > 0.

Si donc on a non seulement f/(zo) = 0, mais aussi f”(zo) > 0, f” étant continue
(c’est le cas lorsque f est de classe C2), alors on est sfir qu’il existe un intervalle I
centré en zo dans lequel f”(z) > 0, donc sur lequel f est convexe. Mais alors la
courbe de f a sa concavité tournée vers le haut et le point de la courbe d’abscisse
Zo ou on sait déja que la tangente est horizontale est forcément un minimum relatif
(la tangente en tout point de la courbe d’une fonction convexe est en dessous de
cette courbe).

(3.23)

Bien entendu, si f'(z9) = 0 et f”(z9) < 0, on peut en raisonnant de la méme
facon affirmer qu'’il y a en ¢ un maximum relatif.

C’est ce type de résultat qu’on va essayer d’étendre aux fonctions de plusieurs
variables.

3.6.2 Extremum relatif

Définition 3.47 Soit f une fonction de RP vers R. On dit que f admet en
Xo € D(f) un minimum [respectivement un maximum]| relatif (ou local) s’il
existe un voisinage V de Xy inclus dans D(f) tel que pour tout X € V, on a
f(X) = f(Xo) [respectivement f(X) < f(Xo)]. Le minimum [respectivement le
maximum] de f sur V est alors le réel f(Xp).

Un extremum relatif est un maximum relatif ou un minimum relatif.

Bien entendu un extremum relatif se transforme en extremum absolu lorsque le
voisinage V de la définition peut étre pris égal & D(f).

On peut toujours choisir le voisinage V de la définition dans une base particuliére
de voisinages de X, par exemple on peut se limiter aux boules pour une certaine
norme, de centre Xj.

Une proposition assez évidente qui permet de se limiter dans les démonstrations
aux minimums relatifs est la suivante :

Lemme 3.48 Soit f est une fonction de plusieurs variables. Alors f admet un
maximum en X si et seulement si —f admet un minimum en Xj.
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Preuve Il suffit d’appliquer la définition ci-dessus. O

3.6.3 Condition nécessaire d'extremum des fonctions de plusieurs variables

Théoréme 3.49 Soit f une fonction des p variables x1,...,zp, de RP vers R,
partiellement dérivable par rapport a toutes ses variables. i f admet un extremum
relatif en Xo, alors pour tout i € {1,...,p}, on a

of

——(Xo) =0.

6‘:31( 0)

Preuve Grace au lemme 3.48, il suffit d’établir ce résultat dans le cas ou f
admet un minimum en Xy, car ensuite, si f admet un maximum, —f admet un
minimum, et donc les dérivées partielles de — f sont nulles en X et les dérivées
partielles de f (qui sont les opposées de celles de —f) sont alors bien sir elles
aussi nulles.

Supposons que f admet un minimum en X = (210, .. ., Zp0)-

Alors, pour tout indice %, la i-éme fonction partielle g; est une fonction d’une
variable admettant un minimum relatif en z;q.

En effet, on peut trouver une boule B = By, (Xj, R) telle que pour tout X € B,
on a f(X) > f(Xo)-

Mais alors, si ¢t € [0 — R,zio + R], on a

(105 - - - » T(i-1)0s ts T(s41)05 - - - » Zp0) — Xolloo = |t — Ti0| < R,

donc (z10, - - - s Z(5-1)0» £, T(i+1)0s - - - » Tp0) € B et

gi(t) = f(210,- - s T(i-1)0> & T(i41)05 - - - » Tpo) = f(Xo) = gi(Ti0)-

Le fait que pour tout ¢ € [zi0 — R, zio + R], on ait g;(t) > gi(xio) signifie justement
que g; présente un minimum relatif en z;g.

D’apres ce qu’on sait pour les fonctions d’une variable, on peut donc affirmer que
9i(zi0) = 0, mais par définition de la dérivée partielle de f par rapport & la i-éme

. 0
variable, on a justement g}(z;) = 6—f(Xo), et donc
)

of _
6—%()(0) =0.

d
Attention ! La réciproque est fausse : donnons un contre exemple.
Soit f définie sur R? par f(z,y) = z3y3. Pour tout (z,y) € R?, on a %(x, y) =
of of of
32243 e — 93,2 ZJ 2 =0.
y° et By (z,y) = 3z°y*, donc p (0,0) By (0,0)=0

Il pourrait donc y avoir un extremum en (0, 0).
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Vérifions qu’en fait £(0,0) = 0 n’est ni un maximum relatif, ni un minimum relatif,
Pour cela, il faut prouver que dans tout voisinage de (0,0), il y a des (z,y) tels
que f(z,y) > 0 et d’autres tels que f(z,y) < 0. Il suffit d’ailleurs de vérifier ceci
pour toute boule By (0, €).

Or, pour tout € > 0, on a (¢,€) € By(0,¢€) et f(g,€) = €® > 0. On a prouvé que
£(0,0) n’est pas un maximum relatif.

De méme, on a (g, —¢) € Boo(0,¢) et f(g,—€) = —% < 0. On a prouvé que f£(0,0)
n’est pas un minimum relatif.

Le théoreme 3.49 permet donc de détecter d’éventuels extremums, mais il ne
permet pas de prouver quoi que ce soit. Il permet seulement de trouver les points
« candidats » pour étre extrema. On a vu un exemple ou on arrivait & prouver
que l'on n’avait pas extremum, alors que les dérivées partielles s’annulent. Mais
comment faire pour établir qu’on a vraiment un extremum ? On peut bien siir
« bricoler », faire apparaitre des carrés,... Mais dans le cas des fonctions de deux
variables, on a aussi un théoréme que nous verrons au § 3.6.5. Auparavant, nous
avons besoin d’une généralisation de la formule de Taylor-Lagrange.

3.6.4 Une formule de Taylor pour les fonctions de 2 variables
Dérivée seconde d’une fonction composée

Nous nous plagons dans un cas trés particulier de la situation du §3.5.4 (p. 96),
analogue a la situation de la formule des accroissements finis (Théoréme 3.41
p. 99). On considére une fonction F' de R vers R, qui se décompose F' = f o,
avec

f

R 4+ R 5 R
Feoo L (ut) Fur(t), ua(t)) = F(2)
uz(t) U1 , U2 = .

Cette fois, nous supposerons que f est de classe C? et nous prenons comme fonction
u celle définie par u(t) = Xo + tH = (zo + ht,yo + kt). On a donc

F(t) = f(zo+ ht,yo + kt).

Proposition 3.50 Sous les hypothéses ci-dessus, F' est deux fois dérivable et
on a

o0*f 0% f
F"(t) = K5 2(rz=o+h1t yo+-kt)+2hk>—- (a:o+ht, yo+lct)+lc2 % 2(w0+ht yo+kt).
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Preuve Grice au théoréme 3.40 p. 97 (le calcul a déja été fait pour le théoréme

3.41 p. 99),0on a
of

of
hb;(:l:o + ht,yo + kt) + ka—y(.’l:o + ht,yo + kt).

h et k sont des constantes en ce qui concerne la dérivation par rapport a la variable
¢. 11 suffit donc de réappliquer ce théoreme 3.40 aux deux fonctions composées

G : tv—)%(wo+ht,yo+kt) et G : tv—>g—£(xo+ht,yo+kt).

F'(t) =

On a bien sir

(0= by (o) @+ htago+ k) + ks (5) (o + Bty o + k)
6225 (zo + ht,yo + kt)
e Gh(t)=h (af ) (20 + bty 3o + kt) + k— (ﬂ) (20 + ht, yo + kt)
2
8 Oy
En utilisant que F’ = hG1 + kG2, on obtient

_h62f h k k

= W(QJO'F tay0+ t)+
0% f

(.’1:0+ht Yo + kt) +k ($0+ht Yo + kt).

2
F"(t) = k2 — >f (zo + ht,yo + kt) + hk of (zo + ht,yo + kt)

Ox? Oyozx
+ kh of (zo + ht,y +kt)+k2i(x + ht, yo + kt)
On conclut en utilisant le théoréme de Schwarz, puisque f est de classe C? :
0% f
F'(t) = (:1:0+ht yo+kt)+2hk—— 90y (:co+ht yo+kt)+k> % J; (zo+ht, yo+kt).

O

La formule de Taylor-Lagrange pour une fonction de 2 variables

Théoréme 3.51 Soit f une fonction de deuz variables, supposée de classe C% sur
un domaine U C D(f), supposé ouvert et conveze (voir remarque 3.5.4 p. 101).
Xo = (z0,%) et X = (z,y) = Xo+ H = (z0 + h,yo + k) sont deuz points de U.
Alors il existe 0 €]0, 1] tel que

) = F(X0) + 3L (Xo) + gL (X0

2
4 L pe? f(Xo+0H)+2hIc 0 f (X0+0H)+k26 f(Xo+0H)

2
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On a donc
f(xo+h,yo+ k)=
of 1
f(mOa yO) + h%(wo’yO) (9«'0, yO) + a 2 (wO + 0h Yo + ek)
2f

+2hk (wo+9h yo+0k)+k26 £(w0+0h,y0+0k) .

Preuve La démonstration de ce théoréme ressemble beaucoup a celle de la
formule des accroissements finis (théoréme 3.41 p. 99).

On considére la fonction F' : ¢t — f(Xo+tH) = f(zo + th,yo + tk). C’est une
fonction d’une variable, deux fois dérivable sur [0, 1], et on peut donc lui appliquer
la formule de Taylor-Lagrange & 1’ordre 2, (pour les fonctions d’une variable)

12

(3.24) 3 €)0,1[ tel que  F(1) = F(0) + 1F(0) + 5 F"(0).

Or, les valeurs de F'(t) et de F”(t) ont été déterminées précédemment (théoréme
0
3.41 p. 99 et proposition 3.50 p. 112). On a F'(t) = ha—:}:(xo + ht,yo + kt) +

of
k_t'i‘y (mo + ht,yo + kt) et
2f a2f
2
Doy (zo+ht, yo+kt)+k a7 (zo+ht, yo+kt).

F'(t) = h2 (a:o+ht yo+kt)+2hk 0

Reportant ces expressions dans (3.24), on tombe exactement sur ce qu’on voulait
démontrer. O
3.6.5 Une condition suffisante d'extremum

Théoréme 3.52 Soit f une fonction de deux variables x et y, a valeurs dans
R. On suppose que f est de classe C2 sur U C D(f). Soit Xo = (z0,%0) € U. On

suppose que g(Xo) = 6f (Xo) 0 (Xo est un extremum possible). Il est d’usage
de poser
82f O f a2f & f
( 0) ; S§= Bway(XO) (Xo) (Schwarz) ; t= W(Xo).

Alors on a les résultats suivants

Si 82 —rt <0, alors f admet un extremum relatif strict en X ; cet extremum est
un minimum st r > 0, un mazimum st r < O (remarquons que r et t ont dans ce
cas forcément le méme signe).
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8i s* —rt > 0, alors on est sir que f n'admet pas d’extremum relatif en Xo.

Si s2—rt =0, on ne peut rien conclure : f(Xo) peut étre un minimum relatif (dans
ce cas, forcément r > 0 et t > 0), un mazimum relatif (dans ce cas, forcément
r <0 ett <0) ou ni mazimum, ni minimum relatif.

Nous ne démontrerons pas en entier ce théoreme, et nous admettrons certains
points (une preuve compléte nécessite la connaissance des formes bilinéaires
symétriques, et pourrait alors étre faite pour une fonction de n variables, pas
seulement pour deux variables). Nous utiliserons cependant plus loin les résultats
qu'’il contient.
Une facon d’aider & comprendre ce théoréme est de le rapprocher de la situation
décrite dans l'introduction (§ 3.6.1 p. 109)
Tout d’abord, la représentation graphique d’une fonction f de 2 variables, c’est
une nappe dans I’espace & trois dimensions, rapporté & un repére (O, Z,;, E), ayant
comme équation z = f(z,y).
Admettons provisoirement le résultat suivant concernant le plan tangent a la
nappe z = f(z,y) en un point Xo = (o, yo) (tout cela sera précisé lors de ’étude
de la différentiabilité) :

. e . of of
Lemme 3.53 Si f admet des dérivées partielles p = 8_:1:(X0) et ¢ = O_y(XO)’
le plan P passant par le point My = (zo, yo, f(0,0)) dirigé par les vecteurs
4= (1,0,p) et ¥ = (0,1, q) est tangent & la nappe z = f(z,y) en son point M.
Le plan P a pour équation cartésienne :

z= f(zo,y0) +p: (z —20) + ¢ (¥ — %0)-

Lorsque p = g = 0, c’est-a-dire lorsque Xy est un extremum possible, il est clair
que le plan tangent & la nappe est horizontal.

Cette situation ressemble & ce qui se passe pour une fonction d’une variable,
lorsque la dérivée s’annule : la courbe admet en ce point une tangente horizontale.
Ce qui joue ici le role de la dérivée seconde c’est ’ensemble des trois dérivées
partielles secondes.

Démonstration (partielle) du théoréme

Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ou s2 — rt < 0 (le début de la
démonstration n’utilise pas ce fait).

La formule de Taylor-Lagrange (proposition 3.51 p. 113) exprime que

f(z,y) = f(X) = f(Xo+ H) peut, au voisinage de Xy = (o, yo) étre calculé grace
a une formule du second degré en h et k. En effet, on a, d’aprés cette proposition

1
f(z,9) = f(xo+ h,y0 + k) = f(20,70) + ph + gk + §(T9h2+280hk+t0k2)~
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¢ O _9f
On a posé p = 2~ (Xo), ¢ = By (Xo) et
2 2 2
T = af(X0+0H) ; 89= 3f (Xo-l-eH) ;o te= 6f(X0+0H)

oz?

Par hypothése, Xo est un extremum possible, donc on a p = ¢ = 0.
On a donc

1
f(z,y) — f(zo,00) = 5(7‘0 h? + 2sg hk + to k?).

Pour montrer qu'il y a minimum en (zg,yp), il suffit d’établir que la quantité
entre parenthéses du membre de gauche T'(h,k) = (rg h? + 259 hk + tg k2) est
positive pour (h, k) dans un voisinage de (2o, yo). Il y aura au contraire maximum
en (zo,yo) si cette quantité est toujours négative dans un voisinage de (2o, yo).

T'(h, k) peut &tre considéré comme un trinéme en h (sauf si ry = 0, nous verrons
plus loin qu’on peut éliminer cette possibilité).
Le discriminant réduit de ce trinéme est

A

A= Vi k2(83 — Tgtp).

Considérons la fonction g des deux variables z,y définie par

52 2 52
g(x,y)=(aaf< )) -Heviiew.

Puisque les dérivées partielles secondes de f sont continues (f est de classe C?),
g est bien entendu continue sur U.

D’autre part, g(zo,yo) = 82 — rt et g(zo + Oh;yo + 0k) = s3 — Tots.

Puisque par hypothese s — rt < 0, on a g(zo,0) < 0. D’apreés la continuité de g
en Xp, il existe une boule de centre Xy, de rayon n dans laquelle on a g(z,y) <0
(il suffit de considérer le voisinage | — 0o, 0[ de g(zo, yo) en utilisant la proposition

3.5 p. 66; on peut aussi raisonner avec € = _91%0, %) (o, 30) ).

Donc si X = (z,y) est dans ce voisinage de X, on est siir que X + H est aussi
dans cette boule, et on a donc g(zo + 0h,yo + 6k) < 0.

( Remarquons que dans ce cas, on est également sir que rg # 0

(sinon g(xo + Oh,yo + 0k) = s > 0) donc T(h,k) est un vrai trinéme en h.)
Mais on a A’ = k2g(z + 0h; yo + k), donc A’ < 0.

Or, un trindéme de discriminant négatif ou nul garde un signe constant, celui du
coefficient dominant.

On peut donc affirmer que T'(h, k) est du signe de ry.

Mais puisque s2 — rt < 0, il est impossible que r soit nul;
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s .62 . .
Gi on a > 0, alors par continuité de la fonction —%, on est siir d’avoir aussi
’/_—

re > 0 si X est suffisamment prés de Xy, et donc dans ce voisinage de Xo, on a
T(h,k) > 0, donc
f(X) — f(Xo) 2 0.

et f admet donc un minimum relatif en Xo.

Sj on a r < 0, de la méme fagon r9 < 0 dans un voisinage de X et T'(h, k) étant
négatif, f admet un maximum relatif en Xp.

11 est plus difficile de montrer qu’a coup siir on n’a aucun extremum en Xy si
s2 —rt > 0 : nous admettrons ce point.
Il n’y a de toutes facons rien & démontrer lorsque s2—rt=0. O

3.7 Différentiabilité d’une fonction de plusieuré variables

3.7.1 |Introduction

La notion de dérivabilité d’une fonction d’une variable pouvait étre caractérisée par

f(@) = f@o) _ 1. F@o+h) =~ f(zo),

)

P’existence du nombre dérivé f'(zp) = lim
TTO T — X h—0 h

cette approche a été généralisée avec la notion de dérivation partielle.

Une autre facon de caractériser la dérivabilité, évidemment équivalente pour une
fonction d’une variable, est 1’existence d’un développement limité a 1’ordre 1.
Rappelons que f (fonction de R dans R) admet un développement limité & 1’ordre
1 au voisinage de zg s’il existe 2 réels ag et a; et une fonction € définie au voisinage
de zg tels que pour tout x dans ce voisinage de g, on a

f(z) =ao+a1(z —zo) + (x —z0) e(xz)  avec zli)na}o e(z) =0.

ou ce qui revient au méme en posant h = z — xg, soit £ = zo + h et
&(h) = e(zo + h) = e(z)

f(zo+h) =ao+a1h+he(h)  avec ’lli_r)%g(h) =0.

On démontre, sans grande difficulté, que dans ce cas, f est dérivable en zg et que
ag = f(zo) et a1 = f'(zo).

C’est la tentative de généralisation de ce point de vue aux fonctions de plusieurs
variables qui est & 1’origine de la notion de différentiabilité. Contrairement a ce
qui se passe avec les fonctions d’une variable, pour une fonction de plusieurs
variables, la différentiabilité n’est pas équivalente & la dérivabilité (partielle). Nous
établirons cependant des liens importants entre la notion de différentiabilité d’une
fonction en un point et les dérivées partielles de la fonction en ce point.
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3.7.2 Rappel d'algebre linéaire

On appelle forme linéaire sur un R-espace vectoriel E toute application linéaire
de E vers R. L’ensemble des formes linéaires sur E est le dual de E noté E*.

Si E est un espace vectoriel de dimension p, rapporté a une base B, une forme
linéaire u sur F est caractérisée (comme toute application linéaire) par sa matrice
M. Cette matrice a 1 seule ligne (dimension de ’espace vectoriel d’arrivée R) et p
colonnes (dimension de I’espace vectoriel de départ E). On parle de matrice ligne.
Si E = RP, il est naturellement rapporté a sa base canonique. Dans ce cas, on
a ’habitude d’identifier I’ensemble des formes linéaires sur RP & I’ensemble des
matrices-lignes (1 ligne et p colonnes).

On écrit, dans ce cas, si u est une forme linéaire sur RP

u= (ul up).
Notant en colonne les éléments de RP, si X € RP, on a dans ce cas

1

P
u(X)=uX = (ul up) = Zuzx,
zp i=1
U1
Utilisant le produit scalaire de RP?, il existe un unique vecteur U = | : | € RP
Up

tel que pour tout X € RP, on a

p
’U,(X) =U-X=Zu-,;:v1;.

i=1

En résumé, a toute forme linéaire u sur RP correspond de fagon biunivoque un
p-uple de réels et on a le choix des points de vue : on peut écrire ce tableau comme
une matrice ligne (c’est ce que nous ferons pour la différentielle d’une fonction)
ou comme une matrice colonne, c’est-a-dire un vecteur de RP (c’est ce que nous
ferons pour la notion de gradient).

3.7.3 Définition de la différentiabilité

Définition 3.54 Soit f une fonctions de p variables. On considére que f va de
Z10

R? (ensemble des vecteurs-colonnes de p lignes) vers R. Soit Xo = | : | un

point intérieur & D(f) (il existe une boule centrée en Xy incluse dans D(f)).
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On dit que f est différentiable en X s’il existe une forme linéaire u sur R? et une
application € de R? vers R définie au voisinage de 0 tels que pour tout H € R?
proche de 0, on a

(3.25)  f(Xo+ H) = f(Xo) +u(H)+||H|e(H) avec I}{i:noe(H) =0.

Quelques remarques concernant cette définition

o Les termes « au voisinage », « proche » sont volontairement vagues, pour plus
parler & I'imagination. Ils peuvent trés facilement &tre précisés : on doit com-
prendre que cette définition assure I’existence d’un réel strictement positif r tel
que
- La boule B(Xp,r) est incluse dans D(f).

— La boule B(0,r) est incluse dans D(e), ’ensemble de définition de e.
— La formule (3.25) est valable pour tout H € B(0,r).
hy
e H est un vecteur de RP, donc H = | :
hyp

o ¢ est une fonction de p variables; la notion de limite qui apparait dans la formule
(3.25) est celle de limite d’une fonction de plusieurs variables.

e La norme qui intervient dans la formule (3.25) (et dans la notion de boule qui
précise la notion de proximité) est comme d’habitude n’importe quelle norme
usuelle, par exemple la norme euclidienne, mais pas forcément. Il est facile de
démontrer que changer de norme ne change pas la notion de différentiabilité
associée.

o L’existence de la forme linéaire u qui apparait dans la définition peut étre rem-
placée (ce qui est équivalent d’apres les rappels du § précédent) par I’existence
de p nombres réels uy,...,up. La formule (3.25) devient alors
(3.26)

f(Xo+ H) = f(Xo) + urh1 + -+ + uphy + ||H|| e(H) avec IyLnOE(H) =0.

¢ Dans (3.25), paradoxalement, ce n’est pas la premiére partie qui est la plus
difficile & vérifier. Quelle que soit la forme linéaire u sur RP?, il est toujours
possible de poser, pour H proche de 0 et non nul,

_ f(Xo+ H) - f(Xo) — u(H)
IH||

e(H) et ¢(0)=0.
Avec cette fonction ¢, il est facile de voir que 1’égalité est vérifiée!
Ce qu'il est important de vérifier, c’est au contraire la deuxiéme partie de (3.25),
a savoir le fait que I}{imo e(H) =0.
—)
On pourrait d’ailleurs remplacer cet énoncé par celui-ci, plus court, mais qui est
moins parlant : e
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Proposition 3.55 f est différentiable en Xy si et seulement si il existe une forme
linéaire u sur RP telle que

i £ Ko+ H) — f(Xo) —uw(H) _

o ] 0.

Traduisons maintenant cette notion de différentiabilité dans les cas les plus usuels,
c’est-a-dire lorsque f est une fonction de deux ou trois variables.

Cas d’une fonction de deux variables

Une fonction f de 2 variables = et y est différentiable en Xo = (zo,y0) point
intérieur & D(f) lorsqu’il existe deux réels u; et ua et une fonction € tels que
f(zo+h, yo+k) = f(zo, yo)+uih+ugk+vh2 + k2 e(h, k) avec " k%ig%o 0 e(h,k) =0.

Cette caractérisation équivaut a
Il existe deux réels u; et ug tels que

f(330+h,’y0 +k) _f(anyO) —U1h—U2k _

I 0.
(h)=(0,0) N

Cas d’une fonction de trois variables

Une fonction f des trois variables z,y, z est différentiable en Xy = (o, yo, 20)
point intérieur & D(f) si et seulement si il existe trois réels wuj,ugz,u3 et une
fonction e de R3 vers R, définie au voisinage de 0 tels que

f(zo+ h,yo + k, 20 + 1) = f(z0, 0, 20) + urh + ugk + usl + Vh? + k2 + 12¢(h, k,1)
avec lim  e(h,k,l)=0.
(hlkll)_)(ololo)
Ce qui revient &
Il existe trois réels u;, ug, us tels que

lim f(@o+ Ry yo + K, 20 +1) — f(20, Y0, 20) — wrh — ugk —ugl _
(hyk,1)—(0,0,0) Vh2 + k2 412

Voyons un premier exemple :

Soit f définie sur R? par f(z,y) = a + bz + cy + az? + Bzy + vy?

Montrons que f est différentiable en (0,0).

On a f(0,0) = a, donc la formule définissant f ressemble & ce qu’on doit établir
si on prend b = u; et ¢ = ug, & condition que les 3 derniers termes puissent étre
assimilés & ||H||e(H), si on écrit

0.

f(0+ h,0+k) = a + bh + ck + (ah?® + Bhk + vk?).
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ah? + Bhk + vk2
doit nécessairement poser €(h,k) = : on a bien, alors
On do. p ( ) \/’W

f(0+h,0+k) = f(0,0) + bh + ck + ||(h, k)|le(h, k).

Il n’y a plus qu’a montrer que la fonction € qu’on s’est donnée convient, c’est-a-dire

qu’elle vérifie (h,kl)l—>m(0,0) e(h,k) =0

Appliquons la technique de majoration de la proposition 3.33 p. 86. On a

ah? + Bhk + vk?
VA2 + k2
h? |h||k| k2
h2+k,2 \/h2+k2\/h2+k2 h? + k2
SR YT e e
< (laf + |8l + [v) VA2 + k2

le(h, k)| =

(h,k)— (0 0)
On a donc obtenu ce qu’on voulait, & savoir (b %mto 0 e(h,k) =0, et f est bien
yK)—

différentiable en (0, 0).

On voit sur cet exemple, que cette définition est franchement lourde & manier, et
on a hite de découvrir un peu plus loin une condition suffisante de différentiabilité
plus facile & utiliser.

Auparavant, nous allons définir ce qu’on appelle la différentielle d’une fonction en
un point.

Définition 3.56 Soit f une fonction de R? dans R, On suppose que f est diffé-
rentiable en Xj.

Alors la forme linéaire u = (u3 -+ up) qui intervient dans la définition s’appelle
la différentielle de f en Xj. On la note u = dfx,

dfx, est une forme linéaire, donc pour tout H € RP, dfx,(H) est un réel.

Nous devons & présent énoncer une propriété rassurante :

Proposition 3.57 La différentielle d’une fonction f en un point X, si elle existe,
est unique.
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Preuve Supposons que la fonction f soit différentiable de deux facons en Xj :
D’une part, il existe une forme linéaire u et une fonction € telles que

f(Xo+ H) = f(Xo) +u(H) + |H||e(H)  avec }}glos(H) =0.
D’autre part, il existe une forme linéaire v et une fonction & telles que

f(Xo+ H) = f(Xo)+v(H)+ ||H| E(H)  avec }}glog(H) =0.
Alors on en déduit que pour tout H suffisamment proche de 0, on a
(3.27) (u—v)(H) = | H| (€ - €)(H).

% — v est une forme linéaire et € — € est une fonction qui tend vers 0 lorsque
H—0.
Montrons que la forme linéaire u—v est nulle. Procédons par I’absurde : on suppose
qu'il existe Y € RP tel que (u — v)(Y) # 0 (remarquons que Y est forcément non
nul). On a alors

|(u — v)(Y)]

— =K >0.

¥l
Pour tout ¢t € R*, le vecteur H = tY est tel que
—v)(H —v)(tY t(u—v)(Y
(= 0)(E)| _ [w=))| _ =) _ .,

I eyl Y

Donc |(u — v)(H)| = K||H||. Mais pour ¢ suffisamment proche de 0, H = tY est
suffisamment proche de 0 pour que la formule (3.27) s’applique, et on a

|(u —v)(H)[ = [ HI||(€ - e)(H)|-

On doit donc avoir |(€ — €)(H)| = K, mais ceci est incompatible avec le fait que
I}{imo(é‘— e)(H)=0.

_)
L’hypothese que u — v n’est pas ’application nulle est donc absurde et on a donc
u—v=0etu=w. a

La différentielle en Xy d’une fonction f différentiable en Xy est donc une forme
linéaire sur RP. Mais les fonctions f ne sont pas forcément différentiables seulement
en un point, mais en général elle le sont sur tout un domaine U C D(f). Comme
pour la dérivabilité, ou d’autres notions analogues, on définit la différentiabilité et
la, différentielle d’une fonction sur un domaine :

Définition 3.58 Une fonction f de plusieurs variables est dite différentiable sur
un domaine U C D(f) lorsqu’elle est différentiable en tout point Xg € U.

La différentielle de f est alors la fonction df, définie sur U, & valeurs dans
’ensemble des formes linéaires sur RP, qui associe & tout élément Xy € U la forme
linéaire dfx,.
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Récapitulons : lorsque f est différentiable en X, la différentielle de f en X est
la forme linéaire dfx, = u = (ul up).

Lorsque f est différentiable sur un domaine, la différentielle de f (df) associe &
tout Xo € U la différentielle de f en X :

Notant (RP)* ’ensemble des formes linéaires sur RP (c’est ce qu’on appelle le dual
de R?), on a

g U — @y

" Xo > dfx,-

df est ce qu'on appelle une forme différentielle.

Définition 3.59 On appelle forme différentielle sur un domaine ouvert & C RP
toute application w, définie sur U et & valeurs dans ’ensemble des formes linéaires
sur RP, c’est-a-dire & valeurs dans le dual (RP)*.

U — (RP)*
w
X0 — wx,
avec
o : RPF — R
Xo ' H +— wx,(H).

Cette notion de différentielle d’une fonction df et surtout de forme différentielle,
qui sont donc des applications a valeurs dans un ensemble de formes linéaires
est assez difficile & comprendre. Heureusement, cela sera précisé un peu plus loin
lorsque nous aurons fait le lien avec les dérivées partielles.

D’autre part, nous verrons un point de vue équivalent, (en remplacant vecteurs-
lignes par vecteurs-colonnes) : celui de gradient d’une fonction qui est un cas
particulier de champ vectoriel, comme la différentielle d’une fonction est un cas
particulier de forme différentielle.

Une derniére remarque concernant I'interprétation « graphique » de la différentielle
d’une fonction f en Xo (dfx,)-

Remarque : Si f est différentiable en X, puisque pour H suffisamment « petit »,
on a f(Xo+ H) = f(Xo) +dfx,(H) + ||H||e(H) avec e(H) qui tend vers 0, il
est logique de considérer que le dernier terme est « négligeable », c’est-a-dire que
f(Xo) + dfx,(H) est une approximation de f(Xo+ H).

On dit que dfx, est la forme linéaire tangente & f en Xo. Cela s’explique en
particulier en dimension 2.

Soit f une fonction de 2 variables, et 2 = f(z,y) ’équation de la nappe qui
représente f dans un repére de ’espace & trois dimensions. On suppose que
[ est différentiable en (zo, o). Pour (z,y) proche de (zo,yo), c’est-a-dire pour
(z,9) = (zo + h,yo + k) avec (h, k) « petit », on a donc

f(=,y) = f(zo + h,y0 + k) =~ f(0,%0) + df(zo,y0)(Bs k) = f(20,%0) +urh + uzk
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si df(a:o,yo) =u= (ul U2)
Or, I’ensemble des points dont les coordonnées vérifient

= f(o0,Y0) + u1(z — o) + u2(y — Yo)-

est un plan et Papproximation ci-dessus exprime que ce plan est trés proche de la
nappe z = f(z,y) lorsque (z,y) est proche de (zo,y0). Ce plan est logiquement
tangent & cette nappe au point (g, yo)-

3.7.4 Lien entre différentiabilité et dérivées partielles

Théoréme 3.60 Soit f une fonction de p variables x1,...,z, différentiable en
Xo.
Alors f est partiellement dérivable par rapport d chacune de ses variables, et de
plus

0 0
dfxo = (F2Xo) -+ FE(Xo)).
ha » f
En d’autres termes, si H= | : |, on a dfx,(H) = Z 5——

Une autre facon de comprendre ce théoréme est la suivante :
Les composantes de la différentielle de f en Xo sont les dérivées partielles de f en
Xo.

Preuve Il suffit d’établir que pour tout indice %, la i-éme fonction partielle g; de
[ en Xo est dérivable en z;o. Or, on a g;(t) = f(Z10, - - -, T(i—1)0 £, T(i4+1)05 - - - » Tp0)-
Donc gi(zio + h) = f(Xo + H;) avec H; est le vecteur de R? dont toutes les
composantes sont nulle sauf la i-eme, qui vaut h. Pour h suffisamment petit, H;
est dans le voisinage de 0 pour lequel la formule définissant la différentiabilité est
valable et on a

9i(zio + h) = f(Xo + H;) = f(Xo) + dfx,(H:) + || Hille(Hs)

= gi(zi0) + 1.0+ -+ + u;—1.0 + ush + uj 1.0+ - - + up.0 + || Hile(H)
= gi(zio) + uih + |h|e(H;).

En effet, quelle que soit la norme usuelle considérée, on a ||H|| = |h| (vérification
immédiate).
h
On a done gz(xzo + ,3/ gz(mzo) u; + u‘&(H)
11 est clair que lim H; = 0, donc par composn:lon de limite, on a lim (H;) = 0, et
|h| h—0 h—0

comme 5= +1 reste borné, le produit d’une fonction bornée par une fonction
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qui tend vers 0 ayant une limite nulle (voir la proposition 3.13 p. 73), on a
h "

lim |——Izs(Hi) = 0 et on est sir que

h=0 h

lim gi(zio + ) — gi(zi0) _ .
h—0 h

Ceci signifie justement que g; est dérivable en ;o et que g}(zi0) = u;.
Mais ceci montre que f est partiellement dérivable en X par rapport & z; et que

gf-(Xo) = u;. Comme tout ceci est valable quel que soit ’indice %, on a terminé.[]
i

Attention! La réciproque est fausse.
La meilleure facon de s’en convaincre est d’utiliser le théoréme suivant.

Théoréme 3.61 Si une fonction de plusieurs variables f est différentiable en
Xo, alors elle est continue en Xj.

Comme on a vu qu’il existe des fonctions qui admettent des dérivées partielles
et qui ne sont pas continues, on est slir que ces fonctions ne sont pas non plus
différentiables.

Preuve Il suffit d’établir que Xlin)l( f(X) = f(Xop), ou ce qui revient au méme,
—AX0

que
i — f(Xo) = 0.

Jim f(Xo + H) — f(Xo) =0

Or, f étant différentiable en Xp, en posant dfx, = (u1 e up), on a

f(Xo + H) - f(Xo) =uihy +---+ uphp + "H“ E(H)

Lorsque H — 0, toutes ces composantes h; tendent vers 0, donc tous les termes

u;h; ont pour limite 0, et il en est évidemment de méme pour le terme ||H|| e(H).O

La liaison sera compléte entre différentiabilité et dérivées partielles lorsqu’on aura
vu le théoréme suivant :

Théoréme 3.62 Si une fonction f de p variables est de classe C' sur un domaine
ouwvert U C D(f), alors f est différentiable sur U.

Preuve Elle est basée sur la formule des accroissements finis (théoréme 3.41
p. 99).

Soit Xo € U. U étant ouvert, il existe une boule ouverte B, centrée en X qui est
incluse dans Y. f étant de classe C* sur U, elle I’est aussi dans B. B étant un
ouvert convexe, pour tout X = Xo + H € B, on peut donc écrire la formule des
accroissements finis : il existe 6y €]0,1[ (0y dépend de H) tel que

P
f(Xo+ H) = f(Xo) + Zhi—aa{. (Xo+6nH).
. 1 z

1=
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Tenant compte de ce qu’on cherche & obtenir, on écrit

of of
P p hi| 5 (Xo+0gH) — -—(Xo)
F(Xo + H) = £(Xo) + zh%oco) +IHIY (& T )

F(Xo) + zhz =L (x0) + et

i=1

11 suffit donc de démontrer que I}{imos(H ) =0, en ayant posé
—)

P
e(h) = 3~ i (S -+ 00i1) - PL00) = St
”H | Oz; i=1
On montrera donc que pour tout indice i, on a lim0 g;(H) =0 avec

hi

SO0 = T

(5L Xo + D) - 5L(X0))

Or, on a (ceci quelle que soit la norme considérée) donc

IIHI|’

les(H)| <

)| -

Mais pour H — 0, on a bien siir! §H — 0, et puisque f est de classe C!, chaque

d . of _of
Bz, est continue en Xy, donc hm B_z(XO +6gH) = oz (Xo) et
Jim ‘—(Xo +ogH) - 2L Xo)‘ ~0.

On peut conclure que Il{i_rglo gi(H) = 0 d’apres le théoréeme 3.33 p. 86 et donc
I}{imos(H ) =0 et f est bien différentiable en Xj. a
—3

Comme d’habitude, la réciproque est fausse, mais les contre exemples qui existent
ne sont pas tres intéressants : ce sont des « cas pathologiques », qui amusent surtout
les poseurs d’exercices (méfiez-vous). En pratique, c’est la classe des fonctions de
classe C! qui est intéressante, et la plupart du temps vous démontrerez qu’une
fonction est différentiable sur un domaine U en écrivant :

« f est de classe C! sur U, donc f est différentiable sur . »

Pour les amateurs de €, et pour &tre plus rigoureux, on peut raisonner ainsi : en exprimant une
limite pour H — 0, on détermine une boule de centre 0, de rayon 7 dans laquelle on a toujours
une certaine majoration valable par exemple pour (Xo + H). Mais 0 étant plus petit que 1, on
est siir que si H est dans telle boule de centre 0,  H est aussi dans cette boule, et si on avait une
certaine majoration pour par exemple (Xo + H), elle est aussi vraie pour (Xo + 6H).
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Récapitulation

Schématiquement, on peut retenir que

= | f est partiellement dériva.blel

| £ est de classe C! | = [ f est diﬁ"érentiablel
= | f est continue (de classe C°)

Chacune des implications inverses étant fausse. En particulier, il n’y a aucune
relation de causalité entre les deux assertions les plus & droite : la dérivabilité
partielle n’implique pas la continuité, et la continuité n’implique pas la dérivabilité
partielle.

Remarque : Dans la définition 3.44 (p. 108) des fonctions de classe C™, on
demandait & une fonction, pour qu’elle soit de classe C™, que toutes ses dérivées
partielles existent et soient continues jusqu’a l'ordre n. Grace & ce qu’on vient de
voir, il suffira de vérifier que toutes les dérivées partielles existent jusqu’a ’ordre
n et seulement que les dérivées partielles d’ordre exactement n sont continues.
En effet, si par exemple les dérivées partielles secondes de f sont continues, en
particulier les dérivées partielles d’ordre 1 se trouvent étre de classe C! : elles
sont donc continues et f est alors de classe C!, donc continue. Finalement toutes
les dérivées de f jusqu’a ’ordre 2 sont continues donc f est de classe C2. Cette
remarque permet de vérifier beaucoup moins de continuités pour établir qu’une
fonction est de classe C™.

3.7.5 Quelques applications de la différentiabilité
Forme linéaire tangente

Lors des commentaires explicatifs suivant I’énoncé du théoréme 3.52 (p. 114)
sur la condition suffisante d’extremum pour une fonction de 2 variables, nous
avons signalé que le plan tangent & la nappe z = f(z,y) au point (zo,yo) avait

pour équation z = f(z0,40) + p(z — 50) + qy — W), avec p = = (z0,0) et

0
q= 6—f(:co, yo). Nous sommes maintenant en mesure de le justifier lorsque f est

différentiable en (zg,yo), puisqu’alors on a vu (dans la remarque 3.7.3 p. 123)
que dfg, 4,) est la forme linéaire tangente & la fonction f en (zo,yo)-

On y a vu que plan tangent & la nappe en ce point a pour équation

z = f(zo,y0) + u1(x — 20) + u2(y — Yo), u1, u2 étant les composantes de d f(z, yq)-

0
Or, ces composantes ont été déterminées au § précédent : on a u; = p = a—f(a:o, Yo)
z

0
et uy =q= a—i(wo,yo)- O



128 CHAPITRE 3. FONCTIONS DE R? VERS R"

Approximation d’une fonction de plusieurs variables

La formule définissant la différentiabilité, peut devenir une formule d’approxima-
tion si on lui supprime le dernier terme avec €. L’inconvénient de cette démarche
est qu’il n’y a aucune majoration de I’erreur commise, mais il peut étre pratique
de procéder ainsi

Exemple :

Pour f(z,y,2) = -z— (voir p. 102), on a f(2,0,1) = 2.

Que vaut approximativement (sans calculatrice) f(z,y, 2) lorsque :
xz=1,997; y=0,002; z=1,00127

Réponse :

On utilise la formule d’approximation, valable pour (z,y, 2) « proche » de (2,0, 1),
ce qui est le cas ici?

f(@,y,2) ~ f(2,0,1) + (2 - 2) (201)+(y 0) (201)+( —1) (2,0,1)-

of

of e _
g}l a %(x,y,z)y— . don;f %(2, 0,1)=1
ze
g—%(w,y,z) == y donc 8—y@(f2,0, 1)=2
ze
%(.’L‘,y, z) = — donc 8_:1:(2’0’ 1)=-

Puisque z — 2 = —-0,003; y — 0= 0,002; z — 1 = 0,001 2, on obtient

f(z,y,2) = £(1,997;0,002; 1,001 2) ~ 2 + (—0,003).1 + 0,002.2 + 0,001 2.(—2)
~ 2 — 0,003 + 0,004 — 0,0024 = 1,998 6.

Un calcul direct & la calculatrice donne 1,997 xexp(0,002)/1,001 2 ~ 1,998 599 677 051.
La valeur approchée que l'on a trouvée n’était pas si mauvaise.

3.7.6 Compléments sur les formes différentielles

On se placera dans ce § uniquement dans le cadre de fonctions de 2 ou 3 variables
z, y et éventuellement z.

Rappelons qu’une forme différentielle w est une fonction de R? vers son dual (]RZ)*
(ou de R? vers son dual (R3)*).

2 11 est impossible de préciser cette notion de proximité! Les physiciens eux ne font pas tant de
« chichis » et sont tout & fait convaincus de la proximité de ces deux triplets!
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Formes différentielles de base

1l est d’usage de noter dz la forme différentielle constante qui associe & tout
X € R? le premier élément de la base canonique de (R?)*, qui est la forme linéaire

. . N 12 h , h
de matrice (1 O), associant & tout élément ( k) de R? le réel (1 O) (k) = h.
On a donc Y(z,y) € R?, dz(gy) = (1 O) et
V(z,y) €R?, V(h,k) €R?,  dz(yy)(h,k)=h

De la méme fagon on définit dy, forme différentielle constante, associant & tout
X € R? le deuxiéme élément de la base canonique de (R?)*, ayant pour matrice

(0 1).
On a donc
V(.’L’,y) € Rza V(h,k) € Rz, dy(w,y)(h)k) =k

(Dans R3 la définition de dz, dy et dz est analogue).

Expression de la différentielle dans cette base

Avec ces conventions, on note alors
f 9f 4 [ of ]
df = T+ == By 52 —dz

Cette notation signifie que la forme différentielle df associe & tout (z,y) € R? la
g 0 0
forme linéaire df(; ) = 8_£($’ Y)dz (5 + 6—5(:1:, Y)dY(z,y)-

Cette forme linéaire associe & tout (h, k) € R? le réel

hol(z ,y)+k—(w ).

df(a:,y)(ha k) = —(SL’ y)dx(x,y)(h k)+ (z y)dy(z,y)(h' k) =
D’une fagon générale, une forme différentielle w se décompose dans la « base »
(dz, dy), sous la forme

w = uidz + uady.

U3 et ug sont deux fonctions & valeurs réelles ayant le méme ensemble de définition
que w.

Un probléme important que nous traiterons au chapitre suivant consiste & savoir
déterminer quand une forme différentielle w peut s’écrire comme la différentielle
d’une fonction f : & quelle condition sur w = u;dz +usdy peut-ellé s’écrire w = df,

b \ . 6f
c’est-a- = -2 “Ldy?
est-a-dire w i:vdm-'_ 5ydy
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3.7.7 Complément sur le gradient

Cette notion de gradient d’une fonction de plusieurs variables n’est en fait qu’un
deuxiéme aspect de la méme théorie de la différentiation d’une fonction.

Soit f une fonction de 2 (ou 3) variables (cas les plus souvent rencontrés en
pratique). On suppose que f est de classe C! sur un domaine Y. Nous allons
travailler dans R3 pour fixer les idées mais c’est pareil pour R? (ou méme RP)
Alors le gradient de f est une fonction vectorielle, définie sur U, & valeurs dans
R? (ou R3), notée grad f. Notons qu’a cause de son utilisation principalement
en physique, l'interprétation prioritaire, dans cette situation est que U est un
sous-ensemble de R3 considéré comme ensemble de points alors que grad f est &
valeurs dans R3 considéré comme ensemble de vecteurs.

On pose, pour tout point X de U,

grad J(X) = | 7-(X)

Le gradient d’une fonction de plusieurs variables est donc un champ vectoriel (ou
champ de vecteurs), c’est-a-dire une fonction définie sur un domaine U de points
de ’espace, a valeurs dans ’ensemble des vecteurs de 1’espace.
D’une fagon générale, un champ de vecteurs V’ est caractérisé par ses fonctions
composantes v; (1 < 7 < 3), qui ont le méme ensemble de définition que V'. On a,
pour tout point X € U,

v1(X)

V(X) = | 0a(X)
v3(X)

—
Les fonctions composantes du champ vectoriel grad f sont

of . _o _of

Y= B2 ' ”2‘3y ’ =52

Par analogie avec les formes différentielles, un probléme important que nous
traiterons au chapitre suivant est de savoir dans quels cas un champ de vecteurs

est en fait égal au gradient d’une fonction f.

Une interprétation graphique du gradient

Soit f une fonction des deux variables x et y, de classe C! sur un domaine U/ du
plan.
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3.7

A tout réel A correspond un sous-ensemble de U/, formé de tous les points X tels
que f (X) = A. On appelle cet ensemble la courbe de niveau ou la ligne de niveau
) de la fonction f.

Cette terminologie est issue de la géographie : sur une carte d’état-major, la ligne
de niveau 100m est I’ensemble de tous les points de la carte qui correspondent
sur le terrain & un point d’altitude 100m. Dans cette situation géographique,
J’application f associe & tout point de la carte I’altitude du point du terrain qu'’il
représente.

Lorsqu’on représente la fonction f par une nappe de I’espace, d’équation z =
f(z,y), on peut retrouver cette interprétation : la ligne de niveau \ est I’ensemble
des points de coordonnées (z,y) dont le point correspondant de la nappe est a la
cote z = A.

On a le théoréme suivant, que nous ne démontrerons pas :

Théoréme 3.63 Si f est une fonction de deux variables Mlasse C! sur un
domaine U, si X est un point de U tel que f(Xo) = X et grad f(Xo) # 0, alors
la ligne de niveau A\ de la fonction M passe forcément par Xo) admet en X
une tangente qui est orthogonale d grad f(Xo).

Pour une fonction de trois variables f, on peut de la méme fagon introduire la
notion de surface de niveau, et on a le théoréme analogue :

Théoréme 3.64 Si f est une fonction de 3 uariaMe classe C! sur un domaine
U, si Xo est un point de U tel que f(Xo) = A et grad f(Xo) # 0, alors la surface
de niveau A de la fonction f (qui passe forcément par Xo) admet en Xo un plan
tangent qui est orthogonal d grad f(Xp).

Exemple d’application : la tangente & une conique.

Vous savez peut-étre que les courbes du plan d’équation f(z,y) =0, f étant une
fonction polynéme de degré 2 enza: et y, sont des coniques.

Par exemple, si f(z,y) = :c_2 + ?2—2 — 1, la conique d’équation f(z,y) = 0 est une
ellipse £. ¢

Alors, la tangente T & cette ellipse en un de ses points My(zo, o) est la droite

—
passant par My et orthogonale & grad f. Puisque

of 2z of 2yo
a(iﬂo,yo) =2 ¢ a—y(wo,yo) =32

on a

2:1)0
3 _| a®
grad f(Mo) = 200

B2
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T est donc caractérisée par

MeT < Moﬂ)-gradf=0

2x0 2y0
= —(@—20)+ 35y ~%)=0
2 .2
ToT Yoy Top Yo _
= a2te a2 0
ZoT | Yoy _ yo
@)?+b—2-— =0 pulsqueMoeé'donc—+b2-l.

3.8 Différentiation des fonctions de R? vers R"

3.8.1 Définition par les fonctions coordonnées

Nous considérons dans ce § des fonctions F', définies sur un domaine U/ de R?,
a valeurs dans R™. Ce sont donc des fonctions vectorielles, et en tant que telles,
elles ont des fonctions composantes f; (1 < ¢ < n), définies sur le méme ensemble
de définition que F'.
fi(X)
Pour tout X € U, on considére donc F(X) = : et comme pour les notions
fn(X)
de limite, de continuité. .. c’est par 'intermédiaire de ’éventuelle différentiabilité
des fonctions coordonnées f; que I’on définira la différentiabilité de F'.

Définition 3.65 Soit F' une fonction définie sur un domaine U de RP, & valeurs
dans R", de fonctions composantes f; (1 < ¢ < n). Alors on dit que f est différen-
tiable en Xy € U lorsque toutes ses fonctions composantes sont différentiables en
Xo.

f est différentiable sur U lorsque toutes ses fonctions composantes sont différen-
tiables sur U.

Bien entendu, on peut tenter de traduire ces définitions en utilisant la définition
de la différentiabilité d’une fonction & valeurs réelles.

Proposition 3.66 Avec les notations précédentes, une fonction F' de RP vers R®
est différentiable en X s’il existe n fois p réels u;; et n fonctions ¢; tels que pour
tout X = Xo + H suffisamment proche de Xj,

Vie{1,...,n}, fi(Xo+H) = f; X0)+Zumh]+||H||ez(H) avec hm e,(H) =0.
j=1

La différentiabilité de F' en Xy demande donc entre autres ’existence de n formes
linéaires u; = (un e uip) sur RP, donc ’existence d’un tableau de n fois p
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réels. Mais un tel tableau ne s’appelle-t-il pas une matrice? Si on écrit I'une en
dessous de I'autre les n matrices lignes correspondant & ces n formes linéaires, on
obtient une matrice de n lignes et p colonnes.

(u11 s Ulp) Uil - Ulp
(¢ ) = :
(unl ce unp) Unl ** Unp

A quoi correspond cette matrice ? C’est la matrice d’une application linéaire U de
RP vers R™, dont les fonctions composantes sont justement les n formes linéaires
Uj.

D’autre part, la donnée des n fonctions de p variables €; revient exactement a
préciser une fonction vectorielle £, de fonctions composantes les ¢;, et préciser
que les n fonctions €; ont toutes 0 pour limite signifie exactement que £ a pour
limite Ogn.

Finalement, nous avons démontré la caractérisation suivante :

Proposition 3.67 Avec les notations précédentes, la fonction F est différentiable
en Xp si et seulement si il existe une application linéaire U de RP vers R™ (ou ce

qui revient au méme une matrice n lignes et p colonnes (u;;)1<i<n) €t une fonction
1sjsp
de p variables &£, également & valeurs dans R", définie au voisinage de Ore telles

que, pour H suffisamment petit on a

F(Xo+ H)=F(Xo)+U(H) + |H||E(H) avec Hl_i)%l E(H) = Ogn.
RP

Dans cette situation, il est classique d’identifier ’application linéaire U et sa
matrice (uij)1<i<n. Avec cette convention U = (uij)1<i<n, €t en notant en colonnes

1<j<p N2
hy Ul vt Ulp ha
levecteur HERP, H=| : |,ona U(H) = oo : | =UH.
hp u'nl tt Unp hp

3.8.2 Différentielle d'une fonction vectorielle

De fagon extrémement logique, I’application linéaire U qui intervient dans la
proposition 3.67 est appelée la différentielle de F' en Xy, et on la note DFx, (plus
tard, on utilisera aussi la notation plus universelle dF).

Il est clair, d’aprés la propriété analogue pour les fonctions & valeurs réelles, que
la différentielle DF, en X d’une fonction F' vectorielle est unique.

Lorsque f est différentiable sur U, ce procédé définit donc une application sur U,
a valeurs dans I’ensemble des applications linéaires de RP vers R” (qui est noté
L(R?,R™)) (ou ce qui revient au méme, & valeurs dans 'ensemble des matrices n
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lignes, p colonnes). Cette application est notée DF'; elle s’appelle la différentielle
de F, et elle est définie par

U — L(RP,RY)

DF Xo — DFXO
avec
RPF — R"

H +— DFx,(H).

On a quelques propriétés immédiates :

DFy, :

Proposition 3.68 Si F' et G sont deux fonctions & valeurs dans R", définies et
différentiables sur le méme domaine U de RP, alors pour tous réels A, i, on peut
affirmer que A\F' + uG est différentiable sur U et que

D(AF + puG) = ADF + uDG.
Cela signifie que pour tout Xo € U, on a ’égalité entre les applications linéaires
D(A\F + uG)x, = A\DFx, + uDGx,,
donc que pour tout H € RP, on a I’égalité entre les vecteurs de R™
D(AF + uG)x,(H) = A(DFx,(H)) + n(DGx,(H)).

11 suffit d’écrire la définition, par exemple avec la caractérisation de la proposition
3.67.

Proposition 3.69 Si F est différentiable en X, alors F' est continue en Xj.

Il suffit de passer par les fonctions coordonnées, et d’utiliser la proposition 3.61
p. 125.

3.8.3 Expression de la différentielle, matrice jacobienne

En traduisant vectoriellement la propriété donnant I’expression de la différentielle
d’une fonction & valeurs réelles, on obtient

Théoréme 3.70 (et définition) Soit F' une fonction définie et différentiable
sur un domaine U de RP, d valeurs dans R™. Alors toutes les fonctions composantes
fi de F' admettent des dérivées partielles par rapport a toutes les p variables, et

de plus, si DFx, = U = (uij)1<i<n, alors on a pour tout (i,5),
1<isp

Of;
Uy = %(Xo)-
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oh . A
or1 Ozp
Lo matrice J(F) =] : . |, (qui est une matrice d’applications) s’ap-
Ofn . Ofn
63:1 3:Ep

pelle la matrice jacobienne de F. On a, pour tout Xo € U, J (F)(Xo) =DFx,.

De méme ’adaptation vectorielle du théoréme 3.62 p. 125 nous donne

Théoréme 3.71 Si F est une fonction définie sur un domaine U de RP, d valeurs
dans R™, si les fonctions composantes f; de F sont de classe C* sur U, (on dit
dans ce cas que F est de classe C' surU), alors F est différentiable sur U.

Ce théoréme est fondamental : c’est dans le cadre des fonctions de classe C! que
nous travaillerons désormais, et les fonctions différentiables que nous considérerons
seront toujours des fonctions de classe C', méme si on peut montrer qu'’il existe
des fonctions différentiables & dérivées partielles non continues.

Exemple : : soit la fonction F' de R3 dans R?, définie par

1
_ x2y+— _ f]_(ﬂ?,y’z)
Plog,2) = ( ) - (Ren).

z sinye?

Les deux fonctions composantes f; et fo de F' sont évidemment de classe C* sur
leur ensemble de définition R x R x R*. Donc F' est différentiable sur cet ensemble,
et dF' est caractérisée par la matrice jacobienne de F' et on a

o1 o1 o1
%% (z,9,2) By (z,y,2) P (z,y,2)

9 0
a—f(x,y, Z) 8_‘1;2(1"1 Y, z) 6—22(:1:’3/’ z)

1
2
_ 2zy T 3z ‘
sinye* z cosye® c sinye?

DF(m,y,z) = J(F)(:L', Y, z) =
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h
Pour tout H = (h, k,1) € R3 (ou plutét H = | & ), sachant que £ = (g) est
l

telle que ll(m )8 (H) = <0), on a:

F(z+h,y+k,z+1)

2 2 Lo\ (*
= F(z,y,2)+ | “*Y m 22 k| +I|[H|EH)
sinye* x cosye® zsinye® l
_ Ty + = +2myh+m2k—z—l+IIH|I€1(H)
z sinye® + smyezh + z cosy e’k + x siny el + | H||e2(H)

Avant de continuer, il est intéressant de penser & observer ce que devient la notion
de différentiabilité, de différentielle, de matrice jacobienne d’une application f de
RP vers R™ dans les cas particuliers p=1oun = 1.

Si n = 1, on est ramené a I’étude de la différentiabilité d’une fonction réelle de
plusieurs variables, ce qu’on a fait au § 3.7 pp. 117 & 131. Notons que pour une
fonction différentiable f de RP vers R, on a Df = df.

Sin=1et p=1, on est en présence d’une fonction f réelle d’une seule variable.
La différentiabilité d’une telle fonction f en zy équivaut a sa dérivabilité en z
et dans ce cas, on a dfz, qui est la forme linéaire h — f'(zo)h. La matrice (?!)
d’une telle forme linéaire n’a dans ce cas qu’une ligne et qu’une colonne! C’est la
matrice ( f! (:1:0)). En fait on assimile dans ce cas Df, df et f’.

Sip=1etn > 2, alors f est une fonction vectorielle d’une seule variable ¢, notion
étudiée au chapitre 2. Dans ce cas, la différentiabilité de f équivaut a celle de ses
n fonctions composantes, donc & la dérivabilité de celles-ci. La matrice jacobienne
est dans ce cas une matrice colonne formée des dérivées des fonctions composantes.

Voyons maintenant deux propriétés importantes de la différentielle

Proposition 3.72 (Différentielle d’une application linéaire)
Soit U une application linéaire de R? vers R™ (U € L(R?,R™)). On identifie U et

sa matrice (ui;)1<i<n-
1<5<p
Alors quel que soit Xo € RP, U est différentiable en Xo et DUx, = U (et U est

donc également continue en Xy : U est continue sur RP).

Il est intéressant de comprendre ce qu’est dans cette situation la matrice jacobienne

de U.
C’est une matrice d’applications, et toutes ces applications sont constantes : on
note par abus de langage J(U) = U. C’est un abus de langage, car en fait, c’est
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37.1,,;
6:12]'
appelant u; la i-éme fonction composante de U), donc le terme de la i-éme ligne
et j-éme colonne de J(U) est I’application constante ¢t — u;;, pour laquelle il est
d’usage de faire I’abus de langage de I’appeler u;;.

pour tout X € RP que I'on a J(U)(X) = U; on a en fait (X) = u4j (en

Preuve de la proposition 3.72.
On a pour tout Xo € RP et pour tout H € RP, U étant linéaire

U(Xo+ H)=U(Xo)+U(H) =U(Xo)+U(H) + ||H|IE(H),

en posant £(H) = Ogn pour tout H (£ est l’application nulle).

On a donc clairement Hli%l E(H) = Ogn, on peut conclure que U est différentiable
—0Ogrp

en Xo et que DUx, = U. 0

On a aussi la proposition suivante, assez évidente

Proposition 3.73 Soit F' une fonction définie et différentiable sur un domaine
U de RP, & valeurs dans R™. Alors F' est une fonction constante si et seulement si
on a DF = (0) (la matrice n lignes, p colonnes d’applications toutes nulles).

Preuve Il est clair que si F' est une fonction constante, toutes ses fonctions

L Ofi
composantes sont aussi constantes et donc toutes les dérivées partielles i sont

oz,
nulles, (donc continues et F' est de classe C!, donc différentiable méme si Jon ne
I'avait pas mis dans ’hypothése). On a donc DF = (0).
Réciproquement, si DF' = (0), toutes les dérivées partielles de la i-éme fonction
composante f; sont nulles. f; est donc une fonction qui est constante par rapport
a chaque variable z; : elle est donc constante, et puisque F' a toutes ses fonctions
composantes qui sont constantes, elle est constante. O

3.8.4 Différentielle d'une fonction composée

Le théoréme fondamental pour la différentiation d’une fonction composée est la
généralisation de la formule classique (go f)' = (¢’ o f) f’.

Théoréme 3.74 Soit F une fonction de RP vers R", de classe C! sur un domaine
UCRPr.
Soit G une fonction de R™ vers R™, de classe C' sur un domaine W C R™.
On suppose que pour tout X € U, on a F(X) € W (en d’autres termes, on a
FUu)ycw).
Alors G o F est différentiable sur U, et on a, pour tout Xo € U tel que F(Xo) =
Yoew

D(G o F)x, = DGy, o DF,.
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Preuve Pour bien suivre dans quel espace on se trouve, nous allons noter
différemment la norme de chaque espace :

e La norme d’un X € RP sera notée || X||q.

e La norme d’un X € R" sera notée || X||3.

e La norme d’'un X € R™ sera notée || .X||,.

On pose U = DFY,. Pour tout H € RP suffisamment petit, on a

F(Xo+ H) = F(Xo) +U(H) + |H||.£(H)  avec Hl_i)r(rllw E(H) = Ogn
=Yo + U(H) + | H|l £ (H).
De méme on pose V = DFy,. Pour tout K € R" suffisamment petit, on a
G(Yo+ K) = G(Yo) + V(K) + | K||pE(K)  avec Jim E(K) = Ogm.
On a donc
(GoF)(Xo+H) = G(F(Xo+H)) = G(Yo+U(H) + | H|l«£(H)) = G(Yo +K),
a condition de poser K = U(H) + ||H||oc€(H). On en déduit
(Go F)(Xo + H) = G(Y0) + V(K) + || K| (K)
= (Go F)(Xo) + V(U(H) + || Hll£(H)) + | K || sE(K)
= (G o F)(Xo) + (V o U)(H) + | HllV (E(H)) + | K[|sE(K)

= @00 + (Vo0 )aD) + e |V () + L)
= (Go F)(Xo) + (Vo U)(H) + || H||E(H).
On a obtenu la forme souhaitée pour établir le résultat, en posant
N o) +iElag ),
E(m) =V (em) + H]a E(U(H) + | HlloE(H)).

En effet, V o U est bien une application linéaire de RP vers R™ (en tant que
composée d’une application linéaire de RP vers R™ par une application linéaire de
R™ vers R™) et il suffit donc d’établir que hm E(H) = Ogm.

Or, on a o
_ Joe + 1@,
1€ < v (ean)| + T & + 1E1as@m)|
¥ «
S ”V(‘S(H)) + "11{” ”ﬁ”g K)” +lleE) g€k “

Y
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Dans ce dernier membre de gauche, pour H — Ogp, il est clair que le premier
terme tend vers 0 (car I'application linéaire V' est continue) ; le troisiéme et dernier
terme tend aussi vers 0 comme produit de deux fonctions qui tendent toutes deux
vers 0 (on compose des limites pour € : puisque K = U(H) + || H||E(H), il est
clair que lim K = Ogn.)

H—0gp

Il reste & montrer que le deuxiéme terme tend vers 0. Or, c’est le produit de

o)l
NES

il suffit de montrer que ce dernier quotient reste borné pour obtenir le résultat

souhaité, grace au théoréme 3.13, p. 73.

”£(K )” qui tend vers 0 comme on vient de le voir et du quotient

Nous utiliserons une astuce pour établir ce résultat : nous supposerons que la
norme || - |l de R? est la norme du max, alors que pour la norme || - ||g de R™
nous prendrons la norme somme (voir les normes usuelles p. 6). Si ce sont en fait
d’autres normes, 1’équivalence des différentes normes usuelles (théoréme 1.9 p. 7)
permettra néanmoins de conclure.

ha
SiU = (um)1<1<n, on pose M = Z (Z |um|). Pour H=| : |,ona:

1<jsp i=1 \j=1
hp

n

Nl =D lwsaha + - + wiphy| < 3 (fwial [ha] + -+ + luip] |Bp])

i=1 i=1
n n
<3 (fua 1l -+ + sl o) < 3 (Z s 1o | = M e
=1 i=1
On a donc VH € R?, % < M donc ce quotient est borné, ce qui acheve la
démonstration. > 0

Traduisons cette propriété dans quelques cas particuliers :

Tout d’abord, si p = m = 1. Avec les notations de ce théoréme, (F = f ou, avec u

fonction vectorielle d’une seule variable, et f fonction réelle de n variables), on a
uy (to)

pour ty € D(F), Dug, = : et en Yo = u(to), on a

up (to)
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Dfy, =dfy, = (%}(Yo) %(Yd) . On a donc :

of o v (to)
DFj, = D(f 0wy = dfo 0 Dugo = (-(%) -+ <y0)>
o ul (to)

—Z" to)a—(y) Zu to u(to))

On retrouve bien la formule du théoréme 3.40 (p. 97), qui se trouve redémontré
dans toute sa généralité.

Ensuite, si p = n = m = 1, puisqu’on a vu que dans ce cas, DF = dF = F/,
Papplication linéaire dFx, = F'(X() associant & tout h réel le réel DFx,(h) =
F'(Xo)h, la formule s’écrit (G o F)'(Xo) = G'(Yp) o F'(Xj). Cette formule signifie
que pour tout h réel, on a

(G o FY(Xo) h = (G o F)'(Xo)(h) = (G'(¥o) o F'(X0)) (k) = G'(Yo) (F'(Xo)h)
= G/(Yo)F'(Xo)h = G/ (F(X0)) F'(Xo)h = ((G' o F) - F') (Xo)h.

Puisque ceci est vrai pour tout h réel, et pour tout Xg € U, on retrouve bien la
formule de dérivation des fonctions composées : (GoF) =(G'oF)F'

Corollaire 3.75 Avec les notations du Théoréme 3.74, la matrice jacobienne de
Go F est égale au produit de la matrice jacobienne de G par la matrice jacobienne
de F'. Plus précisément, si Yy = F(Xp)

J(G o F)(Xo) = J(G)(Yo) - J(F)(Xo)-

Ce résultat est évident en traduisant matriciellement la composition des applica-
tions linéaires U = DFx, et V = DGy,.

3.8.5 Jacobien d'une fonction de classe C!

Définition 3.76 Soit F' une fonction définie et de classe C ! sur un domaine U de
R™, & valeurs dans R™. Alors le jacobien de F' est la valeur absolue du déterminant
|det(J(F))| de la matrice jacobienne de F. (C’est donc une application de U vers

Remarque : Le jacobien d’une fonction ne peut étre défini que si la dimension
de lespace de départ est égale d la dimension de l’espace d’arrivée, puisque seules
les matrices carrées ont un déterminant.

(Rappel : Le déterminant d’une matrice carrée 2 x 2 se calcule ainsi :

a b = ad — be.

.. [a b
st M = (c d)’ alors det(M) = d
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Le déterminant d’une matrice carrée 3 x 3 peut se calculer ainsi (méme si ce
n'est pas toujours, loin de ld, la meilleure méthode) (régle de Sarrus) si M =
a b c a b c
d e f|,alorsdet(M)=|d e f|=aei+bfg+ cdh—ceg—bdi—afh.)
g h 1 g h i
L’intérét de la notion de Jacobien apparaitra lors de I’étude des changements de
variables dans les intégrales doubles et triples.
Nous allons néanmoins étudier dés maintenant les changements de variables
classiques, car ils fournissent des exemples intéressants.

Coordonnées polaires

y _______
_A I
J L 0 !
I
x' 0 _’_): % > X
(3.28) y'

On considére la fonction 1, définie sur une partie de R** x R par

Y : (r,0) — (z,y) = (rcosf,rsinb).
L’interprétation graphique de ce changement de variable est classique : pour un
point M de coordonnées (z,y) dans un repére orthonormé direct (O, 7, 7), r désigne
la longueur du segment [OM] et 6 désigne une des mesures modulo 27 de I’angle

entre le vecteur 7'et la demi-droite [OM). En utilisant les nombres complexes, il
est intéressant de noter que

r=lz+iy| et O=arg(z+iy) [27].

Les fonctions coordonnées de 1 sont 1, : (r,6) — rcosf et 1y : (r,0) — rsiné.
Elles sont clairement indéfiniment continiment dérivables, donc v est différentiable
et sa matrice jacobienne est, en (r,6)

0 0
3(w) _ %(r,a) %(r, 0) _ cosd -—rsiné
() % (r.0) % (r.6) sinf rcosf |°
or "’ 00 ‘'’

Le Jacobien de cette application est donc
| det(J(%))| = |r cos® 6 + rsin® 6| = 1.



142 CHAPITRE 3. FONCTIONS DE RP VERS R»

Remarque : On peut se poser la question suivante : le sens de I’application 1) est-i]
bien choisi ? Ne serait-il pas judicieux de considérer une fonction (z,y) — (r,6)?
La réponse est clairement non. En effet, nous verrons un peu plus loin qu’il
n’est pas du tout simple d’exprimer (r,6) en fonction de (z,y), d’une part, et
d’autre part, c’est paradoxalement dans ce sens que le « passage en polaires y
est simple, comme nous allons le voir ci-aprés. En effet, en général, on rencontre
des expressions en (z,y). Pour passer en polaires, il suffit de remplacer dans ces
expressions z et y par leurs valeurs respectives r cos et rsind, et dans ce cas les
formules qui donneraient r et 6 en fonction de (z,y) ne sont pas utiles. Illustrons
cela pour une fonction f des deux variables (z,y).

Soit f une fonction de deux variables (z,y) définie et de classe C! sur une partie
U de R? ne contenant pas (0,0). On suppose que f est une fonction & valeurs
dans R, mais si f est & valeurs dans RP, on peut faire exactement le méme type
de raisonnement.

Lorsqu’on désire « passer en polaires », on pose (z,y) = (rcos@,rsin ) = ¥(r,0).
Cela revient & étudier Iapplication F' = f o9, qui est définie sur une partie
de R*t* x R et pour laquelle les variables sont (r,8). On obtient facilement une
relation entre les dérivées partielles de F' (par rapport & r et 6) et les dérivées
partielles de f (par rapport & x et y), soit en utilisant le théoréme 3.40 p. 97, soit
le théoréme 3.74 p. 137 (ou son corollaire).

La premieére méthode consiste & écrire :

OF _0fdz  0foy
8r 8z or ayar
OF 0fdx  0f0y
80 0z 9  dyde

OF o _ 0 O o
o (r,0) = aw(:v,y) cosf + By (z,y)sinf

Donc
oF _of o of
W(T’ ) = o (z,y)(—rsinf) + 3y (z,y)r cosé.

La seconde méthode revient bien siir au méme, et consiste a écrire le résultat pour
les matrices jacobiennes.

Puisque J(F)(r0) = J(f ©¥)(r6) = I(f) (z,4)I (¥)(r,6), OD &

(%—}:(r,t?) %%(rﬁ)) = <g—£(w,y) a—f(w Y ) JW)r0)

of cosf —rsinf
= (—(:c,y) ) (sina 7‘0089)
= (—(a: y)cosf + ?(m y)siné 6—f(m,y)(—rsin0) + %(m,y)rcow).

On retrouve bien siir le méme résultat.
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Coordonnées cylindriques

Prendre les coordonnées cylindriques d’un point de I’espace rapporté & un repére
orthonormé direct de ’espace consiste & remplacer les deux premiéres coordonnées
(:v,y) de ce point par les coordonnées polaires (r, ).

(3.29)

Plus précisément, on considére ’application v définie sur une partie de R3 (en
fait, une partie de R*+ x R x R) par 4(r,0, z) = (z,y,2) = (rcosf,rsinb, z). Il
n’y a pas beaucoup de différences avec les coordonnées polaires. L’interprétation
graphique est la suivante :
Si M est le point de coordonnées (z,y, z) dans le repére orthonormé direct de
l'espace (0,7, 7, l_c'), et si M n’est pas un point de ’axe (Oz), on considére le projeté
orthogonal m de M sur le plan (Ozy); r représente la longueur Om, et 0 est une
mesure de ’angle entre le vecteur 7’ et le vecteur Om (& k2w prés, bien siir), le
plan (Ozy) étant orienté par le vecteur k, c'est-a-dire que %7 =+5%.
L’application 9 est évidemment de classe C® et est donc différentiable. Les
P1(r,0,2) = rcosé
fonctions coordonnées de v sont (11,2, %3) définies par ¢ (7,0, 2) = rsinf

P3(r, 0, 2) = 2.

Sa matrice jacobienne en (7,0, 2) est

20,2 2r0,2) Wir,6,2)

681}; 661/? 881; cosf@ —rsinf 0
J("/))(r,e,z) = —2(r, 0,z) —2(7', 0,2) —2(7‘,0,z) = |sinf@ rcosf O

6(25 881,5 aazpz 0 o 1

3 3 3
W(rv 07 Z) _a-H—(T, 0a z) E(r’ 0) Z)

Le Jacobien de 1 est donc ici aussi 7 (calcul immédiat).
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Coordonnées sphériques

Ce changement de variable dans R3 est un peu plus difficile & manier que le
précédent.

(3.30)

Commencons par son interprétation géométrique. On considére encore un point M,
de coordonnées (z,y, 2) dans un repére orthonormé direct (0,7, 7, E) On suppose
ici aussi que M ¢ (Oz), et on appelle m le projeté orthogonal de M sur le plan
(Ozy), et H le projeté orthogonal de M sur I'axe (Oz).

On appellera p la longueur OM (& ne pas confondre avec 7 = Om des coordonnées
cylindriques).

0 est la colatitude : c’est 'angle entre I’axe (Oz) orienté par K et le vecteur OM.
Cet est toujours « positif » (il est compris entre 0 et ).

La troisiéme coordonnée est aussi un angle, c’est ’angle ¢ entre ’axe (Ox) orienté
par 7’ et le vecteur O_n)z

On a O_IV)I = 5771 + O_I-)I, avec d’une part 53 = pcosGE et d’autre part,

= — R . .

Om = ||Om)||(cos ¢ 7+ sin ¢ 7), tandis que ||Om|| = psin @, de sorte que finalement

O_Al) = psinfcosp i+ psinfsinp 7+ pcos013.

C’est ce calcul qui justifie la définition rigoureuse des coordonnées sphériques :
On consideére la fonction ¢ définie sur une partie de R3 (en fait, une partie de
R**+x]0, 7[xR) par

#(p,0, ) = (z,y,2) = (psin d cosp, psin fsin ¢, pcosb).

#1(p, 0, ) = pcospsinf
Les fonctions coordonnées de ¢ sont (¢1, ¢2, ¢3) avec < @o(p, 0, p) = psinpsiné

¢3(,0, 9, ‘P) = pcos 6.
Ces fonctions sont évidemment indéfiniment continiiment dérivables, donc ¢ est



3.8 DIFFERENTIATION DES FONCTIONS DE R? VERS R" 145

différentiable et sa matrice jacobienne en (p, 8, ) est

0 0 0
(G20.0:0) Z0.0.0) F2(0.60,9)
0 0 0

B pan = | 320.00) F20.00) 52(p.0,9)
263 995 28
r (0 0,0) —p(p,6,9) B (0,0, %)
cospsinf pcospcosf —psinpsinb

= | sinysind psinpcosf pcospsinb

cosf —psinf 0

Le déterminant de cette matrice, calculé par la régle de Sarrus vaut :

cospsinf pcospcosf —psinpsinf
sinpsind psinpcosf pcospsinf
cosf —psin @ 0
= p? cos? pcos? Osin f + p?sin? psind §
+ p? sin? p cos? fsin O + p? cos? psin 4
= p?sin 0(cos? p cos? @ + sin? psin? §
+ sin? ¢ cos? @ + cos? psin? §)
= p? sin §(cos? ¢ + sin? p)(cos? § + sin? ) = p®sin .

Finalement, le Jacobien de ¢ vaut donc |det(J(¢)(,,0,0))| = p?siné.

Remarque : On rencontre parfois d’autres définitions des coordonnées sphériques :
par exemple, ’ordre des coordonnées peut étre différent ; on peut aussi remplacer
la colatitude par la latitude (qui varie entre —7 et 7, comme la latitude sur le globe
terrestre qui varie entre 90° Sud et 90° Nord). L’important est de comprendre
la démarche, et de savoir calculer le Jacobien : on trouve dans tous les cas un
résultat qui a & peu prés la méme forme.

3.8.6 Matrice jacobienne de I'application réciproque

Nous allons généraliser dans ce § la formule (f 1) = qui donne la dérivée

1o £—1°
de I'application réciproque d’un fonction réalisant une bijection d’un intervalle I
de R sur un autre intervalle J de R.

Proposition 3.77 Soit F une application définie sur un domaine ouvert I/ de RP,
a valeurs dans RP. On suppose que F réalise une bijection de U sur V = F(I), que
V est aussi un domaine ouvert. On suppose que F' et son application réciproque
F~1 (qui est définie sur V C RP) sont toutes deux de classe C.
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Alors, pour tout Xo € U, si Yy = F(Xp), les applications linéaires dFx, et
d(F~1)y, sont toujours inversibles et sont réciproques 'une de l'autre.

-1
On a donc d(F1) = (dF o F“l)
La matrice jacobienne de F~1 est donc, en tout Yy € V,

IEH) = (FX)

De plus, le Jacobien de F~! est égal & I'inverse du Jacobien de F : précisément,
si Yp = F(Xp), alors

e -1 = 1 .
[det (3(F) (%)) PTETER]

Preuve Il suffit de différentier (c’est-a-dire de calculer la différentielle des deux
membres) une des identités caractérisant que F et F~! sont réciproques I'une de
Pautre :

FloF= idy.
On est dans une situation ou toutes les applications rencontrées sont différentiables,
et on peut appliquer le théoréme 3.74, p. 137. En tout Xo € U, si Yy = F (X)),

D(F~ ')y, o DFx, = D(idy) x,-

Or, ’application idy, est définie par idyy : X —— X. C’est donc la restriction a
U de Papplication linéaire identité de RP, et on peut appliquer le résultat sur la
différentielle d’une application linéaire (Proposition 3.72 p. 136) :

D(idu)xo == D(idRP)XO = idRP.
On a donc
D(F 1)y, o DFx, = idge,

et cela prouve & la fois que D(F~!)y, et DFx, sont des applications linéaires
inversibles et qu’elles sont réciproques l’'une de I’autre. (W

Il existe une amélioration de cette proposition nécessitant des hypothéses plus
faibles, mais nous ne pouvons pas le démontrer facilement :

Théoréme 3.78 (admis) Soit F' une application définie sur un domaine ouvert
U de RP, a valeurs dans RP. On suppose que F réalise une bijection de U sur
YV = F(U). On suppose que F est différentiable sur U, et que pour tout Xo € U,
dFx, est une application linéaire inversible de RP dans lui-méme (ou ce qui revient

au méme, que ‘det(J(F)(Xo))i #0).
Alors F~1 est différentiable sur V et on peut appliquer le résultat de la proposi-
tion 8.77



3.8 DIFFERENTIATION DES FONCTIONS DE R VERs R" 147

Exemple des coordonnées polaires

On a vu que la fonction 9 définie sur R** xR par ¢(r, 0) = (z,y) = (r cos 8, sin 6)
était différentiable.

Placons nous maintenant sur un domaine ¢ ou % réalise une bijection. On peut
par exemple prendre U = R*+x] — m, 7[. V est alors représenté par le plan privé
de la demi-droite [Oz’), partie de I’axe des abscisses formée des points d’abscisse
négative. (En utilisant les nombres complexes, V est formé des points dont 1’affixe
est dans C\ R™)

Mais nous nous restreindrons & un domaine U plus petit, car ’application réci-
proque 9~! sera alors plus facile & expliciter : on prendra U = R**x] — T gl
On a dans ce cas V = R** x R, et pour (z,y) € V, on a ¥~!(z,y) = (r,0) =

(v/z? + y?, arctan %)

(en effet, puisque 0 est 1'angle entre iet OM), on a tanf = % Puisqu’on a pris la

précaution de ne garder que des 6 entre —7 et 7, on a arctan tan = 6 = arctan ¥
z

)

Soit ¢ = 9~L. Soient (¢1, $2) les fonctions coordonnées de ¢. Ce sont des fonctions
$1(z,y) =7 =va?+y?

indéfiniment continiment dérivables et on a Y
¢2(z,y) = 6 = arctan p

¢ est donc différentiable et on peut déterminer la matrice jacobienne de %=1 = ¢.

0 0
o) P (z)

I ey =ID) @) = | 54y Do
% :z:,y) 0—y(w,y)

Donc
5 2z v 2y z y
_ 2vVz2 + 942 2¢/x% + 92 21 42 2 1 o2
1_}_%; 1_}_}5 72 + 32 22 + 42

Calculons maintenant le Jacobien de 3~

T Y Y _ 1

det J(yv 1) (z,y)| = Z + = .
| (¢ )( y)l }\/mmz_*_?ﬂ \/mm2+y2 /x2+y2

Comparons maintenant ce résultat avec ce qu’on avait obtenu pour J(¢) & savoir

cosf@ —rsinf
sin@ rcosf |°

J(@)(r,0) = (



148 CHAPITRE 3. FONCTIONS DE R? VERS R*

L’inverse de cette matrice est

r \—sinf cos@ —%sine ~+cosf

D’autre part, en remplagant x et y par leurs valeurs respectives 7 cos @ et rsin g
dans I’expression de J(¢)(z,4), on retrouve bien que

(] in 0 i
@ r c:s % cos @ sin @ .
J ‘ (z’y) —rsin@ E%S_g 1 sin @ 1 cosf
-3 r

T T T

1
De méme, le Jacobien de 1)~! est égal & — : c’est bien l'inverse du jacobien de 1.

Pour cet exemple, tous les résultats de la proposition 3.77 se trouvent donc
confirmés par ces calculs

3.9 Opérateurs différentiels

Dans ce § on introduit un vocabulaire surtout utilisé par les physiciens et les
mécaniciens, mais aussi utile aux mathématiciens.

3.9.1 Champs

En physique, il est fréquent d’associer a tout point de 1’espace un nombre ou un
vecteur. Les physiciens parlent de champ scalaire ou de champ vectoriel. Nous
allons définir mathématiquement ces notions et constater qu’elles ne sont en fait
pas nouvelles.

Toutes les applications considérées ici seront suffisamment réguliéres pour étre
continiiment dérivées ou différentiées autant de fois que nécessaire.

Champs scalaires

Définition 3.79 On appelle champ scalaire toute application f définie sur un
domaine D(f) de R3 (considéré comme I’ensemble des points de ’espace) & valeurs
dans R.

On se rend compte qu’un champ scalaire, c’est mathématiquement, tout simple-
ment une fonction de R3 vers R sous réserve que R3 soit compris comme ensemble
de points. On note en général par des lettres majuscules les points, de sorte que
P’on écrira
R — R
I M — f(M).

On peut aussi considérer des champs scalaires définis sur une partie de R? considéré
comme ensemble des points d’un plan.
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Notons une subtilité concernant ces champs scalaires : puisqu’ils associent un
nombre f(M) & un point M, et que ce point peut étre repéré avec d’autres
coordonnées que les coordonnées cartésiennes (méme sans changer de repére), par
exemple les coordonnées cylindriques ou sphériques, que devient ce champ si on
change les coordonnées ?

Comprenons bien qu’alors, mathématiquement, on change d’application :

Si f : (z,9,2) — f(z,y,2), et si on utilise les coordonnées cylindriques,
par exemple, avec (z,y,2) = ¥(r,0,z), alors on étudie une autre application,
que l'on peut noter par exemple f et qui associe & (r,0,2) le réel f (r,0 z) =
f(rcosf,rsinb, z) = f op(r,6,2) de sorte que f=fou.

De méme, si on utilise les coordonnés sphériques, on étudie alors ’application
F = fo¢ (notations du § 3.8.5 pp. 143-144).

Une des difficultés avec cette notion lorsqu’elle est utilisée par des non-mathématiciens
est que souvent ils omettent de distinguer f et f ou f , et notent tout avec la
méme lettre. Pour pouvoir raisonner sainement, il est essentiel de savoir rétablir
la distinction ci-dessus au moins au niveau de sa réflexion personnelle.

Champs vectoriels

Définition 3.80 On appelle champ vectoriel toute application 7 définie sur un
domaine D(f) de R3 (considéré comme 1'ensemble des points de 1’espace) & valeurs
dans R3 (considéré comme ensemble des vecteurs de I’espace).

Nous voyons donc qu’un champ vectoriel n’est mathématiquement rien d’autre
qu’une fonction de R3 dans R3.

Il est d’usage de noter (P, @, R) les fonctions composantes de ‘_/) (P, par exemple
est donc un champ scalaire de méme ensemble de définition que V).

Si, sans changer de repére, on utilise pour repérer un point M les coordonnées
cylindriques ou sphériques, on souléve les mémes difficultés que pour les champs
scalaires : on change en fait d’application.

On peut aussi considérer des champs vectoriels plans : dans ce cas I’ensemble
de départ est R? considéré comme ensemble des points du plan, et I’ensemble
d’arrivée est R? considéré comme ensemble des vecteurs de ce plan.

Notons qu’en fait, on peut toujours plonger R? dans R3, en considérant que le
plan est un plan de l'espace et en rajoutant une troisiéme coordonnée z prise en
suivant un vecteur k orthogonal au plan.

3.9.2 Gradient d’'un champ scalaire

Nous avons vu au § 3.7.7 p. 130 que le gradient d’une fonction de trois variables
f (donc d’un champ scalaire, dans notre point de vue) est un champ vectoriel
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dont les fonctions composantes sont %, g—i et g—i En notant en colonne leg
vecteurs de ’espace, nous avons donc
of
g_?(ma Y, Z)
—
grad f(x,y’ Z) = 6_'(1':3/:2)
6.74
a_i(’“" Y, 2)

Nous avons vu également que le gradient est une notion équivalente a celle de
différentielle puisque pour tout H € R3, en considérant R3 muni de son produit
scalaire naturel - on a

dfu(H) = grad f(M) - H.

Gradient en coordonnées cylindriques

Si un champ vectoriel f est défini & partir de son expression en coordonnées
cylindriques f = f o4, il est intéressant de savoir calculer grad f en fonction de
ces coordonnées cylindriques, c’est-a-dire de déterminer grad f o 3 en fonction de
f.
Une méthode astucieuse consiste & utiliser le théoréme 3.74, p. 137.

— — . "
En effet, grad f o ¢(r,0,2) = grad f(rcos@,rsin 6, z) a les mémes composantes
que dfy(re,2) €t on a vu que

dﬁr,e,z) = d(f ° "p)(r,e,z) = dflp(r,G,z) ° d¢(r,0,z)-

Matriciellement, en utilisant la matrice jacobienne du changement de variable 9
(voir p. 143), qui est inversible puisque son déterminant est r # 0 si on évite I’axe
(Oz), on obtient

.~ cosf —rsinf 0
(ﬁ of %) (r,0,2) = dfyre,)I(¥)(r,0,2) = dfyre.z) | sin@ rcosf 0
or 060 0z 0 0 1
oF 6f of cos§ —rsinf 0 -
Donc dfy(r6,2) = (——(7’, 0,z) —==(r,0,z) —=(r,0, z)) sinf rcosf O
or 00 0z 0 0 1

cosf@ sinf 0

-1 ;
Puisque (J(¢)(T»9’z)) - _g 00:0 0

0 0 1
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On obtient
cosf sinf O\
_(of af af ) sinf cosf
d = <_ hat a5 = 0
foeron =5, (r6,2) 5(r6,2) 5(r.6,2) r Tt
0 0 1
_ 3_17 3f31119 3_1? ) Of cosf 8_f 1
‘([arcosa 86 7 J [arS‘n“ao r oz |)
Finalement, on obtient ’expression du gradient en coordonnées polaires :
%Z(T,O z)cosf — ( 9, z)sme
—
grad f o9(r,0,2) = —('r 0,2)sin 6 + c';je"( 6. )0039
(9f —=—(r,0,2)

0z

On pourrait faire un calcul analogue pour ’expression du gradient en coordonnées
sphériques, mais ’inverse de J(¢) est un peu plus compliquée & obtenir (voir
exercices).

3.9.3 Divergence d'un champ vectoriel

Définition 3.81 Soit ? un champ vectoriel défini sur un domaine D, de classe
C!, de composantes (P, Q, R).
La divergence de 7 est le champ scalaire div ? défini sur D par

div7=8—P+a—Q+%.
Oy 0z

(Si 1_} est un champ vectoriel plan, on supprime les troisiémes coordonnées , donc
div V’ BP aQ)
"oy

Notons le petit « paradoxe » : si on part d’'un champ scalaire, en le « dérivant »,
on obtient un champ vectoriel (le gradient), alors qu’en « dérivant » un champ
vectoriel, on trouve un champ scalaire (la divergence). Ce n’est en fait pas si
simple, puisque nous verrons au § suivant une autre fagon de dériver un champ
vectoriel, dont le résultat est lui vectoriel.

On peut aussi se poser la question : que donne la divergence d’un champ vectoriel
én un point M dont on connait les fonctions composantes exprimées en coordonnées
cylindriques ou sphériques (ou méme polaires pour un champ vectoriel plan).
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3.9.4 Laplacien d'un champ scalaire

Définition 3.82 Soit f un champ vectoriel défini sur un domaine D, de classe
c2.
Le Laplacien de f est le champ scalaire A f défini sur D par

0? 92 0?

f= —J; + —’;— + —},:

ox Oy 0z
(Si f est un champ scalaire plan, on supprime le troisieme terme, et Af =
9% | O%f
0x?  Oy?”
Le Laplacien de f est donc une espéce de dérivée seconde. On vérifie d’ailleurs
aisément que

Proposition 3.83
div(grad f) = Af.
3.9.5 Rotationnel d'un champ vectoriel

Définition 3.84 Soit 7 un champ vectoriel défini sur un domaine D, de classe
C!, de composantes (P, Q, R).

Le rotationnel de ? est le champ vectoriel rot l:/ défini sur D par

orR _9Q
Oy 0z
rot {:/ = 6_P - @
0z Oz
oQ _9p
Oox Oy
(Si V est un champ vectoriel plan (ggz’ zg) , on rajoute une troisiéme coordonnée
R =0, et on considére P et @) comme des fonctions de trois variables (z,y, z) on
0
oP = 0Q ? _ 0
a donc 52 =0= PR de sorte que rot V = ?9__6_P
ox Oy

Dans ce cas on peut aussi considérer que le rotationnel est une fonction scalaire
(tout dépend du contexte).

oP
rot(v) = % ~ By

Un des intéréts immédiats du rotationnel est le résultat fondamental suivant.
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Théoréme 3.85 Soit V un chamyp vectoriel de classe C1 sur un ouvert étoilé.
Alors V' est un champ de gradients (c’est-d-dire qu’il existe un champ scalaire f
tel que V' = grad f) si et seulement si

otV =T,

Définition 3.86 Un ouvert U est dit étoilé lorsqu’il est étoilé par rapport & un
de ses points.
Un ouvert U est étoilé par rapport & son point O lorsqu’on a :

VMeU [OM]cCU.

Par exemple tout ouvert convexe est étoilé (par rapport & n’importe lequel de ses
points).

L’intérieur d’un « étoile » est étoilé (par rapport & son centre et aussi par rapport
4 des points proches de son centre).

Le plan auquel on enléve une demi-droite est étoilé (par rapport & tout point dans
le prolongement de la demi-droite enlevée).

En revanche 1’ensemble ouvert formé du plan (ou de ’espace) auquel on a enlevé
un point, par exemple 'origine n’est pas étoilé.

Une bonne fagon de comprendre la notion d’ouvert étoilé (du plan) est de considérer
que le dessin qui le représente est le plan d’une piéce ou d’un domaine, et de
se poser la question suivante : peut-on éclairer toute cette piece avec une seule
ampoule? Y a-t-il un endroit ou on peut placer une lampe qui ne laisse aucun
point dans I’ombre ? Si la réponse est oui, ’ouvert est étoilé (par rapport a ce
point ol on peut placer 'ampoule). Si la réponse est non, ’ouvert n’est pas étoilé.
Par exemple, le plan privé d’un point peut se concevoir comme une trés grande
piéce avec un pilier central. Il est clair que dans un domaine de ce type, ou que
l'on place ’ampoule, il y aura toujours une zone d’ombre (derriére le pilier).

En revanche, si on enléve toute une demi-droite du plan on peut imaginer qu’on a
une trés grande piéce avec une cloison trés mince (infiniment mince) qui part d’un
pilier central (lui aussi de diameétre nul!). Il est clair qu’une lampe placée dans le
prolongement de la cloison ne laisse (en théorie) aucune zone d’ombre, puisque
Pombre du pilier est justement formée par la cloison qui n’est pas & l'intérieur de
la piéce.

Preuve partielle du théoréme 3.85

Lemme 3.87 Soit f un champ scalaire de classe C2 sur un ouvert quelconque .

Alors on a rot gradf = 0.
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—
Ce résul%a,t est évident en écrivant les composantes de grad f puis celles de

rot grad f. Il suffit alors d’appliquer le théoréme de Schwarz (théoréme 3.43
p. 103).
Notons qu’il n’est pas nécessaire que 'ouvert U soit étoilé pour qu’on ait ce
résultat.

Ce lemme permet de démontrer un des sens de 1’équivalence énoncée dans le
théoréme, mais la démonstration de I’autre sens nécessite des outils qui dépassent
le cadre de cet ouvrage. 0

3.9.6 L'opérateur Nabla

Nous introduisons dans ce § une notation qui n’est pas rigoureuse, mais qui a le
mérite d’unifier un peu les trois sortes de dérivations de champs que sont le gradient,
la divergence et le rotationnel. Elle fournit aussi une aide mnémotechnique.

9
Oz

On pose V= (% . (on lit « Nabla »)
0

3z
Avec cette convention, sans que ’on ait vraiment défini quel type d’objet est ce
Nabla, on remarque que formellement, on a :

Pour le Gradient :

—
Si f est un champ scalaire, grad f = ? f, en acceptant que multiplier 1’espéce de
vecteur qu’est V par le scalaire f, c’est « multiplier » ou plutét composer chaque
coordonnée de V par f.

Pour la Divergence :

Si ? est un champ vectoriel, alors on a div ? = ? . _‘7 Dans cette expression,
. représente le produit scalaire. On « multiplie » donc (ou plutét on compose)
les trois « coordonnées » de V avec les coordonnées correspondantes de V' et on
additionne ces trois « produits ».
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Pour le Rotationnel :

155

Si 7 est un champ vectoriel, alors on a rot [3 = ? A 7 Dans cette expression, A
représente le produit vectoriel, dont ’expression est dans une base orthonormée :

/

Yy y
, z 2 L,
x x . 2 yz' —y'z
y|A|Y | = s 2= 2z’ — 2z
z 2 o zy — z'y
z
y v
On a donc bien, formellement
0 oR _0Q
?/\?: 2 ANQI= QB_B__R =rotla.
0 0Q _op
0z or Oy

Pour le Laplacien
On obtient facilement, pour un champ scalaire f,
Af =V (V).

On note formellement ce résultat

A=V2

Interprétation du lemme « rot(grad) »
Le résultat du lemme 3.87 s’écrit, avec le Nabla :

YV A(Yf) =o.

C’est un résultat « évident » si on se rappelle que le produit vectoriel de deux

vecteurs colinéaires est nul ; or, V et V f sont « clairement » des vecteurs colinéaires

o\ (of
oz 0x
. . 0 of .
puisque leurs composantes sont respectivement B_y et 8_y ; le coeflicient
o | \of
0z 0z

de proportionnalité est donc f. (Encore une fois, nous ne prétendons pas que tout

ceci soit rigoureux).
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3.10 Exercices

3.2 Compréhension des définitions

Exercice 3.1. Démontrer en appliquant la définition, que la fonction f(z,y) =
2 + z — 2y admet —3 comme limite quand (z,y) tend vers (—3;1). Expliciter en
fonction de € une valeur possible du réel 7 de la définition pour chacune des trois
normes || - |loo, [| - [l2 €t || - [l1.

Exercice 3.2. Démontrer en appliquant la définition, que la fonction de R3 vers
R? définie par

z—y+2z 6 I
f(z,y,2) = ( z— 9y ) admet (_3) comme limite quand (z,y, z) tend vers
(1,-1,2). Apres avoir choisi une norme dans d’espace de départ et une autre dans
I’espace d’arrivée, expliciter en fonction de € une valeur possible du réel 7 de la
définition.

3.4 Détermination pratique de limites

Exercice 3.3. Etudier Iexistence d’une éventuelle limite pour X — 0 des
fonctions :

(z +y)° z+y®
L. ) T2 .92 ) 2. f(z,y) =
f(wy) 2+y f( ) 2|+:‘|/a
z! y Yy
3. ) - ; 4_ w, = —-—
fon=grig fen= 7o
z° +y sin zy
5 f(z,9) = 55— ;6 f(z,9) = 50—
T +y T4+
7. i, )_sin4:v+(1—cosy)2. 8. f(z,1) = vzt + 4
' yr= 4zt + o4 ' ALY T (22 +y?)e
1—cos /7y Ty
9. ; 10. ,Y) =
f(z,9) = Y f(2,9) |z| cosy + |y| cos z
ysinz — zsiny Vi+z2+/1+9y%2-2
11. == : 12. =
f(z,y) i o ; f(z,y) - o
cos Ty sinzy — zy
13. f(2,y) = ol 14, f(z,y) = 22V LY
et fa,y) = P
sin(z*) + sin(y
15. f(@,) = SETLRO) 16, fa,0) = faf* n(e? +47)

Exercice 3.4. Soit f la fonction des deux variables z,y définie par

{ f(z,y) = Mexp(—%) si z#0
(,y)—O
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1. Btudier la limite de f(z(t),y(t)) lorsque (z(t),y(t)) est une paramétrisation
d’une droite passant par l'origine, ¢ étant choisi pour que le point (z,y) =
(g;(t),y(t)) se rapproche de (0,0). On montrera que quelle que soit la droite
(horizontale, verticale ou oblique), cette limite est nulle.

9. Montrer qu'’il est possible de trouver un chemin (z(t),y(t)) passant par (0,0)
tel que f(z(¢),y(t)) ait une valeur constante non nulle. Quelle est la conclusion ?

3.5 Dérivées partielles

Exercice 3.5.
Aprés avoir donné un domaine dans lequel il n’y a pas de probleme de dérivabilité,

calculer les dérivées partielles du premier ordre 3z et 8_y des fonctions suivantes.
T+y 14+=z
. = ; 2. =
L f(z,y) P f(z,y) Tty

4. f(z,y) =1In (%)

6. f(z,y) = In(y + /2% + 4?)

8. f(x,y) = sin? <%

3. f(z,y) = tan (%) :
5. f(z,y) = 2™V’ ;

7. f(z,y) =In(z + /2% — y?)
9. f(z,y) = /T Cosy ;
1L f(z,y) = (a® +y*)e™

_ Y

12. f(z,y) = y/sin(z2 + y2)

13. fla,y) = — 1. f@y) = 5L
M ,y - 1+ \/_%' ) M ’y - x2+y2
2
15. f(z,y) = % o ; 16, f(z,y) =&Y@V
z
17. f(z,y) = z¥ 18. f(z,y) =
flz,y) =z f(z,y) S
. z Y
19. f(z,y) = = 20. f(z,y) =In ——=
f(z,y) = arcsin (y) f(z,y) =In o

21. f(z,y) =ch (wy+ 1) .

zy—1

Exercice 3.6.

1—-zy

Soit f(x,y) = arccos

aprés avoir déterminé les ensembles de

VIt D)1+

définition, de continuité et de dérivabilité de f, calculer les dérivées partielles de
[ et en déduire une expression plus simple de f(z,y).
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Exercice 3.7.

Apres avoir donné un ensemble ouvert le plus grand possible dans lequel il n’y 4
pas de probléme de dérivabilité, calculer les dérivées partielles du premier ordre
of les dé lles du second ordre 2.0, &L O°F « O°f
B2 et B_y ainsi que les dérivées partielles du second ordre —5 972 6y2’ m 8y6a;’
des fonctions suivantes.

L f(z,y) = ln,/m?y i 2 f(z,y) =In(z®+y);

- 2 . _ Tty .
3. f(zy) =+/2zy+y* ; 4 f(z,y,2) aictan T 20
5. fley)=vai+y? 5 6 f(zy)= s

_ o . _r,. Y. 2,
7' f(x’y) =ev ) 8 f(l‘,y,Z) Yz + 2T + xy

Exercice 3.8.

1. Déterminer toutes les fonctions f des deux variables z et y, dérivables par-
rapport & = sur un domaine U telles que pour tout (z,y) €U, on a

%(w,y) =0.

2. Déterminer toutes les fonctions f des deux variables = et y, dérivables par
rapport & y sur un domaine U telles que pour tout (z,y) € U, on a

a—y(x,y) =0.

3. Déterminer toutes les fonctions f des deux variables z et y, deux fois dérivables
sur un domaine U telles que pour tout (z,y) € U, on a

62f

( ,¥) =0.

Exercice 3.9.
Soit f la fonction de deux variables définie par :

{f(w,y)=M pour (2,9) # (0,0)

x? 492
f (0’ 0) =
Calculer ﬁ—(o 0) et 62f ———(0,0). Que peut-on en déduire ?
0zoy "’ OyOz
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Exercice 3.10.
Calculer la dérivée de la fonction F(t) = f(z(t),y(t)) (ou f(z(t),y(¢),=2(t))
lorsque :

1. f(z,y) = arctan % ;2(t) = cost —sint ;y(t) = cost +sint; qu’en déduit-on ?

T
2. f(z,y) = % + ) z(t) ="t y(t) =2 + 1

3. f(z,9,2) =2yz; z(t) =2+ 1; y(t) = Int ; 2(t) = tant

Exercice 3.11.
Déterminer les éventuels extremums locaux de la fonction f définie par :

1 f(z,y) =2" —ay +y* -3y

2. f(z,y) =a* +9* - 2(z - y)°

3. f(z,y) = 2% — 6zy + y* — 20y + 8z + 2

4. f(z,y) =222 —2z(e¥ —y + 1) +e% + (y — 1)?
5. f(z,y) = z%y3 + 323y% + 22%y*

3.7 — 3.8 Différentiabilité

Exercice 3.12.
Soit f une forme linéaire sur R2. Montrer que f est différentiable en tout (zo, yo) €

R? et que d S@owo) = [

Exercice 3.13. On se place dans R?.

1. Etudier la différentiabilité de la fonction Ny (norme euclidienne).
2. Etudier la différentiabilité de la fonction N; (norme somme).

3. Etudier la différentiabilité de la fonction Neo (norme du max).

l?)xercice 3.14.
Etudier la différentiabilité des fonctions f définies sur R? par :

1.{/‘(9%.11)=M pour (z,y) # (0,0)

z? 4 y?
£(0,0) =0

0. ] f(z,y) = (@® +4°) sin (—ﬁ) pour (z,y) # (0,0)
f(0,0)=0
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Exercice 3.15.
On considére la fonction f : R3 — R3, qui est définie par

w+y2+z

fl@,y,2)=| =y’
2z + Ty

Justifier la différentiabilité de f, préciser sa différentielle et sa matrice jacobienne,
Peut-on calculer le Jacobien de f 7

Exercice 3.16.

On pose f(z,9,2) = (z + 1%, z9y%2) et g(u,v) = (u? + v,uv,ev).

Justifier la différentiabilité de f et de g, calculer les différentielles de f, de g, de
go f et de fog (pour ces deux derniéres fonctions, on utilisera deux méthodes).

Exercice 3.17.
On considére ’équation aux dérivées partielles & résoudre sur le demi-plan P :
z>0

of 2, 9f
£ 2 1 =
(€) 2zyz-+(1+y )By 0
. e rrers . u? + v?
pour laquelle il est suggéré d’utiliser le changement de variables z = g
u
y= P

Etude du changement de variables

1. Montrer qu’il existe une application ¢ : (u,v) —s (z,y), d’'un domaine D de R?
que ’on précisera vers le demi-plan P, correspondant au changement de variables
suggéré et que cette application est bijective et de classe C*.

2. Pour toute fonction f définie sur P, on pose F' = f o . Donner 1’expression des
dérivées partielles de F' par rapport aux variables u et v en fonction des dérivées
partielles de f.

3. En inversant le systéme obtenu & la question précédente, en déduire que pour
tout couple (z,y) = ¢(u,v) de P, on a

O (a,4) = ;(ug—jmwa—f*’(a )

u? 4 02

2
L) = 25 (o5 ) - v )
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Retour a I’équation (£)

4. Montrer que les fonctions f solutions de (£) sont les fonctions qui peuvent

g’écrire sous la forme
2z
f@y)=9(/77=

1+y
g étant une fonction de classe C 1 définie sur R*+
5. Déterminer la solution de () qui vérifie en plus

1
1+9y2

V) €P 9 (ay) = et f(1,0)=2

Exercice 3.18.
Pour résoudre ’équation aux dérivées partielles

6f of

3:1: oy

il est suggéré d’utiliser le changement de variable u=z+yet v=x+ 2y. En
vous inspirant de la démarche proposée dans I’exercice précédent, et en détaillant
chacune des étapes du raisonnement, résoudre cette équation aux dérivées partielles,
c’est-a-dire déterminer toutes les fonctions de deux variables f qui vérifient cette
équation en tout (z,y) de R2.

Exercice 3.19.
Lorsque deux résistances R; et Ry sont montées en paralléle, la résistance équiva-

lente R est donnée par la formule : R = % Comment varie R lorsque R;
1 2

et Ry varient respectivement de AR; et ARy (petits devant R; et Rp)?

Application numérique : Ry = 40Q; Ry = 63Q2; AR; = —0,12; ARy = 0,202

(vérifier par un calcul exact).

Exercice 3.20.
of . of 9
1. Cal il 4
alculer les dérivées partielles du premier ordre 3 et —— By t 3z et By de
a) f(z,y) = 2% - 3zy®; g(z,y) = 32%y — ¢
2

2
—y _ 2y

z3 — Bmy 3z2y — 8
) f@y) = 5—= 9.y ="F5—
2.a), 2.b) et 2.c), Retrouver ces résultats dans chaque cas en utilisant des coor-
données polaires.
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3.9 Opérateurs différentiels

Exercice 3.21.

1. Soit f une fonction des trois variables x,y, z, & valeurs dans R3, de classe C! (f
est un champ vectoriel) et ¢ : (r,0, z) — (z,y, z) étant ’application changement
de variables en coordonnées cylindriques, on considére F' = f o .

Exprimer en fonction des dérivées partielles de F' par rapport & 7,0 et z Ia
divergence de la fonction f en un point (z,y,2) = 9%(r,0, z) (expression de la
divergence en coordonnées cylindriques).

2. Méme question pour ’expression de la divergence en coordonnées sphériques.
Exercice 3.22.

Démontrer la formule suivante qui donne ’expression du Laplacien en polaires
(pour une fonction de deux variables)

2 7 7 27
AF(z,y) = AF(rcosf,rsinf) = %Tf('r, 0) + %%—f(r, ) + r—lng};(r, 0)

On précisera toutes les hypotheses, et la signification de F.

Exercice 3.23.
f, g étant des champs scalaires, et ﬁ et V’ des champs vectoriels, trouver et
démontrer les formules donnant I’expression de

1. grad (f9)
2. grad (U - V)
3. div(fT)
4. 1ob(f ).



CHAPITRE 4

Intégrale curviligne. Longueur d’une courbe

4.1 Introduction

4.1.1 Notions abordées

Nous traiterons d’abord, dans ce chapitre, de la notion d’intégrale curviligne,
aussi appelée intégrale le long d’un chemin, ou circulation d’un vecteur. Apres
avoir rappelé ce que sont les formes différentielles et les champs de vecteurs,
deux aspects d’une méme notion, ou si on préfére deux notions équivalentes,
nous apprendrons a les intégrer le long d’un arc de courbe paramétrée, et nous
montrerons l'invariance par rapport & la paramétrisation choisie. Nous traiterons
ensuite le cas fondamental ol le champ vectoriel dérive d’un potentiel (est un
champ de gradients), ou ce qui revient au méme, la forme différentielle est exacte.
Ensuite, par anticipation avec le chapitre suivant, nous expliquerons comment
'intégrale curviligne peut servir & calculer ’aire d’une partie du plan.

Pour finir nous étudierons une intégrale curviligne particuliére, celle qui permet de
calculer la longueur d’un arc de courbe (lorsque c’est possible) et nous parlerons
un tout petit peu d’abscisse curviligne, de courbure, et d’intégrale curviligne d’une
fonction scalaire.

4.1.2 Cadre de cette étude

Nous nous placerons systématiquement dans R?, considéré comme étant le plan,
rapporté & un repére orthonormé. Cette étude est aussi valable dans I’espace, (dans
R3), et il suffit dans ce cas de rajouter une troisiéme coordonnée. Les vecteurs
seront désignés par des majuscules surmontés d’une fleche. Les composantes du
vecteur X seront notées (z,y).

On n’utilisera que la norme euclidienne, et || - || désignera donc toujours cette
norme euclidienne. Nous utiliserons aussi le produit scalaire naturel de R2, défini
ainsi : = _

Si X = (z,y) et X' = (2',), alors X.X =z +yy'.
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4.1.3 Nature des probléemes

On considére un arc de courbe d’origine A, d’extrémité B. (Cela suppose bien
stir que ’on a choisi un sens de parcours). On procéde comme pour la définition
de l’intégrale d’une fonction : on subdivise cet arc en un grand nombre de petits
arcs, en placant des points M; entre A et B, sur I’arc. Classiquement, on posera,
A = My et B= M,, siles points M; entre A et B sont numérotés de 1 & n — 1,
Les points M; sont supposés tellement rapprochés que la courbe entre M;_; et
M; peut presque étre considérée comme un segment de droite. Dans ce cadre, on
se pose deux problémes.

f(Mi)
FB)

B=M,,

(4.1)

Le premier probléme-est celui de la longueur de la courbe entre A et B. Assez
naturellement, on se dit que cette longueur ne doit pas étre tres différente de la
somme des longueurs des n segments [M;_1M;]. Quelle signification mathématique
donner & cette intuition ?

Le deuxiéme probléme est issu de la physique : si on dispose d'un champ de
vecteurs défini dans un ouvert U contentant la courbe AB, par exemple un champ
de forces ?, quel est le travail de ces forces le long de cet arc?

Le travail d’une force constante ?0 , le long d’un segment de droite PQ), parcouru
de P vers @) est facile & calculer : c’est le produit scalaire de Fy par PQ :

W =F - PO.

Mais lorsque la force est variable selon la position ol on se place (cas d’un champ
de forces), si en plus le trajet n’est pas rectiligne, comment calculer ce travail 7
L’idée est de considérer que le résultat ne doit pas étre trés différent de ce qu’on
obtiendrait si on considére que le trajet est droit entre M;_; et M;, et que ces
deux points sont suffisamment proches pour qu’on puisse considérer que la force
n’a pas changé le long du trajet entre ces deux points; comme on a un champ
de forces, cette force est F'(M;) en M;. Le travail le long du trajet entre A et
B ne doit donc pas étre tres différent de la somme des n travaux W; de la force
?(Mi_l) sur le trajet rectiligne de M;_; a M;.

W ~ i W; = zn:?(Mi—l) - M;_1 M;.
=1 =1
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Quelle signification mathématique donner & cette approximation, et comment
remplacer ce ~~ par une égalité ?

(est en fait par ce deuxiéme probleme que nous allons commencer, en définissant
J’intégrale curviligne. Auparavant, nous allons « régler son compte » & une notion
en fait tres simple, et cependant nouvelle : 'intégration d’une fonction continue
de R vers R™, ce qui ne présente aucune difficulté en passant par les fonctions

coordonnées.
Nous aurons besoin ensuite de préciser la notion d’arc paramétré de classe C'.

4.2 Intégrale d’une fonction vectorielle

Définition 4.1 Soit f une fonction de R vers R", dont les fonctions composantes

sont (fla oo 7f’n)'

Alors f est intégrable sur un intervalle [a, b] inclus dans I’ensemble de définition
de f si et seulement si toutes ses fonctions composantes le sont.

L’intégrale de f sur l'intervalle [a,b] est un vecteur de R™, dont les composantes
sont les intégrales sur [a, b] des fonctions composantes de f. On note

L%wa=(ﬁﬁwawqfh@&>

L’intégrale d’une fonction vectorielle posséde presque toutes les propriétés de I'in-
tégrale des fonctions scalaires, par exemple, la propriété de linéarité de I'intégrale,
la relation de Chasles, et on a en particulier

Proposition 4.2 Soit f une fonction de R vers R™, dont les fonctions compo-
santes sont (f1,..., fn). Si f est continue sur un intervalle [a, b] inclus dans son
ensemble de définition, alors f est intégrable sur [a,b] et si F' est une primitive
quelconque de f (c’est-a-dire une fonction telle que F' = f : on passe par les
composantes!), on a

Kﬂ@a:ﬁ@ﬁ:ﬂ@-ﬂ@
Si f est continue sur un intervalle I, si a € I, alors la fonction vectorielle qui
associe a tout t € I le vecteur / i f(7) dr est une primitive de f; c’est I'unique
primitive F' de f qui est telle qu(:a F(a) =0.
En revanche, la positivité de 'intégrale (propriété qui s’écrit, pour a < b, si f > 0
alors ' f(t) dt > 0) n’a pas de sens pour une fonction vectorielle.
1 existe cependant une propriété analogue & un des corollaires de la positivité qui
était I’inégalité ' / ' g(t) dtl < / ’ |g(¢)| dt, valable pour une fonction g & valeurs
dans R. ’ ’
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Proposition 4.3 Soit f une fonction continue de R vers R", dont les fonctions
composantes sont (f1,..., fn). Si a < b sont deux réels dans un méme intervalle
inclus dans le domaine de définition de f, si || - || est une norme sur R™, alors

’/abf(t) dt

Preuve Nous ne donnerons de cette propriété qu'une démonstration partielle,
dans le cas ou || - || représente la norme euclidienne, et lorsqu’on est en dimension
3. Nous admettrons le résultat dans les autres cas.

Soit V = [ f(t) dt. Si 5 est le vecteur nul 0, le résultat est clairement acquis,
puisque le membre de droite est positif par positivité de 1'intégrale d’une fonction
scalaire.

b
< / 1] dt.?

Supposons que V’ # 0. Soit 7 = 7l ; 7 est un vecteur de norme 1 et il est

possible de trouver une base orthonormée B = (7, 7, E), dont le premier vecteur est
justement ce vecteur 7.

Nous avons vu que tous les calculs de limites, donc de dérivation, donc de primi-
tivation, donc d’intégration, ne dépendaient pas de la base dans laquelle on se
plagait. De plus un calcul de norme euclidienne peut se faire dans n’importe quelle
base orthonormée. On se placera donc dans la base B pour la suite des calculs et
des raisonnements, et nous appellerons ( fl, f2, f3) les fonctions coordonnées de f
dans la base B.

b
On doit montrer ’inégalité A < B avec A = ||V|| = “ / f(t)dt|| et B =
a

b
JRECIED

a
Intéressons-nous d’abord & A. En calculant avec les fonctions coordonnées, on a :

V= ’ f(t) at
= /a b( A®F+ )7+ f3(H)k) dt

= (/abfl(t) dt) i+ (/abfz(t) dt) 7+ (/abfs(t) dt) k.

Mais 7'a justement été choisi pour que les coordonnées de ? dans la base B soient
(IV/11,0,0). Donc )
V = |V||t+ 07+ OF.

Remarquons que dans cette formule, l'intégrale intervenant dans le membre de gauche est
l'intégrale d’une fonction de R dans R, puisque V¢, on a ||f(¢)|| € R
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En comparant avec le calcul précédent, on obtient que

(/:fz(t) dt) - (/ﬂbﬁ(t) dt) )

donc on a ,
7=(/ fl(t)dt)z;

et

6 a=1i=|([Foa)d-|[Fo < [1Roia

(on a appliqué ici le corollaire de la positivité de I'intégrale d’une fonction scalaire
signalé plus haut.)
Maintenant il est clair que pour tout ¢ € [a,b], on a

ROI=(F®)” </ (70) + (R6) + (HO) =170

Toujours par positivité de l'intégrale des fonctions scalaires, on en déduit, puisque
a<b, que

b b
(43) / A< [Is@la=5;

et mettant bout & bout les inégalités (4.2) et (4.3), on obtient bien A< B. 0O

Cas des fonctions complexes

Nous avons vu au chapitre 2 que ce cas n’est qu’un point de vue particulier pour
les fonctions & valeurs dans R2. L’écriture dans ce point de vue des définitions et
propriétés ci-dessus est cependant intéressante.

Si f est une fonction & valeurs complexes, si z est la partie réelle de f et y sa
partie imaginaire, on a

/abf(t) dt = (/ab:v(t) dt) +i (/aby(t) dt).

De méme, le corollaire de la positivité s’écrit

[ o < [ora,

ce qui est exactement la méme formule que pour une fonction réelle, sauf qu'’ici | - |
désigne le module d’un nombre complexe (|z| = |a + ib] = va? + b2) qui coincide
avec la norme euclidienne dans R2.
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4.3 Arcs paramétrés orientés

Avant de nous lancer dans la définition d’une intégrale curviligne, c’est-a-dire le

long d’une courbe, il est intéressant de commencer par préciser ce qu’on entend

par arc paramétré orienté, et comment on peut changer de paramétrisation.

Dans tout ce §, nous ne parlons que de courbes planes, mais on pourrait étendre

sans grande difficulté tout cela & des dimensions supérieures.

L’idée sous-jacente est qu'un arc paramétré orienté est un morceau de courbe

associé & plusieurs paramétrisations ayant des points communs. D’un point de

vue cinématique, on impose les points suivants :

e le sens de parcours doit étre le méme;

e les arréts, s’il y en a doivent se faire au méme endroit (on préfere d’ailleurs qu'il
n’y ait pas d’arrét, c’est-a-dire pas de point stationnaire) ;

e il ne doit pas y avoir de retour en arriére (ou alors on doit toujours faire les
mémes retours en arriére au mémes endroits) ;

e on souhaite qu’il y ait une certaine régularité.

Une courbe est, elle, éventuellement associée a plusieurs arcs paramétrés orientés.

On peut en effet changer le sens de parcours, varier les arréts, faire des allers-

retours. ..

Mathématiquement, c’est assez difficile & définir, car un arc paramétré est en toute

rigueur une classe d’équivalence de paramétrisations pour une certaine relation

d’équivalence.

Définition 4.4 On appelle paramétrisation de classe C! toute application de
classe C! d’un intervalle [a, b] vers R2.

Une paramétrisation est donc en toute rigueur un couple P = (I, f) formé d’un
intervalle I fermé borné et d’une application vectorielle f dont ’ensemble de
définition contient I et qui est de classe CL.

On dit que deux paramétrisations de classe C! : P, = ([a, b, f) et P2 = ([, B, 9)
sont équivalentes (on note P; = P») lorsqu’il existe une bijection croissante ¢ de
[a, b] sur [a, 8] qui vérifie les propriétés suivantes :

e ¢ est de classe C! ainsi que ¢~ 1.

e gop=f (et donc fogp~!=yg).

Enongons tout d’abord une propriété permettant de vérifier simplement que deux
paramétrisations sont équivalentes.

Proposition 4.5 Soient ([a,b], f) et ([o, B, g) deux paramétrisations de classe
Cl. Ces deux paramétrisations sont équivalentes si et seulement si il existe une
fonction réelle ¢ de classe C1, telle que

e [a,b] est inclus dans le domaine de définition de ¢.

e ¢(a) =a ¢(b) =B

o Vt € [a,b] ¢(t) >0.
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o Vt € [a,b] si@(t)=s,onag(s)=f(t).

La démonstration de cette propriété est technique, et n’est pas tres difficile, mais
p'utilise que des notions d’analyse élémentaire : nous ne la ferons pas. Elle utilise
de facon essentielle les propriétés de la dérivation d’une application réciproque.

Exemple classique :

On considére la paramétrisation P; = ([0, 5], f) avec f(t) = (cost,sint); on
1-s% 2s
1+s2’1+4s2)°
Montrons que ces deux paramétrisations sont équivalentes (que P, = P,).

La fonction ¢ adéquate dans cet exemple est la fonction ¢(t) = tan% ; en effet, il
n’y a aucun probléme de définition pour ¢ sur [0, 5], il est clair que cette fonction
¢ est de classe Cl, elle admet comme dérivée

considére aussi la paramétrisation P, = ([0, 1], g) avec g(s) =

#'(t) = (1 +tan2£) > 0.

On a bien ¢(0) = tang =0 et ¢(5) = tan T = 1, et pour finir, appelant (f1, f2)
et (g1,92) les fonctions composantes respectives de f et g, on a si s = tan %, pour
tout t € [0, 7],

1-—g2 1 — tan? %
91(s) = = ¢ =cost = fi(t);
1+s2 1+4tan?i
2s 2tan% .
g2(s) = = r =sint = fo(t) ;
14+s2 1+4tan?%
donc f(t) = g(s) O

Théoréme 4.6
La relation = entre paramétrisations de classe C! est une relation d’équivalence.

Preuve Il est absolument clair que = est réflexive : il suffit de prendre comme
fonction ¢ la fonction identité ¢ — ¢ de [a, b].

Montrons la symétrie de =.

Soient P; = ([a,b], f) et P2 = ([, 8], g) deux paramétrisations de classe C!. On
suppose que P; = P;. Il existe donc une bijection croissante ¢ de classe C! de
[a,b] sur [a, ], telle que go ¢ = f et telle que ¢! est aussi de classe C1.

Il est clair que ¢! est une bijection croissante de [a, ] sur [a, b], et on a clairement
toutes les propriétés permettant d’affirmer que P = P;.

Etablissons maintenant la transitivité de =.

Soient Py = ([a,d], f), P2 = ([, 8], 9) et Ps = ([c, d], h) trois paramétrisations de
classe C!. On suppose que P; = P; et que P, = P3. Il existe donc deux fonctions
¢ et 9 de classe C! telles que :



¢ [a,8] C D(¢) et [a, B] C D(¥).

e pla)=a ¢b)=Petp(a)=c P(B) =d.

e Vte[a,b] ¢'(t)>0etVse|a,B] ¥'(s)>0.

o Vt € [a,b] si¢(t) =s,onag(s) = f(t) et Vs € [o,B] sip(s) =wu,ona
h(u) = g(s)-

11 suffit alors de considérer la fonction v o ¢. Elle est clairement de classe C!.

On a Vt € [a,b], #(t) = s existe et appartient & [a, 8] puisqu’on est siir que ¢

réalise une bijection de [a, b] sur [a, 8], donc ¥(s) = ¥ (4(t)) existe, ce qui signifie

que t € D(¢ o @) : on a établi que [a,b] C D(¢ o ¢).

On a 9o ¢(a) = 9(d(a)) = P(a) = c et Y o p(b) = P(4(b)) = ¥(B) = d.

Pour tout ¢t € [a,b], si ¢(t) = s, on a d’apres le théoréeme de dérivation des

fonctions composées, (1 o ¢)'(t) = ¥/ (#(t)).¢'(t) = ¥'(s).¢/'(t) > 0.

Et finalement, pour tout ¢ € [a, b], posant u = 1 o ¢(t) = (s) avec ¢(t) = s, on a

h(u) = g(s) = f(2).

En utilisant la proposition 4.5, on a établi que P; = P;. a

Définition 4.7 On appelle arc paramétré (orienté) de classe C! une classe d’équi-
valence de paramétrisations pour la relation =.

Cette définition est assez compliquée & manier, mais il faut bien comprendre ce
qu’elle signifie. En fait, on ne peut pas parler d’arc paramétré sans donner une
paramétrisation qui est un représentant de cette classe d’équivalence. Géométri-
quement, un arc paramétré est un morceau d’une courbe, pour lequel on peut
choisir une paramétrisation.

Ce qui est important, c’est la possibilité de changer de paramétrisation, et toutes
les définitions concernant les arcs paramétrés (essentiellement, la notion d’intégrale
curviligne et celle de longueur d’une courbe) devront étre suivies d’une propriété
d’invariance si on change la paramétrisation.

Remarquons que si vy est un arc paramétré, si P; = ([a, b], f) est une paramétrisa-
tion de v, les points A = f(a) et B = f(b) ne dépendent pas de la paramétrisation

N\

choisie, et on note y =AB. Cette notation est trés dangereuse, car elle ne précise
rien du tout. Il faut qu’on sache sur quelle courbe paramétrée on se place, dans
quel sens de parcours, etc. En particulier, elle est couramment utilisée pour les
arcs de cercle, mais elle n’est pas réservée a cet usage. A est appelé I’origine de
P’arc, B est son extrémité.

Remarque : On rencontre dans les livres beaucoup d’autres définitions analogues
et parfois contradictoires avec celles que j’ai énoncées (arcs paramétrés, paramétri-
sations, courbes paramétrées, chemins. . .). Faites preuve de souplesse, et essayez
surtout de comprendre les idées sous-jacentes & toutes ces notions.
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4.3.1 Support d'un arc paramétré

Définition 4.8 Soit v un arc paramétré de classe C!. Soit ([a,b], f) une paramé-
trisation de . Le support de v est I’ensemble des points X du plan pour lesquels
il existe t € [a, b] tel que X = f(t). Le support de v est donc 1’ensemble f([a,b]).

Nous admettrons le résultat suivant, pas tres difficile & établir, et facile & com-
prendre :

Proposition 4.9 Le support d’un arc paramétré ne dépend pas de la paramétri-
sation utilisée.

Il ne faudrait en théorie pas confondre un arc paramétré et son support. Son
support est (avec nos définitions) un morceau de courbe, alors qu’un arc, c’est en
plus le choix d’un sens de parcours, et éventuellement de quelques arréts et points
ou on fait demi-tour. .. En pratique, on fait souvent la confusion. Cette confusion
est encore plus justifiée avec la notion d’arc simple, qui interdit les arréts et les
demi-tours.

Définition 4.10 Un arc paramétré v de classe C! est un arc simple lorsqu’il
existe une paramétrisation P; = ([a,b], f) de v telle que :

(i) Pour tout ¢ € [a,b], on a f/(t) # 0.

(ii) f réalise une bijection de [a, b] vers le support de 7.

Nous admettrons le résultat suivant, qui est tres logique :

Proposition 4.11 Si v est un arc simple, alors toute paramétrisation P, =
([a,b], f) de -y est telle que les assertions (i) et (ii) sont vérifiées.

La notion d’arc simple est ce qu’il y a de plus naturel en matiére d’arc : un
morceau de courbe qui d’un point de vue cinématique est parcouru une seule fois
sans arrét, (sans point stationnaire) est un arc simple. Le morceau de courbe est
le support de cet arc simple, et toute paramétrisation de cet arc simple fournit
une bijection entre un intervalle fermé borné et son support.

4.3.2 Arcs paramétrés de classe C! par morceaux

Cette notion est trés importante en pratique, car on procéde souvent par raccords.
Yo

N
Siy; =AB et v, =BC sont deux arcs paramétrés de classe C!, on peut considérer
N VY

Parc 4 = 71 V 9 correspondant & la mise bout & bout des arcs AB et BC. vy
est encore appelé « arc paramétré », mais on comprend bien qu’en B, qui est
Pextrémité de +; et l'origine de 79, il y a éventuellement moins de régularité, il
Y a par exemple un angle. On dit que < est un arc paramétré de classe C! par
morceaux. On peut bien siir itérer le procédé, et on a la définition :
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Définition 4.12 On appelle arc paramétré de classe C! par morceaux un objet
mathématique 7 formé par la mise bout 4 bout de n arcs paramétrés de classe C!,
Plus précisément, si 71,...,7, sont n arcs paramétrés de classe C! tels que pour
tout ¢ € {1,...,n — 1}, extrémité de v; est égale a l’origine de 7,1, on dit que
¥=79 V- V7, est un arc paramétré de classe C! par morceaux.

De fagon assez évidente, on définit le support d’un arc paramétré par morceaux
¥y=mV---Vy, comme étant la réunion des supports des arcs ; pour i €

{1,...,n}.

On définit aussi les arcs simples de classe C! par morceaux. Une définition rigou-
reuse n'est pas facile & énoncer mais décrivons cette notion. Tous les « morceaux »
(d’un arc simple de classe C! par morceaux) doivent &tre simples, et de plus, &
part les points de raccord qui appartiennent & deux arcs, chaque point du support
ne doit appartenir qu’a un seul morceau : ’arc ne doit pas se « recouper ».

4.3.3 Changement d'orientation
Paramétrisations inverses

Définition 4.13 On dit que deux paramétrisations P, = ([a,b],f) et P, =
([e, 8], 9), de classe C!, sont inverses (on note P; > P,) lorsqu’il existe une
bijection décroissante ¢ de [a,b] sur [a, B] qui vérifie les propriétés suivantes :

e ¢ est de classe C! ainsi que ¢!}

e gogp=f (et donc fop~!=g).

La seule différence entre des paramétrisations équivalentes et des paramétrisations
inverses, c’est le sens de variation de I’application changement de variable ¢.

Enoncons (sans démonstration) comme pour la définition de 1’équivalence, une
propriété caractérisant que deux paramétrisations sont inverses.

Proposition 4.14 Soient ([a,b], f) et (e, B],g) deux paramétrisations de classe
Cl. Ces deux paramétrisations sont inverses si et seulement si il existe une fonction
réelle ¢ de classe C, telle que

e [a,b] est inclus dans le domaine de définition de ¢;

e $(a)=p ¢(b)=a;

o Vt€[a,b] ¢(t)<O0;

o Vt € [a,b] sig(t)=s,onag(s)=f(t).

On établirait facilement (et nous admettrons) que la relation < est symétrique;
quesi P, & Py et P <> P3,alorson a P, = Ps;
que si P; = P, et P, <> P3, alors on a P; + Ps.
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Arcs inverses

Définition 4.15 Si ; et 2 sont deux arcs paramétrés dont les paramétrisations
respectives sont P; = ([a,b], f) et P> = ([®, 5], 9), si on a Py <+ P,, alors on dit
que les arcs 71 et 72 sont inverses, ou parcourus en sens inverse.

VY
Si A = f(a) et B = f(b), on a vu qu’on note y; =AB. Dans ce cas, puisque
f=go¢, et que ¢(a) =, ona A= f(a) = g(¢(a)) = g(B)- De méme, on a
N
g(@) = g(¢(b)) = f(b) = B, donc il est logique de noter v, =BA.
Inverser une paramétrisation revient donc & changer le sens de parcours.

Proposition 4.16 Deux arcs inverses ont méme support.

C’est un résultat assez évident dont nous ne formaliserons pas la démonstration.

Proposition 4.17 Si v est un arc paramétré de classe C! et si 4 est son arc
inverse, si P = ([a, b], f) est une paramétrisation de +, alors les paramétrisations
sulvantes sont deux paramétrisations de ’y

= ([a,b], f) avec pour tout t € [a,b], f(t) = fla+b-1t)
o P— ([~b, —a], f) avec pour tout ¢t € [—b, —a), f(t) = f(—t)

La démonstration de cet énoncé est trés simple (voir exercice 4.1)

Pour un arc paramétré construit par morceaux, on définit aussi fort logiquement
un changement d’orientation :

Définition 4.18 Siy =y1V-- -V, et 7/ =} V-- -V, sont deux arcs paramétrés
de classe C! par morceaux, on dit que ces arcs sont inverses 1'un de ’autre lorsque
e 71 et 7/, sont inverses;

® 72 et 1y,,_, sont inverses;

. .

® v, et 7] sont inverses.

4.3.4 Arcs fermés

Définition 4.19 Un arc paramétré de classe C! (ou de classe C! par morceaux)
est dit fermé lorsque son origine est confondue avec son extrémité.

Définition 4.20 Un arc fermé simple est un arc fermé -y de classe C! pour lequel
il existe une paramétrisation P = ([a, b], f) telle que

() — quel que soit t € [a,b], on a f/(t) # 0

(i) — f réalise une bijection de [a, b[ vers le support de .
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Remarquons la petite subtilité : un arc fermé simple n’est pas un arc simple,
puisque ’extrémité et 1’origine sont confondues. Mais & part ce point qui est
« double », tous les autres points ont un seul antécédent par f (quelle que soit lg
paramétrisation, d’ailleurs).

Attention, il y a aussi un sens de parcours pour un arc fermé, et on peut changer
son orientation !

Avec un peu de bon sens, vous comprendrez facilement ce qu’est un arc fermé
simple de classe C! par morceaux.

4.3.5 Exemples classiques d'arcs paramétrés
Segment de droite

Il est extrémement important de savoir paramétrer un segment de droite. Pour
étre rigoureux, on va en fait donner des paramétrisations pour un arc dont le
support est un segment [AB]. On privilégiera les solutions pour lesquelles A est
Porigine et B est I’extrémité.

Premiére solution : (cas général)

Un point M est élément du segment [AB] si et seulement si il est barycentre de
A et de B affectés de coefficients positifs. Comme on peut s’arranger pour que
la somme des coefficients soit toujours égale & 1, on prendra ¢t et 1 — ¢t comme
coefficients, avec t et 1 — ¢ positifs, donc ¢ € [0, 1]. Mais pour ¢ = 0, on doit étre
en A, donc on choisira M barycentre de A(1 — t) et B(t). Puisqu’alors, on sait
que OM = (1 —-t)OA +tOB, on peut en déduire en passant aux coordonnées que
si M = M(t) = f(t) a pour coordonnées (z(t),y(t)), on a

zt)=(1—-t)za+tzp
y(t) =(1-t)ya+tys

qui nous donne une paramétrisation du segment [AB] de A vers B.

t €[0,1],

Deuxiéme solution (segment horizontal ou vertical) :

Si [AB] est un segment horizontal, c’est que y4 = yB = yo. Posons pour simplifier
A = (a,yo) et B = (b,yo). Supposons dans un premier temps que a < b. Dans ce
cas, une paramétrisation trés simple de ’arc simple dont le support est [AB] est

z(t) =t
{ () = vo t € [a,b].

Si on a a > b, il est plus compliqué de paramétrer [AB] de A vers B, et on a
intérét & utiliser la paramétrisation inverse du segment [BA] (de B vers A)

z(t) =t
{ W=y ‘O
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us verrons que ce n’est pas bien génant pour calculer une intégrale curviligne.
o

De méme, pour un segment [CD] vertical, si C = (zo,c) et D = (zo,d), si ¢ < d,
une paramétrisation simple de 1’arc simple dont le support est [C'D], orienté de C

vers D est
z(t) = zo
{ u(t) =t t € [c,d].
et si ¢ > d, c’est le segment [DC], orienté de D vers C qui est facile & paramétrer
par

y(t) =t

Troisiéme solution (cas d’un segment d’une droite connue par son équation
cartésienne réduite) :

Soit A une droite dont on connait ’équation cartésienne réduite y = mzx + p (ce
qui suppose que A n’est pas verticale).

Soit A le point de A qui a a pour abscisse et B celui qui a b pour abscisse. On

suppose a < b.
Alors une paramétrisation simple et naturelle de ’arc simple dont le support est
le segment [AB] orienté de A vers B est

{ 2(t) =1 t € [a,b].

{ sB) =m0 ;o [d,d].

y(t)=mt+p

Arc de cercle

Classiquement, on a vu qu’une paramétrisation de ’arc fermé simple dont le
support est le cercle I" de centre §2, de rayon p , et dont I’origine et I’extrémité est
le point A = (zq + p,ya) (le plus & droite de I') est

z(t) = zo + pcost
. t € (0,2m|.
{ y)=ya+psine -1

En jouant sur les bornes de l’intervalle, on modifiera les bornes de 1’arc, mais
il sera toujours parcouru dans le sens trigonométrique. Si on rencontre un arc
parcouru dans le sens indirect (le sens des aiguilles d’une montre), on a deux
solutions : la premiére et la plus sage consiste & considérer I’arc inverse, qui lui est
parcouru dans le « bon » sens; la deuxiéme (plus dangereuse) consiste & utiliser
une paramétrisation du type

{ z(t) = zq + pcos(—t) = zq + pcost t e [a,b,

y(t) = yo + psin(—t) = yq — psint
en réfléchissant bien au choix des bornes a et b pour bien partir et arriver ol on
le souhaite.



176 CHAPITRE 4. INTEGRALE CURVILIGNE. LONGUEUR D’UNE COURBE

4.4 Intégrale curviligne

4.4.1 Avertissement

L’intégrale curviligne que I’on va définir est une intégrale tres spéciale : il ne s’agit
pas ici d’intégrer une fonction, mais on va intégrer soit une forme différentielle,
soit un champ vectoriel.

Le domaine d’intégration sera toujours un arc paramétré, notion que ’on vient de
définir.

Rappelons qu’une forme différentielle w = P dz + @Q dy est une application définie
sur un ouvert & de R? 3 valeurs dans le dual (R?)* de R? (c’est-a-dire I’ensemble
des formes linéaires sur R?, qui sont les applications linéaires de R? vers R), qui
associe & tout élément X = (z,y) € U la forme linéaire w(X) sur R? dont la

matrice est (P(x,y) Q(z, y)). Pour tout (h,k) € R?, on a
w(X)(h,k) = (P(z,y) Q(,y)) (Z) = P(z,9) h+ Q(z,y) k.

Un champ vectoriel ? est lui une fonction définie sur un ouvert U de R?, & valeurs
dans R?. L’équivalence entre les deux points de vue vient de ce que si (P, Q) sont

les composantes de ? On notera d’ailleurs plutdt en colonne : ? = (g)

Pour tout X = (z,y) € U, ?(X ) est un vecteur et pour tout vecteur V’ € R?% on

peut faire le produit scalaire de ?(X ) par V= (Z)

F(x)-V = (ggzg) - (Z) — P(z,y) h+ Q(s,9) k.

Donc, & partir d’'un champ vectoriel ? ou d’une forme différentielle w de mémes
composantes P et @) (rappelons que ces fonctions composantes sont des fonctions
scalaires de deux variables), on obtient finalement le méme résultat lorsqu’on

calcule w(X )(7) et ?(X ) 7, ceci quel que soit X € U et quel que soit V eR2
Nous utiliserons ces deux points de vue lors des calculs d’intégrale curviligne.

Une derniére précaution : nous ne considérerons que des formes différentielles et
des champs vectoriels continus (en fait, on aime mieux, d’ailleurs, qu’ils soient de
classe C!), c’est-a-dire que les fonctions de deux variables P et Q doivent &tre des
fonctions continues (ou mieux : de classe C!.
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4.4.2 Intégrale curviligne d'une forme différentielle

Définition 4.21 Soit v un arc paramétré de classe C, dont le support est inclus
dans un ouvert U. Soit Py = ([a,b], f) une paramétrisation de ; soient z et y les
fonctions composantes de f. Soit w = P dz + @ dy une forme différentielle définie

sur U.
On appelle intégrale curviligne de w le long de < et on note / w le nombre réel

A
/ / Pdzr+Qdy= / ) (f'(2)) dt
= [ (Pe®.v0)e't) + Q(w(t),y(t))y’(t)) dt

Essayons de bien comprendre la signification de w(f(t))(f'(t)) :

f(t) = (z(t),y(t)) est un élément de U, puisque le support de + est inclus dans U.
Puisque w est une forme différentielle sur U, pour f(t) € U, w(f(t)) est donc un
glément de (R2)*, c’est-a-dire une forme linéaire sur R2. La matrice de cette forme
linéaire (1 ligne, 2 colonnes) est

(PU®) @U)) = (PE)y(t) Q(t),y(®)).
or, f/(t) est bien siir un vecteur de R%, que ’on peut noter en colonne f'(t) =
z'(t)
y@®))
Donc w(f(¢t))(f'(t)) est I'image du vecteur f'(t) par la forme linéaire w(f(t)).
C’est donc un réel qui vaut

OV 0)=(PUE) Q) (58) =PE0.v0) 060,10

Ce calcul est valable pour tout ¢ dans [a, b]. On définit donc une application

[a,b] — R
t — P(z(t),y(t))z'(t) + Qz(t), y(®))y' (1).
Cette application est continue, car fabriquée & partir de fonctions continues (z’ et
y' sont continues parce que 7 est de classe C1). Il est classique qu’on peut toujours
calculer I'intégrale d’une fonction continue sur un intervalle, et cette définition a
donc un sens.

Il reste un point essentiel & vérifier, c’est que cette définition ne dépend pas de la
paramétrisation de y que I’on choisit.

Proposition 4.22 Avec les notations de la définition 4.21, la valeur de I'intégrale

curviligne / w ne dépend pas de la paramétrisation de 7.
v
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Preuve Il suffit d’établir que si P, = ([e, 5], g) est une autre paramétrisation
de ~, la valeur de / w calculée avec P, est la méme que celle calculée plus haut,
N’oublions pas que Ye fait que P» soit une autre paramétrisation de -y signifie que
P1 = Pz.

Il existe donc une application ¢ de classe C! telle que

* [a,b] C D(¢)

e a=¢(a) et B=¢(b)

e ¢/(t) > 0 pour tout ¢ € [a, b]

e pour tout t € [a,b], si s = ¢(t), on a g(s) = f(¢t).

Rappelons une formule classique : la formule de changement de variable dans une
intégrale :

Si F' est une fonction définie sur I'intervalle I ; si ¢ est une application de classe
C! sur [a,b], et si p(a) € I et p(a) € I, alors

/ * Pa) do = / " Plo(t) ¢/ () dt

¥(a) a

Nous devons comparer la valeur de / w calculée avec P; :
v

A= / P(z(t), y(t)7'(t) + Qz(t), ¥V (1)) dt,

avec sa valeur calculée avec P, : (si X et Y sont les fonctions composantes de g)

B= / X(s),Y () X'(s) + Q(X(5), Y(5))Y'(5)) d.

Posons F(s) = P(X(s),Y(s))X'(s) + Q(X(s),Y (s))Y’(s). On a donc
¢(b)
B = F(s) ds.
#(a)
D’autre part, puisque pour tout ¢ € [a,b], on a en posant s = ¢(t), g(s) = f(¢),
en comparant les fonctions composantes, on obtient

X(s) =x(t) = X((¢)) donc '(t)=X'(4())¢'(¢)
et Y(s)=y(t) =Y(¢(t)) donc y'(t)=Y"(¢(t)4' ().
On en déduit

A= [ (POX(G0), Y (60) X (60)00) + QX (6, Y (4(0))Y (9(0) ¢ (1)
- ( (X(6(0), Y ()X (9(8) + QUX($(2)), Y (B®))Y' (6)) ) #'() et
= [ Fo0)¢ 0 a.

Le formule de changement de variable permet de conclure que A = B. O
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Cas d’un arc de classe C! par morceaux

(« Relation de Chasles » pour les intégrales curvilignes.)

Définition 4.23 Siy = V---V, est un arc de classe C! par morceaux dont le
support est inclus dans un ouvert I sur lequel est définie une forme différentielle
w, alors I'intégrale curviligne de w le long de vy est

Lw:i/iw.

=1

4.4.3 Circulation d’'un champ vectoriel

Mathématiquement, il n’y a rien de nouveau dans ce § par rapport au précédent :
seul le point de vue et les notations changent.

Définition 4.24 Soit 7 un champ vectoriel de composantes P et @, défini sur
un ouvert U et v un arc paramétré de classe C! dont le support est inclus dans I,
et dont une paramétrisation est P; = ([a, b], f).
L’intégrale curviligne du champ vectoriel ? le long de ~y, aussi appelée circulation
du champ vectoriel V' le long de v est égale a

/ VM) 3 = / V(@) - 78 at
= [ (PE®,v0)2'0) + @), v ®) a

(z et y désignent les fonctions composantes de f).

Remarquons tout d’abord que l'intégrale curviligne (ou la circulation) de 7 =

(g) le long de <y a la méme valeur que ’intégrale curviligne le long de v de la

forme différentielle w = P dz + Q dy.

Essayons ici aussi de bien comprendre les notations utilisées dans cette définition :

Tout d’abord, dans le terme le plus & gauche comprenons qu’on n’a qu’une notation

formelle. Elle tente de répondre & la situation de l'introduction : Iintégrale

signifie physiquement qu’on additionne un grand nombre (une infinité) de termes
(M) - m, produits scalaires du vecteur 7(M ), (image du point M décrivant

au support de l’arc par le champ V'), par le vecteur dél\i[, « petit déplacement »

du point M.

Ensuite dans le deuxiéme terme, « - » désigne bien sfir ici aussi le produit scalaire.

Il s’agit de faire le produit scalaire du vecteur 7( f(t)) par le vecteur f'(t).
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L’application ¢ — v(f(t)) f’—(t$ = P(z(t),y(t))z'(t) + Q(z(t), ¥(¢))y'(t) vade R
dans R, et elle est continue sur [a, b] en particulier parce que la paramétrisation est
de classe C!, donc les fonctions composantes de f’ qui sont z’ et 3’ sont continues,
On peut donc légitimement l'intégrer entre a et b.

Proposition 4.25 L’intégrale curviligne d’un champ vectoriel le long d’un arc
paramétré ne dépend pas de sa paramétrisation.

La démonstration est exactement calquée sur ce qu'on a fait pour les formes
différentielles ; il n’y a d’ailleurs pas lieu de refaire ici une démonstration, puisqu’en
fait on n’a fait que changer de point de vue.

4.5 Propriétés de l'intégrale curviligne

Ces propriétés sont assez proche de celles de I'intégrale d’une fonction : il y
a, comme pour cette intégrale, la linéarité, la relation de Chasles, I’effet d’un
changement d’orientation et un lien avec les primitives. On peut énoncer toutes ces
propriétés pour l’intégrale curviligne de formes différentielles ou pour l’intégrale
curviligne de champs vectoriels. Nous choisirons & chaque fois un des deux points
de vue, mais il peut étre intéressant pour le lecteur d’essayer d’énoncer a chaque
fois la traduction dans ’autre point de vue de cette propriété.

Nous supposerons dans une premiére lecture que tous les arcs paramétrés sont de
classe C!, puis nous remarquerons que toutes les propriétés restent valables pour
des arcs de classe C! par morceaux.

Proposition 4.26 (Linéarité)

Soient wy et wy deux formes différentielles sur un méme ouvert U.
Soit v un arc paramétré dont le support est inclus dans .

Alors pour tous A\, € R, on a

/(/\w1+,uw2)=)\/w1+p,/w2.
¥ v ¥

La démonstration serait trés facile & faire, en utilisant la linéarité de ’intégrale
des fonctions réelles, aprés avoir traduit ces intégrales curvilignes en utilisant la
définition.

N\ Yo
Proposition 4.27 (Relation de Chasles) Soient 3 =AB et v, =BC deux
arcs paramétrés ; mettant bout & bout ces deux arcs on pose vy = y; V 2. Alors
pour toute forme différentielle w définie sur un ouvert contenant le support de 7,

on a
/w=/w+ w.
Y " Y2
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—

De méme, si v =AC est un arc paramétré, si B est un point du support de
VY N

’arc paramétré v, il existe deux arcs paramétrés v; =AB et y2 =BC tels que

4=V 72 et on a donc le méme résultat

/w=/w+ w.
v " 2

Comprenons bien la différence entre les deux points de vue : dans le premier
énoncé, on part de deux arcs paramétrés que I’on peut mettre bout & bout ; dans
le deuxiéme, on part d’un seul arc et d’un point de cet arc, et on le coupe en deux.
Le résultat est bien siir le méme dans les deux cas.

Preuve C’est uniquement dans le cas des arcs paramétrés de classe C! par
morceaux que la premiére partie de cet énoncé apporte quelque chose de nouveau,
car sinon, si 7 et 2 sont des arcs de classe C!, on ne fait que retrouver la définition
de Vintégrale curviligne de la forme différentielle w le long de I’arc de classe C!
par morceaux y =71 V ya.

Nous n’entrerons pas dans les détails mais c’est une espece d’associativité de Vv
qui permet de conclure pour 7; et 2 de classe C! par morceaux.

L’intérét de la deuxiéme partie est d’autoriser a couper un arc régulier. Nous
supposons que v est de classe C1. Il existe donc une paramétrisation P = ([a, c], f)

Py
de v, et puisque par hypothése vy =AC, on a f(a) = A et f(c) =C.

Mais puisque B est un point du support de 7, il existe b € [a, ¢| tel que f(b) = B.
Considérons les deux paramétrisations P, = ([a,b], f) et P2 = ([b,¢], f). Elles
définissent évidemment des arcs paramétrés respectivement 7y; et vy, et il est clair
que ’extrémité de ; et I’origine de o coincident : c’est le point B.

On peut donc considérer I’arc C! par morceaux 7/ = 71 V 2, et il n’est pas
choquant de considérer que 4’ = 7. De toutes fagons, on peut appliquer la relation
de Chasles pour les intégrales de fonctions réelles :

c b c
Lo=[ et a= [ o) o) [ ofo)ro)

= w+ w.
M Y2
Nous n’étudierons pas le cas ol v est de classe C! par morceaux, mais tout
fonctionne de la méme fagon, & quelques précautions pres. a

Une conséquence trés importante est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 4.28 Si v et 4/ sont deux arcs fermés simples de méme support et de
méme orientation, si w est une forme différentielle définie sur un ouvert contenant
le support commun de ces deux arcs, alors

fo= [
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En d’autres termes, pour calculer I'intégrale curviligne d’une forme différentielle
sur un arc fermé simple, on peut choisir librement ’origine.

Preuve simplifiée Le seul cas intéressant est quand ’origine de +/ différe de
I’origine de <y, sinon comme ce sont des arcs simples, ils sont confondus. Soit 4
Porigine de v et B l'origine de 4’. Un petit dessin vous convaincra facilement qu’i]
existe deux arcs simples 7; et s tels que

e y=7V2;
Y =7Vmn;
N\

o
e 71 =AB et 7, =BA.
Par relation de Chasles et par commutativité de I’addition, on obtient alors tres

facilement
/w=/w+ w=/w+ w=/w
v " Y2 72 7 v

Proposition 4.29 (Changement d’orientation) Si v et 7' sont deux arcs pa-
ramétrés inverses, alors pour toute forme différentielle w définie sur un ouvert
contenant le support commun de v et de 4/, on a

fo=t

Un changement d’orientation change donc le signe d’une intégrale curviligne.

a

Preuve Soit P = ([a,b], f) une paramétrisation respectlvement de v, on sait
que P = ([-b, —a], f) est une paramétrisation de ', avec f(t) = f(—t).
Posons ¢(s) = —s =t et donc ¢'(s) = —1. On a

ooy a= [T u(o) o) a
#(—a)

On peut appliquer la formule de changement de variable dans une intégrale de
fonction réelle :

/ /_ Co(£6)) (£@#6))# ) s = [ ;aw(f(—s))(f’(—s))(—l) ds.

Mais si f(s) = f(—s), on a f'(s) = —f'(—s), donc f/(—s) = —f!(s). D’ou

[,‘” = /_ ;aw(f(s»(—f’(s)) ds

Or, n’oublions pas ce qu’est w( Fi (8)) : c’est une forme linéaire sur R?, donc pour
tout élément X de R?, on a w(f(s))(—X) = —w(f(s))(X). En particulier pour
X = f'(s), on a donc w(f(s)) (- f'(s)) = —w(£(s)) (f'(s))



4.5 PROPRIETES DE L'INTEGRALE CURVILIGNE 183

Finalement on obtient donc :

[o==[, wF@)F@)ds=- [

O

Proposition 4.30 (Cas d’un champ de gradients) Soit F' un champ scalaire
de classe C! sur 'ouvert U. Posant V = grad F', on a pour tout arc paramétré
Van

v =AB dont le support est inclus dans U/,

/ V(M) - dM = F(B) - F(A).

En d’autres termes, si ? est un champ de gradients, appelant « potentiel » (comme
le font les physiciens) une fonction F' telle que grad 5, alors l'intégrale
curviligne de V' est égale a la différence entre le potentiel en son extrémité et le
potentiel en son origine.

B_F et Q = 8—F Soit
oz

Preuve D’aprés les hypotheses, si 7 = (g), onaP= o

VY
P, = ([a,b], f) une paramétrisation d’un arc v =AB. z et y étant les fonctions

composantes de f, considérons la fonction (définie sur [a, b])
_)
¥ 1t V) - £ = Ple),y(0)2' (1) + Qa®), )y ().
D’apres I’hypothése, on a donc
WD) = 5 @O 1) + 5 @O.VOW )

On reconnait alors que 4 est la dérivée de la fonction ¥ : t+— F(z(t),y(t)) =
F(f(t)) (voir le théoréme 3.40 p. 97).
x;_‘}ppliquons tout cela a la valeur de ’intégrale curviligne le long de v du champ

[V @ - [ (PE0),90)2 0 + Qo) y)y o) e
= [ at= [909)]" = F(70) - F(1(0) = F(B) - F(A).

O
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Cet énoncé est a rapprocher de la formule qu’on utilise pour calculer ’intégrale
d’une fonction g sur un intervalle [a, 8] connaissant une primitive G de g sur cet
intervalle :

b b
[ otn)dr = [6)]. = 6 - Ga)

La différence essentielle est que cette méthode consistant & prendre une primitive
est universelle pour les fonctions réelles d’une variable, (on a vu qu’elle marche
aussi pour les fonctions vectorielles d’une seule variable), mais qu’en revanche,
pour une intégrale curviligne, elle ne marche que pour certains champs vectoriels,
comme on ’a vu avec le théoréme 3.85 (p. 153) ; en effet, la plupart des champs
vectoriels n’ont pas de primitive.

Corollaire 4.31 L’intégrale curviligne d’un champ de gradients le long d’un arc
fermé est nulle.

Preuve Si A est lorigine (et donc aussi ’extrémité) de cet arc fermé 7, si
= grad ?’ sur un ouvert U contenant le support de v, alors on a

/ V(M) - IM = F(A) - F(A) = 0.
X

Remarquons qu'ici il est tout a fait évident que le choix de ’origine de I’arc n’a
aucune incidence sur le résultat. O

Traduisons ces résultats pour l'intégrale curviligne d’une forme différentielle.

Tout d’abord deux définitions.

Définition 4.32 Une forme différentielle w définie sur un ouvert U de R™ est
dite ezacte lorsqu’il existe une fonction (de n variables) F' telle que w = dF'. Dans
ce cas on dit que F' est une primitive de w

Définition 4.33 Une forme différentielle w = P dz + Q dy définie sur un ouvert
U de R? est dite fermée lorsqu’on a Z—}yj = ?9—532
Une forme différentielle w = P dz + Q dy + R dz définie sur un ouvert I/ de R®
est dite fermée lorsqu’on a

8Q _OR  OR_OP 0P _0Q

0z Oy ' dr 0z ’ Oy Oz

Remarquons qu’une forme différentielle est fermée si et seulement si le champ
vectoriel ayant les mémes fonctions composantes a son rotationnel qui est nul.

La traduction du théoréme 3.85 et du lemme 3.87 qui-suit permettent d’énoncer
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Proposition 4.34 Si une forme différentielle w est exacte sur un ouvert ¢, alors
elle est fermée sur cet ouvert.
Si 'ouvert U est étoilé, alors w est exacte si et seulement si elle est fermée.

Lorsqu’une forme différentielle w = P dz + Q dy est fermée (ou ce qui revient au

méme lorsque le rotationnel du champ vectoriel 7 = g est nul), il est donc

trés intéressant de savoir déterminer une fonction F' primitive de w (et de ?),
c’est-a-dire telle que w = dF' (et 7 = radz} d’apres la traduction en termes
« forme différentielle » de la proposition 4.30) :

Proposition 4.35 Si w est une forme différentielle admettant une primitive F'

Yy
sur un ouvert U, si v =AB est un arc dont le support est inclus dans U, alors

[yw=[de=F(B) — F(A).

Si de plus v est un arc fermé, alors / w=0.
¥

Pour déterminer les primitives d’une forme différentielle w fermée sur un ouvert
U étoilé, et qui est donc exacte, remarquons d’abord qu’une telle primitive est
forcément définie & une constante pres (& cause de la linéarité de la différentielle
et parce que la différentielle d’une constante est forcément nulle).

Pour déterminer F', on procéde ainsi :

F F
Puisqu’on cherche F' telle que g_x = P et Z—y = (), on considére d’abord y

comme une constante et on primitive P en x; notons que le résultat obtenu est
une fonction définie & une « constante » pres, mais y étant considéré comme une
constante, cette constante peut dépendre de y.

Ensuite, on dérive par rapport & y ce qu’on vient d’obtenir, et on compare & @ :
cela permet d’obtenir une équation qui ne doit plus dépendre que de y et qui
permet de trouver la valeur de la « constante » obtenue précédemment.

4.6 Etude d’exemples

Exemple 1 : Soit & calculer l'intégrale curviligne I = / w de la forme dif-
ol
férentielle w = P dz + @ dy le long de l'arc v, lorsque P(z,y) = 2(z + v),

Q(z,y) = 2(z + 2y) et lorsque «y est un arc joignant le point A = (1,0) au point
B = (0,1) en suivant le quart du cercle « trigonométrique ».

Une méthode normale de calcul consiste & choisir une paramétrisation de -y, puis
d’appliquer la définition.
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0,3] — R?

t  — (z(t),y(t)) = (cost,sint)
trisation de . On aura besoin dans le calcul des valeurs de z/(t) = —sint et
y'(t) = cost.

On a donc

1= / P(a(t),y)a'(®) + Qa(®) y )y (®) dt
= [ 3((w0 + 20)2 O + 60) + 200 0) at

La fonction f définit une paramé.

= / 2((cost + sint)(—sint) + (cost + 2sint) cost) dt

/2 /2
=2 / (sintcost + cos®t — sin?t) dt = / (sin2t + 2 cos 2t) dt
0 0

cos2t /2 -1 1
=[- > 2t] _<—7+0>—(—§+0>_1.

Mais une méthode « astucieuse » aurait consisté & remarquer que

oP 0

w est donc une forme différentielle fermée, ce calcul étant valable sur R? tout
entier qui est bien siir étoilé. w est donc une forme différentielle exacte.
Cherchons une fonction F' telle que w = dF.

OF
On doit avoir %(w, y) = P(z,y) = 2z + 2y. Donc

F(z,y) = /(2:1: + 2y) dz = 22 +2zy + C1.

Cette constante C} est en fait éventuellement une fonction de y, donc nous écrirons
(c’est beaucoup plus sage)

F(z,y) = [(20+2y) do =3 + 20y + g(y).

F
Mais on doit avoir aussi g—(a:,y) = Q(z,y) = 2z + 4y. Reportant dans cette
équation I’expression de F' que I’on vient d’obtenir, on a
0
5&(962 +2zy+9(y) =22+4y < 2c+9'(y) =2z +4y <= Jy) =4

Remarquons que comme prévu, z a disparu de cette équation.
g est donc telle que

9(y) = /4y dy = 2y% + Co.
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C, est ici une « vraie » constante.
Faisant une synthese de tout cela on a obtenu que les primitives de w, c’est-a-dire
les fonctions F' telles que w = dF' sont de la forme

F(z,y) = 2% + 2zy + 2% + Cs.

On peut trés bien choisir la constante C2 nulle, car on a juste besoin d’une
primitive de w (pas de toutes). On obtient alors

B
1=/7w= [~dF = [F] = F(B)- F(4) = F(0,) - F(1,0) =2~ 1 =1

On retrouve évidemment le méme résultat.
Exemple 2 : Soit & calculer I’intégrale curviligne I = / V}(M ) dTl) du champ
¥

vectoriel ? = (g) avec P(z,y) = v + 4zy + 1 et Q(z,y) = 222 + 22y + =z, le

long de ’arc v, qui est 'arc joignant par des segments de droite, dans cet ordre
les points A = (1,0), B = (0,1), C = (—1,1) et retour en A.

N

7 est donc un arc fermé simple de classe C! par morceaux.
Est-ce que nous avons la chance d’étre en présence d’un champ de gradients 7

On a
2Q
oz

(4.4)

oP
8—y(a:,y)=2y+4:c et (z,y) =4z +2y+1

Hélas, le rotationnel de ? n’est pas nul, donc ce n’est pas un champ de gradients.

Mais on peut quand méme étre un peu astucieux : on peut remarquer qu’il y a
OP 0

beaucoup de ressemblances entre B_y et ?3% ; juste 1 de différence! Et d’ou vient

ce 1?7 Du terme z dans Q. Il est donc pertinent de « couper » en deux le champ

vectoriel 7 et d’utiliser la linéarité :

Posons V= ¥4+ T, e = (1) = (V5024 1) = (82) = (0)
onadonc1=/7(M)-EM:/V*I(M).&T)M+/V§(M)-CW}=II+12.
Y Y Y
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OP _ 0Q1

oy 0z

17{ est donc un champ de gradients (I’ouvert sur lequel tous ces champs sont définig
est bien sir R?).

Par conséquent I; =0 et I = Is.

Cette deuxiéme intégrale curviligne est bien plus facile a calculer.
On coupe en trois parties I’arc v : v =1 V y2 V 73 avec

71 est 'arc simple de support le segment [AB] orienté de A vers B,
72 est 1'arc simple de support le segment [BC) orienté de B vers C,
73 est 1'arc simple de support le segment [C'A] orienté de C vers A.
On a donc

1r=1r2=/7‘7§(1v.r)-<ﬁ’/.r=/7 vz(M)-de+[1 %(M)-m+fy Vo(M) - a3

=J+ K+ L.

Il est clair, maintenant, que —

Calcul du premier terme
Une paramétrisation de y; est

m(t) = (l—t).’BA-I—t;z;B =1—¢
{ y(t) = (1 _t)yA+tyB =t te [0’ 1]-

On a aussi z'(t) = —1 et /(t) = 1. D’ou

J= / (Pa(a(0), y(®)2' (1) + Qa(a(t), u(t)y' (1) dt = / (1-t)dt

)
(1—1)2 1
-F55-3

Calcul du deuxiéme terme

Puisque v2 a comme support un segment horizontal, on applique la. deuxiéme
méthode de paramétrisation. Mais I’abscisse de ’origine est supérieure & ’abscisse
de l’extrémité : on a intérét & utiliser ’arc inverse, qui est 72, I’arc simple de
support [CB] orienté de C vers B.

Une paramétrisation de 73 est

{e021 vernal

Ici, '(t) = 1 et y/(t) = 0, donc

_/A@(M).m=—/0[0><1+tx0]dt=
72 -1
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Remarquons que d’un point de vue physique, ce résultat est trés logique : avec
linterprétation du début du chapitre, comme calcul d’un travail, ici la « force »
17; est verticale, et le segment est horizontal et il est classique que le travail d’une
force perpendiculaire au sens du déplacement soit nul.

Calcul du troisiéme terme

Nous allons essayer ici la troisieme méthode : le segment [CA] est une partie de
la droite A dont le coefficient directeur est —5 et Pordonnée a 1’origine est 1
L’équation cartésienne réduite de A est donc y = ; 1(1 —¢). On ne garde de cette
droite que la partie entre son point d’abscisse —1 et son point d’abscisse 1 (et on
va dans le « bon » sens).

Une paramétrisation de 73 est donc

&) =t
LTty cetun

Onaz'(t) =1et y/(t) = —1, donc

K= /_11 (0.1 +t(—%)) dt = 0.

(lintégrale d’une fonction impaire sur un intervalle centré en 0 est nulle).

Donc finalement
I= L +0+0= 1
2 2
Remarquons que I est égale a l’aire du triangle ABC, qui est la partie du plan
limitée par l’arc fermé . Nous verrons dans le prochain paragraphe que ce n’est

pas un hasard.

Exemple 3 : Soit & calculer I'intégrale curviligne I = / w de la forme différen-

tielle w = P dz + @ dy le long de I’arc v, avec les hypotheses suivantes.

_ Yy . __Z
P(z,y) = Tt Q(z,y) = o
7 est un arc simple fermé dont le support est le cercle trigonométrique, orienté
dans le sens direct.

On a vu que le choix de l'origine de 7 est sans importance. Nous prendrons son
origine en A = (1,0).
Est-ce que w est une forme différentielle exacte? On a

oP y? — x?

_ _9Q
%(fb‘,y) “@Er) Bs (z,9).
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Donc w est fermée. Mais ici w est définie sur I'ouvert ¢ = R? \ {(0,0)} qui n’est
pas étoilé. (Il n’est d’ailleurs pas possible de trouver un ouvert étoilé qui contienne
le support de v et qui soit inclus dans 1’ensemble de définition de w).

Il est donc impossible d’affirmer que w est exacte.

Remarquons qu’il est pour l’instant tout aussi impossible d’affirmer que w n’est
pas ezacte : la proposition 4.34 (p.185) ne fonctionne que dans un sens.

Nous allons calculer « & la main » l'intégrale curviligne I.

Une paramétrisation de 7 est

z(t) = cost
{ u(t) =siont t € [0,2m).

On a z'(t) = —sint et y'(t) = cost. En pratique, on écrira.

{ x =cost dzx = —sintdt

y=sint dy=costdt t €10, 2],

puis

Y x

2m sint ) cost
- /o <_ cos? t 4 sin? ¢ (=sint) + cos?t + sin? ¢
Puisque cette intégrale curviligne sur un arc fermé n’est pas nulle, cette fois on
est siir que w n’est pas une forme différentielle exacte, bien qu’étant fermée.
Vous reverrez peut-étre cet exemple trés important lors des calculs de résidus, si
vous étes amenés d travailler avec la « variable compleze » au niveau du master
de mathématiques.

cos t) dt = 2m.

4.7 Utilisation des intégrales curvilignes pour des calculs d’aires

4.7.1 Enoncé de la formule

Nous allons admettre provisoirement, en attendant le prochain chapitre, le résultat
suivant qui est une conséquence de la formule de Green-Riemann (théoréme 5.11,
p. 228). En effet, elle nous permettra de calculer des aires de parties de plan
limitées par des arcs simples fermés, ce qui est & peu prées le cas général de ce
qu’on peut rencontrer en fait de calcul d’aire.

Théoréme 4.36
Soit v un arc simple fermé dont le support est parcouru dans le sens trigonomé-
trique ; alors aire de la partie de plan limitée par cet arc simple fermé est donnée

par la formule
A=/azdy=—/ydm=%/(wdy—ydw).
% ¥ v
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Remarque : Ce résultat admet en fait une propriété intuitivement évidente, mais
qui est tres difficile & établir de fagon rigoureuse : toute arc simple fermé de classe
¢! (ou de classe C ! par morceaux) sépare les points du plan en deux zones : I'une
pornée est l'intérieur de la boucle, I’autre, non bornée, en est ’extérieur.

Ici « intérieur » n’est pas & prendre au sens topologique, mais au sens commun :
partie du plan limitée par la boucle.

De méme, lorsqu’on parle d’arc fermé, ce n’est pas au sens topologique que
« fermé » doit étre compris. (On montre que le support de tout arc paramétré de
classe C! (ou de classe C' par morceaux) est fermé au sens topologique, mais un
arc n’est fermé que si il forme une boucle, et ce n’est un arc simple fermé que s’il
ne se recoupe pas : un « huit » n’est pas un arc simple fermé.)

Justification : nous ne pouvons pas encore démontrer cette formule, mais nous
allons au moins établir que les trois intégrales curvilignes intervenant dans cette

formule sont égales.

1

SiA=/a:dy, B=—/ydw et C=5/(mdy—ydw),onremarqueque
v v v

= %(A + B), donc il suffit d’établir que A = B. or,

A—B=[y(mdy+ydw)=[yw=[y(Pdw+Qdy).

oP 0
Avec P(z,y) =y et Q(z,y) = z. Il est clair que B =1= 6—3, donc w est
une forme différentielle fermée, qui est définie sur ’ouvert R? qui est bien siir
étoilé : w est donc exacte, et 'intégrale d’une forme différentielle exacte le long

d’un arc fermé est nulle. Ona A— B=0donc A=B =C. O

4.7.2 Un exemple important

Considérons une fonction f d’une variable réelle, a valeurs dans R. On suppose
que f est de classe C! sur un intervalle [a, b], et pour simplifier, nous supposerons
que f(z) > 0 pour tout z € [a, b].

Chacun sait calculer ’aire de la partie de plan limitée par la courbe de f, (d’équa-
tion y = f(z)), ’axe des abscisses et les deux droites verticales z = a et z = b.

b
On sait que cette aire vaut A = / f(z) dz.

Nous allons essayer d’appliquer la formule précédente, et bien siir de retrouver le
méme résultat.

On appelle v un arc fermé simple dont le support entoure la partie de plan dont
on cherche Daire, et qui est orienté dans le sens trigonométrique.

On considére les points 4 = (a,0), B = (b,0), C = (b, f(b)) et D = (a, f(a)).
Ces quatre points sont tous sur le support de  qui est un arc de classe C! par
morceaux. Choisissons A comme origine (et extrémité) de 7y
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On peut facilement décomposer v = 1 V y2 V y3 V 74, avec
Y

e 1 =AB a comme support un segment horizontal parcouru de gauche & droite

(dans le « bon sens »)
~

e 72 =BC a comme support un segment vertical parcouru de bas en haut (dang

le « bon sens »)
~

e 3 =CD a comme support un morceau de la courbe de f, parcouru de droite 3

gauche (nous verrons que c’est plutét le « mauvais sens »)
N\

e v4 =DA a comme support un segment vertical parcouru de haut en bas.
Nous utiliserons les arcs 73 et 74 inverses respectivement des arcs 73 et 74, pour
faciliter les calculs en se remettant dans le « bon sens ».

On a donc (choisissant la deuxiéme expression dans la formule du théoréme 4.36) :

A= / (—y dz) = / (~yda)+ [ (~ydz)+ L3<—y a2)+ [ (~y dz)

= [ (~ydo)+ [ (~yd) - [ (~yda) - [ (~yda)
7 Y2 73

74

=/(—ydw)+ (—ydz)+ | (ydz)+ | (ydz)=L+ I+ I3+ I4.
m Y2 : 73 Y4

Calcul de I} = / (—y dz).
st
Une paramétrisation de y; est

{s028 ret

On a dz =1 dt, donc

n =Ll(—ydz) =/ab(—0x 1) dt = 0.

Calecul de I, = / (—y da).
72
Une paramétrisation de v, est

() =b

On a dz = 0dt, donc
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Calcul de I3 = [ (y dz).
73
Une paramétrisation de 73 est clairement

z(t)=t
{ yit) = f) TE@0

On a dz = 1dt, donc

b= [ was)- | Gwxa= [ 1) da.

Calcul de Iy = /,\ (y dz).
Y4

Une paramétrisation de 74 est

{ 2B =0 ¢ o, f(a)

y(t) =t
On a dz = 0 dt, donc
£(b)
I4=/A(yd:v)=/ (¢ x 0) d¢ = 0.
4 0
Finalement, on obtient
b b
A:0+0+/ f(z) dw+0=/ f(z) dz.
a a
On a retrouvé le méme résultat.

4.7.3 Méthode de calcul

193

Nous verrons que ’aire d’une partie de plan peut aussi se calculer & 1’aide d’une
intégrale double. Avec la triple formule que nous avons ici cela fait au moins

quatre méthodes pour calculer une aire. Sans compter qu’en fait, on a

oP

Corollaire 4.37 Soit w = P dz + Q dy une forme différentielle telle que o

—— = 1, alors pour tout arc fermé simple <y orienté dans le sens trigonométrique,

oy

l'aire de la partie de plan limitée par le support de 7y est donnée par

A=Lw.
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Alors, devant toutes ces méthodes, laquelle choisir ?

Lorsque 'intégrale double est facile a calculer, c’est la méthode qu’on choisira,
Mais pour une boucle de courbe paramétrée, c’est bien évidemment une des trois
formules du théoréme 4.36 qu’on utilisera. Laquelle ?

Paradoxalement, c’est assez souvent la troisiéme qui, bien qu’elle semble plus
compliquée, améne en fait le résultat avec le moins de calculs (il y a des exceptions,
comme pour ce qu’on vient de faire). Bien entendu, il n’y a aucune obligation
d’utiliser telle ou telle méthode, laissez-vous guider par votre intuition.

Voyons quelques exemples classiques :

Aire d’un disque

On considére un disque de centre €2, de rayon p. Une paramétrisation d’un arc
fermé v dont le support est la circonférence parcourue dans le sens direct est

{ z(t) = zq + pcost

y(#t) =yo+psint <™

On a dz = —psintdt et dy= pcostdt de sorte que laire cherchée est
1 1 /7
A= 3 /(:L' dy —ydz) = 5/ ((za + pcost)(pcost) — (ya + psint)(—psint)) dt
Y -7

1 ™
= -2-/ ((zapcost + yapsint) + p?) dt
-7

1 ™
=3 [(:mpsint — yapcost) + p2t] = mp°.
-

On retrouve (heureusement !) le résultat classique.

Notons que si on avait utilisé la premiere ou la deuxiéme expression du théoréme
4.36, le calcul aurait nécessité la linéarisation de cos?t ou de sin?t, qu’on a pu
éviter ici grace a cette formule « mixte ».

Aire sous une arche de cycloide

Une arche de cycloide est la partie de la courbe

z=1t—sint
y =1 —cost,

comprise entre deux points de rebroussement (voir exercice 2.1, p. 60 et son corrigé
p. 304).
La partie du plan dont on cherche ’aire est limitée par le support de 1’arc 72

z(t) =t —sint
{ y(t) =1 — cost t € [0,2n),
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et ’axe des abscisses entre 1’origine O et le point d’abscisse 27, A = (27;0).
Le contour de cette zone est ’arc v = 73 V 2, avec 1 1’arc ayant comme support
N\

le segment [OA], orienté de gauche & droite, et 2 =AO, qui est ’arc inverse de
32
L’aire cherchée est donc donnée par

1 . 1

A=—/(wdy—ydw)= (xdy ydz) + —/(mdy y dz)
2Jy 2 Jy,
1
=0—§ﬂ($dy—ydm).
T2

La premiére intégrale curviligne, (le long de 7;) est nulle car sur ’axe des abscisses,
on a y et dy qui sont nuls.
Sur 72 on a dz = (1 —cost)dt et dy =sintdt donc

1 [2r . .
A= —5/0 ((t —sint)sint — (1 — cost)(1 — cost)) dt

L (™ (tsint — 2+ 2cost) dt = — L [sint — teost — 2t + 2sin] "

——5/0 (tsint — 2 + 2cost) ——E[sm —tcost — 2t + Sln]0
1

A= —5(—27r — 47) = 3m.

Remarquons qu’on trouve (heureusement) un résultat positif. Si lors d’un calcul
d’aire, votre résultat est négatif, c’est que vous avez fait une erreur quelque part,
sans doute lors de 1’orientation des arcs.

4.8 Quelques propriétés métriques des arcs

4.8.1 Longueur d'un arc de courbe

Dans la situation du § 4.1.3, on peut remarquer que ’approximation proposée pour
V)

la longueur d’un arc de courbe AB, somme des n longueurs de segments [M;_; M;]
est toujours une approximation par défaut, & cause du principe couramment
admis que la ligne droite est le plus court chemin entre deux points. En effet,

N\
intuitivement, il est clair que la longueur totale £(AB) est égale & la somme des
N\
longueurs des n « sous-arcs » M;_1 M;.

~ n ~ n
,C(AB) = ZE(Mi—lMi) P ZMi—lMi
i=1 =1

Avec ce qu’on a appris sur les arcs, il est logique de considérer une paramétrisation
P = ([a,b], f) de 'arc que 1’on considére, et pour couper en n cet arc, il sera plus
simple de considérer une subdivision o du segment [a, b].
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Rappelons qu’une subdivision de [a, b] est la donnée d’un entier n et d’une suite
finlea=1ty <t; <+ <tp_1 <tp=>=. On notera S ’ensemble des subdivisiong
de [a, b].

On pose alors logiquement :

VY
Définition 4.38 Soit ¥ =AB un arc simple paramétré de classe C!, et P, =
([@, b], f) une paramétrisation de .
Pour toute subdivision o : a =ty < t; < -+ < tp—1 < t, = b de [a,b], on pose

Lo(AB) = S (ts) - Ftin)l = . My M;
=1 i=1

(en posant M; = f(t;)) : Lo(AB) est la longueur de la ligne brisée joignant A 4 B
en passant par tous les points correspondant & la subdivision o.
Alors la longueur de 7y est

£(7) = L(AB) = sup L, (AB)
g€ES

(sous réserve que ce sup existe; il peut étre infini et dans ce cas, on dit que P’arc

N
AB a une longueur infinie). Les arcs qui n’ont pas une longueur infinie sont des
arcs métrisables.

Il faudrait bien siir montrer tout d’abord que cette définition ne dépend pas de
la paramétrisation choisie. Nous ne le ferons pas en détail, en nous contentant
de remarquer que si on change de paramétrisation, I’application ¢ strictement
croissante qui doit intervenir transformera toute subdivision o de l'intervalle [a, ]
initial en une subdivision du nouvel intervalle. En fait seuls comptent les points
M; formant une subdivision de ’arc géométrique, la subdivision de ’intervalle

[a, b] n’étant qu’un artifice de calcul pour la suite.
N\
Nous admettrons aussi que I’arc inverse ¥ =B A a évidemment la méme longueur

que 7.

o N\
De méme, nous admettrons la « relation de Chasles » : si y; =AB, v =BC sont
deux arcs paramétrés de classe C1, et si y = 71 V 72, alors

L(y) = L(m) + L(72)-

Cette relation de Chasles permet, en itérant le procédé, de définir la longueur
d’un arc paramétré de classe C! par morceaux.

En fait le théoréme important pour cette notion de longueur d’un arc est le suivant
qui permet de calculer cette longueur dans un certain nombre de cas.
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N\
Théoréme 4.39 Soit v =AB un arc paramétré simple de classe C! et P, =
([as b), f) une paramétrisation de . Alors la longueur de y est

£ = [ 1@ ar= [ @@+ o) ar

Preuve Tout d’abord, notons que pour toute subdivision ¢ : a =ty < t; <
o < tp—1 < tp, = b de [a, ], pour tout %, on a

f(t:) — f(ti-1) = /ti f'(r) dr.

i—1

(cette formule est classique pour les fonctions réelles et pour les fonctions vec-
torielles, il suffit de passer aux fonctions composantes; voir la proposition 4.2
p. 165)

On en déduit que

M M; = [|£(&:) — f(ti-1)ll =

ti
< [T @l
i—1

/t:: f(r)dr

(on a utilisé la proposition 4.3 p. 166).
On en déduit

£o(AB) = 3156 - F(t-0)l = ZMZ M,
Z/ G |dr—/uf (™ dr.

b ~
L= / [l#'(7)|| d est donc un majorant de ’ensemble des L£,(AB) pour toutes

aQ
les subdivisions o € S, et comme la borne supérieure (le sup) de cet ensemble est
le plus petit de ses majorants, c’est donc un nombre plus petit que L :

N ~ b
L) = £(AB) = sup £,(AB) < L= [ 77l dr
o€ES a

La deuxiéme partie de cette démonstration ressemble beaucoup & celle qu’on fait
lorsqu’on montre comment une intégrale peut se calculer & 1’aide des primitives.
On considére la fonction ¢ définie sur [a, b], qui associe & tout ¢ la longueur de
l'arc (sous-arc de ) joignant A & M; = f(t).

B(t) = L(AM,).

On va montrer que ¢ est une fonction dérivable sur [a, b] et on calculera sa dérivée
par la méme occasion. Comme il est clair que ¢(a) = 0 (c’est si « clair » qu’on
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N N\
est obligé de ’admettre : la longueur de I’« arc-point » AM,=AA est nulle), on

pourra calculer ¢ comme primitive de sa dérivée.
Pour montrer la dérivabilité de cette fonction ¢, on peut (par définition) montrer

$(t) — 4(to)

r— a une limite finie et cette limite
—1o

que pour tout tg, le quotient T' =

finie sera justement ¢/'(t).

Or, ¢(t) — P(to) représente exactement la longueur de I’arc compris entre les points
M, = f(to) et My = f(t). En fait, pas exactement, : cela dépend de ’ordre entre
t et to; en effet, il est clair que ¢ est une fonction croissante, donc

o sit> to, alors $(t) — d(to) = L(MigMy)

e sit < tp, alors ¢(t) — ¢(to) = —L(M¢My,).
Dans le premier cas (t > tp), on a

8(2) — dl(to) = L(MiMy) > My My = ||£(t) — £ (t0)]]

D’autre part, on peut appliquer la premiére partie de la démonstration entre ¢; et
t, et on a donc

0) — ott0) = MM < [ 1l ar = [ N7 er= 17l e

¢
Posant g(t) = / lf'(7)|| d7, on a donc I’encadrement
a

() = f(o)ll < $(2) — (ko) < 9(2) — g(to)-

Divisant par le nombre positif (¢t — tg) (positif dans ce premier cas, il sera négatif
dans le deuziéme) on obtient

‘f(t)—f(to) _ 1f@) = )l  6(t) — é(to) _ 9(t) — g(to)
t—to t—to Sot—tg O t—ty

(4.5)

Mais lorsque t — t§ (¢t > t;), le membre de droite tend vers g'(t). En effet, la
fonction g (c’est une fonction réelle de la variable réelle) est dérivable et sa dérivée
est ¢'(t) = || f'(¢)||, car par définition g est une primitive de la fonction continue

t— F' @I _—
. g\t)—glto /
Onad lim —=————~ = .
n a donc lim =—— o £ ()]l
t>to
Quant au membre de gauche, le quotient dans la norme tend vers f'(to), par
définition de la dérivabilité d’une fonction vectorielle. La norme étant une fonction

= [I£'(to)l-

continue, on peut affirmer qu’on a aussi lim ||—————
= t=to
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Finalement, dans (4.5), les membres extrémes ayant la méme limite, on peut
appliquer le théoréme des gendarmes, et on obtient que le membre du milieu a

aussi pour limite || f/(¢o)]|-
On a obtenu lim () — ¢(to) ¢(to) = || (to)|l-

t—to t—
t>to

Dans le deuxiéme cas (¢ < tp), on a
N
$(t) — p(to) = —L(M; My, ).

Or, E(MtMto) MMz, = || £(2) — f(to)l-
Donc ¢(t) — ¢(to) < —[I£(t) — f(to)ll-

D’autre part, en appliquant encore la premiére partie de la démonstration & la
N\

longueur de I’arc M;My,, on a

L) < [ 150l dr = glto) — g(0)
On a donc

8(t) — d(to) = —L(MiMy,) > —(g(to) — 9(t)) = g(t) — glto)-

Donc on en déduit ’encadrement (similaire & ce qu’on avait précédemment)

9(t) — g(to) < 8(t) — ¢(to) < —I£(t) — F(t)ll-

On va encore diviser ceci par (t — o) qui est ici un nombre négatif : on change
donc le sens des inégalités.

On obtient
9(t) — g(to)  B(t) — Blte) _ _F(2) — F(to)l

t—ty ~  t—ty t—ty

Mais on a
_IfF@) = fEll _ NI (E) — £ ()l “f — fto)|| _ \ f(t) = f(to) ”
t—to to—t to—t t—to '

On obtient finalement
(4.6) 9(t) —g(to) _ ¢(t) — é(to) ’ f(t) = f(to)

t—to = t—ty t—to

Le méme raisonnement que dans le premier cas s’applique aux termes extrémes,
qui ont aussi, pour les mémes raisons || f/(¢o)|| comme limite pour ¢t — ¢y (¢ < to),
et finalement, on obtient grace au théoréme des gendarmes

2O 2) e

t—)to t—
t<to
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$(t) — $(to)

Ayant obtenu que la limite & droite de ¢ et la limite & gauche de tp de o
— 19

sont égales et valent || f'(to)||, on peut affirmer que

m 2020 ).

t—)to t —

Donc ¢ est dérivable en tout ¢y € [a,b], et ¢'(t) = || f'(?)||-
On a donc pour tout ¢, puisque ¢(a) =0

t
= [ 7@ o

En particulier pour ¢t = b, on obtient

~ b
L) = L(AB) = 4(t) = [ 17/(0)] ¢
a

Remarque : Cette formule a l'air trés intéressante et permet en théorie de
calculer n’importe quelle longueur d’arc de courbe. En théorie seulement. En
pratique, c’est souvent tres compliqué a cause de I’expression qu’on doit intégrer.
Il est en effet la plupart du temps difficile et méme impossible de trouver une
primitive d’une expression sous la forme d’un radical.

Il y a assez peu d’exemples ou on peut trouver une valeur explicite, et trés
souvent, on doit se contenter d’une valeur approchée calculée avec une méthode
d’intégration numérique.

Voyons un exemple ou les calculs se simplifient « miraculeusement ».

Exemple : longueur d’une arche de cycloide
Une paramétrisation d’une arche de cycloide est (voir exercice 2.1, p. 60 et son
corrigé p. 304).
z(t) =t —sint
{ y(t) =1 —cost t €10, 2]
Onaz/(t)=1-—cost et y'(t)=sint.

La longueur de cet arc est donc

2 2n
£=/ \/(l—cost)2+sin2tdt=/ V2 —2cost dt
0

0

2r _ t 2
= / \/4———1 cos(23) dt = 2/ sin? £ dt
0 2 0
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Notons ici le petit piége : il faut dans ce type de calcul éviter de remplacer v X2
par X sans prendre des precautlons Ici, ¢a n’aurait pas de conséquence néfaste,
puisque lorsque ¢ € [0,27], on a § € [0, 7] et donc sin £ > 0, mais il y a pas mal
de cas oll on peut faire une erreur si on n’est pas attentif (voir exercices).

On peut donc ici terminer ainsi :

2m
2w 2 — COS £
- b df — b s — 2
/.',—2/ |sin 5| dt 2/0 sin ¢ dt 2[ 172 ]0
=4(—cos Z — (—cos0)) = 4(1 +1) =8.

On aurait aussi pu obtenir ce résultat en utilisant la symétrie de 1’arche par
rapport & la droite verticale z = 7, et donc dire que la longueur était égale a 2
fois la longueur d’une demi-arche, pour laquelle le parameétre ¢ reste entre 0 et ,
et donc on a aussi sin § > 0.

4.8.2 Paramétrisation normale

—

Lorsqu’un arc v =AB est métrisable, il est possible de privilégier parmi toutes

les paramétrisations possibles de cet arc une certaine paramétrisation : c’est

celle qui mesure la distance parcourue sur la courbe depuis ’origine A. Une telle

paramétrisation est dite la paramétrisation normale de cet arc.

Précisons les choses. Si P; = ([a, b], f) est une paramétrisation de v, & tout point
VY

= f(t) du support de 7, on peut faire correspondre le réel ¢(t) = L(AM,;),
longueur sur cet arc entre P’origine et le point M;. On définit ainsi une application

N
¢ de [a, b] vers l'intervalle [0, 8], avec B = ¢(b) = L(AB) = L(7y). On a vu que ¢
est une fonction dérivable, et sa dérivée est || f/(¢)|| > 0 (I'inégalité est stricte car
on a supposé que ’arc était simple). ¢ réalise donc une bijection croissante, de
classe C! entre [a,b] et [0, 3]. La bijection réciproque ¢! est bien siir aussi de
classe C!, et si on pose pour tout s € [0, ], g(s) = f(¢71(s)),ona g= fod~let
les quatre assertions suivantes sont vraies :
® [a,b] est inclus dans le domaine de définition de ¢.
* #(a) =0 ¢(b) =
o Vt€la,b ¢'(t)>0.
o Vtc[a,b] sig(t)=s,onag(s)=f(t).
La paramétrisation P = ([0, 8], g) est donc une paramétrisation équivalente &
Py : c’est donc aussi une paramétrisation de v et c’est elle que I’on appelle la
paramétrisation normale de . Il est d’usage de noter s le parametre de cette
paramétrisation.

La possibilité de choisir une paramétrisation normale pour un arc est bien souvent
tres théorique, car expliciter cette paramétrisation normale implique de connaitre
la longueur de cet arc, et on a vu que c’est souvent « mission impossible ».
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Néanmoins I’existence de cette paramétrisation normale rend de grands serviceg
pour un certain nombre de situations, par exemple pour définir la notion de
courbure, et aussi pour ’intégration d’une fonction scalaire sur un arc.

4.8.3 Courbure

D’un point de vue cinématique, un point mobile qui parcourrait un arc en suivant
une paramétrisation normale aurait & tout instant une vitesse instantanée absolue
constante et égale a 1.

En effet, la vitesse instantanée est V'(s) = ||¢’(s)||- Mais puisque g = fo ¢!, on a
g = (¢71).(f' 0 ¢71). En posant pour tout s € [0, 8], $~1(s) = ¢, on a donc

! — (A=1Y Y — i / — 1 /

de sorte que ||g’(s)|| = 1, ceci pour tout s.

Le vecteur V' (s) = ¢’(s) est donc unitaire; on l’appelle le vecteur unitaire tangent
et on le note 75 ou plus simplement 7 s’il n’y a pas d’ambiguité.

Il existe un unique vecteur # (on lit « nu ») qui est tel que (7, 7) forme une base
orthonormée directe. Ce vecteur est le vecteur normal principal 7.

L’intérét de ce parcours a vitesse constante vient d’une remarque de bon sens : 3
vitesse constante, plus un virage est serré, et plus on est « secoué ». Mathématique-
ment, étre secoué signifie qu’on est soumis & une force, forcément centripéte pour
pouvoir prendre le virage, proportionnelle & ’accélération. C’est ce raisonnement
qui est a l’origine de la notion de courbure, qui mesure comment un virage est
serré. Notons (voir proposition 2.10 p. 35) que puisque le mouvement n’est ni
retardé, ni accéléré, on a V (s) - A(s) =0 (notant A(s) = g”(s) Paccélération).
L’accélération est donc & tout instant orthogonale & V (s) = ¢’(s) = 7, et donc
proportionnelle & 7. C’est ce coefficient de proportionnalité qui est la courbure.

VY
Définition 4.40 Soit ¥ =AB un arc simple paramétré de classe C! et P =
([0, ], g) sa paramétrisation normale.
Alors la courbure de -y en son point g(s) est égale au réel c tel que ¢g”(s) = cv.

Cette définition semble sans grand intérét; en effet, si on ne connait pas la
paramétrisation normale, comment calculer sa dérivée, et a fortiori sa dérivée
seconde ?

En fait, comme nous allons le voir, il n’est pas nécessaire de connaitre la para-
métrisation normale d’un arc pour déterminer sa courbure en un de ses points,
comme le montre ce théoréme. (On suppose que 1’arc est de classe C2, ce qui
signifie que ses paramétrisations sont aussi de classe C2, n’entrons pas dans les
détails).
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Théoréme 4.41 Soit v un arc simple paramétré de classe C? et P, = ([a, b), f)
une de ses paramétrisations. Alors la courbure de cet arc en son point My = f(t)
est donnée par la formule (z ety désignant les fonctions composantes de f)

L _ POV =" WOy() _ det(F (1), /() _ det(V (2), 4(2))
([='(£)]2 + [y (£)]2)2 [TEGIR Vi)

det désigne le déterminant des deuz vecteurs (ou produit mizte), qui peut étre
calculé dans n’importe quelle base orthonormée directe.

Preuve On va utiliser pour cette démonstration, sans la calculer, la paramé-
trisation normale P = ([0, 8], g) de 7, et les notations du § précédent, pour ¢ et
s = ¢(t).

On va calculer det(f’(t), f”(t)) en utilisant que f = go ¢.

Tout d’abord, on a f'(t) = ¢'(t) (¢’ o ¢)(t), et donc en utilisant la dérivation d’un
produit coordonnée par coordonnée, on en déduit que

f'(t) = ¢"(t) (' 0 B)(2) + ¢'(£)(¢'(2) (" © 4)(2)).

En utilisant maintenant que ¢(t) = s, et que ¢'(s) = 7 et ¢”’(s) = c#, on obtient
d’une part :

fl)=¢'t)g(s)=¢®)7,

et d’autre part
F(t) = ¢"(0)9'(8) + (#(8)" 9"(5) = " () 7+ (¢ (1)) .

Un déterminant peut se calculer dans n’importe quelle base orthonormée directe,
on va faire le calcul avec les coordonnées de f'(t) et f”(t) dans la base (7, 7). On

a donc
¢I(t) ¢”(t) =c (¢I(t))3
0 (@®)ec|
Mais souvenons-nous que ¢'(t) = ||f'(¢)|| (nous n’avons pas voulu utiliser ce
résultat plus tot, car le terme ¢ (t) aurait été difficile d calculer; nous avons
attendu sa disparition qui tombe d pic) On a donc det(f'(t), f"(t)) = c|lf'®)|13
d’ou le résultat annoncé. O

det (f'(2), £ (1)) =

Remarque : Cette formule permet de retrouver un résultat qu’on avait juste
expliqué, mais pas démontré lors du chapitre 2 : la présence d’un point d’inflexion
sur une courbe paramétrée. D’aprés ce qu’on vient de voir, un point ou il y a
un virage a gauche est tel que sa courbure est positive, et un virage & droite
correspond & une courbure négative.

En effet, pour que la base (7, 7) soit directe, 7 étant dans le sens de la marche, il
faut que 77 « regarde & gauche » ; ’accélération est du c6té de l'intérieur du virage,
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et pour un trajet & vitesse constante (paramétrisation normale), elle vaut A= D,
donc elle est du coté de 7, a gauche lorsque ¢ > 0.

On peut donc dire qu’un point ol ¢ s’annule en changeant de signe est un point oy
le virage passe de droite & gauche ou de gauche a droite : c’est un point d’inflexion,
Or, le signe de c est celui de z’y” — "3/ : on retrouve bien le résultat annoncé

p. 50.

4.8.4 Rayon de courbure, centre de courbure, cercle osculateur

L’intérét de la courbure comme caractérisant combien un virage est serré peut ne
pas paraitre évident, surtout sans interprétation concrete de cette notion.

C’est la notion de cercle osculateur, de rayon de courbure et de centre de courbure
qui permet de donner cette interprétation concrete.

Le cercle osculateur & un arc simple de classe C? dont une paramétrisation est
([a,b], f) en son point M; = f(t) est un cercle qui est presque confondu & la
courbe au voisinage de ce point. Non seulement il a la méme tangente en M}, mais
également il a la méme courbure. Son centre est le centre de courbure, son rayon
est le rayon de courbure.

Or, la courbure d’un cercle semble &tre constante. Calculons-la :
Soit C le cercle de centre €2, de rayon p, considéré comme une arc paramétré
fermé dont une paramétrisation est

z(t) = zq + pcost
. , 2m|.
{ y(t) = yo + psint t € [0,2n]

Calculons la courbure en un point quelconque, correspondant au parametre ¢.
On a2’ =2/(t) = —psint, y =9/(t) = pcost;
z" = 2"(t) = —pcost, y"'=1y"(t) = —psint, donc

a'y" — 2"y p*[(—sint)(—sint) — (—cost)cost] p? 1

[0?(sin? t + cos? t)]g PP

(a2 +y?)3

(Remarquons au passage que la courbure est positive, ce qui est logique puisque
cette paramétrisation correspond d décrire le cercle dans le sens trigonométrique,
et cela correspond d un virage & gauche.)

Le rayon d’un cercle ayant la méme courbure ¢ qu’une courbe en son point M;

. . 1
doit donc avoir comme rayon R = —-
c

On veut aussi que le cercle osculateur ait la méme tangente que la courbe en M;.
Cette tangente est la droite 7 passant par M; et dirigée par 7. Pour que 7 soit
aussi une tangente au cercle osculateur, il est nécessaire que son centre soit situé
sur la perpendiculaire & 7 passant par M, donc soit sur la droite N/ passant par
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M, dirigée par 7. Compte tenu du signe de la courbure, le centre €2; du cercle

1
osculateur en M; est donc le point Q; = M; + RV = M; + ED‘.

Une derniére définition : le lieu des centres des cercles osculateurs, (ou lieu
des centres de courbure) d’une courbe s’appelle sa développée.

Exemple développée de la cycloide :
On considére toujours une arche de la cycloide, dont une paramétrisation est

y=1y(t) =1-cost t € (0, 2n]

{ z=z(t) =t —sint
(On pourra ensuite étendre ce qu’on trouvera a toute la cycloide en utilisant
P’invariance par translation qu’on a mise en évidence p. 40).
Onaz =42'(t) =1—cost; y =y/'(t) =sint; 2" = 2"(t) =sint; ¢y’ =
y'(t) = cost.

En son point M; de coordonnées (z(t),y(t)), la tangente est dirigée par

f't) = (z'(¢),y'(t)) = (1 — cost,sint) lorsqu’on n’est pas en un point singulier,
c’est-a-dire pour t # k2.

Notons que ||f'(¢)|| = \/(1 —cost)? +sin?t = /2—2cost = 2[sin| = 2sin
(voir § précédent).

Le vecteur unitaire tangent 7 est tel que f/(t) = || f/(¢)||7. Donc

1 —cost 2sin2%
o ain b st int
= 2sin 3 _ 2sin 5 3 sin 3
sint 2sin £ cos £ cos £
—3 2772 2
2sin 5 2sin £

Le vecteur 7 directement orthogonal & 7 et unitaire est donc (vérification immé-

diate)
—cos &
V= .
sin &

La courbure en M; vaut

/ !/

r 'y
o= z” y"| (1 —cost)cost—sintsint
- 3 = 31
I @l 8sin® 5
_cost—1 —2sini 1

T Rqin3t i3t 4ain kb
8sin 3 8sin® 3 4s1n2
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Remarquons que la courbure est négative, ce que I’on pouvait deviner en regardant
la courbe de la cycloide (p. 305) : sur ce dessin, on constate qu’en suivant le sens
de parcours, (de gauche & droite), le virage est toujours & droite.

Le rayon de courbure est donc R = —4 sin% (valeur négative : en fait c’est un
rayon « algébrique », le cercle osculateur aura, lui, géométriquement |R| = 4sin%
comme rayon).

Le centre de courbure, §; (centre du cercle osculateur) pour le parameétre ¢ est

donc tel que
Q. = f(t) + RV.

il a donc pour coordonnées

zg, = ©(t) + (—4sin £)(—cos £) =t —sint + 2sint =t + sint
Yo, = y(t) + (—4sin£)(sin £) = 1 — cost — 2(1 — cost) = —1 + cost.

z=1z(t) =t —sint

y =y(t) =1—cost est donc la courbe d’équations

La développée de la cycloide {

T =1x0, =t+sint

Yy =1yq, = —1 + cost.

On peut montrer assez facilement que cette développée est elle-méme une cycloide
isométrique & la cycloide initiale. (Par exemple, il est aisé de voir que zq, =
z(t —7) + 7 et yo, = y(t —m) — 2).

On déduit donc la développée de la cycloide initiale par une translation de vecteur

v - (_g).

4.8.5 Complément : intégrale curviligne d'une fonction scalaire

paramétriques {

Dans tout ce §, I est un arc métrisable. P; = ([a, b],7) est une paramétrisation
de I'; = et y sont les fonctions composantes de la fonction 4. On note t le
parameétre de la paramétrisation P;, et s le paramétre d’'une paramétrisation
normale P = ([0,],¢) de I". (8 est donc la longueur de I'). On note aussi
M = M(t) = M(s) un point quelconque de I' (identifié abusivement & son
support) ; les coordonnées de M (t) sont donc (z(t), y(t)).

Définition 4.42 Soit f une fonction de R? (ou R3) dans R, dont I’ensemble de
définition contient le support d’un arc paramétré I'. (f peut d’ailleurs trés bien ne
pas étre défini en dehors de I'). Alors I'intégrale curviligne de la fonction scalaire
f sur larc I est :

wn 1= [sands= [ fpte) do= [ 10O R at
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Comme ¢'(s) = ”’y/—tt)”'y'(t) (voir § 4.8.3), la formule de changement de variable

permet de vérifier aisément que les deux expressions de I dans (4.7) sont égales.

Nous admettrons que l’intégrale de surface d’une fonction scalaire posséde toutes
les propriétés habituelles des intégrales :
o la linéarité :

[0 +ng@n) ds = A [ 10 ds + [ g(00) ds

o la positivité : si f > 0, alors / f(M)ds >0;
T
o l'additivité : si I' = I'y U Ty, avec I'1 N T'9 négligeable, alors
Jo F(M) ds = //F F(M) ds + //F F(M) ds;
1 1

e le fait que la valeur d’une intégrale de surface est indépendante de la paramétri-
sation.

Exemple 1 : Calcul de la masse d’un objet linéaire dont la masse linéique n’est
pas homogene.

Soit I" un « morceau de courbe » dont la masse linéique A (c’est-a-dire la masse
par unité de longueur : 'unité physique d’une masse linéique est le kg/m) n’est
pas constante. La fonction A n’est donc ici pas définie en dehors de I'.

Alors la masse totale du morceau de courbe I est :

(
m(T) = /F)\(M) ds= /OL X A(p(s)) ds.

Remarquons que si la masse linéique est constante, c’est-a-dire si A est une
constante, on obtient :

m(T) = A / ds = A.L(T),
r
ce qui est logique.

Exemple 2 : Moment d’inertie d’un cercle homogeéne par rapport & un diameétre.
On considére un cercle C, de rayon R; on suppose que son centre est O, l'origine
du repére. Soit M la masse de ce cercle. La masse linéique de ce cercle est donc la

M
constante A\ = R’ puisque la longueur du cercle est 27 R.

Nous cherchons son moment d’inertie par rapport & un diamétre ; nous prendrons
axe Oy, ce qui ne nuit évidemment pas & la généralité.

z = Rcos@

Nous utilisons la paramétrisation du cercle : { 6 € [0,27].

y = Rsinf
L’élément de longueur vaut ici ds = v/(—Rsinf)2 + (Rcos#)2 df = R dé.

On sait que le moment d’inertie d’un point massique de masse m, situé & la
distance r de 1’axe est j = mr?. Le moment d’inertie d’un élément de longueur




208 CHAPITRE 4. INTEGRALE CURVILIGNE. LONGUEUR D’UNE COURBE

ds par rapport a I’axe Oy est donc
dj = (A ds)z? = \z? ds,

et le moment d’inertie total est donc ’intégrale sur ce morceau de courbe de 1
fonction Az? :

M 2 MR2 2T
_ 2 3. 2 _ 2
J—/c)\m ds_—%R/O (Reos6)’Rd0 = = /0 cos? 8 46
_ MR? /27r <1 N cos20) 49— ME? [t+ sin20]2”
T2 Jo \2 2 T 4n 2 1o
MR?
J=3

4.9 Exercices

Exercice 4.1. Démontrer la proposition 4.17 p. 173 qui affirme que :

Si v est un arc paramétré de classe C! et si v/ est son arc inverse, si P = ([a, b], f)
est une paramétrisation de -y, alors les paramétrisations suivantes sont deux
paramétrisations de /.

1. P = ([a,b], f) avec pour tout ¢ € [a,b], f(t) = f(a+b—t).

2. P = ([~b, —a), f) avec pour tout t € [-b, —a], f(t) = f(~t).

Exercice 4.2. Soit w la forme différentielle définie par w = P dz + Q dy, avec

P(z,y) =z +y et Q(z,y) =z — y. Calculer /w lorsque :
v

1. 7 est Parc du cercle trigonométrique joignant le point A = (1,0) et le point
B = (0,1) dans le sens direct;

2. v est le segment de droite [AB] (parcouru de A vers B).

P

Q

et Q(z,y) = z + y. Calculer la circulation de ce champ ? le long de ’arc v
lorsque :

Exercice 4.3. Soit V = ( ) le champ vectoriel de R? défini par P(z,y) = 2y

1. y est I’arc de la parabole y = 22 parcouru de gauche 3 droite entre son point A
d’abscisse —1 et son point B d’abscisse 2;

2. v est le segment de droite [AB] (parcouru de A vers B) ;

3. v est l’arc du cercle de diameétre [AB] parcouru dans le sens des aiguilles d’une
montre. ‘
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Exercice 4.4. Calculer I = / ydz —zdy+z dz
v

~ désignant 1’arc de la courbe de I’espace dont une paramétrisation est ([0, 27], f),
avec f(t) = (Rcost, Rsint, At) (le support de - est une spire d’une hélice).

Exercice 4.5. On considére le champ de vecteurs V’ défini sur R? par :

(z,y) — (P(z,y),Q(x,y)) avec P(z,y) = y° — 6zy et Q(z,y) = 3zy® — 3z +
z + 2y.

Calculez l'intégrale curviligne de 7 sur les arcs ~y;, pour 1 < ¢ < 3, lorsque +; est
défini ainsi :

1. 71 est le segment qui va de A(1,2) vers B(3,4).

2. et 3. 2 et ~y3 sont les deux demi-cercles dont [AB] est un diamétre, orientés de
A vers B.

4. Pourquoi est-ce que 'aire du disque de diamétre [AB] est égale a la différence

/V(M).dﬂ—/ V(M) - and
72 73

Peut-on trouver une relation du méme type concernant les intégrales de ? sur 71
et 27 sur y; et y37

?

Exercice 4.6. Soit V’ le champ vectoriel défini sur I’ensemble des points M =
(z,y) de R? par : 7(M) = (P(z,y),Q(z,y)) avec P(z,y) =4z +y et Q(z,y) =
x4+ 2y.

Soit 7y ’arc du cercle trigonométrique (de centre O, de rayon 1), orienté dans le
sens direct, joignant A(1,0) & B(0,1).

Calculer de deux fagons l’intégrale curviligne le long du chemin v du champ
vectoriel V.

Exercice 4.7. Soit w la forme différentielle définie sur R? par

w=Pdzx+Qdy avec P(z,y) = 2’ —y? et Q(z,y) =2zy

Soit v 'arc fermé dont le support est le cercle de centre 2(1,2), de rayon 1, orienté
dans le sens direct, parcouru une seule fois et dont le point de départ et d’arrivée
est A(0,2).

Calculer I'intégrale curviligne le long du chemin v de w.

Exercice 4.8.
z(t) = 2cost + cos 2t

1. Df 3 2z z
éterminer la longueur de la courbe paramétrée { y(t) = 2sint — sin 2t
(étudiée & I’exercice 2.4).

2. Déterminer aire de la partie de plan limitée par cette courbe.
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Exercice 4.9. Déterminer la longueur d’un arc de parabole.

Exercice 4.10. Déterminer ’aire de la partie du plan caractérisée, dans un
repére orthonormé par I'inéquation z2/3 + y?/3 < 1, ainsi que la longueur de la
courbe frontiére.



CHAPITRE 5

Calculs d’intégrales doubles, triples et de surface

5.1 Introduction

5.1.1 Notions abordées

Nous ne ferons pas dans ce cours de théorie de l'intégrale multiple, double ou
triple, comme on a introduit l'intégrale de Riemann pour les fonctions d’une seule
variable. Ce n’est pas impossible, mais c’est assez vain, car un peu plus tard, on
introduit une notion plus générale, bien plus intéressante, qui englobe toutes ces
situations, et qui est l'intégrale de Lebesgue : ce serait un gaspillage d’énergie de
vouloir étre trop rigoureux & notre niveau. En revanche, il est essentiel de savoir
calculer ces intégrales doubles et triples et de savoir & quoi elles correspondent. I1
en est de méme pour les intégrales de surface.

Dans un premier temps, nous expliquerons comment comprendre I’intégrale double
d’une fonction de deux variables sur un certain domaine du plan, en restant dans
des situations simples : le domaine est « suffisamment régulier », et la fonction est
continue. Nous pousserons au maximum ’analogie avec ’intégrale simple, puis
nous expliquerons une formule de calcul en privilégiant une des deux variables.

Ensuite, nous donnerons toutes les régles élémentaires de calcul sur cette intégrale,
qui sont les mémes que pour tous les calculs d’intégrales : linéarité, positivité,
relation de Chasles. .. Nous admettrons toutes ces propriétés « élémentaires », et
aussi deux propriétés beaucoup plus compliquées : le théoréme de Fubini, qui est
tres logique, puisqu’il dit simplement que le fait d’avoir privilégié une variable
plutét que 'autre ne modifie pas le résultat, et surtout la formule de changement
de variables, qui nous donnera ’occasion d’appliquer ce qu’on a vu sur le Jacobien
d’un changement de variable.

Nous verrons ensuite le Théoréme de Green-Riemann dont nous avons utilisé un
aspect au chapitre IV. Sa démonstration, assez difficile (mais on peut la sauter en
Premiére lecture), dont nous donnons un apergu permet de reprendre les définitions
vues jusque la.

Nous étendrons ensuite rapidement toutes ces notions aux intégrales triples.
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Pour terminer, nous parlerons des intégrales de surface et de la notion de flux,
qui jouent en dimension 3 le méme rdle que les intégrales curvilignes dans le plan,
Nous terminerons par les Théorémes de Stokes-Ampeére et d’Ostrogradski, les deux
possibilités de version 3D de Green-Riemann avec des démonstrations partielles
de ces théorémes tres difficiles.

5.1.2 Introduction géométrique

Commencons par essayer de nous rappeler comment fonctionne une intégrale
simple (de Riemann).
Lorsqu’on cherche & comprendre la symbolique utilisée dans ’intégrale I =
b
f(z) dz d’une fonction f réguliére (au moins continue) sur une intervalle [a, 3],
a .
on peut l'interpréter ainsi, lorsque la fonction f est positive sur cet intervalle, -
c’est-a-dire lorsque pour tout z € [a,b], on a f(z) >0 :

A

=f(x)

\

(5.1) a b

Sachant que I mesure ’aire de la partie de plan située entre la courbe et 1’axe
des abscisses d’une part, et entre les droites verticales x = a et x = b d’autre
part, c’est-a-dire au-dessus du domaine d’intégration qui est I’intervalle [a, b], pour
calculer cette aire, on découpe l'intervalle [a,b] en « intervalles élémentaires »
[z,z + dz], de largeur dz, et on consideére alors le découpage correspondant de
la surface dont on cherche 'aire. Elle se trouve donc découpée en fines tranches
d’épaisseur dz, et on assimile chaque tranche & un rectangle de largeur dz, et de
hauteur f(z), donc d’aire dA = f(z) dz. L’aire totale est donc égale & la somme
des aires de ces « rectangles élémentaires », et les dz étant infiniment petits, cette
somme contient une infinité de termes, c’est pourquoi on la note avec le symbole

d’intégration / , qui désigne une somme infinie.

Soit maintenant une fonction de deux variables f(z,y). Par analogie avec la courbe
représentative d’une fonction d’une seule variable, une représentation graphique de
cette fonction f est ce qu'on appelle la nappe d’équation z = f(z,y). On dit aussi
une surface : c’est ’ensemble des points (z,y, z) de ’espace tels que z = f(z,¥)-
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Supposons que f soit une fonction continue sur un domaine A (cela s’interpréte
graphiquement par le fait que la nappe n’a « pas d’accroc »), et de plus nous
supposerons que f est positive sur A : cela signifie que la nappe représentative
est « au-dessus » du plan z = 0 qui contient les axes de coordonnées Oz et Oy.
Le calcul d’une intégrale de la fonction f sur ce domaine se comprend alors
géométriquement comme le calcul du volume de la partie de I’espace situé « au-
dessus » du domaine A, entre le plan z = 0 et la nappe représentative de f,
d’équation z = f(z,y).

\J

X,
p4

(5.2) ré

Pour calculer ce volume, une démarche analogue & la situation précédente consiste
a découper le domaine A en petits rectangles élémentaires de longueur et largeur
dz et dy, & partir de chaque point (z,y) (on fait abstraction de ce qui se passe au
bord). On considére alors le découpage correspondant du volume & calculer en
petites « allumettes », qu’on assimile & des parallélépipedes rectangles de base
dz dy et de hauteur f(z,y), donc de volume dV = f(z,y) dz dy. Le volume
total est la somme (infinie) de tous ces volumes élémentaires, et on note cette

somme & 1’aide du symbole // , pour signifier que le découpage est « doublement

infini » en z et en y (bien slir, mathématiquement, tout ceci n’est pas parfaitement
rigoureux). Lorsqu’on abordera le calcul de ces intégrales, on comprendra mieux
pourquoi il est logique de doubler ce symbole somme. On note donc

V= //Af(w,y) dz dy.

5.1.3 Méthode de calcul d'une intégrale double

Attention : le raisonnement qui suit n’a pas la prétention d’étre rigoureuz. Il veut
simplement donner quelques ezplications « physiques » pour aider & comprendre
la notion d’intégrale double.
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N\

A -—‘——\E%

N Y N

=

h/ A
(5.3) v

Pour calculer le volume introduit dans le § précédent, une autre méthode (que
le découpage en « allumettes ») consiste & faire un découpage en tranches : pour
chaque = compris entre les deux valeurs extrémes correspondant aux « bords »
de A (a et b sur notre figure), on considére la tranche d’épaisseur dz du volume
& déterminer, comprise entre deux plans frontaux (paralléles au plan Oyz). Soit
dV (z) le volume de cette tranche.

On assimile cette tranche & un « cylindre » (ou prisme si vous préférez), de base
une surface formée de ’intersection du volume a calculer avec le plan frontal
correspondant & z, et d’épaisseur dz. Si A(x) est I’aire de la base de cette « tranche
élémentaire », on peut dire que

dV(z) = A(z) dz, donc V= /dV(m) = /b A(z) dz.

Calculons maintenant la valeur de A(z). Pour cela examinons la forme de cette
« base ». Elle est située dans un plan paralléle & Oyz (frontal) ; les axes de
coordonnées naturels, dans ce plan, sont O’y et O’z (O’ est un point de Oz : il a
pour coordonnées (z,0,0)).

La surface dont on cherche laire est comprise entre I’axe des abscisses (Oy), une
courbe de fonction positive z = g(y), et deux droites verticales. On sait qu’une
telle aire peut se calculer & I’aide d’une intégrale (simple!), mais on doit préciser
quelques éléments : quelle sont ces droites verticales, et quelle est cette fonction

g?
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[y

X

(54) 1(x) o) oY

Les droites verticales : elles correspondent aux frontiéres verticales de la
section frontale correspondant & la valeur £ du volume & calculer. Représentons le
domaine A dans le plan Ozy. Nous supposons qu'’il existe deux fonctions y = u(x)
as<z<b
u(z) < y < v(x).
En d’autres termes, dans le plan Ozy (qui est a priori horizontal), le domaine A
est limité par « en bas » par la courbe de la fonction u, et par « en haut » par la
fonction v, (et en plus par la gauche par la droite z = a et par la droite par la
droite z = b).
Les droites verticales du plan O’yz de la section frontale que 1'on étudie ont donc
comme équation y = u(z) et y = v(x).

et ¥y = v(z) qui sont telles que A peut &tre caractérisé par

La fonction g : elle correspond & la frontiére supérieure du volume étudié, pour
z fixé, avec y qui varie. C’est donc la deuxiéme fonction partielle de la fonction f

en (z,y). On a donc g(y) = f(,y)-

Récapitulation.
On trouve donc A(z) comme intégrale entre u(z) et v(z) de la fonction g :

v(z) v(z)
A@) = [ o) dy= [ flz,) dy.
u(z) u(z)
Finalement, on a « établi » (ou plutét illustré) que

fay)dady=v={ ([ @) dy) do.
A o \Ju)

Nous allons maintenant étre un peu plus rigoureux. Pour cela, nous prendrons
cette derniére formule comme définition de l’intégrale double.
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5.2 Intégrale double

5.2.1 Une définition de I'intégrale double

Nous formalisons maintenant la définition qui a été justifiée dans I’introduction
dans le cas d’une fonction positive. Mais maintenant nous I’appliquons & une
fonction f qui n’est plus supposée positive : elle peut étre positive, négative oy
changer de signe sur le domaine A.

Définition 5.1 Soit f une fonction continue sur un domaine A de R2. On suppose
que ce domaine A peut étre défini par

a<z<b

(-'L'7y) €A & { ’U,(iE) SYS ’U(w),

a et b étant des réels et u et v des fonctions d’une variable réelle tels que
a<betVz € [a,b], u(z) < v(z).
Alors 'intégrale double de la fonction f sur le domaine A est le nombre réel

(5.5) REDEX"SY ’ ( / (()) f(z,) dy) da.

Quelques précisions concernant cette définition.

e Tout d’abord, nous supposons la fonction f continue : ce n’est pas une obligation
théorique, mais en pratique on n’étudie guére que des intégrales doubles de
telles fonctions, et ¢a simplifie les énoncés.

¢ Ensuite, nous supposons que A peut étre défini par ce systeme de deux inégalités :
cela suppose que le domaine A n’est pas trop biscornu, et n’a pas de trou. En
fait, on peut calculer des intégrales doubles sur des domaines plus compliqués,
a condition de couper ces domaines en morceaux « simples », et d’appliquer
une espéce de relation de Chasles que nous verrons plus loin a la proposition
5.6 (p. 219).

e Dans le systeme définissant A, nous avons écrit des inégalités larges : cela
suppose que le domaine A est fermé. En fait, ce n’est pas une obligation, et
pour un domaine qui serait ouvert (inégalités strictes dans le systéme), ou ni
ouvert ni fermé (il y a par exemple 4 la fois des inégalités larges et des inégalités
strictes), mais quand méme suffisamment régulier (disons pour qu’on puisse
le représenter par un dessin : définir rigoureusement cette régularité est une
mission impossible & notre niveau), on pourrait néanmoins calculer I'intégrale
double de f sur ce domaine : elle aurait la méme valeur que I'intégrale double
sur ’adhérence du domaine (voir § 1.6.1 p. 23), ceci grace & deux résultats que
nous verrons un peu plus loin.

b v(z)
e Une derniére chose : on écrit souvent / dz / f(z,y) dy; cette expression
a u(z)

a exactement la méme signification que le deuxiéme membre de 1’égalité (5.5)-
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L’avantage d’écrire dz des le début est qu’on voit bien ainsi & quelle variable
se rapportent les bornes d’intégration a et b, et aussi cela évite 'usage de ces
grandes parenthéses.

Premier exemple :

On cherche & calculer ’intégrale double de la

fonction

f: (z,y) — 1+ z — y sur le domaine A |
représenté sur la figure ci-contre : la partie de

plan comprise entre la parabole y = 22 — 1 et /
'axe des abscisses. X7 "
Pratiquement, la seule difficulté, dans ce type A

de calcul consiste & écrire une caractérisation I
du domaine A sous la forme d’un systéme
d’inégalités comme dans la définition.

Ici il est clair que les abscisses des points de A sont comprises entre —1 et 1, les
ordonnées étant elles entre z2 — 1 et 0, donc un systéme d’inéquations caractérisant

A est

-1<z<1
z2-1<y<0.

On applique donc la définition et on obtient

1 0
/](l—l-:c—-y)d:z:dy:/ da:/ (14+z-y)dy
A -1 z2-1
1 y? y=0
=/ dz ly+my - —]
1 2] o

72— 1)2
=‘/_11—l(a:2—1)+:v(m2—1)——(—2—1)} dz

L (g4 3
—/_1(2 T 2a:+:c+2>dx

2 ozt 228 N z2 4 3z z=1
10 4 3 2 2
1

z=-—1

Quelques remarques concernant ce calcul.

o Avec cette définition, dés qu’on a défini correctement le domaine d’intégration,
le calcul d’une intégrale double se raméne immédiatement au calcul de deux
intégrales simples successives.
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o Il subsiste quand méme une difficulté : c’est que la variable d’intégration dans
ces calculs d’intégrales simples n’est pas toujours la méme (c’est une fois y puis
une fois z). Pour éviter des erreurs, il est conseillé d’écrire quelle est la variable
concernée aux bornes des crochets. D’autre part il faut auparavant faire tres
attention quand on primitive : la primitive de 1, ce n’est pas forcément x : 4 I
deuxiéme ligne, comme c’est y qui est la variable d’intégration, c’est y qui est
la primitive de 1, zy la primitive de z etc.

5.2.2 Propriétés de I'intégrale double

Nous ne démontrerons aucune de ces propriétés. Certaines démonstrations seraient
simplement techniques et pas trés difficiles, mais un certain nombre de théorémes
sont de démonstration extrémement délicate et inaccessible a notre niveau.

11 faut retenir que I'intégrale double est une technique d’intégration, et & ce titre,
elle a & peu pres les mémes propriétés que les autres techniques d’intégration,
donc par exemple que I'intégration des fonctions d’une variable.

Dans tous les énoncés qui suivent, les fonctions considérées sont toujours des
fonctions de deux variables continues. D’autre part A est un domaine sur lequel
on peut calculer une intégrale double.

Positivité

Proposition 5.2 (positivité)
Si f est une fonction telle que pour tout (z,y) € A on a f(z,y) >0,

Alors on a //A f(z,y) dz dy > 0.

Remarquons que l'introduction de ce chapitre rend ce résultat complétement
évident, puisque l'intégrale double ci-dessus peut lorsque f est positive étre
interprétée comme le volume d’une partie de I’espace, et qu’un volume est toujours
positif.

Un corollaire évident de ce résultat est le suivant :

Corollaire 5.3 Si f et g sont deux fonctions telles que pour tout (z,y) € A on
a f(z,y) < 9(z,y),

Alors on a /A f(z,y) dz dy < //Ag(z,y) dz dy.

(Pour &tre honnéte, il faut signaler que la démonstration du corollaire demande
d’utiliser la linéarité du § suivant.)
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Linéarité

Proposition 5.4 (linéarité)
Quelles que soient les fonctions f et g, et quelles que soient les constantes réelles
A ponac:

//A(,\'f(x,y) + ug(x,y)) dz dy = A//A f(z,y) dz dy + p//A g9(z,y) dz dy.

Domaines négligeables

Proposition 5.5 Si A est un domaine d’aire nulle!, alors pour toute fonction f,

o //Af(x,y) dz dy =0.

C’est ce résultat qui permettra d’affirmer que le fait que les inégalités soient larges
ou strictes dans la définition du domaine A est sans importance. Grace au résultat
suivant, la différence entre I'intégrale double sur ’adhérence et sur l'intérieur (au
sens topologique) d’un domaine régulier, dont la frontiére est une courbe, c’est
simplement ’intégrale double sur cette frontiére qui est donc nulle.

Nous retiendrons que pour un domaine régulier, dont la frontiére a une aire nulle,
on a (avec les notations de la p. 23)

//Af(w,y) da:dy=//Zf(:r,y) dz dyz//zf(a:,y) dz dy.

Additivité
Nous énoncons ici une propriété qui généralise la relation de Chasles pour les
intégrales simples :

/c f(z) dz = /b f(z) dz + /bc f(z) dz qu’on peut écrire, lorsque a < b < c:
/[a,c] f(z) dz = /[a,b] f(z) dz + /[b,c] f(z) dz.

Proposition 5.6 (additivité)
Si A, Ay, Ay sont des domaines tels que A = A; U Ag, avec A N Ay d’aire nulle,

elors //Af(g;,y) dz dy=//Al f(z,y) dz dy+//A2 f(z,y) dz dy

Nous comprendrons cette notion d’aire nulle dans le sens le plus intuitif : un domaine formé d’un
segment, d’une courbe, d’un point, ou d’une réunion d’un nombre fini de tels domaines est d’aire
nulle
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C’est cette propriété qui permet de définir 'intégrale double d’une fonction sy
un domaine « biscornu », en plusieurs morceaux, ou & trous : on le découpe ep
morceaux simples, on applique la définition sur chaque morceau, et on additionne
les résultats.

Changement de ’ordre des variables

Nous formalisons ici une idée tres simple : dans 'introduction, nous avons découpé
le volume en coupant en tranches perpendiculaires a 1’axe des z. Nous aurions
aussi bien pu découper en tranches en suivant une direction perpendiculaire §
P’axe des y, et intuitivement le résultat ne devrait pas étre différent. Il faut avoir
conscience que la démonstration du théoréme qui va suivre traduisant cette idée
simple est en fait extrémement difficile.

<z <
Théoréme 5.7 (Fubini) On suppose que le domaine A : { u (3;; z Z 2 z (2)
< AN
. -y s aSy<p
eut ausst étre caractérisé par le systéme =
P P Y { wi(y) <z < wa(y).

Alors on a

b () B w2 (y)
// f(z,y) dz dy=/ da:/ f(z,y) dy=/ dy/ f(z,y) dz.
A a u(z) a w1(y)

Nous allons appliquer ce résultat pour recalculer 'intégrale double vue juste apres
la définition p. 217 : I= // 142z —y)dzdy.
A

-1<z<1
22 —1< y<0.
En cherchant les bornes du domaine de variation des z, puis en cherchant, pour
chaque z fixé comment varie y, ce domaine admet aussi une caractérisation dans
laquelle ’ordre des variables est inverse.

Le domaine A pouvait étre caractérisé par {

Il est clair que y reste toujours entre —1 et 0 lorsque (z,y) est dans le domaine A
(voir la figure p. 217). Ensuite, pour chaque y fixé (cela revient & se placer sur
une droite horizontale), x varie entre deux valeurs opposées qui sont les abscisses
des intersections de la parabole avec cette droite horizontale.

Puisque la parabole est caractérisée par y =22 —1 <= 22 =y+1 < z =
+1/y + 1, on peut affirmer que le domaine A est aussi caractérisé par

-1<y<0

(%MGA‘=*{,@+1<x<¢y+L
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En appliquant le résultat, on obtient donc

0 VYT
I=/ dy/ (1+z—-y)de

-1 -Vy+l
z=+/y+1

0 2
= / dy [z + r_ Yz (On integre ici par rapport & z)
) 2 o

=/_01(2\/y+1—2y\/y+1) dy=/_01(4\/y+1—2(y+1)%) dy

C[aw+ni 2w+1%2)]° 8 4 28
Lk L =3"

g 5/2 15

On a bien trouvé le méme résultat.

Variables séparables

La proposition qui va suivre est, elle, extrémement simple a établir, et méme si
elle n’était pas énoncée, on la découvrirait rapidement lors de calculs pratiques.
Elle concerne les cas fréquents, ot d’une part le domaine est un rectangle (sous la
forme [a,b] x [c,d]), et d’autre part f peut se décomposer comme produit d’une
fonction de z par une fonction de y (on a f(z,y) = g(z) h(y) ).

Proposition 5.8 (variables séparables) Soit f est une fonction telle que pour
tout (z,y) on a f(z,y) = g(z) h(y). Soit A = [a,b] X [c,d] (A est un « rectangle »),

Alors on peut « séparer les variables », et 1'intégrale double sur A de f s’écrit
comme le produit de deux intégrales simples :

], #(@0) dzay = [ [ o) dx] [ [ dy] .

Nous utiliserons souvent cette proposition dans les calculs d’intégrales doubles et
on fera souvent des changements de variables pour se ramener & cette situation.

Calculs d’aire

Un résultat important et assez facile & comprendre est celui-ci qui permet d’utiliser
les intégrales doubles pour calculer I’aire d’un domaine A.

Proposition 5.9 (aires) L’aire d’'un domaine A régulier est donnée par la for-

mule
aire(A) = // l1dzdy = // dz dy.
A A
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Une fagon simple de comprendre cet énoncé est de considérer dxz dy comme
l'aire d’un rectangle élémentaire, et la somme de I'aire de tous les rectangles
élémentaires, pour (z,y) qui décrit A, donne logiquement ’aire totale de A et se
calcule par double intégration.

Une autre interprétation consiste a reprendre ce qu’on a vu dans l’introduction
avec cette fois la fonction f qui vaut constamment 1. La nappe représentative
de f est alors le plan horizontal d’équation z = 1, et le volume V représentant
l’intégrale double est le volume d’un cylindre de base A ; il est égal & ’aire de 13
base (qui est l'aire de A) multipliée par la hauteur qui vaut 1. On obtient donc

bien
A(A)=V=//A1da:dy.

Il est intéressant et important de vérifier que pour une surface dont on sait déja
calculer 'aire grace & une intégrale simple, le calcul de ’aire avec une intégrale
double donne le méme résultat.

Soit A la partie de plan limitée par la courbe y = g(z) d’une fonction g continue
et positive sur un intervalle [a, b], ’axe des abscisses et les deux droites verticales
z = a et x = b. On sait que l'aire de ce domaine A est donnée par 'intégrale de

b
la fonction g entre a et b : aire(A) = / g(z) dz.
a

a<z<b
0<y<g(z)

9(z)
// 1dzdy = / da:/ ldy = / - Z(x)
y._.

= / g(z) dz = aire(A)

Maintenant, on peut aussi dire que A est caractérisé par {

On a donc

On a bien retrouvé le méme résultat avec les deux méthodes.
Nous disposons maintenant de 3 méthodes pour calculer les aires, avec la méthode
des intégrales curvilignes (p. 190).

5.2.3 Changement de variables
Rappel pour intégrales simples

Vous avez certainement rencontré, dans un cours d’analyse élémentaire, la formule
suivante de changement de variable dans une intégrale (simple)

(5.6) [ 1) az = [ f‘f) f@az= [ (Forn o a
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Les hypothéses pour pouvoir appliquer cette formule est que f soit réguliere
J — [a,b=1I
t — p(t)

¢l. L’intervalle J est l'intervalle d’extrémités « et S.

(continue), et que le changement de variable ¢ : soit de classe

Pourquoi n’écrit-on pas J = [a, 8] ? Parce qu’on n’est pas siir de ’ordre des bornes
de cet intervalle. Nous supposons assez logiquement que I = [a, ] est I’écriture
correcte de I'intervalle sur lequel on calcule 'intégrale de f c’est-a-dire que a < b,
mais on ne sait rien de la variation de .

En fait, si ¢ est croissante, ce qui correspond & ¢'(¢t) > 0 pour tous les ¢, on est
stir que a < B, et P’écriture de la formule est satisfaisante.

Mais si ¢ est décroissante (avec ¢’(t) < 0 pour tout t), alors on a a > S et il serait
plus satisfaisant d’intervertir les bornes dans la derniére intégrale de la formule
(5.6)

Et si ¢ n’est ni croissante, ni décroissante ? (c’est-a-dire si ¢’(t) ne garde pas un
signe constant). Ce cas n’est pas trés intéressant, car dans ce cas ¢ n’est plus
bijective : ce n’est plus un bon changement de variable, et nous éliminons donc
logiquement cette possibilité.

En procédant comme ce qu’on avait fait lors des explications précédant la propo-
sition sur ’additivité (proposition 5.6 p. 219), on va introduire I'intégrale (simple)
d’une fonction sur un intervalle : on pose, si I = [a, b,

[t@=[ f@a-=[ ' f(@) da

Voyons ce que devient la formule de changement de variable (5.6) en utilisant ce
formalisme selon la variation de .
Tout d’abord, si ¢ est croissante, aucun probleme, on écrira tout simplement

[f@da=[ @ do=[(For)t)e(t)
I o(J) J
Maintenant, si ¢ est décroissante, on écrira donc

Jiwa= | /@) o=~ JACEICTIO:
= [(o0® (—¢/®) at ici J = [8,0]
= [(Fer®l ] a car /() <O.

Mais dans le premier cas, on aurait pu aussi introduire des valeurs absolues autour
de ¢/(t), car on avait ¢'(t) > 0 donc ¢'(t) = |¢/(t)|.
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Dans les deux cas on obtient donc
(5.7) [1@)da=[ f@)dz=[(For)t) /@)t
I o(J) J
C’est cette formule (5.7) qui se généralise bien aux intégrales doubles (ou triples).

Le théoréme de changement de variable dans les intégrales doubles

Théoréme 5.10 (Changement de variables)

Soit f une fonction continue des deuz variables (z,y), définie sur un domaine A,
On suppose qu’il existe un changement de variable bijectif, de classe C!

@ : (u,v) — o(u,v) = (z,y) = (z(u,v),y(u,v)) entre un domaine D et A. (on
a donc (D) = A).

Alors on a la formule de changement de variable pour les intégrales doubles
(5.8)

//A f(z,y) dz dy = //w oy () 4z dy = //D £ o p(u,v) | det J(9) (u 0)| du do.

Sans prétendre faire une démonstration, nous donnerons une illustration formelle
de cette propriété. Notons tout d’abord I’analogie avec la formule pour les intégrales
simples, le Jacobien de ¢ jouant ici le méme réle que la valeur absolue de ¢'(t)
pour les intégrales simples.

Rappelons tout d’abord la fagon dont on raisonne le plus souvent pour faire un
changement de variable dans une intégrale simple / f(z) dz :

on écrit qu’on pose z = ¢(t), donc dz = ¢'(t) dt et en faisant attention aux bornes
on obtient I'intégrale cherchée / fp(?) ¢'(t) dt.

Nous allons faire un raisonnement du méme type, mais pour cela nous allons
commencer par une convention : nous écrirons

dz dy = ||[dz A dy||.

Vous pouvez vous contenter d’admettre cette notation formellement, sans vous
poser de question. Cependant si vous tenez & savoir de quoi il s’agit, sachez
que le symbole A est ici a priori ce qu’on appelle un produit extérieur de deux
formes différentielles dont le résultat est une 2—forme différentielle. Bien sfir, je
pense que ¢a ne vous renseigne toujours pas beaucoup. Alors pour continuer &
essayer d’illustrer, reprenons l’interprétation « élément de surface » de dz dy; si
on considére que dz et dy sont de petits vecteurs construits & partir du point
(z,y), on sait (si on a un peu de culture mathématique) que la norme (euclidienne)
du vecteur dz A dy obtenu comme produit vectoriel de ces deux vecteurs est égale
a l'aire du parallélogramme construit sur ces deux vecteurs. Ce parallélogramme
est ici le rectangle élément de surface élémentaire.
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Ce qui est important, c’est d’admettre les propriétés d’antisymétrie et de bilinéarité
de ce symbole A, que ce soit comme produit extérieur ou comme produit vectoriel :
on a toujours aAb=—-bAaetaAa=0,ainsi que (a+b)Ac=aAc+bAcet
Ma AD) = (Xa) Ab=a A (Ab) (en d’autres termes, A est un produit).
Avec cette interprétation, sachant que z = z(u,v) et y = y(u,v) pour (z,y) =
¢(u,v), nous avons

Oox oz _ 0

dr =2 du+Z qu dy=Y aus+ ¥

ou ov ~ u ov dv.

On obtient donc

dz dy = ||[dz Ady| = H(—du+@d) (@du+ d)“

0 0
Oz By Oz Oy Oz Oy Oz Oy
6u8ud u A du +88d/\d +—8——a—d v Adu +38d/\dH

On vient d’utiliser alors la bilinéarité de A ; on utilise maintenant son antisymétrie :

0r Oz
_ @@_3_‘”@\ _ u v _
dzdy = 5u50 Do Du ||du A dv|| = |det oy oy du dv = |det J(¢)| du dv.
Ou Ov

Bien siir, ceci n’a absolument rien démontré rigoureusement, mais peut-étre
comprenez-vous un peu plus d’ou sort ce Jacobien. ..

Exemple classique du passage en polaires
On veut calculer Dlintégrale double I =
/Af(a:,y) dz dy de la fonction f : (z,y) — 14+z—y 1

sur le domaine A représenté sur la figure ci-contre :
C’est le premier quart du disque limité par le cercle /
trigonométrique. Ol 1

Il n’est pas trés difficile d’écrire un systéme caractérisant A pour pouvoir ap-
pliquer la définition de I'intégrale double, mais les calculs qui en résultent sont
franchement compliqués. Aussi utilisera-t-on ensuite le passage en polaires qui
simplifie beaucoup les calculs.

Premier calcul (directement)

0<z«l1
A est térisé ffet, 1 b limit eure-
caractérisé par 0<y < \/1—_ (en effet, la courbe qui limite supérieu

ment A est le cercle trigonométrique d’équation z2+19% =1 < y = £v/1 — z2).



226 CHAPITRE 5. CALCULS D’INTEGRALES DOUBLES, TRIPLES ET DE SURFAC
E

On a donc

2Jy—V1 a?

Vi—z?
I= /da:/ l+z-y)dy= /[y+my—— dz

y=0
—/ (\/1—:(:2+x\/1—:c2 12 )d:c

La complication de ces calculs d’intégrale ne nous décoit pas!

I= /\/l—mzdx+
=/ V1—2z2dz =
0

-3 6 6 3

1
1— 3 1
a-a% ik —g+m—l =/ \/1—:1:2d:z:—%+1+1
0
0

l—

(en effet cette intégrale représente 'aire de A).

N

Deuxiéme calcul (passage en polaires).

Le domaine A (ou plutdt A\ {(0,0)}) est I’image par ’application :

P :(r,0) — (x,y) = (r cos 0, rsin §) de I’ensemble D des (r, 0) tels que 0<rs<l
0<0<3

et 1 est bijective entre ces deux domaines.

Le jacobien de 9 est r > 0. On peut donc sans probléme appliquer la formule

(5.8).

I=//(1+.’E—y)da:dy=/ (14 rcosf —rsinf)r dr df
A D

=// rdr d9+// r2(cos @ — sin 8) dr dé.
D D

Remarquons que ces deux intégrales sont & variables séparables, D étant un
rectangle 2, donc en appliquant la. proposition 5.8 (p. 221), on obtient facilement

I= (/Olrd'r> (/05 d0)+</01r2dr) (/f(cosG—sinB)dO)

1w 1, =2 m 1 o
§§+3[Sln0+c080]0=0 —Z+§(1+0—0—1)—Z-

2 En fait, ici D n’est pas comme d’habitude un domaine fermé puisqu’une des inégalités qui le
caractérisent est stricte. ga n’a aucune importance, comme nous I’avons signalé au début, et le
fait que les inégalités soient strictes ou larges ne change jamais rien & la valeur des intégrales
multiples que I’on calcule.
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Le calcul a été bien plus simple en utilisant cette formule de changement de
variables. Il est important de savoir utiliser cette technique chaque fois que ’on
sent que ca peut simplifier les calculs. Comment peut-on prévoir que les calculs
seront plus simples ? C’est la forme du domaine qui donne en général I’'indice :
lorsque A est facile a caractériser en utilisant les coordonnées polaires, il sera
probablement intéressant de faire ce changement de variables.

Calculs d’aire en polaires

Lorsqu’un domaine peut facilement &tre caractérisé a 1’aide des coordonnées
polaires (comme dans I’exemple précédent, A = 1)(D)), pour calculer son aire,
il est possible de procéder au changement de variable passage en polaires. On

obtient
aire(A) = [/ ldzdy = [/ r dr dé.
A D

Il est intéressant de comprendre que r dr df est en fait un élément de surface
au sens suivant. Soit M = (z,y) = ¢¥(r,0) = (r cosd, rsinf) un point intérieur &
A (ce qui suppose que (r,6) est intérieur au domaine D). Si on augmente trés
légérement les deux coordonnées polaires de ce point, respectivement de dr et
de d0, alors la partie du plan décrite par cette augmentation (pour étre précis,
I’ensemble des points du plan dont les coordonnées polaires sont comprises entre
r et r + dr d’une part et entre 0 et § + d6 d’autre part) est I'intersection d’une
couronne et d’un secteur angulaire.

rdo
1+ Ml

(5.9) v 1

Supposons dr et df trés petits, nous assimilerons cet élément de surface & un
rectangle M M" M"' M’ dont les cotés ont respectivement comme longueur MM’ =
dr et MM" = r df comme vous le montrera un raisonnement de géométrie
élémentaire. Il est donc logique qu’a 1’élément de surface dz dy en coordonnées
rectangulaires corresponde 1’élément de surface r dr df en coordonnées polaires.

5.2.4 Le théoreme de Green-Riemann

Ce théoréme trés important permet de lier les intégrales doubles et les intégrales
curvilignes. C’est la version plane d’un théoréme plus général valable dans un
espace de dimension quelconque, la formule de Green, qui généralise le calcul
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d’une intégrale simple & ’aide d’une primitive, et affirme que I'intégrale d’une
fonction sur un domaine est égale a l'intégrale d’une primitive de cette fonction
sur la frontiére de ce domaine. évidemment, tout le probléme est de donner up
sens & cette notion de primitive et & ceiles d’intégrales sur le domaine et sur lg
frontiére. En dimension 2, I’intégrale sur le domaine, c’est I'intégrale double, et
l’intégrale sur le bord, c’est I'intégrale curviligne.

Théoréme 5.11 (Green-Riemann)

Soit A un domaine régulier dont la frontiére, décrite dans le sens trigonométrique
est un arc fermé simple vy.

Alors, pour toute forme différentielle w = P dz + Q dy de classe C!, on a

/Pdw+Qdy //(BQ 6§>d dy.

Remarquons tout d’abord que ce théoréeme permet de faire la liaison entre nos deux
énoncés permettant de calculer I’aire d’un domaine plan : la proposition 5.9 (p. 221)
et le théoréme 4.36 (p. 190). En effet, Il suffit de trouver une forme différentielle

w = P dz + Q dy telle que B 33/— = 1 pour faire ce lien. Cette équation aux

dérivées partielles admet beaucoup de solutions, mais il est clair que les trois
formes différentielles wy = z dy, we = —y dz et w3z = 2(wl +we) = 2(:z dy —y dz)
en sont des solutions.

Preuve Nous ne ferons une démonstration que dans un cas bien particulier :
lorsque A est suffisamment régulier pour pouvoir étre caractérisé a la fois en
privilégiant = et en privilégiant y : on suppose qu’on a

<z<b ag<y<p
Y) EA = N
(z,9) { u(z) < y < v(z) { wi(y) < z < wa(y)

Dans un cas plus général, il suffit de découper
le domaine A en morceaux ayant cette pro-
priété et d’appliquer I’additivité pour ’inté-
grale double (proposition 5.6 p. 219) ; pour les
intégrales curvilignes, il faut se rendre compte
que les trajets rajoutés sur les contours par
ce découpage sont parcourus une fois dans
chaque sens, ce qui fait qu’ils ne comptent
pas en vertu de la proposition 4.29 (p. 182).
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(5.10) 0 “

On cherche donc & comparer l'intégrale double

I=//A<g—§—g—§>d dy —// % (2,y) dz dy— // Sy @) dedy =11

et intégrale curviligne

J=LP®+Q@=/

P®+/Q@:h+h
Y Y

On a coupé en deux ces deux intégrales par linéarité.
En utilisant le théoréme de Fubini (5.7 p. 220), on obtient pour I;.

B8 w2(y)
h=/(@/2§&%w®

a wi(y) O
s=wa(y)

= /aﬁ [Q(x’y)] dy

z=w1(y)

[ @), - Quna).v) ey
[ Quwate),d i~ [ Qun(e) )

(o3

Q

C’est bien siir & Jo que ce résultat ressemble. Calculons cette intégrale curviligne.
Pour cela, on va paramétrer + en le coupant en deux grace aux fonctions w; et ws.
Le support de 7 est la réunion des deux courbes z = wi(y) et £ = wz(y) ; pour y
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décrivant [a, (], la courbe de w est décrite dans le méme sens que v, alors que
celle de wy est décrite dans le mauvais sens. En écrivant v = 71 V 72, on prendry,
z = wa(t)

—¢ t € [, A, alors que 1 est I’arc inverse de l'arc

<9 paramétré par

A1 qui est lui paramétré par { z = ZUl (t) t € [a,B).

On a donc dans les deux cas dy = dt et

Jz=[/Qdy=/71Qdy+ 72Qdy=—]AQ(w,y)dy+/ Q(z,9) dy

5 A 7 Y2
- /a Qwr(b), t) dt + /a Qws(t), 1) dt = I

La méme démarche permet sans difficulté de montrer que J; = —1Is, ce qui permet
d’achever la démonstration. 0

5.3 Intégrales triples

5.3.1 Présentation

Cette notion sera traitée a I’imitation de ce qu’on a fait pour les intégrales doubles,
et le lecteur est invité a deviner comment on pourrait traiter des intégrales

multiples d’ordre supérieur.
Evidemment, pour cette notion, on se place dans R3 et les fonctions considérées
sont des fonctions des trois variables (z,y, 2).

Définition 5.12 Si A est un domaine de I’espace & trois dimensions caractérisé

par
a<z<b

(y) z ) € A(L‘a
(Az est la trace (ou la coupe) du domaine A dans le plan des points d’abscisse z)

alors pour toute fonction f continue sur A, l'intégrale triple de f sur A est le
nombre réel

//Af(m,y,z) dz dydzz/alJ (//N f(z,y,2) dydz) dz
= [[ao [ sz ayas

Dans cette définition l'intégrale double utilisée peut se calculer en privilégiant
y ou en privilégiant 2. D’une facon générale, on peut, pourvu que la forme du
domaine s’y préte, commencer par n’importe quelle variable, et on a le théoreme
suivant.

(z,9,2) €A = {
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Théoréme 5.13 (Fubini pour les intégrales triples)

Dans un calcul d’intégrale triple, on peut changer l’ordre des variables.
a<y<p
(z,2) € 4y
la coupe) du domaine A dans le plan des points d o'rdonnee y), alors on a

//Af(m,y,z) dxdydz=/aﬂ dy//zyf(””’y’z) dz da.

A . A z e 2 (m’ y) e D
e méme, si A peut étre caractérisé par
b p P { 'U.]_(-'L',y) <z< U2($,'y),

u2( ,y)
// f(z,y,2) dz dy dz = // dz dy/ f(z,y,2) dz.
ul m)y

a<z<bd
Si on peut caractériser A par v1(z) < y < v2(x) alors on a
ul(x, y) <z< uz(a:,y),

vz(z‘) u2(z,y)
/] f:z:y,z)dmdydz—/ dw/ / f(z,y,2) dz.
v1 (@) u1(z,y)

Il y a bien sir beaucoup d’autres énoncés analogues.

Par exemple, si A est aussi caractérisé par (Ay étant la trace (ou

alors on a

Un exemple de calcul

On demande de calculer I = / zyz dz dy dz pour A qui est le tétraedre dont
A
les sommets sont O = (0,0,0), A = (1,0,0), B =(0,1,0) et C = (0,0,2).

Q)
1
¥

(5.11)

Ici aussi, tout le probléme consiste & caractériser correctement le domaine A. Pour
chaque z fixé (entre 0 et 1), le plan des points d’abscisse z coupe le domaine A
selon un triangle, et un calcul élémentaire montre que y peut varier entre 0 et 1 —z,
et pour chaque y entre ces valeurs, z peut varier entre 0 et 2— 2z — 2y. (Il peut étre
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utile de déterminer une équation cartésienne du plan (ABC) : 2z+2y+2z =2) Op
0<z«<1

peut donc affirmer que le domaine A est caractérisé par 0<y<l—=z2
0<2<2-2z -2
et par conséquent, on a :

1 l1-z 2—-2z—2y
I=///wyzdccdydz=/ d:c/ dy/ zyz dz
A 0 0 0
1 1-z 27 1 1-z
=/xdw/ ydy[—J =/mda:/ 2y(l—z—y)%dy
0 0 2], 0 0

. . g v=1-z (Pintégration par parties
0 - y=0

1-2 (1 —2—9q)3
- / (A-e—y) dy) simplifie beaucoup les
0 calculs)
(I
0 3 0

-3
—4 =0 6

_ [z1-2)° ”=l+/1 (-2 . _[Q-2°]""_ 1
B 30 " Jo 30 | —180 | " 180
=0 =0

5.3.2 Propriétés des intégrales triples

Le principe est que toutes les propriétés des intégrales doubles s’étendent aux
intégrales triples. Il y a bien siir quelques précisions & apporter dans certains cas.
Les propriétés de positivité et de linéarité (5.2 & 5.4) s’étendent sans aucun
changement.

Pour la propriété 5.5 concernant les domaines négligeables, il faut remplacer la
notion d’aire nulle par la notion de volume nul : par exemple, I’intégrale triple
d’une fonction sur une surface (sans épaisseur) est nulle.

La propriété 5.6 d’additivité s’étend sans changement.

On a déja vu la version « intégrales triples » du théoréme 5.7 de Fubini.

La proposition 5.8 concernant les variables séparables s’étend, mais elle existe en

plusieurs versions :

e D’abord on peut tout séparer (en un produit de trois intégrales simples) lorsque
la fonction f peut s’écrire f(z,y,2) = g(z) h(y)i(2) et quand le domaine est
un pavé A = [a,b] X [¢,d] X [a, 8] : on a alors

//Af(a:,y,z) dz dydz = (/abg(z) dx) </cdh(y) dy) (/aﬁi(z) dz).

e Ensuite, on peut séparer en deux morceaux, en un produit d’une intégrale
simple par une intégrale double lorsque f est le produit d’une fonction d’une
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des variables par une fonction des deux autres et que A est un cylindre (au sens
mathématique). Par exemple, si on a f(z,y, z) = g(z,y) h(z) et A =D X [¢, d],
D étant un domaine de R? que décrivent les variables (z,), alors on a

//Af(x,y,z) dz dy dz = (//Dg(a:,y) dz dy) (/cdh(z) dz).

Les calculs d’aires avec les intégrales doubles (proposition 5.9) se transforment en

calculs de volumes avec les intégrales triples : le volume de A vaut // 1dz dy d=.
A

Le théoréme de changement de variable s’étend pratiquement sans changement
aux intégrales triples, méme s’il est ici beaucoup plus délicat d’essayer d’expliquer
I'intervention du Jacobien (écrire dz dy dz = ||dz A dy A dz|| est plus difficile
3 interpréter). Nous allons simplement montrer deux exemples de calculs qui
se simplifient beaucoup si on utilise les changements de variables classiques du
passage en coordonnées cylindriques ou en coordonnées sphériques.

dx dy dz
Va2 +y? 4+ 22
1< 22+ 9% + 22 < 4. (A est le domaine compris entre les sphéres centrées
origine de rayons respectifs 1 et 2).

Exemple 1 : Calculer I = // pour A caractérisé par
A

Essayer d’appliquer la définition ou la propriété de Fubini pour les intégrales
triples reléverait de la mission impossible : il faudrait déja couper A en plusieurs
morceaux, et ¢ca resterait tres difficile. Il y a d’ailleurs peu de chances pour que
les calculs d’intégrales simples auxquels on se rameénerait soient faciles.

En revanche, le passage en coordonnées sphériques est trés simple a effectuer.

On commence par retirer quelques morceaux négligeables de A pour que ’ap-
plication ¢ réalise bien une bijection entre un domaine D et A’ qui est égal a
A 3 quelques détails de volume nul prés. Il suffit de retirer & A les points de
I'axe Oz. 1l est alors clair que A’ = ¢(D) avec D ensemble des (p, 6, ¢) tels que
ISps?2
O<fb<m
0<p<2r
On a déja vu que le fait qu’il y ait quelques inégalités strictes dans la caractérisation
de D n’a absolument aucune importance : on fera les calculs comme si les inégalités
étaient larges.

On a ici D = [1,2]x]0,n[x [0, 27| et on fera tous les calculs comme si on avait
D =1,2] x [0,7] x [0, 27].
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Le Jacobien de ¢ est comme on I’a vu égal & p?sin 6, on obtient
/// dz dy dz / / dz dy dz
I = ———————— —_—
o VIR M I
—/// |p?sin 6| dp df dp = /// p sinf dp df dy
( / p dp) ( / sin @ d0> < / d<p> (variables séparables)
1 0 0

=g-2-27r=67r.

Exemple 2 : Calculer J = ///A (2% + 32+ 2%) dz dy dz lorsque A est le domaine
22+’ <2
0<2<1
bol engendré par la révolution autour de ’axe des z d’un morceau de la parabole

z=y?pour 0 <y <1).
0<r<y2

On caractérise A en coordonnées cylindriques par A = ¢(D)avecD:{ 0<2z<1
0<b<2n

(encore une fois, inutile de s’inquiéter pour des points oubliés ou comptés deux
fois : dans les calculs d’intégration, les domaines négligeables sont faits pour étre
négligés).

Appliquant la formule de changement de variable, puisque le jacobien de % est ici
J(¥) = r, on obtient

J=///D(1'2+z2)rdrd0dz= (/01 dz/oﬁ(r3+rz2)dr) (/0% d0>

On remarque que la variable 0 est séparable des autres, on a donc :

caractérisé par (A est un paraboloide de révolution, une espéce de

1,22 2 A AN o (2+3) 5
=92 — —_ = —_ —_ = — = .
nf, GG3) e 2”[12+8L %1

Remarque : Comme pour les coordonnées polaires dans le plan, il est intéres-
sant d’interpréter géométriquement 1’élément de volume lors de 1'utilisation des
coordonnées sphériques et cylindriques. Rappelons tout d’abord que 1’élément de
volume, en coordonnées rectangulaires est dz dy dz. De plus, si A est caractérisé
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par le domaine D; en coordonnées cylindriques (A = 1 (D;)) et par le domaine
Dy en coordonnées sphériques (A = ¢(Dz)), on peut écrire

volume(A) = //A dz dy dz = /// rdrdfdz = // p?sin@ dp dé de.
Dy D2

Un élément de volume doit se comprendre comme étant le volume obtenu en
partant d’un point et en augmentant chacune des coordonnées d’une toute petite
quantité destinée & tendre vers 0 (voir p. 227).

coordonnées sphériques

(5, 12) coordonnées cylindriques

En coordonnées rectangulaires, il est clair que 1’élément de volume est un
pavé droit (parallélépipéde rectangle) de cotés dz, dy et dz : il n’y a pas de
probléme.

En coordonnées cylindriques, & partir d’un point M = (z,y,2) = ¥(r,0, 2),
si on augmente tres légérement les trois coordonnées cylindriques de ce point,
respectivement de dr, de dé et de dz, la partie de 1’espace décrite par cette augmen-
tation est représentée sur la figure; on peut pour de trés petites augmentations,
Iassimiler & un pavé droit pour calculer son volume et on s’apercoit facilement
que ce volume vaut dr (r df) dz. L’élément de volume en coordonnées cylindriques
est donc r dr df d=.

En coordonnées sphériques, de la méme facon, & partir d’un point M =
(z,y,2) = ¢(p, 6, p), on augmente tres légérement les trois coordonnées sphériques
de ce point, respectivement de dp, de df et de dy, et cette augmentation décrit
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dans I’espace un volume assimilable & un pavé droit, dont les trois dimensions
sont (voir figure) dp, p df et p sinf dy. L’élément de volume en coordonnées
sphériques est donc p?sin @ dp df dep.

5.4 Intégrales de surface

5.4.1 Introduction

Cette notion est & rapprocher, bien évidemment, de la notion d’intégrale curviligne,
De méme qu’une intégrale curviligne se calculait sur un arc paramétré, ce qui
nous a obligé a préciser cette notion, de méme une intégrale de surface se calcule
sur une nappe paramétrée, (ou surface paramétrée), et nous commencerons par
définir (sommairement) cette notion.

Les intégrales de surface sont des intégrales doubles dans ’espace, comme les
intégrales curvilignes sont des intégrales simples dans le plan (ou dans I’espace).
Elles sont de trois natures : les calculs d’aire (correspondant aux calculs de longueur
d’une courbe), les intégrales de fonctions scalaires sur une surface (correspondant
aux intégrales curvilignes d’une fonction scalaire) et la notion de flux d’un champ
vectoriel & travers une surface (correspondant & la circulation d’un champ de
vecteurs sur un arc).

Nous terminerons par les deux théoremes faisant le lien entre ces intégrales de
surface (ou plut6t le flux) et d’une part les intégrales curvilignes (Formule de
Stokes-Ampére) et d’autre part les intégrales triples (Formule d’Ostrogradski). Ce
sont les deux versions tridimensionnelles du théoréme de Green-Riemann ; il existe
une généralisation de ces théorémes en dimension quelconque appelée formule de
Green.

5.4.2 Nappes paramétrées

Définition 5.14 Soient z,y, z trois fonctions des deuz variables (u,v), définies
et au moins de classe C! sur un domaine D de R? (supposé régulier). Alors la
donnée du domaine D et de ’application

D — R3

7 z(u,v)
C(wv) — | y(u0) | = M(u,v) = (u,0)
z(u,v)

est une paramétrisation d’une nappe paramétrée (ou surface paramétrée) X ; le
support de X est I’ensemble des points M (u,v) lorsque (u,v) décrit D.
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Remarque : Pour étre précis, une nappe paramétrée est en fait une classe
d’équivalence de paramétrisations de nappes équivalentes en un certains sens :
une paramétrisation de nappe étant un couple formé d’un domaine D et d’une
application 7 de R? vers R3, I’équivalence de deux paramétrisations de nappes
(D1, }71) et (Ds, 72) est définie un peu comme 1’équivalence des paramétrisations
d’arcs, & ’aide d’une bijection ¢ entre le domaine D; et le domaine D telle que
1= ?2 o p; o doit étre dérivable ainsi que 1.

D’autre part, en pratique, on confond (abusivement) une nappe paramétrée -
et son support. C’est abusif, mais c’est bien utile pour se la représenter, et
c’est indispensable pour alléger les notations : cela permet de parler du point
My = M(u,v) de la nappe ¥ comme appartenant & X, et c’est bien pratique.

Enfin, on admettra que les changements de paramétrisations ne changent rien
aux notions que l'on va définir, et on acceptera toujours de privilégier une des
paramétrisations.

Remarque : Nous supposerons que toutes les applications rencontrées sont
réguliéres, aussi souvent continiiment dérivables que nécessaire (méme si c’est
éventuellement par morceaux : nous n’entrerons pas dans ces détails). De méme, le
domaine D de toute paramétrisation est supposé régulier, au sens que sa frontiére
doit toujours pouvoir étre considérée comme le support d’un arc paramétré v de
classe C! (éventuellement par morceaux).

Exemple de la sphére : La sphére unité (de centre O = (0,0,0), de rayon 1)
peut étre considérée comme une nappe paramétrée, en utilisant les coordonnées
sphériques, ainsi :

z =sinf cosyp
y =sinf sinp (6, ) € [0,7] x [0,2n].
z =cosf

Avec cette paramétrisation, certains points de la sphére apparaissent plusieurs fois ;
cela peut poser des problémes, mais pas pour des calculs d’intégrales de surface :
en effet, ’ensemble des points « litigieux » est toujours négligeable, (c’est-a-dire
d’aire nulle).

En diminuant le domaine dans lequel (6, ) varie, on peut paramétrer de plus
petites zones de la sphére : par exemple, si on restreint 8 € [a, 8], en laissant
¢ faire un tour complet (varier entre 0 et 2m), les mémes formules servent &
paramétrer une couronne sphérique, ou une calotte sphérique si o vaut 0.

En revanche, si 0 varie de 0 & 7, mais que ¢ reste entre deux valeurs v et §, on
décrira ainsi un « fuseau » de la sphére.
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Un cas particulier important : les nappes de fonctions

Soit f une fonction continue de deux variables (z,y) et D un domaine inclys
dans D(f). On sait que ’ensemble des points (z,y, z) tels que z = f(z,y) est la
nappe représentative de f. Elle peut étre considérée comme nappe paramétrée en
considérant la paramétrisation

T=1u
y=v (u,v) € D.
z = f(u,v)

En fait, en pratique, on ne prend pas la peine de changer le nom des variables, et
on utilise simplement z et y comme paramétres, avec (z,y) € D.

Bord d’une nappe

Définition 5.15 Soit X une nappe paramétrée par (D, ?) On suppose que cette
paramétrisation réalise une bijection entre D et (le support de) X.

On suppose que le bord (la frontiére) de D est 9D.

Alors le bord (ou la frontiére) de ¥ est I’ensemble 0¥ des points de X dont
l’antécédent est dans 0D.

La frontiére 0% de X peut étre considérée comme un arc paramétré fermé, puisque
c’est le cas pour 9D : si ([a, b, ) est une paramétrisation de ’arc fermé dont le
support est D, alors ([a,b], G o @) est une paramétrisation de I'arc fermé (de R3)
dont le support est le bord 0% de X.

Lignes de coordonnées sur une nappe paramétrée

Définition 5.16 Soit My = M (ug,vp) = ¢ (4o, vo) un point d’une nappe para-
métrée 3 paramétrée par (D, 7) Alors les deux fonctions partielles de la fonction

T u— gww) ;3 g2 v— g(uo,v)

sont des fonctions vectorielles d’une variable (elles vont de R vers R3. & ce titre,
elles définissent des courbes paramétrées, qui passent par My, et qui sont incluses
dans X : ce sont les lignes de coordonnées de la nappe ¥ qui passent par My pour
la paramétrisation (D, 7)

Remarquons que cette notion de lignes de coordonnées est étroitement liée au
choix de la paramétrisation; c’est un handicap certain, et c’est la raison pour
laquelle on n’utilise pas beaucoup cette notion. En revanche, les notions qu’on va
maintenant introduire sont indépendantes de la paramétrisation, et sont attachées
a la nappe.
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Plan tangent & une nappe

Soit M = Tq)(u, v) = M(u,v) un point d’une nappe paramétrée ¥ paramétrée
par (D, 7). On suppose que M est un point ordinaire pour les deux lignes de
coordonnées qui passent par M (c’est-a-dire un point qui n’est pas un point
stationnaire pour ces deux courbes paramétrées). Ces lignes de coordonnées
admettent donc des tangentes qui sont dirigées respectivement par 7’1 (u) et
75 (v). En se rappelant que les dérivées des fonctions partielles sont des dérivées
partielles (méme si nous n’avons utilisé ce vocabulaire, jusqu’a présent que pour
des fonctions scalaires, il n’est pas difficile de comprendre que ¢a s’étend sans
probléme pour les fonctions vectorielles en utilisant les fonctions composantes),

on notera %—u— = %(u,v) et Q;U?— = @(u, v) ces vecteurs directeurs. En fait
on utilise plut6t la notation %—u et 88_1) Il faut bien comprendre qu’on a
Oz oz
%(u’v) %
oM _og 09, o, |_|&
du  Ou  ou T gu“’”, o
z z
%(ua U) %
O0x Oz
6_v(u’ v) 9
oM _03 _ 09, 0 |9, ||
o v  ov gvu,v gv
z z
6_v(u’ v) ) N

0 0 . s .
Lorsque —— et —— ne sont pas colinéaires, ils déterminent un plan passant par

U v
M, qui est par définition le plan tangent & la nappe X en son point M
Nous admettrons le résultat fondamental suivant :

Proposition 5.17 La notion de plan tangent & une nappe ne dépend pas du
choix de la paramétrisation qu’on a choisie.

Régularité d’un point d’une nappe

Un point M d’une nappe paramétrée X est régulier lorsque la définition précédente
du plan tangent a un sens (d’apres la proposition précédente, il suffit que ¢a marche
pour une paramétrisation, et ca marchera pour toutes les autres).

0 0
Cette régularité signifie donc que —— et —— sont tous deux non nuls et qu’en

ou ov

plus ils sont non colinéaires.
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Une fagon simple de vérifier d’un seul coup ces trois conditions est de calculer e
produit vectoriel de ces deux vecteurs et de vérifier que ce produit est non nul.
On introduit les notations suivantes :

os\ (o
ou ov
ou o C ou o |’
o: | | o
ou ov
de sorte que
_%0s 00y | g 0:0n w0 _0sdy o
T Oudv Oudv '’ T Oudv Oudv ’ T Oudv Oudv’

On pose H?=A2+B?+C? etdonc H=+A2+B2+(C2= ||ﬁ||
On a donc le résultat suivant : M est un point régulier de la nappe X si et
seulement si H # 0.

Normale a la nappe

Si M est un point régulier de la nappe ¥ (on garde toutes les notations introduites

WWA

aux paragraphes précédents), le vecteur ﬁ — /\ B = B | est (c’est un
C

0
résultat classique sur les produits vectoriels) orthogonal & — et & —, donc

v
c’est un vecteur orthogonal au plan tangent & la nappe en M. Il est pratique de
normer ce vecteur IV, c’est-a-dire de le diviser par sa norme : on pose

N N
V= =—.
Nl H

7 («nu ») est le vecteur normal réduit & la nappe .

Il est important de se rendre compte que 7 est en fait fonction de (u,v) ; méme
si depuis un certain temps nous n’écrivons plus ces variables, elles sont toujours
sous-jacentes. 7 est méme une fonction continue de (u,v), car les différentes
étapes de la fabrication de ce vecteur n’utilisent que des fonctions continues et
des opérations usuelles (les fonctions z,y, 2z composantes de ? sont supposées
de classe C!). On comprend donc que ce vecteur v qui est toujours de norme 1,
est toujours du méme c6té de X, lorsque (u,v) décrit D. Nous allons en tirer une
conséquence importante.
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Orientation d’une nappe

11 est logique, a ce stade de se poser a nouveau une question : cette notion de
vecteur normal & la nappe est-elle toujours indépendante de la paramétrisation,
ou dépend-elle de cette paramétrisation ?

La réponse est dans 1’énoncé suivant :

Proposition 5.18
La direction du vecteur 7 est indépendante de la paramétrisation utilisée pour
caractériser X.

Preuve Ce résultat est en fait une conséquence immédiate de la proposition
5.17 (p. 239) : puisque nous avons admis que le plan tangent ne dépend pas de la
paramétrisation, il est logique que 7 qui est un vecteur orthogonal & ce plan ait
une direction fixe. O

Puisque la norme du vecteur U est fixée (& 1), et que sa direction ne peut pas
changer, la seule chose qui peut varier chez 7 selon la paramétrisation de ¥ que
’on utilise est le sens.

Une paramétrisation (D, 7) étant choisie pour ¥, il y a donc deux sortes de
paramétrisations équivalentes de X : celles qui conservent le sens de v (et par
continuité de 7, cette conservation est acquise pour tous les points de la nappe
dés qu’on ’a en un point), et celles qui changent son sens.

Choisir une paramétrisation de ¥ permet donc d’orienter ¥. On choisit donc ainsi
en tout point une notion de « haut » (du coté de 7/) et un bas. Notons que cela
oriente aussi tout les plans tangents, et nous admettrons que le bord de X se
trouve ipso facto orienté (c’est facile & concevoir : dés qu’il y a une notion de haut,
on sait ce que veut dire le sens direct et le sens des aiguilles d’'une montre).

Exemple de la sphére :
z =sinf cosyp

Pour la sphére unité paramétrée par ¢ y =sinf sinp (8,¢) € [0,7] x [0, 27],
z =cos@

on fait les calculs suivants, en un point M = M (6, ¢).

_Oydz 020y ) _ ' o, .
= 00y 900 — cos @ sin .0 — (—sinf) sinf cosp = sin“fcosy ;
_0z0zx O0z0z _ . S e
=960, 9099 (—sin@) (—sinf sin ) — cos @ cos .0 = sin“fsiny ;
_ Oz 6y 6y8;1; _ . ) . .

= %000 900y cos 6 cos psin 0 cos ¢ — cos @ sin ¢ sin §(— sin p)

= sin § cos 6 (cos? p + sin® ) = sin § cosf.



242 CHAPITRE 5. CALCULS D’INTEGRALES DOUBLES, TRIPLES ET DE SURFACE

On en déduit
H? = sin* 0 cos? p + sin* #sin® ¢ + sin? § cos? §
= sin’ @ (sin? 6(cos? p + sin® p) + cos? )= sin’ 0
H = sin 6 (puisque 6 € [0,7]).

Finalement, & part aux « poles », tous les points de la sphére sont des points
réguliers pour cette paramétrisation. La normale est dirigée par

sin? @ cos sin 6 cos T
N= sin?fsing | =sinf | sinfsing | =sinf| y — HOM.
sin @ cos 6 cosf z

De sorte que 7V = OM. Ce résultat était prévisible, et il est intuitivement évident,
Cette paramétrisation correspond & une orientation de la sphére vers I’extérieur
(7 est dirigé vers I'extérieur de la sphére).

Remarque :

. , . oM oM oM M |
Si on change ’ordre des variables (u,v), puisque 50 A 5 = 5u A 50 il

est clair que le vecteur normal 7/ change de sens, et donc l'orientation de ¥ est
changgée.

Par conséquent, si on n’est pas satisfait de ’orientation fournie par une paramé-
trisation, il suffit d’échanger ’ordre des variables pour y remédier.

Cas d’une nappe de fonction

La paramétrisation naturelle d’'une nappe de fonction

=2
y=y (z,y) €D
z= f(z,y)

ameéne les calculs suivants
a0z 020y 0f 9f, _Of.
8rdy 0Oxdy Oy Or oz’
_ 020z 0z0z Of lg— of .

“s0y owdy 0c0 oy oy’

_0zdy 0ydz .. o_..
= 523 amay‘l'l 00=1;
af\? [9f\?
2 _ [ YS YJ .
H._Qh)+(®)44,

H=\/(%>2+<g—£)2+1#0 Y(z,y).
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Tous les points d’une nappe de fonction sont donc des points réguliers, et de plus,
comme la troisiéme coordonnée C de N est toujours positive (C' = 1), on voit que
Porientation naturelle d’'une nappe de fonction est vers le haut.

Autre calcul de H

Avec les notations usuelles, en un point M = M (u,v) d’une nappe ¥, il est d’usage

2
de poser E = (aa—u) (il s’agit d’un carré scalaire), F' = Wu —ﬁ (- est le
oM\’
produit scalaire), et G = W) .

On a le résultat suivant :

Proposition 5.19

=VEG - F2.

Preuve Remarquons tout d’abord que la quantité sous le radical : EG — F?
est positive en vertu de I’inégalité de Cauchy-Schwarz (voir p. 5) : posons pour

0
simplifier ﬁl = et Wy = —.

Oou Ov
L’inégalité de Cauchy-Schwarz dit que |&; - Wa| < ||W1]|.|| 72|l
En élevant au carré, on obtient

= (W1 B2)? < | 01> T2)® = D205 =

Ensuite, remarquons que 1’égalité 3 démontrer s’écrit H?2 = EG — F2. Or, on a

H? = (8_Wu A a_—M}> = (W1 A Wa)? = | B1 A T,

Mais un résultat classique concernant la norme du produit vectoriel dit que

@1 A Bsll = [B1]| 1@ [sin(1, 52)]

Posant a = (ﬁz), on en déduit que

= || ? |Iﬁ2||2sm o=w?wisin’a
= BG(1 - cos’ a) = BG — [ @1 | B2 cos*
= EG — m‘l .ﬁﬂz — EG — F2.

(On a utilisé le résultat classique & - v = || 7| || 7| cos(ﬁ)). a
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5.4.3 Aire d'une nappe

Nous utiliserons une notion intuitive de la notion d’élément de surface.
Lorsque, & partir d’un point My = M (u,v), on augmente légérement u de du, sans
toucher & v, on obtient le point M; = M (u+du,v) de . Pour du infiniment petit,

0
on admet que M; ~ Mo + —— du (& vérifier pour chaque fonction composante).
De méme, 'augmentation légere de v & v+dv fait passer de Mo & Mz = M (u, v+dv)

0
et on admet que Ms ~ My + o dv. L’élément de surface sur la nappe X est donc
aire du parallélogramme élémentaire MoMiM3Ms (avec M3 = M (u + du,v +

dv) ~ My + @ du + @ dv). On le note do et il vaut

Ou Ov
oM oM

_/\__.

—

do = |MoMi A MoMs|| = du dv = | N du dv = H du dv.

Ayons conscience que ce qu’on vient de faire n’est en aucun cas une démonstration,
mais une aide pour comprendre la définition qui va suivre.

Définition 5.20
Si ¥ est une nappe paramétrée par M(u,v), (u,v) € D, alors l'aire de X est
donnée par :

aire(X) = @“ dudv = / H(u,v) du dv
ov D

=// \/A2+Bz+02dudv=/ VvVEG — F? du dv.
D D

Nous admettons évidemment la propriété suivante.

Proposition 5.21
L’aire d’une nappe paramétrée ne dépend pas de la paramétrisation utilisée pour
son calcul.

Aire d’une nappe de fonction
Il est intéressant d’appliquer ce qui préceéde dans le cas d’une nappe représentative
d’une fonction ¥ : z = f(z,y) pour (z,y) € D.

En posant (comme p. 115) p = % = %( Y) et g = g;c af(:v y), et en

utilisant le calcul fait plus haut (p. 242), puisqu’on a vu que H = \/1 +p? + ¢4

on a
aire(X ——//\/1+p2+ 2 dz dy.
( ) q Y
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Nous allons retrouver ce résultat rapidement en utilisant la proposition 5.19
(p. 243), ce qui illustrera son intérét.

On a ici
1
oM
9 _1 0 - 2
52 ﬁ donc E=1+p°,
Oz
0
oM 1
on _ _ 2
By ﬂ donc G=1+4¢%
oy )
et finalement
1 0
| o |. 1 —
F=las || ar |77
Ox Oy

Ces calculs (qui évitent d’avoir & calculer un produit vectoriel) permettent de
retrouver facilement H?2=EG-F?=(1+p*)(1+¢) —p°¢* =1+ p%+ ¢,

d’ou la formule
aire(X) = // \/1+p?+ ¢ dz dy.
D

Exemple de 1’aire d’une spheére :

Nous allons faire de deux facons différentes le calcul de l’aire de la sphére unité X.
x =sinf cosyp

D’abord en considérant la paramétrisation { y =sinfsinp (0,¢) € [0,7] x
z =cosd

[0,27], on a déja vu que H = sin6, donc trés facilement (les variables sont

séparables) :

0 2w
aire(X) = / sinf df dy = (/ sin 0 d0) (/ dgp) =2 X 21 = 4.
[0,7]x [0,27] 0 0

D’autre part, pour utiliser ce qui précéde sur ’aire d’une nappe de fonction et
pour illustrer qu’on peut changer de paramétrisation sans changer le résultat, nous
allons considérer la demi-sphére supérieure ¥’ comme la nappe représentative
de la fonction f(z,y) = /1 — 22 — y2, sur le domaine D formé dans le plan Ozy
par le disque unité caractérisé par 22 + y? < 1. L’aire de ¥ est évidemment le
double de laire de ¥’. (On ne doit jamais hésiter & faire ce genre de considérations
géométriques.)
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0 — 0 -
e p= = g o 97 T i eeeae,

0y /1—z2—y2
_\/1—2—_ l1—22— 2 +22+12 1
= +p +q - 1_m2_y2 - /——l_mz_y2.

Finalement, I’aire de ¥’ s’obtient grace au calcul suivant (qui utilise le passage en
polaires) :

2 1
aire(X') = dz dy = dé _rdr_
0 0 V1—r2
1”=1
=27 [—\/1 - rz] = 2m.
r=0

On retrouve évidemment le méme résultat : aire(X) = 2aire(X’) = 4.

Au fait, et si la sphére n’a pas 1 comme rayon ?
Dans ce cas, en reprenant la premiére méthode, on a dans la paramétrisation de
Y un R (rayon de la sphére) : elle devient

z=Rsinf cosp

y=Rsinfsinp (6,¢) € [0,7] x [0,27].

z= R cosf
Le calcul de A, B, C est le méme, sauf qu’il y a & chaque fois R devant les vecteurs
dérivés, donc

A = R?sin%0 cosp = R sinf z,
B = R%sin?0 sinp = R sinf y,
C = R?sinf cosf = R sin 6 z.
On obtient donc H = RZ?sin@ et le résultat final est multiplié par R? : on

retrouve la formule classique, & savoir que ’aire d’une sphere de rayon R est
A = 4nR2.

5.4.4 Intégrale de surface d'une fonction scalaire

Définition 5.22 Soit f une fonction de R3 dans R, dont I’ensemble de définition
contient la nappe X (f peut d’ailleurs trés bien ne pas étre définie en dehors de
).

Alors lintégrale de f sur la surface X est :

I=/Lf(M) d0=//2f(:c,y,z) da=/Df(m(u,v),y(u,v),z(u,v)) H(u,v) du dv.

Nous admettrons que l'intégrale de surface d’une fonction scalaire posséde toutes
les propriétés habituelles des intégrales :
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o la linéarité :

[0+ o0 do = x [ 5a1) do+ s [ o(01) ao

o la positivité : si f > 0, alors // f(M)do >0;

o ladditivité : si ¥ = Xy U X, avzec 31 N X, négligeable, alors
JLranao= || rando+ || s do;

o le fait que la valeur d’une intégrale de surface est indépendante de la paramétri-
sation.

Exemple 1 : Calcul de la masse d’une surface non homogene.

En tout point M = M (u,v) d’'une nappe paramétrée X, on suppose qu’il y a
une masse surfacique (locale) o(M) = o(u,v) ('unité physique de cette grandeur
serait le kg/m?; cette fonction n’est pas définie en dehors de X).

Alors la masse totale de la surface ¥ vaut

m(X) = //EO'(M) do = [/Da(u, v)H (u,v) du dv.

Remarquons que si la masse surfacique est constante, c’est-a-dire si o(u,v) =k,
alors on a

m(X) = // k H(u,v) dudv= k// H(u,v) du dv = k. aire(X).
D D
C’est un résultat tres logique.

Exemple 2 : Moment d’inertie d’une sphére homogeéne par rapport a son axe.
On consideére une sphére ¥, de rayon R (on suppose que son centre est & l’origine
du repeére). Soit M sa masse. La masse surfacique de la sphére est donc la constante
k = M/4nR?. Nous cherchons son moment d’inertie par rapport 3 I’axe Oz. Nous
utiliserons la paramétrisation de la sphére que nous connaissons, obtenue a partir
des coordonnées sphériques :

x = Rsinf cosyp
y=Rsinf sing 0, ¢) € [0,7] x [0,27] = D.
z= R cosf

On a vu que 1’élément de surface vaut do = H df dp = R?sin 6 dé de.

On sait que le moment d’inertie d’un point massique de masse m, situé a la
distance r de cet axe est j = mr?. Le moment d’inertie d’un élément de surface
do par rapport & cet axe est donc

dj = (k do)r? = k(z? + ¢?) do.
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et le moment d’inertie total est donc l’intégrale sur cette surface de la fonction
k(z2 + y?). On trouve

J= // k(z? +y?) do = // kRZ?sin% 6(cos? ¢ + sin® p) R% sin 6 df dy
) D
2m 0 g i — i
- kR4/ dcp/ sin30 df = 2ka4/ M do
0 0
cos3er=j MR? [ 1 } MR? 16 2

—_— —_— —=—2
3 3-3+3-3| 5 3 —3zMR

= 2rR*

M 1 [ 3cosf +

ArR? 4 oo 8

5.4.5 Flux d'un champ vectoriel a travers une surface orientée

Définition 5.23 Soit X+ une nappe orientée, et (D, g) une paramétrisation
correspondant & cette orientation (tout point de Xt s'écrit M = M (u,v) = ¢ (u, v)

avec (u,v) € D). Soit 7 = i le vecteur normal réduit en tout point.

Alors, pour tout champ vectoriel V\ (dont I’ensemble de définition contient au
moins le support de X%), le flux de 7 a travers Lt est :

<1>2+(7)=//E+(?(M)-7) da=//D?(M(u,v))-§Hdu dv
=// 7(M(u,v))-ﬁdudv

&5+ (V) = //7M(uv (W Wv) du dv.

P
Si ? =|Q|, A, B,C étant les composantes de ﬁ, on a donc :
R

o5+ (V) = //D (AP + BQ + CR) du dv.

Exemple : On veut calculer le flux du champ vectoriel _17 défini par

& travers la surface S, qui est le paraboloide de révolution z = z2+y2—1 = f(z,9)
pour 2z < 0, orienté vers le haut.

¥t est ici la nappe représentative de la fonction f, et la paramétrisation naturelle
fournit la bonne orientation, nous pouvons donc I'utiliser sans probléme. Précisons
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tout de méme le domaine D dans lequel on travail : puisqu’on veut que z < 0
pour z = z? + y* — 1, on choisira (z,y) tels que z* + y? < 1, c’est-a-dire que D
est le disque unité.

0

Avec cette paramétrisation naturelle, on a vu que A = ~3z ~ 9
Y

—2yetC =1

On a donc

D5t (?) = //D((—2ac).cc + (—2y).y + 1.2) dz dy
=//D(—2:c2—2y2+:c2+y2— 1) dz dy

=— // (1422 +y?) dz dy (un passage en polaires s’impose)
D

r=1

27 1 2 4 3 3
/0 d /0(1+r)7'dr 27r[z+4]r=0 27r4 5

Il n’est pas trés étonnant que le résultat soit négatif, car le vecteur _17 est toujours
tourné vers le bas quand on est sur Xt, alors que la normale & la surface est
toujours tournée vers le haut : si on fait une figure, on se convainc facilement que
le produit scalaire V.7 est toujours négatif, et I'intégrale (méme de surface)
d’une fonction négative est toujours négative.

Les propriétés du flux sont tout & fait naturelles.

Proposition 5.24

o Linéarité : &5+ AV + pi¥) = A5+ (V) + ps (W)

¢ Additivité : Si =t = £f UX], les orientations de I et de =} étant com-
patibles entre elles et avec celles de =, avec X} N I négligeable (d’aire
nulle),
alors on a @5+ (7) = <I>ET(7) + @E; (7)

¢ Orientation : Si on change l'orientation de ¥, le flux change de signe.

By (V) = 05+ (V).

¢ Paramétrisation indifférente : Le résultat d’un calcul de flux est indépendant
de la paramétrisation qu’on choisit pour la nappe (sous réserve de respecter
I'orientation).

Nous voyons que si I’orientation d’une nappe fournie par le choix d’une paramé-
trisation ne convient pas & un énoncé, il n’est méme pas nécessaire d’échanger les
variables pour retrouver une bonne orientation : il est bien plus simple de faire le
calcul avec cette paramétrisation, et simplement de penser & changer le signe du
résultat final.
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5.4.6 Formules de Green (Stokes-Ampere, Ostrogradski)
Formule de Stokes-Ampeére

Théoréme 5.25 (Stokes-Ampére) Soit ¥ une nappe paramétrée et I' l’arc
fermé dont le support est le bord de ©. On choisit une orientation L de X, et I+
est orientation du bord qui en découle.

Alors pour tout champ vectoriel V’ défini sur un domaine contenant ¥, la circy-
lation le long de Tt de V est égale au fluz d travers la surface orientée Xt dy
rotationnel de 7 Cela s’écrit

<Dg+(mﬁ)=/r‘+ V(M) -amt

//m(mTV))-ﬁda:/N?(M)-m.

La démonstration de ce théoréme, un peu technique, n’est pas tres difficile et
montre que ce théoréme est une traduction fidele du Théoreme de Green-Riemann

en dimension 3.
Nous pouvons d’abord faire deux remarques :

Remarque : Si 7(M ) est un champ dérivant d’un potentiel, on se rappelle

A = A a
que cela entraine que rot V' = 0, et on retrouve grace a cette formule que la
circulation d’un champ de gradient sur un arc fermé est nulle.

Remarque : Il existe plusieurs surfaces ¥ ayant le méme bord. Ce théoréme
montre que le flux d’un champ de rotationnel & travers une surface ne dépend que
du bord de cette surface : nous considérerons ce résultat d’un autre point de vue
apres le théoréme suivant d’Ostrogradski.

Preuve de la formule de Stokes-Ampeére

On commence par préciser les notations :

Soit (D, J) une paramétrisation de £*. On note comme d’habitude z,y, 2 les
fonctions composantes de ¢ et M = M(u,v) = ¢ (u,v) est le point générique de
z.

Soit 4t I’arc paramétré fermé dont le support est le contour de D, orienté comme
I't, de sorte que ([a,b], ) étant une paramétrisation de 4+, une paramétrisation
de I't est ([a,b], d o ¢); on note tout & fait logiquement (u,v) les fonctions
composantes de ¢ (il y en a deux, puisque D donc le support de y* sont des
sous-ensembles de R?).

Pour finir, on notera classiquement P, @, R les composantes du champ V
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Tout ceci étant précisé, on va d’abord calculer le second membre de la formule :
b
1= [, V03t = [V(Fop®) (7o) dt
b
= [ (P(Top®) @op)(®) + QT op®) wor) (®) + R(Fow(t) (z0p) (1))t

—_—

-/ (ﬁ(t)(%(t) 0+ Zow) + a0 Zeno + Lw)
+ RO (G200 )+ S200) ) e

On a posé I3(t) = P(az(u(t) v(t)), y(u(t),v(t)), z(u(t),v(t))), etc. et de la méme

fagon — (t) (u(t), v(t)), ete.

I= / <(P— + Q g’%) ®)W(t) + (Pa”” + Q g—f) (®) v'(t)) dt
I= w,
"

en considérant la forme différentielle w du plan R? des couples (u,v), définie par :

w=Adu+de

oz Bz ox 8z
(P(9 +Q a)du+(P(9 +Q 6>dv.

(On a posé P =P (z(u,v), y(u,v), 2(u,v)) etc.) On peut alors appliquer la formule
de Green-Riemann et on obtient

I= // (8_3—%> du dv

8P 8z 0Q 8y OR 0z 0z < 0% < 0%
A ((%% oo 5u 00 " Foute + Youdn +R<9u3'v>

P 2 ~ 2 P 2
_(3P8a: 8P 8z 0P 8z %z y 8%z )) du do

v Budw  Budw T 8v6u+Q3v6u Bvdu
_//(3135‘:1: dQ 8y OROz OP Oz OP oz 6138:1:)

p\ Ou Ov Oudv Oudv Oudv Oudv Oud
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(On a pu utiliser le théoréme de Schwarz, car on a fait I’hypothese que toutes les
fonctions rencontrées sont suffisamment continiiment dérivables.)

Maintenant, on utilise la formule de dérivation des fonctions composées, valable
aussi pour des dérivées partielles, ce qui nous donne, ici

P 0P Odxr OP &y OP 0z
u " 9z 0u " Oy ou ' 0z Ou’
oP 6P8x+6P8y+6_P%.
B Bz ov ' By dv 0z O’
00 _0Q0r 000y 0Q0:
Ou Ox Ou Oy Ou Oz Ou

Donc, en reportant, on trouve

I //(@@@ OP 9ydz  OP 0z0z  0Q Oz dy

5z Budv | Oy dudy | 0z Dudv | Bz udw
0Q Oydy 0Q 020y OROx0z OROyOz OR 0z0z

By dudv | 0z Dudv | Oz dudv | By Budv | Bz Budv
OP 0z 0z OP Oydx OP 828z 0Q 0zdy AQ Oy dy
0z Bvdu Oy vdu 0Oz Ovdu Oz Ovdu Oy Avdu

0Q 0z0y OROzx0z OR 0yoz 8R826z>ddv

0z OvOu Ox OvOu Oy Ovou 0z Ovou

=1 (&%) Gim o)
+<ap aR) (az oz 0z 8a:>

8z 0z)\Budv Ovdu

0Q op aﬁ@_%?ﬂ»
+<6m 6y)<6u(‘9v a0 o)) W

Calculons maintenant le second membre de la formule de Stokes-Ampére :

J= // (ot V- 7da_//ﬁ N du do

3_R _ a_Q [ oz
o4 ‘}3“ ?
- or _on| | %% 9%
//D 0z Oz ou A ov du dv
09 _op| ||o:] |2
Ox Oy L \Ou ov/ |
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OR 0@ dy 8z 0z By

Oy 0z Ou Ov Ou v

- [[|eE o] |oes_sros
p| 62 Oz Ou v Ou v

0Q OP 0r 0y Oy Oz

ox Oy Ou Ov Ou Ov

Et on trouve que I = J en comparant tous les termes. O

Formule d’Ostrogradski

Théoréme 5.26 (Ostrogradski) Soit A un domaine de l’espace R3, dont la
frontiére est une surface paramétrée OA = % ; on choisira ©t ’orientation de ¥
« vers lextérieur ». Alors pour tout champ vectoriel 7, défini sur A, le flux de

d travers ©1 est égal d U'intégrale triple de la divergence de V sur A. Cela

s’écrit : ///Adivv dz dy dz = //}3+(1_/> . 7) do = <I>)3+(v)'

Preuve La démonstration de ce théoréme ressemble beaucoup & celle du théoréme
de Green-Riemann.

P
On pose V= Q | et on a donc div(v) _oP + 9Q + @
R or Oy 0z
D’autre part, on va écrire 7 = I_}l + 72 + 73 en posant :
P 0 0
71 =0 ; 72 =|Q ; 73 =|0
0 0 R

Grace & la linéarité des différentes intégrations, la formule d’Ostrogradski sera,
établie si on arrive & en montrer les trois parties suivantes

(5.13) ///A%dzdydz=//z+7l~7da;
(5.14) ///A%dmdydz=//z+7g-7da;
(5.15) ///A(Z—fdmdydz=//2+v3~7da.

En effet, il suffit alors de tout additionner pour obtenir le résultat attendu.
Nous nous contenterons de démontrer la troisitme formule (5.15), en vous deman-
dant d’admettre que les deux autres formules s’établissent de la méme facon en
changeant ’ordre des variables (vous pouvez aussi en faire la démonstration &
titre d’exercice).
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Pour cela, on admet que A peut &tre caractérisé par

(z,y) €D
(z,y,2) €A = { fi(z,y) < 2 < fo(z,y)

Remarquons que cela signifie que la frontiére ¥ de A peut étre décomposée en
deux parties3 : ¥ = ¥; U Xy, avec X; est la nappe représentative de la fonction
f1, naturellement paramétrée par z = fi(z,y), (z,y) € D et X2 est la nappe
représentative de la fonction fz, naturellement paramétrée par z = fa(x,y),
(z,y) € D.

Remarquons de plus que ’orientation naturelle de ¥; est vers le haut, ce qui est
vers I’intérieur de A, alors que le haut de X3 est vers ’extérieur de A : avec les
conventions habituelles, on notera donc X+ = £7 UX].

On peut maintenant calculer

I=///—ddd=/// 2)dz) dzd
’ a0z YT fl(z,y)a(myz)z v
= //D (R(z,y,2)) i f o dz dy

= //D R(z,y, f2(z,y)) dz dy — //D R(z,y, fi(z,y)) dz dy.

Calculons & présent le deuxiéme membre de 1'égalité (5.15).

J3=//E+73-7d0=//2_uz+73-7da
=//E+v3~7da—//2+73-7d0

= //Dvs(w,%fz(iv,y)) ﬁ dz dy — //D Vg(x,y, fi(z,y)) - ﬁ dz dy

_// | 02| dzay
P Rwy,fzwy)) 10y

En fait, il y a éventuellement une troisiéme partie, qui est alors la nappe verticale X joignant
les nappes ¥; et X2. Le fait de I’omettre ne fausse pas le résultat, car V'3 étant un champ de
vecteurs tous verticaux, ils sont paralléles & 3o et orthogonaux & 7 en tout point de Zo, et le
flux de ce champ de vecteurs verticaux & travers cette nappe verticale est nul.
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_%h
0 oz

—// 0 | _0fi| dzdy
b R(m’yafl(may)) ay

- //DR(:I:,y,h(z,y)) dz dy — //DR(:c,y,fl(;c,y)) de dy = Is.
O

Remarque : Lorsque la divergence de ? est nulle, on dit que V est & flux
conservatif. Ce vocabulaire provient de la conséquence suivante du théoréme 5.26 :
le flux de V' a I’entrée d’un domaine est le méme que le flux a la sortie.

Pour comprendre ce que cela signifie, séparons la frontiere ¥ du domaine A en
deux morceaux X et X :

¢ on définit 7 comme étant la partie de 1 sur laquelle _‘7 V<0 (cela signifie

que l'angle de ces deux vecteurs est obtus). Le flux de 7 A travers X7 est donc
forcément négatif, et on définit le flux d’entrée dans A de ? comme étant
q)z:; (‘_}) = _q)):;f( );

e on définit X5 comme étant la partie de 1 sur laquelle V 7 >0 (cela signifie
que P’angle de ces deux vecteurs est aigu). Le flux de ? a travers Eé" est donc
forcément positif, et on définit le flux de sortie de A de V comme étant @2;, (?)

Il reste une troisiéme partie Yo de £t celle sur laquelle on a ? -7 =0. Elle
n’est pas forcément négligeable, mais on est siir que le flux de V' & travers cette
surface X¢ est nul.

(5.16)

Par additivité, on obtient donc, en utilisant que divv2 = 0, et le théoréme
d’Ostrogradski :

0= 05 (V) = By (V) + By (V) + By (V) = 04 25 (V) + 25 (V)
0= (V) + 85y (V).
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On en déduit que <I>21- (7) = @2; (V*), c’est-a-dire que le flux d’entrée est égal ay
flux de sortie.

Remarque : On montre qu’un champ de vecteurs défini sur un ouvert étoilé est

a flux conservatif, (de divergence nulle), si et seulement si il dérive d’un potentie]

vecteur, c’est-a-dire est un champ de rotationnel; il est conseillé de revoir le

théoréme 3.85 et la définition 3.86 (p. 153), et bien comprendre ’analogie, et de

tout%sons il est facile de montrer (sans hypothése de domaine étoilé) qu’on a
ot

div(r ) =0 : on peut par exemple utiliser le formalisme ?

Remarque : On peut retrouver un des aspects de la formule de Stokes-Ampére
grace au théoréme d’Ostrogradski.

(5.17)

Si ¥ et X’ sont deux nappes de méme bord (on suppose qu’elles ne se rencontrent
pas en dehors de leur bord commun I'), la partie de ’espace comprise entre ces
deux nappes est un domaine A, dont la frontiére est formée par la réunion de X
et de X',

Réfléchissons un instant & I’orientation de tout cela. & partir d’une orientation
I't de I, on oriente « en paralléle » les deux nappes ¥ et ¥'. L’orientation de la
frontiére de A vers ’extérieur est forcément inverse avec une des deux orientations
(voir figure) : cette frontiere, orientée vers 'extérieur est donc formée de la réunion,
disons de ©% et de X'~

Sans utiliser Stokes-Ampére, mais en utilisant Ostrogradski, nous pouvons alors

retrouver que
// rot V do = // rota do.
>+ >+
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En effet, d’aprés Ostrogradski, en supposant que rot 13 est un champ de classe C!
sur A, nous pouvons écrire

/// div(rot V') dz dy dz = / rot 5 do.
Ttuz/-

Mais la divergence d’un rotationnel est nulle (voir la remarque précédente), donc
le membre de gauche est nul et on a

0= // rot V do + /El_ﬁda—// ﬁda—[[zl+—v)da,

d’ou le résultat. O

5.5 Exercices
Pour tous les exercices qui suivent (1 & 17), il s’agit de calculer I’intégrale double

I sur le domaine D qui est en général précisé. Il est recommandé de représenter,
dans chaque cas le domaine D.

d
Exercice 5.1. I = // z y3pourD {(m,y)€R2|x>1;y>1;w+y<
3.

Exercice 5.2. I—// _dedy D= {(my)€R2|x/ ;y=20; 1<
D

@+y)?’

Exercice 5.3. [ = // dedy ={(zy)eR2|x>0'y>0-x+y<
1+x+y3’ ) =z ) = ) <X

1}.

Exercice 5.4. I = // _dzdy ={(my)eR2I1<m<3~y>2'w+y<
$+y)3, ) <X < ) =z ) <X

5}.

dz dy
Exercice 5.5. I = // ;
D (1+22)(1+4?)

D={(z,y) eR?|0<z<1; 0<y<1}.
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: _ dz dy .
Exercice 5.6. I—%(1+m2)(1+y2)’
D={(w,y)€R2|0<x<1;0<y<x},

Exercice 5.7. I=// a®bY dz dy ;'D={(:I:,y)€R2|m>0; y=20; z4+yg
D

1}.
3/,
Exercice 5.8. / / e ¥ dy| dz.
0 \’s

Exercice 5.9. [ = // sin’w—x dz dy;
D 2

D={($,y)€R2|1<x<4; \/EgySmin{Z:v}}.

dz dy
Exercice 5.10. I = [/ ;
D va? + 42 (1 +2% +42)2
D= {(ac,y) eR? |z +¢% < az}.

Exercice 5.11. I=// zyy/z? + 4y? dz dy;
b Y Y Yy

D={(z,y) €R?|z>0;y>0; 2>+ < 1}.

dz dy
Exerci 5.12.I=//—;D= ) ERZ|2< 2+ 42 <4l
xercice [ Sra—— {(x Y) | zé+y }

Exercice 5.13. [ = // xdzxdy ; D= {(w,y) €ER? |22 +42-22<0; 2> 1}.
D

Exercice 5.14. I = // Vezydrdy ; D= {(:r,y) eR?| (22 +4?)% < a:y}
D

Exercice 5.15. I = //1; H;B—Zy_*_yi dx dy;

D={(w,y)eR2‘O<m<1; 0<y<1; w2+y2>1}

Exercice 5.16. I=//(a:2+y2) dz dy;
D
D={(w,y)€R2|0<y; 2+ -z <0; x2+y2—y>0}
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2

Exercice 5.17. I=// myda:dy;D={(a:,y)e]R2|:c>0;y>O; gg+%;<
D

1}

Les intégrales I des exercices qui suivent (18 & 20) sont & calculer de deux maniéres :
directement, puis en appliquant Green-Riemann.

Exercice 5.18. I = [ 2%dy—y®da
7 est le cercle de centre O, de rayon R, orienté dans le sens trigonométrique.

Exercice 5.19.
I=/ (®+y¥) dz + (2> —¢?) dy
0K+

pourK={(m,y)€R2|0<az<1; Ogygl—w} et OK™ est le bord de K
orienté positivement.

Exercice 5.20.
I=// dedy
D (1422 +3?)?
pourDz{(:c,y)ERzloga:gl; 0<y<1; :1:2+y2>1}.

Pour tous les exercices qui suivent (21 & 27), il s’agit de calculer I'intégrale triple
I sur le domaine D qui est en général précisé. Il peut étre utile d’essayer de
représenter dans certains cas le domaine D.

z
I= [l —%— _dzdyd
///D:c2+y2+z2d$ yaz

pourD={(x,y,z)€R3|1<x2+y2+22<2etz20}.

I-—/// dx dy dz
Wb (l+z+y+2)?

pourD={(a:,y,z)€R3|a:>0; y=20;220; w+y+z<1}.

Exercice 5.21.

Exercice 5.22.

Exercice 5.23.

I1=/ﬂ 22 dz dy dz
D avec D qui est la boule de centre O, de rayon a.

Iz=///];w2+y2dmdydz
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Exercice 5.24.

I = /// zCOS(x2+y2) dxdydz; D= {(:B,y,z) € R3 | 220; $2+y2+z2 < R2}
D

Exercice 5.25.

3
I=///Dsin(a:+y+z) dzdydz; D = [O,g]

Exercice 5.26.

I=/// wzdxdydz;D={(:v,y,z)elR3|y>0; 220;z+2<1; yzgm}
D

Exercice 5.27.

I=/// zyz dz dy dz
D

pour D= {(2,4,2) ER® |22 0; y>0; 230; & + 2+ 5 <1},

Exercice 5.28. Déterminer ’aire des parties suivantes d’une sphére de rayon a
(caractérisées en coordonnées sphériques). Il est recommandé de représenter la
situation dans chaque cas.

1. calotte sphérique : 0 < 0 < a3
2. fuseau : B < ¢ < Ba;

3. couronne sphérique : a1 < 0 < as;

4. « maille sphérique » : {a

__)
Exercice 5.29. Calculer le flux du champ V.M (z,y,2) — y T +z T +(y+2) k
a travers la surface définie par: 2z +y+2=2;2>0;y > 0; z > 0 orientée
vers le haut.

Exercice 5.30. Calculer de deux maniéres différentes le flux du champ : M —
OM & travers la surface (orientée vers ’extérieur) limitant le cone ayant pour
base le disque unité du plan z0y et pour sommet le point (0,0, 2).
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Exercice 5.31. Soit R > 0et D = {(u,v) € R? | u? + v? < R%}. On considére

_DcR? — R3
7wy — (wu)
¢ est une représentation paramétrique d’une surface orientée X. Soit I'* son bord
orienté.

Calculer I=/ yde+2dy+xdz
T+

1. directement.

2. en appliquant la formule de Stokes-Ampeére.

z+y
Exercice 5.32. On considére le champ vectoriel ? = z
T

1.a) Calculer le flux ® de ? a travers la sphére unité (caractérisée par 2 +y%+22 =
1) orientée vers I’extérieur.

1.b) Retrouver ce résultat en ramenant le calcul de ® au calcul d’une intégrale
triple.

2.a) Calculer le flux @' de rot l3 a travers la nappe conique X't qui peut étre

2=1- VT3

et est orientée vers le haut.
z2>0

caractérisée par {

2.b) Retrouver ce résultat en ramenant le calcul de ® au calcul de la circulation
d’un champ vectoriel le long d’un certain contour.

3. Quelle est aire de X' ?
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Quelques formules utiles pour cet exercice :

cin30 — 3sm0;sm30 ;

A+2m A+42rm
/ cosztdt=7r=/ sin?¢ dt ;
A A

A+42m A42m A2
/ sintdt=0=/ costdt=/ sint cost dt.
A A A



Indications pour la résolution des exercices

CHAPITRE 1

Indications pour les exercices sur la topologie dans R

Exercice 1.1 Majorer, par inégalité triangulaire la norme de X = (X —-Y) +Y,
puis échanger le role de X et Y. Se souvenir que |[A— B| = max((A— B), (B—A)).

Exercice 1.2 Aucune difficulté. Penser & vérifier que N; est & valeurs dans Rt.
Pour (i)', on utilise le fait qu'une somme de nombres tous positifs ou nuls ne peut
étre nulle que si tous ses termes sont nuls.

Exercice 1.3 Bien poser les hypothéses & chaque fois : dire qu’une norme N est
équivalente a une norme N (noter N ~ N ) doit toujours étre traduit par :
3C1,C, > 0 tels que VX, on a C1N(X) < N(X) < CoN(X).

Les constantes strictement positives peuvent étre multipliées et inversées.

Exercice 1.4 Il y a 5 inégalités & établir pour tout X € R" :

a) Noo(X) < Na(X). b) No(X) < Ni(X). ¢) Ni(X) < n Noo(X).

d) N3(X) < /1 Noo(X). €) N1(X) < v/n Nao(X).

Pour tout ce qui concerne Noo(X), on utilise un indice j tel que Noo(X) = |z;|.
Pour a), on utilise |z;| = \/E

Pour b), on compare les carrés.

c) et d) s’obtiennent en majorant tous les |z;| par |z;|.

Pour e), on éléve N1(X) au carré, puis on majore chaque double produit grace a
la formule 2ab < a2 + b2.

Les contre exemples permettant de montrer que ces inégalités ne peuvent &tre
améliorées s’obtiennent avec e; = (1,0...,0) ou avec W = (1,...,1) selon les cas.

Exercice 1.5 Pour chacune des questions on essaie d’appliquer la proposition
1.2 (p. 3) aprés avoir vérifié que N est bien une application & valeurs dans R™.
(i)’ se fait toujours en utilisant la propriété d’une somme nulle de nombres positifs.
(ii) ne pose jamais de probléeme
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(iii) peut se faire soit en élevant les deux membres au carré, soit en utilisant
I'inégalité triangulaire pour des normes de référence dans R2. Par exemple, grace
a l'inégalité triangulaire de la norme euclidienne dans R2, on a

\/(a +a)2 4+ (b+¥)2 < Va2 + b2 + Va2 + b2

Dans un des trois cas, N n’est pas une norme.
Pour montrer ’équivalence avec les normes usuelles, il faut dans chaque cas faire
le choix d’une des trois normes usuelles et raisonner comme pour ’exercice 1.4,

Exercice 1.6 On utilise la premiére inégalité triangulaire (d3) d’abord pour
majorer d(z,y) en utilisant z, puis pour majorer d(y, z) en utilisant z. Il faut,
dans chaque cas changer un terme de c6té, et raisonner comme & chaque fois qu’on
doit montrer une deuxiéme inégalité triangulaire : en utilisant |A| = max(4, —A).

Exercice 1.7 Caractériser I’appartenance de X = (z,y) & la boule par une
inéquation. Pour résoudre I’inéquation obtenue qui contient des valeurs absolues,
on « enléve les valeurs absolues » grace a une étude de cas.

Exercice 1.8 Voir la méthode de l’exercice 1.5. Pour montrer que N est une
application, puis plus loin pour montrer son équivalence a la norme euclidienne,
2 42 22 + 12

SzY <
2+ (z+y)° +y°

on peut utiliser ’encadrement —

On peut aussi utiliser ’astuce z2 + zy + y? = 5
Dans la question 3., le contour de la boule a représenter est une ellipse.

Exercice 1.9 Commencer par deviner la limite logique de la suite (up) (si L est
la limite de (XP).)

Puis écrire d’'une part ’hypothese, d’autre part ce qu’on doit démontrer, en
appliquant la définition par €, 7. Le lien entre ces deux énoncés est assuré par la
seconde inégalité triangulaire.

Penser & tout réorganiser et ordonner pour la rédaction finale.

Exercice 1.10 1. Sur un dessin, il n’est pas bien difficile de tracer un disque
centré en un point X et ne contenant pas l’origine. Le rayon maximum d’un tel
disque est 7 = d2(0, X) = || X||2- N’a-t-on pas ainsi trouvé pour tout point de
U une boule centrée en ce point et incluse dans U ? Il n’y a plus qu’a rédiger
proprement.

2. Une suite d’éléments qui sont tous dans le complémentaire de U, il est difficile
d’en trouver beaucoup! Il n’y en a méme qu’une, et sa limite est facile & trouver.
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Exercice 1.11 a) La méthode de I’exercice précédent s’applique : sur un dessin,
il est facile de trouver une boule ne touchant pas une droite, lorsque le centre de
cette boule est fixé en dehors de la droite. On n’est pas obligé, pour 1., d’utiliser
la norme euclidienne : la norme du max est peut-étre plus simple. Pour le 2., la
porme euclidienne s’impose, et on rappelle la formule de géométrie : la distance
(euclidienne) d’un point X = (z,y) & la droite D est donnée par (K étant le
projeté orthogonal de X sur D)

laz + by + ¢

Va1

b) Pour une suite convergente d’éléments de D, on passera a la limite dans
I’équation qui caractérise I’appartenance de chaque terme de la suite & D.

dZ(X’D):d2(X:K)= =AI}1€1111)d2(X,M)

CHAPITRE 2

Indications pour les exercices sur fonctions vectorielles et courbes pa-
ramétrées

Exercice 2.1 Juste un point stationnaire pour ¢t = 0.

Exercice 2.2 Branche infinie pour ¢ — 1. C’est une asymptote oblique, et il faut
étudier la position relative de la courbe et de cette droite. On peut poser t = 1+ h
pour simplifier les calculs, mais ce n’est pas obligatoire.

Il y a un point double. Déterminer la position des tangentes en ce point double :
elles font entre elles un angle remarquable. Pour tous les calculs concernant ce
point double, on utilisera que les 2 parametres t; de ce point sont solutions de
T? = T + 1, ce qui simplifie bien les calculs; on utilisera aussi tt/ =1 =t+1t/, si t
et t' désignent les 2 paramétres de ce point double.

Exercice 2.3 Pas de branche infinie, mais un point limite pour ¢ — oo.
également un point stationnaire, pour I’étude duquel il serait épouvantablement
fastidieux de calculer les dérivées secondes et troisiémes de z et surtout de y. La
bonne méthode consiste & faire le changement de variable ¢t = to + h puis d’utiliser
le développement limité & 1’ordre 3 de z et de y au voisinage de tp, qu’on obtient
alors par une division selon les puissances croissantes.

Penser comme toujours & étudier les points d’intersection avec les axes et & préciser
les points ou la tangente est verticale ou horizontale.

Exercice 2.4 2m-périodicité et parité de = et de y permettent de réduire l'inter-
valle d’étude a I = [0, n].
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Sur cet intervalle, il y a deux points stationnaires. Pour 1’étude de ces points
stationnaires, on peut au choix dériver ou utiliser les développements limités, mais
ceux-ci en %" ne sont pas évidents.

Traiter 'intersection avec les axes.

On essaiera de montrer, si on en a le courage, I'invariance de la courbe par rotation
d’angle %“

Exercice 2.5 Méme domaine d’étude qu’a ’exercice précédent.

Une asymptote parallele & un des axes.

Un point stationnaire & étudier. Si on choisit de dériver 3 fois x, on a intérét 3
introduire la fonction tan dans I’expression de z’ pour ne pas trop compliquer :
en effet, sa dérivée est 1+ tan?, et les dérivées successives utilisent uniquement ce
type d’expression, et pour t = m/4, on a tan 7 = 1.

Les points d’intersection avec les axes ne peuvent se déterminer que numérique-
ment.

Exercice 2.6 A étudier : une branche infinie et un point limite.

Pour montrer la symétrie, observer sur le dessin et déterminer 1’axe, puis on
réfléchira & une transformation ¢ simple échangeant les parameétres des deux
points ot la tangente est horizontale. On montre ensuite que M (t) et M(p(t))
sont symétriques.

Il y a aussi un point double & déterminer.

Exercice 2.7 Deux branches infinies & étudier séparément aux infinis.
Un point stationnaire, également.

Exercice 2.8 Etudier les branches infinies et le point stationnaire.

La courbe est tres difficile & représenter, pour des questions d’échelle : avec de
toutes petites unités, on ne voit plus bien ce qui se passe au voisinage du point
stationnaire, mais en agrandissant, on ne voit pas tous les points d’intersection
avec les axes, ni méme tous les points avec tangente paralléle aux axes. On peut
faire deux dessins.

Exercice 2.9 Branches infinies et point stationnaire. Pour le point stationnaire
en 0, on a vraiment intérét & utiliser les développements limités.

CHAPITRE 3

Indications pour les exercices sur les fonctions de R? vers R"

3.2 Compréhension des définitions

Exercice 3.1 Soit € > 0. On cherche une condition suffisante de proximité de
(z,y) avec (—3;1) permettant d’obtenir |f(z,y) — (—2)| < e.
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On doit partir d’une majoration de la norme de (z,y) — (—3,1) = (z + 3,y — 1).
On a intérét & écrire

f@,9)— (<2)] = (& - 2y +3) - (~3-2.1+3)| = |z — (-3)) — 2y — 1)
Par inégalité triangulaire, on a

|f(z,y) = (=2)| < lz + 3]+ 2ly — 1].

Si on utilise la norme du max, on a |z + 3| < max(|z + 3|,|y — 1|) et [y — 1| <
max(|z + 3|, |y — 1]) ; on a donc

lf(xay) - (—2)| < 3||(w,y) - (—3a 1)“00

On peut alors facilement trouver une valeur de 7 satisfaisante et il ne reste plus
qu’a écrire dans le bon ordre la succession de V, 3

Si on utilise la norme euclidienne, on peut utiliser une des inégalités du théoréme
1.9 (p. 7).

Pour la norme somme, on a |z + 3|+ 2|y — 1| < 2(|lz + 3| + [y — 1]).

Exercice 3.2 Quelle que soit la norme considérée, on écrit

F@,2) - ( _63) <<w —y+29) — (1 (1) + 2.2)) “

(z—22)—(1-2.2)
(z—-1)—-(y+1)+2(2-2)
(x—1)-2(z—2)
On utilise ensuite au mieux 'inégalité triangulaire pour majorer cette quantité et
introduire la norme de (z,y,2) — (1,-1,2) = (z — 1,y + 1,2 — 2).
La fagon la plus simple de procéder consiste & utiliser la norme somme dans
I’espace d’arrivée et la norme du max dans ’espace de départ.

3.4 Détermination pratique de limites

Exercice 3.3 1. et 2. Essayer différents chemins.

3. Penser a la technique utilisée pour 1’exemple p. 88, puisque c’est un dénominateur
du méme type.

4. Calculer le degré total (voir p. 88) pour séparer les cas. Lorsque ce degré total
est positif, utiliser le passage en polaires et le corollaire 3.34 (p. 87) pour montrer
que la limite est nulle.

Lorsque le degré total est négatif ou nul essayer différents chemins.

5. Degré total positif, donc passage en polaires.

6. Le degré total n’a pas de sens, mais on essaiera différents chemins.
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7. On a envie d’utiliser des équivalents, mais ce n’est pas légitime : il n’y 5
aucune théorie & ce sujet dans ce cours sur les fonctions de plusieurs variables, et
on ne peut pas extrapoler ce qui a été étudié pour les fonctions d’une variable,
La solution vient de l'utilisation des développements limités (ici, ’ordre 5 est
suffisant). On coupe ensuite en trois I’expression obtenue avec les d.1. : en premier
I’expression « réguliére », ensuite un morceau avec de 1’« €(z) » puis le morceay
avec du « €(y) ». On montre que les deux derniers termes tendent vers 0 et la
limite du premier terme est évidente puisqu’il est constant.

8. Raisonner comme pour 4..

9. Attention & I’ensemble de définition. Ensuite on doit majorer le numérateur en
P’écrivant 1 — cosu et en retrouvant une majoration classique de cette expression
par un monéme du second degré. On conclut en raisonnant comme dans la
démonstration du théoréme 3.33 (p. 86).

10. Le degré total n’a pas vraiment de sens, mais comme pour (z,y) proche de
(0,0), on peut considérer que cosz et cosy sont proches de 1, on peut se dire
que le degré du dénominateur est 1. La solution consiste alors & minorer cosz et
cosy par % si on est suffisamment proche de ’origine, ce qui permet de minorer le
dénominateur qui est positif, et de majorer |f(z,y)|.

11. Une astuce « sanglante » consiste & soustraire puis rajouter le terme xy entre les

deux termes du numérateur. On coupe ensuite en deux le numérateur et chacun des

deux morceaux se factorise avec un terme de la forme sinu — u. On peut majorer
3 .

| sinu — u| par ]%l— (résultat classique, qu’on démontre avec Taylor-Lagrange), et

on n’a plus qu’a passer en polaires, par exemple pour conclure que la limite est ...

12. Encore une astuce « sanglante » ! Au numérateur, on soustrait avant de rajouter
2
les termes “”—22 et %-, et on coupe le —2 en —1 — 1. Sachant que v/1+u~1+%, on
Vitu—(1+%)
D )

coupe en 3 la fraction : chaque radical dans un terme du type

et un dernier terme trés simple.
On peut traiter les termes compliqués avec la technique de la quantité conjuguée.

13. Méme majoration du dénominateur que dans 9., et minoration du dénominateur
comme dans ’exercice 1.8.

14. Méme majoration du numérateur que dans 11.

15. Ajouter et soustraire 22 et y2, pour pouvoir utiliser la majoration du k) et n).
Le « degré total » peut s’estimer en se disant que sinu ~ u, méme si ce n’est pas
trés rigoureux, ¢a permet de choisir ce qu’on doit démontrer selon les valeurs de
a.

16. Passage en polaires pour montrer qu’il y a une limite nulle, essais de chemins
sinon.
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Exercice 3.4 1. Une droite passant par ’origine non verticale a une équation du
r=t

y = At
la droite verticale et la droite horizontale, et pour une droite oblique, se rappeler
que ]t%l = ]%,, poser u = ]I%\'ll et se rappeler de la valeur de la limite de référence

type y = Az. Une paramétrisation d’une telle droite est . Traiter & part

lim ue™™.
u——+00

2. Penser & une parabole passant par ’origine.

3.5 Dérivées partielles

Exercice 3.5 Il n’est pas nécessaire de déterminer & chaque fois I’ensemble le
plus grand possible dans lequel il n’y a pas de probléme de dérivabilité. Il suffit de
trouver un domaine de régularité, c’est-a-dire un ensemble ouvert, d’un seul
morceau pour ne pas compliquer, dans lequel on est siir qu’il n’y a aucun probléme
de définition, dans lequel la quantité sous le radical éventuel est strictement
positive, dans lequel la quantité dont on calcule le logarithme est aussi strictement
positive, dans lequel les dénominateurs sont non nuls. ..

‘s 0
Dans chaque cas on considére y comme constante pour calculer —f puis on

oz

1 0 ) )
considére £ comme constante pour calculer —f ; en cas de difficulté, remplacer la

Oy
lettre désignant la variable considérée comme constante par a ou b, dont il est
plus facile d’oublier le caractére variable.

Lorsque z et y jouent des réles symétriques, inutile de recalculer — lorsqu’on a

Oy
0
déja a—i : il suffit d’échanger = et y dans I’expression obtenue; c’est le cas pour

les exercices 10., 11., 12., 14. (au signe pres), et 21..

Exercice 3.6 Puisque arccosu n’existe que pour u entre —1 et 1, on doit résoudre
une inéquation double du type —1 < u < 1 qu’on a intérét a écrire sous la forme
|u| < 1 puis & élever au carré pour faire disparaitre valeur absolue et racine carrée.
arccos est continue sur son ensemble de définition, mais non dérivable en —1 et
en 1.

L’expression que ’on obtient pour les dérivées partielles se simplifie beaucoup
(penser & la symétrie pour ne pas refaire deux calculs) ; cependant, il faut bien
penser que VX2 ne vaut pas toujours X mais doit étre remplacé par | X|.

Exercice 3.7 Procéder comme pour ’exercice 3.5, mais attention, ici, on demande
'ouvert le plus grand possible, on ne se contentera pas d’un domaine qui convient.
On pensera, lorsque c’est possible, & utiliser la symétrie en z et y de ’expression

de f(z,y) pour ne pas faire de calcul inutile : si f(z,y) = f(y, z), connaissant 3z
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f of 0 A .
et 922’ on trouve a_y et B_yz en échangeant le role de z et y dans ces expressiong,

Exercice 3.8 1. Considérer la premiére fonction partielle en (z,y) : la condition
imposée la rend constante : attention, ceci ne signifie pas que f est constante, car
la constante dépend de y.

2. Echanger le role de z et y.
3. Appliquer cezqui précéde & une des dérivées partielles de f, en se rappelant la

définition de 320y On obtient une condition nécessaire : f(z,y) est la somme de

deux fonctions d’une variable; il faut ensuite vérifier.

Exercice 3.9 On a besoin du calcul de % en un point (z,y) # (0,0) (comme

0
dans I’exercice I11.5), puis de a—f(a:, y) (on peut éviter ce calcul si on est astucieux)

of
Ay
Ensuite on peut calculer, toujours grace a la définition les deux dérivées partielles
secondes croisées en (0,0) (inutile de calculer ces dérivées secondes pour (z,y) #
(0,0)) ; on trouvera des valeurs différentes, mais ¢a ne veut pas dire que le théoréme
de Schwarz est faux.

ensuite, on calculera %(0, 0) et ==(0,0), mais 14 on doit revenir & la définition.

Exercice 3.10 On utilisera simplement le théoréme 3.40 (p. 97).
Pour 1., on trouve un résultat particulierement simple.

Exercice 3.11 La démarche est toujours la méme : on commence par utiliser le
théoréme 3.49 (p. 111), ce qui permet de déterminer les points ou il peut y avoir
un extremum, en résolvant le systéme de deux équations & deux inconnues

%(w,y)=0

%(w,y) =0

Puis on examine chaque « candidat extremum » : pour chacun d’entre eux, on
essaie d’appliquer le théoréme 3.52 (p. 114) : on calcule les nombres , s, ¢ puis le
nombre s% — rt. Lorsque le résultat est négatif ou positif, le théoréme permet de
conclure facilement. Lorsque le résultat est nul, on doit en général essayer une-
technique de « bricolage » : des indications sont données plus loin.

1. Pas de probléme.
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2. Parmi les 3 points critiques, un seul (le plus simple) pose probléme. On montre
que ce n’est pas un extremum en considérant la fonction ¢t — f(z(t),y(t)) lorsque
(z(t),y(t)) est la paramétrisation d’une droite passant par ce point litigieux. Si on
choisit un des axes de coordonnées, cette fonction présente un maximum relatif,
et si on choisit une des bissectrices du repére, c’est un minimum relatif. Avec un
raisonnement précis, cela permet de conclure.

3. Pour résoudre le systéme, on fait une substitution, et on obtient une équation
du troisitme degré qui posséde une racine « évidente » qui est un nombre entier
pas tres grand. Il y a trois « candidats extremums », et aucun ne pose probleme,
méme si les calculs sont un peu ardus pour deux d’entre eux.

4. Pour résoudre le systéme, substituer dans la deuxiéme équation la valeur de 2z
que l'on tire de la premiére, puis factoriser (e¥ + 1), et enfin étudier la fonction de
y qui doit s’annuler : on montre facilement qu’elle est strictement monotone et
qu’elle n’admet donc qu’une racine, qui est d’ailleurs évidente. Ensuite, il n’y a
plus de probléme.

5. Les deux axes de coordonnées sont des ensembles d’« extremums possibles », et
il y a un autre point isolé. Ce dernier ne pose aucun probléeme. Pour les axes, on
peut montrer que les points de ’axe des ordonnées sont en général des extremums
relatifs, et que ceux de I’axe des abscisses n’en sont pas, mais c’est trés difficile, et
vous avez le droit de « laisser tomber ».

3.7 — 3.8 Différentiabilité

Exercice 3.12 Se ramener a la définition de la différentiabilité, aprés avoir
déterminé précisément quelle forme linéaire on étudie (par exemple en fixant sa
matrice).

Exercice 3.13 Dans chacun des cas, il y a toute une famille de points pour
lesquels il n’y a pas vraiment de probléme en vertu du théoréme 3.62 (p. 125).
Seule lorigine pour le 1., les axes de coordonnées en 2. et les bissectrices du
repére pour 3. posent probléme. On montrera pour tous ces cas qu’il n’y a pas
différentiabilité en utilisant le théoréme 3.60 (p. 124) : il suffira de prouver qu’au
moins une des dérivées partielles n’existe pas (en revenant & la définition)

Exercice 3.14 Dans les deux cas, il n’y a aucun probléme sur R? \ {(0,0)} en
vertu du théoréme 3.62 (p. 125). On essaie ensuite de montrer qu’il n’y a pas
différentiabilité en (0,0) en espérant que les dérivées partielles n’existent pas. Si
elles existent, on regarde si elles sont continues en (0,0) : si c’est le cas on peut
assurer que f est différentiable en ce point. Si elle ne sont pas continues (c’est le
cas au moins dans un des deux cas), on est obligé de revenir & la définition de la
différentiabilité : on détermine la seule valeur que peut prendre la fonction £(h, k)
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de la définition, et on étudie sa limite pour (h,k) — (0,0). Si € n’admet pas de
limite ou admet une limite non nulle, alors f n’est pas différentiable en (0,0); s
€ a une limite nulle, c’est gagné : f est différentiable en (0, 0).

Exercice 3.15 Aucune difficulté : on applique les définitions.

Exercice 3.16 Pas de difficulté pour f et g. La deuxiéme méthode pour leg
fonctions composées consiste & utiliser le corollaire 3.75 (p. 140) (la premiére
consistait & déterminer ’expression de ces fonctions composées et & calculer la
matrice jacobienne directement).

Exercice 3.17 1. Pour montrer qu’une application ¢ est bijective, on étudie
le nombre de solutions, pour tout Y dans ’ensemble d’arrivée, de ’équation
©(X) =Y :si on arrive & montrer que dans chaque cas il y a une unique solution,
c’est gagné. Pour étudier ce nombre de solutions, le plus simple, c’est encore,
lorsque c’est possible, de résoudre cette équation (qui est en fait un systéme
d’équations) : 'intérét de cette résolution est qu’en méme temps, si on a une
bijection, on a déterminé la bijection réciproque. Attention, si on a prévu un
ensemble de départ trop grand pour ¢, on peut trouver plusieurs solutions au
systeme dans chaque cas. Le remede, dans ce cas, consiste & rétrécir I’ensemble de
départ pour que le systéme n’ait plus qu’une solution.

2. Voir ’exercice précédent 3.16, car on doit calculer les dérivées partielles d’une
fonction composée : la matrice jacobienne répond & cette demande.

3. Résoudre un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues, ce n’est pas
tres difficile si on a une technique siire comme la méthode de Kramer (ou des
déterminants).

4. On reporte dans I’équation ce qu’on vient de calculer, on simplifie I’équation
obtenue, on doit trouver quelque chose de trés simple, du type des problémes de
P’exercice 3.8; on conclut comme dans cet exercice pour les variables u, v, puis on
revient a x, y.

5. On utilise que f est solution, donc il existe une fonction g. ..

On calcule alors la dérivée partielle par rapport & = de cette expression, cela donne
une équation qui se simplifie bien si on introduit v, et qui permet de déterminer g
& une constante prés. On détermine ensuite la constante en utilisant la derniére
condition.

Exercice 3.18 Méme démarche qu’a ’exercice précédent avec des calculs beau-
coup plus simples.

Exercice 3.19 S’inspirer de I’exemple traité p. 128. Attention aux notations, ici
on doit remplacer la fonction f et les variables (z,y) respectivement par R et
(R1, R2). Quant & AR; et ARy, ils représentent h et k.
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Exercice 3.20 Le calcul direct des dérivées partielles ne présente pas de difficulté.
L’intérét de cet exercice est d’utiliser les coordonnées polaires, méme si ¢a ne
simplifie pas énormément les calculs. Dans chaque cas, on introduit F' = f o
(et G = g o), on calcule les dérivées partielles de f (par rapport & x et y, et en
(z,y)) en fonction de celles de F' (par rapport & r et 0, et en (r,8), sachant que
(z,y) = ¥(r,0) = (rcosf,rsinf)). (Méme chose pour g et G).

Les expressions de F' et de G sont toujours tres simples.

Un rappel de trigonométrie utile est cos 30 = cos® § — 3 cos@sin? § et une formule
analogue pour sin360 qu’on peut retrouver & partir de la formule de Moivre
(cos@ +i sin )™ = cosnb + i sinnd.

Exercice 3.21 On applique le corollaire 3.75 (p. 140) : on a ensuite besoin
d’inverser la matrice jacobienne du changement de variable qu’on utilise. C’est la
difficulté de cet exercice d’inverser ces matrices. Pour les coordonnées cylindriques,
ce n’est pas beaucoup plus difficile que pour les coordonnées polaires en dimension
2, mais pour les coordonnées sphériques, cette inversion est plus délicate. Une
méthode efficace d’inversion de matrice est la suivante :

« L’'inverse d’une matrice M est égale & 1 sur le déterminant multiplié par la
transposée de la comatrice de M » :

-1 1
" detM

i (com(M))

La comatrice com(M) de la matrice M est la matrice que I’on obtient en remplacant
chaque terme m;; de la matrice M par le déterminant des termes qui restent en
supprimant la

i-éme ligne et la j-éme colonne, ce déterminant étant affecté du signe —si 7 + j

a b c
est impair. SiM=|d e f|,ona

g h 1
e f| _|d f d e
h 1 g 1 g h
b ¢ a c a b

com(M) = _’hi‘ ‘gi g h’

b ¢ |a ¢ a b
e f d f d e

Lorsqu’on a réussi & inverser cette matrice jacobienne, on obtient facilement une
expression de toutes les dérivées partielles de P, @, R en fonction des dérivées
partielles des fonctions P = Po YpouP=Pog (idem pour Q et R), 9 et ¢ étant
les applications changement de variables cylindriques et sphériques (notations du
cours).
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0 0
Exercice 3.22 On a intérét & poser G = 8_:11: et H = 6—;: On a facilement

une expression de G(z,y) et de H(z,y) en fonction des dérivées partielles de
F =Foten (r,0), sachant que (z,y) = ¥(r,0) = (r cosf,rsin ). Ces expressions
permettent de connaitre G(r, ) et H(r,0) (G et H sont définies de la méme facon
que F).

Mais AF s’exprime facilement en fonction des dérivées partielles de G et H, et
ces dérivées partielles se calculent en fonction des dérivées partielles de Get H ,
que l’on peut calculer en fonction de celles de F, puisqu’on connait ’expression
de ces fonctions.

Exercice 3.23 En 1., 3. et 4., on trouve des résultats remarquables, du type
(f9) = f'g+fd.
En effet, le gradient, la divergence et le rotationnel sont tous trois des espéces de
dérivations. On doit bien réfléchir pour les produits qui interviennent dans chaque
formule.
Par exemple, pour d), r—%( f ﬁ) est une espéce de dérivation du produit f ﬁ On
trouve donc un résultat du type

(dérivée de f) ﬁ + f(dérivée de f})
La dérivée de f qui intervient ne peut étre que le gradient de f. Le produit de
grad f par U doit donner un résultat vectoriel, c’est donc un produit vectoriel.
Quant au produit de f par la « dérivée » de U, il doit donner lui aussi un résultat
vectoriel : forcément on prendra le rotationnel de U. Finalement, la formule &

établir est donc
?{(fﬁ) =gra,df/\l_/)+f1ﬁ

Les démonstrations des formules sont toujours élémentaires.
Pour 2., on applique simplement le résultat établi en 1. pour chaque morceau de
, mais ce qu’on obtient n’a rien de trés remarquable.

CHAPITRE 4

Indications pour les exercices sur I'intégrale curviligne et la longueur
d’une courbe

Exercice 4.1 1l suffit d’appliquer la proposition 4.14 (p. 172), aprés avoir défini,
dans chaque cas une fonction ¢.

Exercice 4.2 Bien paramétrer les arcs, c’est la principale difficulté : apres, il
suffit d’appliquer servilement la définition.
Que remarque-t-on ? N’aurait-on pas pu procéder autrement ?
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Exercice 4.3 Ici aussi, la seule difficulté, c’est de paramétrer.
L’arc de cercle parcouru « a l’envers » pose néanmoins un autre probléme, mais
la facon la plus simple de procéder consiste & utiliser ’arc inverse.

Exercice 4.4 On se contente d’appliquer la définition traduite en dimension 3,
puisque la paramétrisation est donnée

Exercice 4.5 pour 1., 2., 3., c’est comme d’habitude. Pour I’arc de cercle qui
est dans le mauvais sens, le plus simple consiste & paramétrer ’arc inverse, et de
changer le signe du résultat.

pour 4., penser au théoréme 4.36 (p. 190), et séparer en deux morceaux le champ
vectoriel, avec un morceau qui sera un champ de gradients.

Exercice 4.6 Aucune difficulté
Exercice 4.7 Aucune difficulté

Exercice 4.8 La question est ambigué, mais il s’agit évidemment de calculer la
longueur de la courbe sur un tour.
En appliquant la formule, faire attention que v X2 = | X|, et séparer en plusieurs

morceaux l'intégrale, pour supprimer les valeurs absolues selon le signe de sin %

Exercice 4.9 Bien fixer les hypothéses. Pour toute parabole, il existe un repere
orthonormé dans lequel I’équation est y = k22 ; ’arc est alors caractérisé par les
abscisses a et b de ses extrémités. Pour calculer une primitive d’une expression du
type V1 + azx?, il faut utiliser un changement de variable utilisant la fonction sh
(sinus hyperbolique).

Exercice 4.10 Il faut essayer de déterminer une paramétrisation de la frontiere,
qui est la courbe d’équation £2/3 +y2/3 = 1. En se rappelant que cos? §+sin?6 = 1,
I'idée est de prendre z = cos34. ..
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CHAPITRE 5

Indications pour les exercices sur intégrales doubles, triples et de sur-
face

Exercice 5.1

=1

S

-
>

z+y=3

1

D est ici un triangle ABC. On peut choisir de privilégier z ou y. Quelle que soit
la variable privilégiée, elle varie entre 1 et 2; ’autre variable, elle, variera entre 1
et une valeur qu’on détermine grace & une équation cartésienne de la droite (BC).

Exercice 5.2

y=—x42

y=—z+1

Dy

Do

Ici D n’est pas un triangle, mais un trapéze. En privilégiant z, qui varie entre 0 et
2, on s’apergoit que selon le domaine ou se trouve z, il y a 2 possibilités pour ¥ :
e si z € [0,1], alors y soit varier de telle fagon que le point (z,y) reste entre les
deux droites obliques y = 1—z et y = 2—z; cela correspond 4 y € [1—z,2— x];
e si z € [1,2], y doit varier de facon & ce que le point (z,y) reste entre I’axe des
abscisses (y = 0) et la droite y = 2 — z; cela correspond & y € [0,2 — z].
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La bonne fagon de gérer cette difficulté (une condition sur y pas toujours la méme
suivant le domaine de x) consiste & utiliser I’additivité de I'intégrale double, en
« coupant » D en deux sous-domaines. On écrira D = D; U D, et on caractérisera
correctement les deux sous-domaines.

Exercice 5.3

0

Ici aussi D est un triangle, et en s’inspirant de ce qui a été fait a ’exercice V.1, il
n’y a pas vraiment de difficulté.

Exercice 5.4 D est encore un triangle ABC, et on procéde comme pour les
exercices précédents.

4l } =3
3t
D
2 y=2
z+y=>5
1+
3 53 4

Exercice 5.5 D est ici est le rectangle (qui est méme un carré) [0,1] x [0,1] =
[0,1]2 (il n’est peut-étre pas indispensable de le représenter ?), et de plus les
variables sont séparables.



278 INDICATIONS POUR LA RESOLUTION DES EXERCICES

Exercice 5.6

z=1 Y=z

Pour la méme fonction & intégrer que dans I’exercice précédent, les calculs sont ici
plus difficiles, parce que le domaine n’étant pas un rectangle (mais un triangle),
les variables ne peuvent donc pas étre séparables. Remarquons que la maniére
dont est défini ici D permet de calculer directement cette intégrale double, méme
si on n’a pas représenté le domaine. D est ici aussi un triangle.

Exercice 5.7 Ici encore D est le méme triangle qu’a 1’exercice 5.3.
Pour pouvoir faire les calculs facilement, il est intéressant de se faire la petite
remarque préliminaire suivante (révision d’analyse élémentaire) : pour ¢ > 0, une

et Inc ct

primitive de la fonction ¢t — ¢! = et!n¢ est la fonction t — = —,
Inc Inc

Exercice 5.8 On ne connait pas de primitive classique de la fonction ¢t — e‘tz,
donc il n’est pas possible de calculer I directement. On va donc se ramener au

calcul d’une intégrale double I = // f(z,y) dz dy qu’on essaiera de calculer dans
D

Pautre sens, c’est-a-dire, grace a Fubini en privilégiant y.

Le domaine D n’est pas ici précisé par 1’énoncé, et on doit le retrouver. Il est
0<z<3
F<y<!1
plan incluse dans la bande verticale entre les droites = 0 et z = 3, et qui est
limitée en bas par la droite y = § et en haut par la droite horizontale y = 1. On
peut donc représenter D qui est un triangle.

caractérisé par ; on peut donc en déduire que D est la partie du

y=1

-

v=z/3 =3
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On terminera en calculant cette intégrale double en privilégiant y.

Exercice 5.9 Une tentative brutale de calcul de cette intégrale n’aboutit pas :
bien que le domaine ait une caractérisation permettant d’écrire directement

4 min{2,z}
I= / dz / sin =% dy,
1 vz 2y

on ne connait pas de primitive classique d’une fonction ¢ +— sin ¢ (ici a = 5% ),
donc on ne peut pas aller plus loin dans cette voie.

La solution consiste & représenter D et ensuite a caractériser D en privilégiant y.
Il est important de bien caractériser les courbes frontiéres :iciy =2 <= z =y
ety =17 < z=19>%

Exercice 5.10 Ici la forme du domaine (un disque centré & ’origine de rayon
a) (dessin pas vraiment indispensable ?) et la forme de la fonction (beaucoup de
2% + y? = r?) sont des indices forts qu’on a tout intérét & passer en polaires.

En coordonnées polaires, le domaine D est caractérisé par r < a, avec 6 variant
dans un intervalle de largeur 27 pour décrire un tour complet.

Exercice 5.11

D
Le domaine D est le quart du disque unité
situé dans le premier quadrant du repeére : | 1
On peut, si on le souhaite, calculer directement cette intégrale double, en privilé-

iant x et en remarquant que D est caractérisé par Oszsl
: e Pl o<y<vi-at

Il est également possible de passer en polaires (c’est peut-étre plus naturel) ; une
caractérisation de D en polaires est r < 1 avec 6 € [0, §].

Les deux calculs sont compliqués.

Exercice 5.12
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La forme du domaine D (une couronne centrée en l’origine) suggére bien évidem-
ment un passage en polaires. Un calcul direct serait une performance gratuite
extrémement difficile & réaliser. La simple caractérisation de D sous une forme
permettant d’intégrer est déja fort difficile & réaliser.

En polaires, en revanche, D est simplement caractérisé par 2 < r2 < 4, c’est-a-dire
V2 < r < 2 avec § dans un intervalle de largeur 27 pour pouvoir faire un tour
complet.

Exercice 5.13 En écrivant 22+9%—22 < 0 <= (z—1)%2+y% < 1, on s’apercoit
que D est & l'intérieur du disque de centre A(1,0) et de rayon 1. La condition
supplémentaire z > 1 signifie qu’on ne prend dans ce disque que les points & droite
du diameétre vertical.

A

|4
N Z

La frontiére du disque est caractérisée par 22+ y% — 2z =0 <= y = +/2z — 2.

En procédant ainsi, on risque de buter sur une primitive un peu compliquée 3

calculer, aussi est-il plus simple de passer en polaires.

Pour ce calcul, il est indispensable de privilégier 0, et ensuite de caractériser en
1

polaires les frontieres de ce domaine : z =1 <= rcosf =1 < r = o0
cos

et 22 +9y2 —2x =0 <= 12— 2rcosf = 0... On obtient ainsi les bornes de
Pintégrale en r.

On a alors besoin de trouver une primitive de cos*é qu’on obtient grace a la
3 + 4 cos 20 + cos 40

8

linéarisation cos? 6 =

Exercice 5.14 1l serait treés difficile de travailler sans passer en polaires. L’in-
équation caractérisant D s’écrit en polaires

r* <r?sinf cosd < r < Vsinb cosé.

Pour que cette inéquation corresponde & des points du plan, il est nécessaire que
sin@ cos @ > 0, donc qu’on soit dans le premier quadrant (z > 0 et y > 0) ou dans
le quadrant symétrique par rapport & l'origine (z < 0 et y < 0). La représentation
de D est celle-ci. D est un lemniscate de Bernoulli.
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\J

On peut considérer que D = D; U Dy, D; étant la boucle en haut & droite
(dans le premier quadrant) et Dy étant la boucle du bas. Le changement de
variable (z,y) = ¢(u,v) = (—u, —v) dont le Jacobien vaut clairement 1 permet

de montrer facilement que // Vzy dz dy = // /2y dz dy donc on a [ =
D» D,y .

. . 0<%
2 Vzy dz dy. D est térisé 1 2
//D 1 zy dz dy. Dy est caractérisé en polaires par § << /om0 cosd.

Exercice 5.15

Le domaine D est ici le complémentaire du disque unité dans le carré limité par
Porigine, le point A = (1,0), le point C = (1,1) et le point B = (0,1). Malgré la
présence de nombreux termes en z2 + y2 dans cet exercice, le passage en polaires
n’est pas la meilleure méthode.
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Exercice 5.16 |
14

D est ici I’ensemble des points d’ordonnée positive qui appartiennent au disque
de centre (%, 0), de rayon %, tout en étant en dehors du disque de centre (0, %), de
rayon % Remarquons que ces deux disques ont leur cercle frontieére qui passe par
Porigine.

Ce n’est pas une évidence, mais il vaut mieux passer en polaires : en observant la,
figure, on remarque que les points de D sont tous tels que 0 < 6 < 7 ; ensuite, on
traduit en polaires les équations des deux frontieres.

2?4y’ —y =0 < r’—rsinf=0 < r=sinb; z’+y’—x =0 < r =cosh

On en déduit facilement la caractérisation de D en polaires.

i\f\ ~
/

Exercice 5.17

n

(figure dans le cas a =2, b=1).
Cette intégrale peut se calculer directement; D est un quart de l'intérieur de
0<z<a

Dellipse de demi-axes a et b. On peut le caractériser ainsi z2
0<y<shl1- e

Il est intéressant d’essayer d’utiliser un changement de variable « presque » polaire :
On peut poser £ = apcosf et y = bpsinf, de sorte que le Jacobien de ce
changement de coordonnées est facile & calculer.

Exercice 5.18

On intégre ici une forme différentielle w = Pdz + Q dy avec P = —gy3 et Q = 2.
Le calcul direct ne pose aucune difficulté, et en utilisant Green-Riemann, il sera
bien siir utile de passer en polaires.
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Exercice 5.19

K est le triangle OAB de ’exercice 5.3 : voir la figure p. 277.

Pour paramétrer K, on découpe en trois morceaux, en posant 0K+ = y; V
42 V 3 avec 1 qui est le segment [OA] orienté de gauche & droite, 2 qui est le
segment [AB)] orienté de A vers B, c’est-a-dire de droite & gauche et 3 qui est le
segment [BO] orienté de haut en bas. On utilisera aussi les arcs 7, et 43 inverses
respectivement de 72 et 73 et plus faciles & paramétrer.

Avec Green-Riemann, aucune difficulté si on prend le temps de bien préciser la
forme différentielle w = P dz + Q dy que ’on intégre le long de OK*. L’intégrale
double sur K est trés simple et les bornes d’intégration sont les mémes que dans
I’exercice V.3.

Exercice 5.20

D est le domaine de I'exercice 5.15 (voir figure p. 281).

Directement : on procéde comme pour l’exercice 5.15 : on ne se lancera plus
dans un passage en polaires.

Avec Green-Riemann :

% sous une forme QQ _oP

(1 + 22 + y2)? or 0Oy’

1l s’agit donc de trouver des fonctions P et @ (des deux variables z,y) solutions
P

de oQ _9oF = f(z,y). Une solution « évidente » est fournie par le calcul direct

oxr Oy

que ’on vient de faire : on remarque que

1l faut déja réussir & interpréter f(z,y) =

P(z,y) = est telle que — g—j(z,y) = f(z,y).

x
21+ 2% +97%)
Il suffit donc de prendre @ = 0 et cette fonction P (il y a d’autres solutions).

Le contour de D se décompose en trois sous-arcs classiques. Attention, I’arc de
cercle est parcouru dans le sens indirect.

Exercice 5.21

Cet exercice se traite un peu comme 1’exemple 1 du cours p. 233.

Puisque 22 + 32 4+ 22 = r2 caractérise la sphére centrée & 1’origine de rayon a,
D est ici clairement le domaine de ’espace compris entre la sphére de rayon 1
et celle de rayon v/2 (toutes deux étant centrées & 1’origine), la condition z > 0
précisant qu’on n’en garde que la moitié supérieure.

La forme du domaine impose le choix des coordonnées sphériques : p varie entre 1
et v/2, ¢ décrit un intervalle de largeur 2 et 6 reste entre 0 et %, pour ne garder
que des points de cote positive.

On obtient des variables séparables.
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Exercice 5.22
D est un tétraedre limité par les plans des axes de coordonnées et le plan d’équation
z + y + z = 1. On procédera comme dans ’exemple du cours p. 231

A

z=1-x

Ox

Exercice 5.23

On est tenté d’utiliser les coordonnées sphériques (ce n’est pas impossible), mais
en fait les calculs sont plus simples en se contentant des coordonnées cylindriques :
La boule de centre O, de rayon a est caractérisée par

-y

o' y:l—x

—a<z<a
0<r<va?-22
Exercice 5.24
Méme démarche qu’a I’exercice précédent, sauf qu’on ne prend que la demi-boule
supérieure.

Exercice 5.25

Pour une fois, dans cet exercice, il n’y a aucune difficulté, ni pour le domaine ni
pour les bornes d’intégration. On aura juste besoin des formules de trigonométrie :
sin(z + §) = cosz; sin(z + m) = —sinz.
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Exercice 5.26

’ A

x=y

Le domaine était ici assez difficile & se représenter. Si les deux conditions y > 0,
z>0et z+ 2 < 1 sont faciles & interpréter, la condition ? < z est un peu
plus compliquée : dans le plan z0y (z = 0), la zone considérée est limitée par la
parabole y? = z, et avec une orientation classique, c’est la partie du plan & droite
de cette parabole, 1’« intérieur ». Dans 1’espace, la frontiére y? = x caractérise
donc ’ensemble des points qui se projettent verticalement sur la parabole y? = z
dans le plan z = 0, c’est ce qu’on appelle une nappe cylindrique de direction 1’axe
Oz, s’appuyant sur la parabole y2 = z. L’ensemble des points de I’espace tels que
y? < z est donc '« intérieur » de cette nappe cylindrique.

La démarche la plus naturelle consiste & privilégier (z,y) qui décrit la partie B

y=20

y2 <z L
z qui varie entre 0 et 1 — x et l'intégrale se calcule facilement.

du plan Oy caractérisée par Pour chaque (z,y) fixé, on a alors

2 2 2
x z — PN
Exercice 5.27 L’équation ) + _:z? + — =1 caractérise un ellipsoide centré a

lorigine, a, b et c étant les longueurs des « demi-axes ».

Les sections avec les plans de coordonnées sont des ellipses.

D est donc le huitiéme de cet ellipsoide compris dans la partie de 1’espace ol
toutes les coordonnées sont positives
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Il serait assez compliqué de calculer directement cette intégrale triple, et il est
astucieux de faire un changement de variable pour se ramener & un domaine plyg

simple, la boule unité. Pour cela, il suffit de poser X = E; Y = 2; Z =-.Le

changement de variable correspondant est ’application ¢ : (X,Y, Z) — (=, y,c z) =
(aX,bY,cZ) et on a clairement D = ¢(B), B étant le huitiéeme de la boule unitg
de R3 caractérisé par X2 +Y2+22<1,X>0,Y>0,Z>0.

Ensuite, I'intégrale obtenue peut alors facilement se calculer en utilisant les
coordonnées sphériques : les variables deviennent séparables.

Exercice 5.28 Voici & quoi ressemblent les différentes zones :

Z

<|>=l3I

0=0, calotte ‘P=Bz

0=0 couronne

fuseay

Sur ce dessin, on a choisi, pour ne pas surcharger de prendre a2 = 3.

Une terminologie « géographique » peut aider & comprendre les termes employés :
Les lignes 6 = o; sont des paralléles (§ = a2 est 1'équateur!)

Les lignes ¢ = B; sont des méridiens.

Un fuseau est une zone comprise entre deux méridiens (cf « fuseau horaire »)
Une calotte est une zone située au-dessus d’un paralléle (cf « calotte polaire »)
Une couronne est une zone située entre deux paralleles.

Une maille sphérique est l'intersection d’un fuseau et d’une couronne (zone
hachurée sur le dessin).

Les coordonnées sphériques fournissent évidemment la paramétrisation & utiliser.
a chaque fois seul le domaine D d’intégration (donné par ’énoncé) change.

On doit calculer A = /] H df dy, avec H déja calculé dans le cas d’une spheére

D
de rayon 1 : H = sin@ (voir cours p. 241).
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Pour une sphére de rayon a, le résultat est assez naturellement multiplié par a2,
puisqu’il s’agit de I'aire d’un élément de surface, et qu'une aire est proportionnelle
au carré des dimensions, mais faites le calcul quand méme.

Exercice 5.29 La surface qui nous intéresse est la partie du plan IT : 2z+y+2 = 2
située a I'intérieur du huitiéme d’espace formé des points dont les trois coordonnées
sont positives : c’est un tétraedre.

Pour pouvoir appliquer la formule du cours, il suffit de paramétrer cette surface.
Le plus simple est de prendre (z,y) comme paramétres; il suffit de réfléchir au
domaine D que décrivent (z,y) pour qu’avec z = 2 — 2z — y, on obtienne tout le
triangle. C’est le triangle du plan zOy délimité par les axes Oz et Oy et la droite
passant par (1,0) et (0,2).

Exercice 5.30 La surface X1 limitant le cone peut se décomposer en deux
morceaux : la base X} (orientée vers le bas) et la nappe conique X3 proprement
dite qui doit étre orientée vers le haut.

Ces deux surfaces peuvent étre paramétrées en utilisant (z,y) comme paramétres,
qui décrivent le disque unité D du plan zOy.
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X
. JTIY z= \ — . ’
Mais la paramétrisation { (@,y) €D parameétre X7 (orientée vers le haut). On
a donc (D)Eg(l—/))a: —<I>El- (7)
Ici, on a a—; = 6—; =0 = z, donc (4,B,C) = (0,0,1) et (P,Q,R) = (z,y,2) =
(z,9,0).

Pour le cone, puisqu’on a clairement z + 2r = 2, la paramétrisation de Z‘.;F est

{ z2=2-2/2% + ¢

(z,y) € D.

Les calculs se simplifieront grice & un passage en polaires assez naturel.
La deuxi®me maniére consiste bien siir & utiliser la formule d’Ostrogradski. Il
faudra alors passer en coordonnées cylindriques pour simplifier les calculs.

Exercice 5.31 Il est intéressant d’essayer d’imaginer & quoi correspond cette
surface orientée . Sur les deux plans £Oz et yOz (respectivement y = 0 et z = 0),
la. projection orthogonale de X est le disque unité, puisque elle est formée des
points (z,2) = (u,v) (ou (y,2) = (u,v)) tels que u? + v? < 1. T est donc une
ellipse de ’espace, incluse dans le plan x = y médiateur de ces deux plans.

En fait, cette représentation n’est pas nécessaire, car on peut se contenter d’appli-
quer « bétement » les formules.

Pour 'utilisation de Stokes-Ampeére, on considére déja que I est la circulation
d’un champ de vecteurs; il suffit alors de savoir calculer un rotationnel, et ensuite
il n’y a plus de difficulté.
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u = cosd
Pour le calcul direct, iy 6 € [0,27] nous donne une paramétrisation
v = sin

dans le sens direct du bord v de D. On en déduit la paramétrisation correspondante
de T't en utilisant que z = u, y = u et z = v.

Exercice 5.32 Cet exercice ne présente pas de réelle difficulté : il suffit d’appliquer
tranquillement et méthodiquement toutes les techniques vues dans ce cours.






Solutions des exercices

CHAPITRE 1
1. Solutions des exercices sur la topologie dans R"

Exercice 1.1. Ona X = (X -Y)+Y donc N(X) S N(X-Y)+ N(Y) et
N(X) - N(Y) < N(X - Y).

De méme, en échangeant le réle de X et Y, on obtient Y = (Y — X) + X donc
NY)SNY-X)+NX)et NY)-N(X)SNY -X)=N(X-Y)

On a donc [N(X) — N(Y)| = max((N(X) — N(Y),N(Y) - N(X)) <N(X-Y).

n
Exercice 1.2. Il est clair que pour tout X € R”, on a Ni(X) = Z |z;| = 0,
i=1

donc Nj est bien une application de R™ & valeurs dans Rt.
n
Si on a Ni(X) = 0, alors on a Z |z;] = 0, mais une somme de nombres tous
i=1
positifs ou nuls ne peut étre nulle que si tous ces nombres sont en fait nuls, donc
onaVie {1,...,n}, |z;| = 0 donc z; = 0. Cela signifie justement que le vecteur

X est nul et on a bien vérifié (i)’.
Soit A € R et X € R", alors on a A X = (\z1,...,Azy,), de sorte que

n n n
Ni(AX) =) sl =Y il = A1) J2il = ANy (X))
i=1 i=1 i=1
et (ii) est bien vérifiée.
Pour tout X, Y e R*,ona X +Y = (21 + y1,...,Zn + Yn) de sorte que

n

n n n
N(X+Y) =) lmi+ul <D (lmil + lwil) = D Izl + D lwsl = Na(X) + N1 (Y),
i=1 i=1 =1

= 3

=1

et (iii) est bien vérifiée. D’aprés la proposition 1.2 (p. 3) Ny est bien une norme.
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Exercice 1.3. On notera ~ la relation « est équivalente & » entre normes syr
E. Plus précisément, si NV et N sont deux normes sur E, écrire qu'on a N ~ N
signifie qu’il existe deux constantes strictement positives C; et C» telles que pour
tout X € E, on a C;N(X) < N(X) < C2N(X).

Montrons que ~ est réflexive, symétrique et transitive.

Pour toute norme N sur E, il est clair qu’il existe deux constantes C; = Cp =1,
strictement positives telles que pour tout X € E, on a C1N(X) < N(X)
C2N(X), puisque cela s’écrit trivialement N(X) < N(X) < N(X). On a donc
bien N ~ N pour toute norme N donc ~ est bien réflexive.

Soient N et N deux normes sur E telles que N ~ N.
Il existe donc deux constantes strictement positives C1 et C telles que pour tout
X €E,onaCiN(X) < N(X) < CoN(X).

On a donc CiN(X) < N(X), done N(X) < iN(X).

De méme, on a N(X) < C3N(X), donc —1—N(X) < N(X).

Donc en mettant bout & bout ces deux 1nega11tes, on obtient qu’il existe deux
constantes strictement positives o = Clz et B = CL'l telles que pour tout X € E,
on a

aN(X) < N(X) < BN(X), ce qui signifie exactement que N ~ N.

On a établi que [N ~N = N~N ] , donc ~ est bien une relation symétrique.

Soient N, N et N trois normes sur E telles que N ~ N et N ~ N. 1l existe donc
quatre constantes strictement positives Cy, C2, C3 et Cy telles que pour_tout
X eE,ona C]N(X) < N(X) < CgN(X) et on a C3N(X) < N(X) C4N(X)
C1N(X) < N(X), donc C1C3N(X) < C3N(X) et puisque C3N(X) < N(X), on
en déduit que C1C3N(X) < N(X). ~ B

De méme, N(X) < C3N(X), donc C4N(X) < C4C2N(X) et puisque N(X) <
C4N(X), on obtient N(X) < C4CoN(X).

En mettant bout & bout ces deux inégalités, on obtient qu’il existe deux constantes
strictement positives o = C1C3 et B = C5C4 telles que pour tout X € E, on a
aN(X) < N(X) < BN (X ), ce qui signifie exactement que N ~ N.

On a établi que % ~ % = N ~ N, donc ~ est bien une relation transitive.
~ est bien une relation d’équivalence.

Exercice 1.4. Soit X = (z1,...,2,) € R™ et soit j un des indices entre 1 et
tels que || X0 = |z

a) On a Neo(X) = |zj| = \/:c? < 422+ + 22 = No(X), ce qui établit la

premiére inégalité. Elle ne peut pas étre améliorée, car pour e; = (1,0,...,0) (voir
p. 2), on a clairement Ny (e1) =1 =12+ 02+ --- + 02 = Na(ey).
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b) Pour comparer N2 (X) et N1 (X), on compare leurs carrés.

Or, (No(X ) Zm Z |zs|? alors que lorsqu’on développe (N7(X ))2, on
i=1
obtient non seulement tous les carrés |z;|2, mais aussi des double produits 2|z;| |z

qui sont positifs. Plus précisément, on a

n

(M (x))? lez|2+2 > lail |zx| > Z:Iﬂ%l2 (Na(X))*.
1<i<k<n
On a bien Np(X) < Ni(X). Cette inégalité ne peut pas étre améliorée, car on a
aussi, pour X = ej, Na(e1) =1 = Nj(e;).
¢) On a pour tout indice %, |z;| < |z;|, puisque |z;] = Neo(X) = max |z;| ; donc :

Ni(X) = 3 lail < mlej] = n Nool X).

On a obtenu Nj(X) < nN,(X). Cette inégalité ne peut pas étre améliorée, car
n

pour W = (1,...,1) = Zei, on a Ni(W) = n et Noo(W) = 1, de sorte que
i=1
Ni(W) = n Neo(W).

d) On a No(X) = y/zf+---+22 < (fa2+---+2} = /nz} = nlzy| =

v/N Noo. On a montré que Nao(X) < /N Noo(X) et cette inégalité ne peut pas étre

améliorée puisque pour W = (1,...,1),ona No(W) = \/n = \/n-1 = y/n Noo(W).

e) Pour établir I'inégalité suivante, on utilise le résultat classique

a? + b?
2

Lorsqu’on calcule le carré de Ni(X), on peut majorer tous les doubles produits
en utilisant ce résultat : on obtient

ab < < 2ab<a?4+ 0 <= (a-b)?>0

n

(M (X)) lezl2+2 D lail |zl < Elwzl2+ > (lzil + ol

1<i<k<n =1 1<i<ksn

En dénombrant attentivement les termes de la derniére somme, on constate que
chaque terme |:1r:l|2 apparait exactement n — 1 fois et puisqu’il apparait aussi une
fois dans la premiére somme, on obtient

n n
2 2
(N(X)" < Y onlel® =n ) lail? = n(Na(X))".

i=1 i=1
D’ou le résultat Ni(X) < v/n No(X) qui ne peut pas étre amélioré, comme on
le constate en utilisant encore W = (1,...,1) qui est tel que N1 (W) = n et

Ny(W) = /n.
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Toutes les inégalités du théoréme 1.9 ont été établies et on a montré qu’aucune
ne pouvait étre améliorée.

Exercice 1.5. Pour s’y retrouver, on notera || - ||1, || - ||]2 €t || - ||oo respectivement
la norme somme, la norme euclidienne et la norme du max de R?, alors que Ny,
Na, Ny, désigneront les normes correspondantes de R3.

1. Il est clair que N est bien & valeurs dans R*. On va donc chercher & appliquer
la proposition 1.2 (p. 3).

Soit X = (z,y,#) € R? on suppose que N(X) = 0. On a donc /z2 + 32 + |2| =0
donc /z2 + y? = 0 et |2| = 0 (somme nulle de nombres positifs). On en déduit
que 2 +y%2 =0, donc z = y = z = 0 et on a vérifié (i)’.

Pour tout A € R et tout X = (z,y,2) € R3, on a clairement :

N(AX) = N(Az, Ay, A2) = /A2 + X2y2-+[Az] = [N (y/22 + y2+[2]) = \IN(X).

On a vérifié (ii).
Pour tous X = (z,y,2) et X' = (z/,9/,2') de R%, on a :

NX+X')=N@E+z,y+y,2+7)= \/(w+:c’)2+(y+y’)2+|z+z’|.

Or, I'inégalité ||(a,b)+ (¢, d)||2 < ||(a,)||l2+ ||(c, d)||2 qui est I'inégalité triangulaire
pour la norme euclidienne dans R? peut s’écrire

V@+e?+(b+d? < Va2 + 02+ + .

Appliquant ce résultat & I’expression de N(X + X'), (et aussi |z + 2| < 2| + |#/]),
on obtient

N(X +X) < (Va2 + 92+ /a2 +42) + o] + |2
< (Va2 +2+ 1) + (Va2 + 2 +12]) = N(X) + N(X)).

On a établi (iii) et N est bien une norme.

Pour montrer qu’elle est équivalente aux normes usuelles, on applique les résultats
du théoréme 1.9 (p. 7).
On a, pour tout X = (z,y, z) € R3

N(X) = Iz, y)ll2 + 2] < (@, 9)ll1 + |2| = |2] + [y] + |2] = N1 (X)

donc N(X) < N1(X).
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De méme, on a
Ni(X) = || + [y| + |2] = [|(z, )11 + |2]
< (V2l(z,y)ll2) + |2 = V24/22 + 32 + 2|
<V2(y/2? + 12 +2]) = V2N (X)

On a établi N1(X) < v2N(X) donc on a trouvé deux constantes strictement
positives a = 1 et 8 = /2 telles que

aN(X) < M (X) < BN(X).

N et Nj sont donc deux normes équivalentes.

2. 11 est clair que N est bien & valeurs dans R*. On cherche donc & appliquer la

proposition 1.2 (p. 3).

Soit X = (z,y,z) € R? on suppose que N(X) = 0. On a donc (N(X))2 =0,
2 2

d’ou (max(|a:|, |y|)) +22% = 0 et donc (max(|x|, |y|)) =0 et 222 = 0 (somme

nulle de nombres positifs). On en déduit que max(|z|, |y|) = 0, donc finalement

r=y=2z=0 et on a vérifié (i)'.

Pour tout A € R et tout X = (z,y,z) € R3, on a clairement

N(AX) = Nz, \y, A\z) = \/[max(l)\:z:l, I/\y|)]2 +2(Az)?

= /[ max(ial, D] +23222 = Aly [max(lal, )] +222 = AN (X).

On a vérifié (ii).
Pour tous X = (z,y,2) et X' = (2/,7/,2') de R3, on a :

2
NX+X)=N(@E+z,y+y,z+7) = \/(ma.x(|m+w’|,|y+y’|)) +2(z + 2')?

On a deux cas & étudier :
a) max(|z + 2/, |y + ¥'|) = |z + &'|. Dans ce cas, on a

NX+X')= \/|:L'+:1:’|2+2(z+z’)2 = \/($+$/)2+ (V22 + V/22!)2

Comme dans 1), on utilise I'inégalité triangulaire de la norme euclidienne dans
R?

\/(a+c)2+(b+d)2< Va2 + b2 + /¢ + d2.

On P’applique avec ici a = z, ¢ = 2/, b = v/2z et d = v/22'; nous obtenons :

N(X + X') < Vz? + 222 + V2 4 222,
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2
On utilise alors que z2 = |z|? < (max(l:cl, |y|)) (et idem avec z'?)

N(X +X') < \/ (max(lal,lyl))” +222 + \/ (max(la’], /)))” + 2272
N(X +X') < N(X)+ N(X').

On a établi (iii) dans le cas a).

b) max(|z + /|, |y + ¥'|) = |y + ¥/|; dans ce cas, on raisonne exactement de la
méme fagon en échangeant le role de z et y, =’ et ¢/, on obtient le méme résultat,
et N est bien une norme.

Pour montrer qu’elle est équivalente aux normes usuelles, on applique les résultats
du théoreme 1.9 (p. 7).

On a, pour tout X = (z,y,2) € R3 :

N(X) = /(2,912 + 222 < /i@, 9)|I3 + 222 = /22 + g2 + 222
< \/2.'1:2 + 292 4 222 = V2 Np(X)

donc N(X) < v/2 N3(X). De méme, on a :

No(X) = /o +92 + 2 = \fl@ vl + 7
<V20@W)loo+22 (car Y]]z < VY loo)
< /20(@ 9)lleo + 422 = V2 l(2,9) 12, + 222 = VZN(X)

On a établi N2(X) < v2N(X) donc %Ng(X ) < N(X), et on a trouvé deux

1
constantes strictement positives a = — et § = v/2 telles que

V2
alNy(X) < N(X) < BN2(X)
N et N3 sont donc deux normes équivalentes.

3. N n’est ici pas une norme, car N(X) =0#= X =0 ((i)’ n’est pas vérifié). En
effet, il suffit de considérer le vecteur X = (—2,1,0) qui est bien siir non nul et
qui est tel que N(X) =0.

Exercice 1.6. d étant la distance de I’espace métrique F, on a d’aprés la premiere
inégalité triangulaire (d3), pour tous z,y, 2 € F,

d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) = d(z,2) + d(y,2)  (d’apres (d2)).

On en déduit que d(z,y) — d(y, 2) < d(=z, 2).
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De méme, on obtient grace & (d3) :
d(y, 2) < d(y,z) + d(z, 2) = d(z,y) + d(=z, 2) (toujours d’apres (d2)).

On en déduit que d(y, 2) — d(z,y) < d(z, 2).
Onadonc  max(d(z,y) — d(y,2),d(y, 2) — d(z,y)) < d(z,2), cest-a-dire

|d(z,y) — d(y, 2)| < d(z,2)

Exercice 1.7. La boule fermée de centre Xy = (o, yo), de rayon r, dont il faut
justifier la représentation de la figure (1.3), est caractérisée par

X = (z,y) € Bi(Xo,7) <= || X —Xo|1 <7 <= |zt —2o| +|y—wo| <7

Pour résoudre ce type d’inéquation, une des méthodes consiste a « enlever les
valeurs absolues » en étudiant les différents cas possibles.
Les quatre possibilités correspondent aux quatre régions du plan limitées par la
droite horizontale et la droite verticale qui passent par Xp.
Ce sont les cas suivants :
a) ¢ > xo et y > yo (en haut & droite); b) z > zp et y < yo (en bas & droite) ;
c) z < zoety > yo (en haut & gauche); d) z < zpety < yo (en bas & gauche).

Dans chacun de ces cas, on trouvera comme solution de I’'inéquation un demi-
plan, qui contient (zg,yo) (puisque ce couple est solution de I'inéquation, et qu’il
appartient aux quatre zones), mais dont on ne gardera que la partie dans la zone
concernée par le cas. La droite qui limite le demi-plan solution aura pour équation
ce qu’on obtient en remplagant < par =. Selon le cas, I’inéquation devient :

a) —zo+y—yo < 7 : la frontiére du demi-plan est la droite D; : z+y—zo—yo—7 =
0, elle passe par les points A = (o + 7,y0) et B = (zo,y0 + 7).

b) z—zo—y+yo < 7 : la frontiére du demi-plan est la droite Dy : z—y—zo+yo—r =
0, elle passe par les points A = (zg + 7, 40) et B’ = (zo,y0 — 7).

¢) —z+zo+y—yo <7 : la frontidre du demi-plan est la droite D3 : —z +y +
To — yo — r = 0, elle passe par les points A’ = (zg — 7,y0) et B = (2o, %0 + 7).
d) —z+z0 —y + 9o < 7 : la frontiére du demi-plan est la droite Dy : z+y —
To — yo + r = 0, elle passe par les points A’ = (zg — r,y0) et B' = (zo,y0 — 7).

Reportant toutes ces données sur une figure, (voir page suivante), on trouve le
résultat représenté sur la figure (1.3), p. 12.
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Exercice 1.8. 1. Tout d’abord, on peut vérifier que N est bien définie pour tout
22+ (@+y)* +¢°

X € R2. C’est le cas puisque z2 +zy+y% = > 0, donc on peut

toujours calculer la racine carrée. Il est clair que ﬁ(X ) = 0 pour tout X. D’autre
part le calcul précédent montre que si N(X )=0,alors 22+ (z +y)2 + 32 =0, et
une somme de nombres positifs ne peut étre nulle que si tous les nombres sont
nuls donc z =y =0 et X = (0,0).

On a pour tout A€ R :

NOX) =Nz, 2) = /(A2)2 + (0z) Og) + ()2

= \/Az(x2 +zy +12) = VA21/22 4 2y + 32 = |AN(X).

C’est I’inégalité triangulaire qui est la plus compliquée.
Soient X = (z,y) et X’ = (z',y') € R2

On doit montrer que N(X + X’) < N(X) + N(X').
Cette inégalité est successivement équivalente & :

Na@+a',y+y) < \/w2+wy+y2+ T2 + o'y + y'2;

2

(z+2)2+(z+2)y+v)+w+y)2 < <\/m2+a:y+y2+ w’2+x’y'+y’2) ;
22 + 22z’ + 2 +zy + oy + 2y + 2y + P + 29y + o2

<?+ay+yi+2” + 2y +y% + 2\/(:132 + zy + y2) (22 + 2y + y?);

2z’ +zy' + 'y + 2yy’ < 2\/(1:2 + zy + y2) (2 + 2y +y?).

Si le membre de gauche est négatif, c’est toujours vrai, sinon c’est équivalent & :
(2zz’ + zy’ + 2’y + 2u9/)? < 4(2? + zy + 2 (2% + 2y +¢/?)

Le membre de gauche se développe ainsi :

A= 4:62x/2+a:2y/2+w/2y2+4y2y12_[_4$2m/y/_|_4my$/2+8ww/yy/+2$$ryy/_*_4zyyl2+4y2x/y/.
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Le membre de droite se développe ainsi :
B = 42?2 +4x’z'y +422y? +daya? +dxa'yy +azyy? +4xy? 4yl y + 4y
Pour montrer que A < B, il suffit d’établir que :

6xz'yy’ < 3x%y"% 4 32'%y? = 3(zy’ — 2'y)? > 0.

Cette derniére inégalité étant toujours vraie, I'inégalité triangulaire est établie.

2. On va montrer 1’existence de deux constantes « et [ strictement positives telles
que pour tout X € R?, on ait

aN(X) < || X2 < BN(X)

2 2

Pour tout X = (z,y) € R?, on a zy < d —2i-y (puisque (z — y)? > 0). Donc
A = o rmy+i < o@ v = By = fx
2 2 2

V3

On a donc trouvé une valeur de 8 qui convient : 8 = E

D’autre part, en reprenant le calcul fait pour montrer que N (X) existe toujours,
ona:

~ 24+ (z+y)2 +92 \/:1:2+y2 1 1
N(X) = 2 = —=1/2? =— .

et une valeur de o qui convient est o = 7

(11 est possible de trouver d’autres valeurs de o, 3 qui conviennent, mais celles-

ci sont les plus « sévéres » : en effet, il est possible de trouver des X tels que

N(X) =«a||X||2 : i suffit que z +y soit nul; de méme, pour trouver un X tel que
2, .2

N(X) = B||X|l2, i suffit de le choisir tel que zy = z 5

z—y=0.)

, c’est-d-dire tel que

3. La représentation graphique doit étre faite dans un repere orthonormé.

§(O, 1) est 'intérieur de la courbe d’équation z? + zy + y?> = 1. Pour s’en
convaincre, on résout 1’inéquation z2 + zy + y? < 1 en considérant z comme
parameétre et y comme inconnue. Le discriminant de 1’équation associée est A =

z? — 4(2? — 1) = 4 — 322 donc
pour:ne[ 2 2 -z —4—-32%2 —z+ 4 — 3z?

V3 V3 2 ’ 2 '
On trace donc point par point ou & la calculatrice les courbes des deux fonctions

], on doit avoir y €
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z+ V4 — 322 —z — /4 — 322

filz) = — 5 et fa(z) = 5 et la zone du plan correspon.-

dant & B(0,1) est celle située entre ces deux courbes.
On peut montrer, (mais ce n’est pas I’objet de ce cours) que le contour de cette

boule est une ellipse dont les axes sont les bissectrices du repeére, et qui admet

comme demi-grand axe : a = /2 et comme demi-petit axe : b = \/Ti

Sur le méme dessin, on dessine les cercles de rayons é =42 et %9 = % Pour

la norme || - ||2, les boules fermées B3(0, 1) et B;(O, %) sont les disques fermés
limités par ces cercles.

Ce dessin illustre que B2 (O, %) C E(O, 1) c By(O, é)
Ce résultat est prévisible, puisque :

af| X]|2 < N(X) < BIIX]l2

1 ~
done  [IX|l2 € = = N(X) <1 = || X]|2 <

B

QIr

Exercice 1.9.
Soit L la limite de la suite (XP)pen. Il semble logique de conjecturer que la limite
de la suite (up)pen, si elle existe est égale & £ = dp(Yp, L). Pour montrer cela, il
faudra, pour tout € > 0, trouver un rang & partir duquel on pourra garantir que
lup — £ < e.
Nous allons essayer de trouver des conditions suffisantes pour obtenir cette inégalité.
Elle s’écrit

|da(Yo, XP) — da(Yo, L) < €
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Mais la seconde inégalité triangulaire (propriété (d3)’ p. 8) nous donne
|d2(Yo, XP) — da(Yo, L)| < d2(XP, L)

Donc il suffit que nous puissions obtenir d2(X?, L) < € pour pouvoir conclure. Or,

par hypothése, on a EToo UP = L, donc Ye > 0, 3pp € N tel que si p > pp, on a
P ZPo < 7 P=ZDPo

| XP — L|j2 < €, c’est-a-dire do(XP — L) < e. d’aprés le calcul préliminaire, on
peut donc en déduire ce qu’on veut, & savoir que |u, — €| < ¢
La suite (up)pen est donc bien convergente vers £.

Exercice 1.10. 1. On doit montrer que pour tout point X de U, il existe une

boule centrée en X qui est incluse dans U.

Soit donc X € U. X n’est donc pas nul, et on a donc r = | X|| # 0. (|| - || désigne
n’importe quelle norme). Nous allons établir que la boule ouverte B(X,r), de
centre X, de rayon r est entierement incluse dans U. Pour cela, il suffit de montrer
que tous les éléments Y de B(X, ) sont non nuls.

Soit Y € B(X,r). La deuxiéme inégalité triangulaire nous donne
X0 =11y = x| < [IIX] = Y = X|| < |1X + (¥ = X)| =Y.

On a done [[¥] > |IX]| - ¥ - X|| = — ¥ - X].
Mais, puisque Y est dans la boule ouverte de centre X, de rayon r, on a par
définition de cette boule :

dy, X)=|Y -X| <r

Dour—|Y —X| >0et ||Y]| >0, donc ||Y|| # 0 et on peut conclure que Y n’est
pas le vecteur nul et qu’il appartient donc a U.

Remarquons que cette démonstration est valable sans changement dans R™, quel
que soit n; elle est d’ailleurs valable a quelques détails prés dans n’importe quel
espace métrique : le complémentaire d’un point est toujours un ouvert.

2. Considérons maintenant une suite convergente (X?)pen d’éléments qui sont
tous dans le complémentaire de U. Le complémentaire de U est {0}. Les termes de
la suite (XP) sont donc tous nuls. On a Vp € N, XP =0, et cette suite constante
a donc forcément comme limite 0. La limite de cette suite convergente est bien
dans le complémentaire de U : {0} est un fermé et U est bien un ouvert.

Exercice 1.11.

1. a) Le complémentaire de I’axe des abscisses U est formé des couples (z,y) avec
y # 0. Montrons que c’est un ouvert. Pour cela, on doit établir que pour tout
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X = (z,y) € U, il existe une boule de centre X incluse dans U, c’est-a-dire formée
exclusivement de points Y = (z,t) avec ¢t # 0.

Soit X = (z,y) € U. On a donc y # 0. On pose r = |y| > 0. Montrons que la boule
ouverte Boo(X, ) est incluse dans U (bien siir, on peut aussi utiliser d’autres
normes).

Soit Y = (2,t) € B(X,r). Considérons le point H = (2,0). On a

doo(H,Y) = ||H — Ylloo = max(|z — 2|,|0 — ¢|) = |t].

x o
N

Or, grace a la deuxieme inégalité triangulaire, on a
IH = Ylloo 2 [ 1H = Xlloo — IX = Ylloo| > |H = X[loo — [IX — Yloo

Mais on a ||H — Xl = max(|z —z[,|0 —y|) > |y| = .

Donc on peut affirmer que ||[H —Y|loo 2 7 — || X — Y|oo-

Mais Y est un point de Boo (X, r), donc par définition doo(X,Y) = || X =Y |0 < 7.
Onadonc |t|=||H—-Y|loo27—||X —Y|lco >0et t#0,doncY eU. -

On peut donc affirmer que U est ouvert, donc I’axe des abscisses (Oz) est bien un
fermé.

1.b) Soit (XP)pen une suite convergente d’éléments de (Ozx). Il nous suffit d’établir
en toute généralité que la limite L = (¢1,43) de cette suite appartient a (Oxz) pour
pouvoir affirmer que (Oz) est fermé.

Si pour tout p € N, (zp,yp) = XP, le fait que (XP)pen soit une suite convergente
vers L signifie que les deux suites numériques (zp) et (yp) sont convergentes
respectivement vers £; et £5.

Mais le fait que (XP)pen soit une suite d’éléments de (Oz) signifie que pour tout
p € N, on a yp = 0. La suite (yp) est donc formée de termes tous nuls, elle converge
donc vers 0, et on a {3 = 0.

Or, c’est justement la condition dont on a besoin pour pouvoir affirmer que
L € (Oxz).
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On a établi que (Ozx) est un fermé.

2. a) Un résultat classique de géométrie du plan est que la distance (euclidienne)
d’un point X = (z,y) a la droite D : az + by + ¢ = 0 est égale &

laz + by + |

VETE
et que cette quantité est le minimum de la distance entre X et un point M de
la droite ; on sait de plus que ce minimum est atteint en un unique point qui est
le point K, projeté orthogonal de X sur la droite D, donc on a pour tout point
MeD,

r= dz(X D)

do(X, M) 2 do( X, K) = .
Soit U le complémentaire de la droite D ; on va montrer que U est un ouvert.

Soit X = (z,y) € U. Puisque X ¢ D, on est stir que az + by + ¢ # 0, et donc

r #0.
lax + by + ¢
Montrons que Ba(X,r), boule ouverte de centre X, de rayon r = ————
e Ba(X,7) Y 0

est incluse dans U.

Soit Y = (2,t) € B(X,r). Pour établir que Y est dans U, il suffit d’établir que la
distance de Y & la droite D est non nulle.
Or, si H est le projeté orthogonal de Y sur D, on a

laz + bt + ¢|
Va2 + b2

Mais grace a la deuxiéme inégalité triangulaire, on a

da(Y, D) = =dy(Y,H) = Y — H|2

IY=Hllz = (X-H)+{ -X)ll2 > | |X-Hll2= Y =X|l2| > | X —Hll2—[[Y = X[|2.

Or, | X —H|2=d2(X,H) > do(X,K) =7 puisque H € D.
D’autre part,on a |[Y — X|lz <7 puisque Y € Bz(X, ).
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Onadonc —||Y — X|l2> —retdo(Y,D) 2 | X —H|2—||Y = X|2>r—7r=0.
On a montré que d2(Y, D) # 0, donc Y & D et U est bien ouvert, ce qui achéve la
démonstration que D est un fermé.

2.b) Soit (XP)pen une suite convergente d’éléments de D. Nous allons établir en
toute généralité que la limite L = (41, £2) de cette suite appartient & D, ce qui
nous permettra d’affirmer que (Oz) est fermé.

Si pour tout p € N, (zp,yp) = XP, le fait que (XP)pen soit une suite canvergente
vers L signifie que les deux suites numériques (zp) et (yp,) sont convergentes
respectivement vers ¢; et £s.

Mais le fait que (XP)pen soit une suite d’éléments de D signifie que pour tout
p €N, on a azp + byp + ¢ = 0. Posons wy, = azp + by, + c. Cette suite dont tous
les termes sont nuls a forcément pour limite 0. On peut donc écrire

pgrfoo azp+byp+c=0

Mais les suites (zp) et (yp) étant convergentes, les régles élémentaires d’opérations
sur les limites de suites permettent d’affirmer que

lim az,+byy, +c= a(pgr_'poo mp) + b(pgr-ll:loo yp) +c=aly +bly+c

p—+00

Onadoncaly +bly+c=0et LeD
On a établi que D est un fermé.

CHAPITRE 2

2. Solutions des exercices sur fonctions vectorielles et courbes para-
métrées

Exercice 2.1.

t) =t —sint
{x( ) s (voir p. 40)
y=1—cost

La courbe obtenue s’appelle une cycloide. C’est la trajectoire d’un point extérieur
& une circonférence qui roule sans glisser.
On a vu que le domaine d’étude pertinent est [0, 7] et qu’ensuite, on pourra
compléter par symétrie, puis par translation. (L’ensemble de définition est bien
str R.)

Z't)=1—cost>0 4/(t)=sint>0 (pourte€ [0,7])

d’oll le tableau de variation sur [0, 7] :
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t [0 T
()0 +
0
2
0
y'(8)[0 + 0

On s’apercoit de la présence d’un point stationnaire en ¢t = 0.

Etude du point stationnaire

On doit déterminer les valeurs en 0 des dérivées successives de z et de y en 0. Pour
cela il existe deux méthodes également praticables ici : les développements limités
ou le calcul des dérivées successives. Nous prendrons cette deuxieme méthode car
ici c’est tres facile :

2" (t) = sint;z(®) () = cost;y”(t) = cost;y®(t) = —sint;
2"(0)=0; z®0)=1; y"(0)=1; y®(0)=0.

f"(0) = (0,1) et f@(0) = (1,0) ne sont donc pas colinéaires, donc avec les
notations du cours, p = 2 et ¢ = 3 : la courbe présente en son point correspondant
a t =0, c’est-a-dire & ’origine, un point de rebroussement de premiere espece. La
tangente en ce point est dirigée par f”(0) = (0,1) = 7, et pour ¢ > 0, la courbe
« repart » du coté de f®)(0) = (1,0) = .

Autres particularités de la courbe

On peut noter une tangente horizontale en ¢t = 7, au point (7, 2).

C’est & peu preés la seule chose remarquable de cette courbe dont l'intérét résidait
essentiellement dans le raisonnement lors de la réduction du domaine d’étude.
Voici maintenant ’aspect de cette courbe. '

A - - - =

-2n -5 -4
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o) = s

Exercice 2.2. 2
t) = —.
v =7

L’ensemble de définition de la fonction & valeurs dans R? que ’on étudie est
I'intersection des deux ensembles de définition de z et de y; c’est donc R\ {-1,1},
y n’a pas de parité ou périodicité particuliére, donc bien que z soit une fonction
impaire, on ne peut pas réduire ’intervalle d’étude.

, —t(2t) —t*-1 L 2(t4+1) -t t(t+2)
(t)— ( —1)? _(t2—1)2<0 v = t+1)2  (t+1)2

y'(t) est du signe de t(t + 2), on peut donc faire le tableau de variation.

i —o00 -2 -1 0 1 +o00

z'(t) - - — - -
O\Z, +oo\1 +
z(t) z \

43\‘ —oq \ —oq| . 0

14 + +o0
y(t) / \ \ /1”*2/
y'(¢) + - - + +

Les limites de = et de y sont toutes tres simples & calculer.

Ce tableau montre que la courbe admet ’axe des ordonnées comme asymptote
verticale pour t — +oo (zx — 0 et y — 00) et la droite d’équation y = 3
comme asymptote horizontale, pour ¢t - 1 (x — oo et y — %) D’autre part,
on constate qu’il y a une branche infinie & étudier pour ¢t - —1, puisque z et y
tendent simultanément vers I'infini. On remarque des tangentes horizontales pour
t = —2 et t = 0, respectivement au point de coordonnées (—— —4) et au point de
coordonnées (0, 0).

Etude de la branche infinie.

On calcule
t2
Y EH1
(t — 1)(t + 1)

On calcule ensuite
t2 4 t t—t2-2t  t(t—2)
t+1 C(E—DE+1) (E-DE+1) t—1 to1

, 3
)

y—2z=
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On peut donc affirmer que la droite d’équation y = 2z — —g— est asymptote oblique
a la courbe.

On étudie alors la position relative de la courbe et de 'asymptote oblique et pour
cela on étudie le signe de

3 _t(t—2) 3 _ 2*—-4t+3t-3 (¢+1)(2t-3)
o= :

Al) =y-(2z - 3) =y-22+5 = —— 2t—1)  2(t-1)

Le signe de A(t) se détermine suivant les valeurs de ¢ avec un simple tableau de

-3 5
signe. Mais au voisinage de t = —1, 23 est proche de 7 donc positif, et A(t) a

t
2t
donc le signe de £ + 1, ce qui fait que si { > 1 , on peut affirmer que la courbe est
au-dessus de I'asymptote (et en haut, a droite de la figure, puisque z et y tendent
vers +o00 , alors que si {t < 1 , la courbe est au-dessous de I’asymptote (et en bas,

a gauche de la figure, puisque z et y tendent vers —oo).

Il n’y a pas de point singulier, puisque z’ et 3’ ne s’annulent pas simultanément
(en fait 2’ ne s’annule jamais.)

Mais une premiére esquisse de la courbe montre la présence d’un point double
que nous allons déterminer. Il y a point multiple lorsque pour ¢; # t2, on a :

t1 l2
{:L'(tl) =a(ta) -1 Z-1 {tltg—tl =tpt2 —ty
y(t1) = y(t2) t2 g t2tg + 12 = t3t; + £3
ti+1 ta+1
— { (t2—t1)(t1t2+1) =0 { P=-1
(t1 —t2)(tita+t1 +t2) =0 S=-P=1.

Dans ce calcul, on s’est permis de simplifier par (¢; — t2) puisqu’on cherche ¢;
et tg vérifiant t; # tp; d’autre part, on a posé S = t; + t2 (S comme somme) et
P = tjta (P comme produit).

t; et t2 sont donc les deux solutions réelles de ’équation du second degré :

P—t—-1=0 < 2=t+1 < t=t>—1.

Pour t = ¢; ou t = t2, dans ’expression de z(t) comme dans I’expression de
y(t), le numérateur et le dénominateur sont égaux, donc le point double a pour
coordonnées (1,1).

Nous nous sommes ainsi dispensés de calculs fastidieuz : les valeurs {-1—‘%5, 1:25}
de {t1,t2} (il s’agit des « nombres d’or ») auraient été compliquées d manier.
On cherche les tangentes aux points particuliers : déterminons en ce point double
les deuz tangentes. On pourrait bien siir travailler avec des valeurs approchées
pour estimer z'(t;) et y/(¢;) pour ¢ € {1,2}, mais nous allons exposer ici une
méthode exacte relativement simple pour ce calcul.
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Tout d’abord, dans la suite, pour alléger les notations, nous poserons ¢ = t; pour
i valant 1 ou 2, et t' désignera lautre ¢;, avec j # 4. Le coefficient directeur de Ia
tangente en t & la courbe est

_y@) _tE+2)¢-1)° _ (#+2)(*-2t+1)

() —t2-1 t2+1

On utilise alors que 2 = t + 1 autant de fois que nécessaire, puis on multiplie
numérateur et dénominateur par (¢’ + 2).

_(Bt+1)(=t+2) —3t*+5t+42
t+2 B t+2
=2t +1 (Y +2)(-2t+1) —2P—4t+t'+2

t+2 W +2t+t¢)+4  P+2S+4

Puisque P = —1 et S = 1 sont connus, on a aussi t' =1 —t donc

_2—4t+(1—t)+2  -5t+5

= =1—-t=t.
—142+4 5

Finalement, une des tangentes est de coefficient directeur M ~ 1,618, 'autre

1= ‘/_ —0,618. Remarquons que le produit de ces deux coefficients directeurs est
P = —1 de sorte que les deux tangentes en ce point double sont perpendiculaires.

On peut aussi chercher & localiser avec précision les points d’intersections de la
courbe avec les asymptotes. Pour cela on résout d’une pa.rt y = % = t= % ;
on reporte dans ’expression de x et on trouve a:(— ) = % : la courbe coupe
Pasymptote horizontale en (%, 3).

D’autre part, le calcul qu’on a fait pour déterminer la position relative de la
courbe et de ’asymptote oblique permet de déterminer les points d’intersection
de la courbe et de cette asymptote sans nouveau calcul (sinon, on résoudrait

t+1)(2t—3
y = 2z — 3). Puisque y(t) — (2z — 3) = A(t) = (—-;(T)(—T)

est nulle pour ¢ = —1 (mais ce n’est pas une valeur acceptée de I’ensemble de
deﬁmtlon) et pour t = 3 de sorte que c’est pour seulement pour cette valeur
t= § que la courbe rencontre l’asymptote oblique. Le point de rencontre a pour
coordonnées (z(3),y(3)) = (5, 10) = (1,2;0,9); on peut vérifier qu’on a bien
2x1,2-15=2, 4 1,5 =0,9 : c’est bien un point de I’asymptote oblique.

, cette quantité
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Sur la figure, le sens de parcours est indiqué.

8t e B
ry1 YT @2

Exercice 2.3. z(t) =

Ici, x et y sont définies sur R; il est impossible de réduire le domaine d’étude,
bien que z soit impaire.
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(2 +1)—¢t(2t)  8(1—1t?)

l = pr—
S = 2E TP - @ 2B+ DR _ (41D - (2t = 1))
(t2 + 1)4 (t2 + 1)3
_ 8(=3t*+2t+1)
@+ 1)
z' s’annule pour 1 et —1 et y’ s’annule pour 1 (racine « évidente ») et —- s le

coefficient dominant des trinémes du numérateur de ces deux fonctions etant
négatif, elles sont négatives a ’extérieur de leurs racines et on a le tableau de
variation suivant.

t —00 -1 -1/3 1 +00
} t il
x(t) - 0 + | + 0 -
| [ [
0 [ [ / 4
| [ |
x(f) \ | -12(5 |
7 :
\ ! ! ]
[ |
y® |5 | / | \
| \—21‘7/5 ! 0
y'(®) - I - 0 + 0 -
| | |

Ce tableau indique clairement qu’il n’y a pas de branche infinie : méme & ’infini,
on a un point limite (0,0), ou 'on étudiera la tangente, mais ce n’est pas une
branche infinie.

En revanche, il y a un point singulier pour ¢ = 1, et nous allons étudier la nature
de ce point singulier. D’autre part, il y a une tangente verticale en (—4,3) et une
tangente horizontale en (—2,4; —5,4).

Etude du point singulier.

Pour ce type de fonction, les calculs de z”(t),y”(t), " (t),y"(t),... seraient
épouvantables, et il faut absolument éviter de se lancer dans de tels « travaux
forcés ».

En revanche, puisqu’on a seulement besoin des dérivées successives en 1, on va
calculer le développement limité de = et de y au voisinage de 1. Pour cela, on pose
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t =1+ u (pour se ramener en 0) et on a :

() =z = 8(1+u) = 8+8u
T 14w+l 2+ 2u+u?
8(14+u)—4 4+ 8u 4+ 8u

t)=y = = = .
vt =y (A+uw)?2+1)2 (2+2u+u2)? 4+ 8u+8u2+4ud +ul

Pour continuer, on effectue la division selon les puissances croissantes des numéra-
teurs par les dénominateurs, a 1’ordre 3 et on obtient

8+ 8u = (24 2u + u?)(4 — 2u® 4 2u3) + (—2u? — 2u°)
44 8u = (4 + 8u + 8u? + 4u® + u*)(1 — 2u? + 3u®) + (—9u? — 16u5 — 10u°® — 3u7);

en fait, on n’était pas du tout obligé de conserver les termes de degré 4 et plus
dans les restes puisqu’on écrit, maintenant :

z(t) = z(1 +u) = 4 — 2u® 4 2u® 4 u3e; (u)
y(t) = y(1 +u) = 1 — 2u® + 3ud + uey(u) avec li_r)% €i(u) = Opour i = 1,2
U

Ceci est le développement limité & ’ordre 3 de z et de y au voisinage de 1, et
on a donc z(1) =4; y(1) =1; 2/(1) = /(1) = 0 (on savait déja tout cela), mais
surtout, ce qui est plus intéressant :

"(1)=-4=y9"(1) ; 2"(1)=12, y"(1) =18

2 3

(Taylor-Young dit que f(zo+h) = f(zo)+hf (zo)+ % F"(zo)+ % F" (w0) +h3e(h)
Il ne faut pas oublier les dénominateurs). ' '

Puisque (—4, —4) et (12,18) ne sont pas proportionnels, on sait qu’en 1 la courbe
présente un point de rebroussement de premiére espéce, que la tangente est dirigée
par (z(1),y"(1)) et que pour ¢ plus grand que 1, la courbe est le long de cette
tangente, bien siir, mais du c6té du vecteur (z”’(1),3”(1)). Sur le dessin, on ne
représentera pas forcément ces deux vecteurs s’ils sont trop longs, mais on dessinera
des vecteurs proportionnels de méme sens qui ont une longueur représentable.

Tangente au point limite (0,0) (pour ¢ — 00)
On étudiera la limite pour ¢ — oo du taux d’accroissement
;e yt)—0  8t—4
T z(t) -0 8t(t2+1)

Il est clair que cette quantité tend vers 0 pour ¢ — £o00. On peut conclure que
la tangente & la courbe en ce point limite est horizontale (elle a un coefficient
directeur égal & 0). On peut remarquer sans aucun calcul, en observant simplement
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les variations de y et de z, que ce point limite est un point d’inflexion : la courbe
« traverse » sa tangente en ce point limite.

Intersection avec les axes : il suffit de résoudre x = 0 d’une part pour avoir
Pintersection avec ’axe des ordonnées et y = 0 d’autre part pour avoir I'intersection
avec I’axe des abscisses.

On trouve que la courbe coupe I’axe des ordonnées pour ¢ = 0, au point (0, —4),
la tangente en ce point étant dirigée par le vecteur (z/(0),%'(0)) = (8,8).

La courbe coupe ’axe des abscisses pour ¢ = % au point (15—6, 0), la tangente en ce
point est dirigée par le vecteur (z'(3),%/(3)) = (3£, %2) qui est colinéaire & (3,4).
N’oublions pas que le point limite, pour ¢ — 0o est aussi sur les axes, puisqu’il est
a origine.

Le sens de parcours est indiqué sur la figure ; au point de rebroussement, le vecteur
dessiné en trait plein est proportionnel et de méme sens que (z”(t), 4" (t)), et celui
en pointillés est proportionnel a (z"(t),y" (t)) et de méme sens.

A

) 1
/
/
| %l
f 1 2 / a
Exercice 2.4. z(t) =2cost+cos2t ; y(t) = 2sint —sin 2¢

Les fonctions x et y sont définies sur R ; elles sont également 27-périodiques, et =
est paire alors que y est impaire. On étudiera donc cette courbe pour ¢ € [0, 7]
puis on complétera par symétrie par rapport & 1’axe des abscisses.

On a z/(t) = —2sint — 2sin 2t et y/(t) = 2cost — 2cos 2t. Pour t € [0, 7], z'(t)
s’annule lorsque

t=-2t+k2nm
sint = sin(—2t) < ou (kez).
t=m+2t+ k27
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Les seules valeurs de ¢ qui conviennent dans ’'intervalle d’étude sont 0, %" et .
Entre ces valeurs, par continuité, on est siir que z’ garde un signe constant, et en
calculant par exemple z'(5) = —2 < 0 et o’ (%") =2 —1+/2 > 0 on connait le signe
de z'.

{ =2t + k27
De méme, y'(t) =0 <= cost =cos2t < ou (keZ)

t= -2t + k2w

Sur l'intervalle d’étude, seules conviennent les valeurs 0 et %”, et puisque ¢/(§) =
2>0ety (%”) = —/2 < 0 le signe de gy’ est déterminé.

On peut donc dresser le tableau de variation.

t 0 2m/3 T
Xt 0 - b + 0
|
3 | -1
|
x(r) |
s
33/2
¥(t) / : \
0 I 0
vy |0 + 0 -
|

Ce tableau montre l’existence de deux points singuliers, pour ¢ = 0 et pour
t =27/3. Il y a aussi une tangente verticale pour ¢ = 7. Il n’y a pas de branche
infinie.

Etude des points singuliers

t = 0 : La méthode des développements limités peut s’appliquer facilement :

Un développement limité & ’ordre 3 de z et de y s’écrit :

z(t) = 2(1 — ﬁ)+ 1- (22—? +3e1(t) = 3 — 3t% + t3¢, (t)

i) =2t - = - (- (2 )3)+t362()—t3+t3€2(t) limei(t) =0 (i=1,2)

Ce développement limité confirme que pour ¢ = 0, le point correspondant est
en (3,0), que c’est un point stationnaire, et précise que (z”(0),%”(0)) = (—6,0)
et (z"(0),y"(0)) = (0,6). Ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, on est sir
d’avoir affaire 4 un point de rebroussement de premiére espéce, dont la tangente
est dirigée par (—6,0), et telle que pour ¢ > 0, on est du c6té de (0, 6).
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En fait, il se trouve que les variations de = et y, ainsi que la symétrie de la courbe
par rapport d l'aze des abscisses ne laissaient pas beaucoup d’autre choiz que
celui-ci pour la nature du point singulier ent =0 (la seule autre possibilité étqit
un point « ordinaire » avec tangente verticale).

t=2
On pourrait faire un développement limité de z et de y au voisinage de %”, mais
ici ces fonctions sont faciles a dériver plusieurs fois, alors que le changement de
variable ¢t = %” + u semble plus lourd & manier. On a

z"(t) = —2cost —4cos2t  z''(t) = 2sint + 8sin 2t
y"(t) = —2sint +4sin2t 3" (t) = —2cost + 8 cos 2t

Pour t = %",

g"(%) = —2cos % —4cos T =1+2=3

”’( )—21n2?+8s1n?—\/_ 4/3=-3V3

”(%) = —2sin & 3 +4sin 3 dr — _\/3-2V/3=-3V3

2T 4dT
”'_=_2 — —=1—-4=-—
y(3) COS3+SCOS3 3

Nous trouvons que (z”(%F),y" (%)) = (3, —3v/3) et (=" (%), v (%)) = (—3v/3,-3).
Comme ces vecteurs ne sont pas colinéaires, la courbe présente au point singulier
(:c(%ﬂ),y(%")) = (-3, 342@) un point de rebroussement de premiére espéce, avec
une tangente dirigée par le vecteur (3, —3+/3).

Remarquons que ce vecteur est colinéaire au vecteur O_JV} = (—%, 342@), donc la
tangente passe par 1’origine du repeére. De plus pour ¢ légérement plus grand que
2% la courbe se trouve du coté de (—3v/3,—3).

Intersections avec les axes
Onay(t) =0 < 2sint(l —cost) =0 < (sint =0 ou cost= 1). Pour

t dans l'intervalle d’étude, ceci n’a lieu que pour ¢ = 0 et ¢ = 7 et on savait déja
que pour ces points, la courbe coupait I’axe des abscisses.

-1++3

z(t) = 0 <= 2cos?’t+2cost—1 =0 <= cost = — seule la

valeur pour ¢

est entre —1 et 1, donc z(t) =0 <= t = arccos
dans l'intervalle d’étude. Le point d’intersection avec 1’axe des ordonnées a pour
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ordonnée

2
y = 2sin arccos \/52_ 1(1 — \/52_ 1) =(3- \/g)\J 1— <\/§— 1)

2

=(3- f)\/ 3+2‘[ =(3- \/_)j___l 17995968.

La tangente en ce point pourrait étre déterminée exactement, mais ce type
d’exercice est assez vain, et nous nous contenterons des valeurs approchées
qui peuvent étre obtenues & la calculatrice. z'(arccos 3@) ~ —3,2237,
¥/ (arccos Y3=1) =~ 2,1962.

Pour le tracé, ne pas oublier de compléter par symétrie. Le sens de parcours est
indiqué sur la figure; aux points de rebroussement, le vecteur dessiné en trait
plein est proportionnel & (z”(t),y”(t)) et de méme sens, celui en pointillés est
proportionnel & (z"(t),y"(t)) et aussi de méme sens.

3

Remarque : La courbe obtenue semble étre invariante par rotation d’angle %",
de centre O. Il est possible de le démontrer : pour cela, on va établir que 'image
par cette rotation d’un point M (t) de la courbe coincide avec le point M (¢ + %")
de cette méme courbe.

L’image d’un point M = (z,y) par la rotation de centre O et d’angle est le

point M = (X,Y) avec
2 —z y\/g

X =cosF T — sin && 3 Y=—"7—
Wiy

Y =sin2X m+coszg‘y= 5
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Pour M = M(t), on a z = z(t) = 2cost + cos 2t et y = y(t) = 2sint —sin 2t de
sorte que l'image M (t) a pour coordonnées

—(2cost + cos2t) — (2sint — sin 2¢)v/3

X =

_ (2cost + cos 2t)\/.‘.’?— (2sint — sin 2t)
B 2

Or, le point M (t + %") a pour coordonnées

Y

2 4
(t + —;—) = 2cos(t + 2%) + cos(2t + %)

_ —2cost — 2sinty/3 — cos 2t + sin 2tv/3
- 2

4
) — sin(2t + ?ﬂ)

2 2
y(t + ?ﬂ) = 2sin(t + %

_ —2sint + 2costy/3 + sin 2t + cos 2tv/3
= 5 )

On constate, en comparant les expressions leurs coordonnées, que M'(t) = M(t +
%"), ce qui achéve cette démonstration.

z(t) = cos®t + In(sin t)

y(t) = 2sintcost = sin 2¢

Domaine d’étude

La fonction x n’est définie que si sint > 0, et z et y sont clairement deux fonctions
2m-périodiques, donc on peut déja se limiter & ]0, 7, mais, on constate que

Exercice 2.5. {

z(m —t) = z(t) alors que  y(m —1t) = —y(t)

Les points M(m — t) et M(t) sont donc symétriques par rapport & 1’axe des
abscisses (voir figure (2.2) p. 39, car la situation est analogue).

On peut donc se contenter d’étudier cette fonction vectorielle sur |0, 7] = I, puis
compléter la courbe par symétrie par rapport & 1’axe des abscisses.

Variations
t 1
z'(t) = —2costsint + C.i = cost (—2 sint + —)
sint sint
_cost(l —2sin®t) _ cost cos(2t)
o sint - sint

' (t) = 2 cos 2t.

cost=0 <= t=7
Pour ¢ €]0,%],on a 2'(t) =0 < ou 2
cos2t =0 < t=7
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cos 2t
, et, tant étant positif dans I, z'(t) est

D’autre part on peut écrire z'(t) =
du signe de cos 2t, donc z'(t) > 0 pour ¢ <  (car cos est décroissante sur ]0, 7],
intervalle décrit par 2t lorsque ¢ décrit I).

y/ a clairement le méme signe que z’.

On peut donc dresser le tableau de variations. Toutes les valeurs et les limites
sont évidentes & calculer.

t 0 /4 /2
t
x() + ? - 0
(1-1p2)2

|

x(t) / |

y(t) /
0

y'® +

\0
1\0

|
|
|
|
|
|
[l
0
|

La lecture de ce tableau révele la présence d’un branche infinie en ¢t — 0, et d’un

point stationnaire en t = %-

La branche infinie est évidente, il s’agit d’une asymptote horizontale d’équation

y=0.

Etude du point stationnaire (¢t = D

Pour éviter de calculer des dérivées successives compliquées, nous allons utiliser
des développements limités pour z. Comme c’est en 7 que se situe notre étude,
il nous faut faire un changement de variable pour nous ramener en 0. On pose
t=7%+h. On a donc

z(t) = cos®(Z + h) + Infsin(% + h)]

2
= (cos ’Z' cos h — sin % sin h) +In (sin % cos h + cos 7 sin h)

z(t) = %(1 —sin2h) — 11172 + In(cos h + sin h).

en utilisant les développements limités au voisinage de 0 de sin et cos & ’ordre 3,
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puisledl.deln:Ilnu=u— “2—2 + %3 + o(u?), on obtient

_ o — @N° 3 2 3
a:(t):1 21n2— 62+O(h)+ln 1—%+h—%+o(h3)
1—1In2 2 h2 K3 h2—h® A8
= 2 —h+§h3+(h—7—g)—T+?+0(h3)
1-In2 1 1 2 1 1 1
= D) +h(—1+1)+h2(—§—'2')+h3(§—6+§+§)+0(h3)
2(t) = 1n2 L §h3 + o(h3).

Comparant avec la formule de Taylor-Young correspondante, on obtient z(F) =
=2, /(%) =0 (on savait déja tout cela); z”(§) = —2; z"(§) =8.

Les calculs de dérivées successives de y sont, eux, tres simples, et on trouve
y'(5) = —4 et ¥ (§) = 0, de sorte que f"(§) et f"(%) ne sont pas colinéaires,

et p = 2, q = 3. En son point A = (=2 =i, 1) (0, 1534 1) correspondant au

paramétre 7, la courbe admet un point de rebroussement de premidre espéce. La

tangente & la courbe y est dirigée par (et du coté de) f(§) = (-2, —4), et pour

t > 7, la courbe est du coté de f(F) = (8,0), c’est-éu—dire a droite.
Autres points remarquables
Au point (0,0), correspondant au paramétre 7, la tangente est verticale; c’est
clairement le seul point d’intersection avec ’axe des abscisses.
Il y a un point d’intersection avec ’axe des ordonnées, car le théoreme des valeurs
intermédiaires montre que = s’annule une fois entre 0 et 7). L’équation z’(t) = 0
n’est pas résoluble algébriquement, mais on peut numériquement trouver que la so-
lution de cette équation est tp ~ 0,467 620 6496, et que y(tp) ~ 0,804 7423425. Le
point B = (0, y(to)) est le point d’intersection de la courbe avec ’axe des ordonnées.
La tangente en ce point est dirigée par f/(to) ~ (1,175548 958; 1,187 248 52).
On trace maintenant la courbe en utilisant tous ces éléments. Il ne faut pas oublier
de compléter par symétrie. Le sens parcours est indiqué.

Yy

1+ ————
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. 3t 3t—1
Exercice 2.6. z(t) = a=ue ; y(t) = A=
L’ensemble de définition est R \ {1}, et il n’y a pas de symétrie évidente, de sorte
que ’étude doit étre faite sur la totalité de I’ensemble de définition.

Variations.
Pour faciliter le calcul des dérivées, il est astucieux de décomposer = et y en
éléments simples :

sy = H=3+3 _
t 3&322 G—? t_?
v =g = -3 t-12
6 3 —6—-3t+3 t+1
(t) = - - =31
R e N
y'(t) = + =

(t-1)* @—U3 (FJV G

On en déduit le tableau de variation

t - -1 0 1 +
x(t) - ? + : + -
| [ +oo
| |
x(1) \ | 0/ \
$4/': 0
| | 0
() \ | / /
Y 12 [
Y oo
y'(t) - I - 0 + +
[ |

Les limites étaient toutes évidentes.

L’examen de ce tableau de variation nous permet de constater qu’il n’y a pas de
point stationnaire, mais qu’on étudiera un point limite, et une « vraie » branche
infinie.



320 SOLUTIONS DES EXERCICES

Etude du point limite (t = F00)

Too = lim z(t) =0
On pose naturellement tooo et on calcule :
Yoo = lim y(t) =0
t—+oo

3t—1
Y(t) — Yoo _ y(t) G0 =) 3t —1 ' 0
T(t) — Too  z(t) 3ty = t) T 3t(1—t) totes

Nous pouvons donc affirmer que la courbe admet au point limite O = (0, 0) une
tangente horizontale.

Etude de la branche infinie (t — 1+)

On calcule la limite du méme rapport % (n’oublions pas qu'il vient d’étre calculé) :

y(t)  3t—1 .
z(t) ~ 3t(1—t) t-1+ Foo

Nous pouvons donc affirmer que la courbe admet pour ¢ — 1+, une branche
parabolique, dont la direction asymptotique est verticale. En tenant compte des
signes et du tableau de variation, on s’apercoit que pour ¢ — 1—, la courbe
« monte » vers la droite, alors que pour ¢ — 1+, le point mobile revient d’en bas,
sur la droite.

Autres particularités

Le tableau de variation montre une tangente horizontale en A = (0,~1) (¢t =0)
et une tangente verticale en B = (—0,75; —0,5) (t = —1).

L’axe des ordonnées est coupé pour ¢t = 0 en A, et I’axe des abscisses est coupé
pour t = § en C = (z(3),y(3)) = (2,25;0).

La tangente en C' est dirigée par le vecteur f’(%) = (13,5;10,125) = 6,75(2;1,5)
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Nous pouvons & présent tracer la courbe.

Le dessin suggeére deux études supplémentaires : I'une (celle qui était demandée)
consiste & montrer que la droite horizontale A : y = —% est axe de symétrie;
Pautre étude consiste & déterminer les points doubles, puisque sur la figure, il y
en a clairement un.

Etude de la symétrie

Il est tres difficile de faire cette étude sans la figure. Nous voyons que le point
O = M, et le point A = M(0) sont symétriques. La transformation 0 < oo
naturelle est t <> % Montrons que M(t) et M (%) sont des points symétriques par
rapport & la droite A, ceci quel que soit . On a

3% 3t
o) = oy = (tf 3z = =0
ol = 3g-1 _B-ptd 32 —t*
Yo-gp t-1° (-1

Il est tres clair que :1:(%) = z(t), mais pour les ordonnées c’est un peu plus
compliqué. On doit montrer en fait que y(t) + y(}) = —1. Donc nous allons faire
ce calcul

-1

3t—1 3t2—t2 Bt+1+32—-13  B3-32+3t-1
1-t B

1
y(t)+y(3) = TEDEE t—1)° - -1

La droite A est donc bien axe de symétrie de la courbe.
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Etude des points multiples
On cherche & résoudre, sous la condition ¢ # t/, le systéme

3t 3¢’

1—6)2  (1—t)2
(8) = (3t—% (3t'—%

1—t)8  ([1-¢t)3

3t(1— 2t +12) = 3t'(1 — 2t + %)

(3t —1)(1 — 3¢’ + 3t"2 — /) = (3t/ — 1)(1 — 3t + 3t2 — %)
3t—t)+3tH' —t)=0

= { 3(t—t)+3(t —t)+ ' —t) —3(t? —t?)
=3tt'(t? —t3) + (3 -3 =0

t' =1
I —t) —6(t' —t)t+t)+({ —t)(t?2+t't+t2) =0
tt'=1=P
9-6S+(S2-P)=0
o [ t=1=P
S?2-6S+8=0

On obtient donc deux systémes : sachant que P = 1 toujours, on peut avoir S = 2
ou S =4.

t et t’ sont donc les deux racines soit de I’équation (1) 72 — 27T + 1 = 0, soit de
’équation (2) T2 —4T +1=0.

(1) ne convient pas, en effet, d’'une part la seule racine est double (et on cherche
t # t'), et d’autre part cette racine est en dehors de I’ensemble de définition.
Les solutions de (2) sont t; = 2 ++/3 et to = 2 — /3. M(¢1) = M(t2) = D est
donc le seul point double de la courbe.

Pour I’abscisse de D, pensons & utiliser que pour i € {1,2}, on a 2 = 4¢; — 1.
3t; _ 3t; 3

—_———— = =-=15
t%—?t,;-l—l 2t; 2

z(ti) =
L’ordonnée de D est forcémen —% pour des raisons de symétrie. En effet, on a
d’une part M(t1) = M (t2), et d’autre part, puisque tijtg = P =1, to = %, donc
M(t1) et M(t2) sont symétriques par rapport & A. Un point n’est égal & son
symétrique que s’il appartient & I’axe de la symétrie, donc D € A est y(t;) = —%'

Exercice 2.7. z(t)=e' —t ;  y(t) =13+ 3%
L’ensemble de définition est clairement R et il n’y a pas de symétrie apparente.
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Variations

Pt)=e -1 ; 9/(t) =3t +6t.

z'(t) est clairement du signe de ¢, alors que y/(t) est positif & 1'extérieur de ses
racines —2 et 0, d’ou le tableau de variations.

t —00 -2 0 +0o0
| |
X I( t) - | - Q +
| |
+\ : : e
x(?) 247 [ /
| \ 6
| |
4 ! +oo
| |
() | |
_ [ )
A 0) + 0 - 0 +
| |

Les limites sont toutes évidentes, sauf peut-étre celle de z en +00, ou on utilise la
prédominance de I’exponentielle sur un polynéme.

Sur ce tableau, nous voyons qu’il faut étudier un point stationnaire pour ¢ = 0,
en A = (1,0) et les branches infinies pour ¢ — +o0.

Etude des branches infinies
Ici, nous sommes obligés de séparer ’étude en +oo et celle en —oo, car e
comporte pas de la méme fagon.

t ne s’y

Pour ¢t - —o0, on a

t 3 2
& P ﬂ ~ _t2 — —00.
z(t) et—t t——o0
La courbe admet donc une branche parabolique dont la direction asymptotique
est verticale, pour ¢ - —oo0.

Pour ¢ = 400, on a
y(t)  3+32 ¢
z(t) e —t et totoo

La courbe admet donc une branche parabolique dont la direction asymptotique
est horizontale, pour ¢t — +o00.
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Etude du point stationnaire.
Les dérivées successives sont ici trés faciles & calculer.

() =t =2"(t) = a:(4)(t) =...
Y'(t)=6t+6; y"(t)=6; yP(t)=0=...

On a f”(0) = (1,6) # (0,0), donc p = 2, mais f”(0) = (1,6) est colinéaire 3
f"(t) (il lui est méme égal). C’est pour cela qu’on a été obligé de continuer les
calculs de dérivées. On a ¢ > 3. Comme f®¥(0) = (1,0) n’est pas colinéaire 3
f"(0), on a g = 4 et la courbe présente en A, pour le parameétre ¢t = 0, un point
de rebroussement de seconde espéce.

La tangente en ce point est dirigée par (et du coté de) f”(0), et se situe du c6té
de f®(0), c’est-a-dire & droite de ce vecteur.

Une question difficile que 1’on peut se poser est de positionner 1’'une par rapport
a lautre au voisinage du point stationnaire la branche « arrivante » (¢ < 0) et
la branche « repartante » (¢ > 0). On peut remarquer que pour tout ¢ > 0, on a
y(t) > y(—t). Le point M(t) est donc au-dessus du point M(—t). C’est un indice
trés net que la branche « repartante » est au-dessus de la branche « arrivante ».
Nous admettrons que c’est le cas, mais soyons conscients que nous ne I’avons pas
démontré.

Autres particularités

Il y a une tangente horizontale au point A = M(—2) = (2 +e72,4) ~ (2,135;4).
L’axe des ordonnées est coupé au point correspondant au parameétre ¢ = —3, donc
en B = (3+e73,0) ~ (3,050;0).

La tangente en ce point est dirigée par le vecteur f/(—-3) = (e73—1;9) ~
(—0,950;9).

On peut maintenant tracer la courbe.
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Exercice 2.8. z(t) =& + 313+ 6t2+ 4t ; y(t) =& — 662 — 16t.
L’ensemble de définition et d’étude est R.

Variations

() =283+ 92 + 12t +4 = (t+2)(2t2 + 5t +2) = (t+2)%(2t + 1) (-2 était
racine « évidente »)

YA) =t —12t—16=(t+2)(t? -2t —8) = (t +2)%(t—4)  (idem)

D’ou le tableau de variation :

t —00 -2 -12 4 +00
1 T ]
x’(t) b 0 - o + | +
| | ]
+00 I | | +00
T~ | | /
x() ) ~ [ 432
: -27/:32 — !
+00 | | | +00
g | 417164 [
I | \96
t t T
YO - 6 - - 0 +
| | ]

On constate sur ce tableau qu’il faut étudier les branches infinies pour ¢ — o0

et un point stationnaire pour ¢t = —2 en A = (0,12).
Etude des branches infinies (¢t — +00)
Ona: \
y(t) & — 612 — 16t 1
2(t) B 4 3634 612 + 4t t¥0 2

On calcule alors

(t)—lm(t)—ﬁ—6t2—16t—l Eﬁ+31t5‘+6t2+4t
Yt =1y 2\ 2

3.3 g2 __33 3
'—'it — 9Ot —18t——§t +O(t)m:FOO

La courbe admet donc deux branches paraboliques, de direction asymptotique
celle de la droite y = %x; la branche parabolique correspondant & ¢t — —oo est
au-dessus de cette droite, et celle correspondant & t — 400 est au-dessous.

Etude du point stationnaire (¢t = —2)
11 est facile, ici de calculer les dérivées successives.
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{M@):6ﬁ+l&+12=6@+2ﬂﬁ+n
y"(t) = 3t2 — 12 = 3(¢t + 2)(t — 2),

donc f"(-2) = (0,0) et p > 2.

" (t) = 12t + 18
y"(t) = 6t,

donc f"(-2) = (-6,—12) # (0,0), donc p = 3.

z®(t) = 12
y () =6

donc f*#(—2) = (12,6); ce vecteur n’est pas colinéaire & f”(—2) donc q = 4.
Comme p est impair et que q est pair, on est en présence d’un point ordinaire.

Autres particularités

Il y a une tangente horizontale pour ¢t = 4 en B = (432; —96).

Il y a une tangente verticale pour ¢ = % en C = (—g—;; % .

La courbe passe par 'origine du repére pour ¢ = 0; elle franchit aussi 1’axe des
ordonnées pour t = —2, en A; elle franchit I’axe des abscisses en un autre point
D, dont I’abscisse tp est solution de I’équation y(t) = 0. Résolvons cette équation

y(t)=0 <= (t=0) ou (t2—24t—64=0)

Une étude rapide de cette derniére fonction du troisiéme degré montre qu’elle
n’admet qu’une racine ¢4 ~ 5,902 746 071 et comme z(tp) ~ 1456,659 977, D se
trouvera beaucoup trop 4 droite de notre dessin pour pouvoir étre représenté.

Voici deux aspects du tracé, sur lesquels on ne se rend pas vraiment compte de
I’aspect des branches infinies.
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200

100

I A | 100 200 300 400
i . ) X 0.
I
Y2
B
-100 ~ -
201\
A
10
c
10 20 30

Exercice 2.9. z(t) =sint -t — ;—z ;o yt)=e—t— %
L’ensemble de définition et d’étude est R.
Onaa:'(t)=cost—1—%ety'(t)=et—1—t

Avec ce qu’on est censé admettre, on obtient le tableau de variation
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)\
1\
(R

—_ |- — -

y'®)

t —00 -1 1) 0 +00
1 I
o | 4 -
x(2h) !
0 :\4,
_ | |\—oo
1
: [ +00
N0 :
y(:a)
|
|
|

On trouve les valeurs approchées de z(tp) et de y(top) & la calculatrice.
z(to) ~ 0,427020688 ; y(to) ~ 0,053 323 38

Les limites & I'infini ne sont pas vraiment difficiles, en se souvenant de la prédomi-
nance de I’exponentielle sur les polynémes. On constate qu’il y a effectivement
un point stationnaire pour ¢ = 0, et qu’on doit étudier les branches infinies pour
t — too0.

Etude des branches infinies

Ici aussi, nous sommes obligés de séparer 1’étude en +o00 et celle en —o0, car e
s’y comporte pas de la méme fagon.

y(t)  e—-t—% 12 .

z(t)  sint—t— ;—i T

La courbe admet donc une branche parabolique dont la direction asymptotique
est horizontale, pour ¢t - —o0. La courbe est dans le quadrant en bas, a gauche,
puisque z et y tendent vers —oo.

yt) _ ef-t—8 et e

z(t)  sint—t— £ 4 totoo
La courbe admet donc une branche parabolique dont la direction asymptotique
est verticale, pour ¢ — +00. Remarquons qu’elle est dans le quadrant en haut a
gauche, et que la courbe va donc partir vers le haut, méme si ce quotient % a une
limite négative ; c’est normal, puisque z — —oo et y — +00, que la limite de %
soit négative.

¢ ne

Pour t -+ —oo, 0on a :

Pour t =+ 400, on a

Etude du point stationnaire
Les développements limités classiques de exp et de sin permettent de trouver
immédiatement les valeurs des dérivées successives de = et de y en 0.
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On a
m(t):Sint—t—%=(t—§+%+o(t6)>_t_%
:_§‘5+%+O(t6);
vy =t —t- &

t2 t3 t4 t5 t6 6 t2
= <1+t+-2—+€+ﬂ+m+%+o(t) _t_E

B ¢ P

t6
AL LAt )Y
5t 22t 130 T 70 TOH)

En comparant avec la formule de Taylor-Young, on obtient facilement que

z(0) = z'(0) = £(0) = 0, z"(0) = —1, z®(0) = -1, z®(0) =1, z©®(0) =0;
y0) =1, ¥(0)=y"(0)=0, ¥"(0)=1, y¥(0) =1, y®©0)=1, y®@0) =1

On a donc f/(0) = (0,0) (on le savait déja, puisqu’on étudie un point stationnaire)
et f”(0) = (0,0), donc p > 2.

Puisque f"(0) = (—1,1) # (0,0), on a p = 3, mais on a f®(0) = (-1,1) = f(0),
donc ¢ > 4.

f®)(0) = (1,1) n’est pas colinéaire & f”(0) donc g = 5.
Puisque p et ¢ sont tous deux impairs, on est en présence d’un point d’inflexion.

La tangente & la courbe en A = (0,1) est dirigée par f”/(0) = (—1,1). Quand
t > 0, la courbe est le long de ce vecteur, et du coté de f®)(0) = (1,1), c’est-a-dire
au-dessus.

Autres particularités
Pour t = ty, en B = z(tp), y(to), la courbe présente une tangente verticale.

Les variations de la fonction z montrent qu’a part A, il y a un autre point C
d’intersection de la courbe avec ’axe des ordonnées, et en résolvant numériquement
’équation d’inconnue ¢ : z(t) = 0, on calcule & la calculatrice son ordonnée qui
vaut, pour t = t; ~ —2,740406 183 environ yc ~ —0,949 962 717.

Il y a aussi un unique point D d’intersection de la courbe avec ’axe des abscisses,
et on trouve a la calculatrice, que pour ¢t = t; ~ —2,114 207 300, son abscisse est
zp ~ 0,425 767299 3.

On peut maintenant tracer la courbe.
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i

CHAPITRE 3

3. Solutions des exercices sur les fonctions de R? vers R"

3.2 Compréhension des définitions

Exercice 3.1.
Pour la norme du max, Ye >0, 3n=§ >0 tel quesi ||(z,y) — (=3,1)|_ <,

on en déduit max(|z + 3,|y — 1]) < § donc

[f(z,9) — (=2)| =[(z -2y +3) - (-3 -21+43)[ = |(z - (-3)) - 2(y — 1)|

<z + 3|+ 2y - 1] < 3max(jz + 3], |y — 1]) <3§ —e

Pour la norme euclidienne, il suffit d’utiliser la majoration || X|s < || X]||2, €t
on peut se ramener & ce qu'on vient de faire. Ye >0, In = § > 0 tel que si

l|(z,y) — (=3,1)|, < 7, on en déduit

€
I(@,9) = (=3, D)ll, = max(|z +3], |y - 1)) < [|(=2,9) = (=3, Dll, <n =3,
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donc
|f(z,y) = (=2)| = |(z -2y +3) = (-3 —2.1+3)| = |(z ~ (-3)) —2(y — 1)|

<z +3)+ 20y — 1 < 3max(jz + 3], Jy — 1]) < 3§ —c.
Notons que la valeur n = % est loin d’étre la meilleure possible. En fait, on peut
prendre n = %, mais ’astuce pour le démontrer n’est pas évidente.
On utilise que pour A >0, B > 0, on a 44%2 — 4AB + B? = (2A — B)? > 0 donc
5A2 4+ 5B2 > A2 + 4AB + 4B2 et donc A + 2B < V5V A2 + B2,
Appliquant ceci avec A = |z + 3| et B = |y — 1|, sion a ||(z,y) — (=3,1)|, < 5
on en déduit que

|f(z,y) = (-2)| < |z + 3|+ 2y — 1| < VB||(z + 3,y — 1)||, < &.

Ce type d’optimisation de la valeur de 7 est un exercice assez vain : du moment
qu’on trouve un 7 qui convient, la démonstration est terminée et correcte.

Pour la norme somme, on peut simplement utiliser la majoration || X |loo < || X]||1,
.et se ramener & ce qu’on vient de faire; mais il est ici particuliérement simple
d’améliorer la valeur de 7 en utilisant que |z + 3| + 2|y — 1| < 2(|z + 3| + |y —
1]) = 2|/(z,y) — (-3,1)||,- On peut alors écrire Ve > 0, 3n =5 >0 tel que si
|(z,y) = (=3,1)||, <7 =§, on en déduit

[f(@,y) — (=2)| =|(z -2y +3) = (-3 -2.1+3)| = |(z - (-3)) — 2(y — 1)
&

§ I.’I) + 3| + 2|y - 1| < 2||(w,y) - (_3a 1)”1 < 25 =E.

Exercice 3.2.
On utilise la norme du max dans I’espace de départ R? et la norme somme dans

P’espace d’arrivée.
Ve >0, 3np=%>0telquesi|(z,y,2) - (1,-1,2)|| <7, on en déduit

max(|z — 1|, [y + 1|, |z — 2[) < § donc

f(:c,y,z) - (_63)

=| ((x—l)—(y+1)+2(z—2)>
. (z—1)—-2(2-2) )

=|(z-1) = (y+1)+2(z—-2)| + |(x - 1) — 2(z - 2)|
Klz=1+|y+1|+2)z=2|+ |z — 1| + 2]z - 2|
< Tmax(z — 1, Jy + 1], ]2 - 2)) <72 =€

Si on tient & utiliser d’autres normes, le plus simple est de se ramener & ce qu’on
vient de faire en utilisant une ou deux inégalités du théoréme 1.9 (p. 7).
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3.4 Détermination pratique de limites

Exercice 3.3.

_(z+y)®
L f(a:,y) = $2+y2
Pas de limite : pour z =y =1t — 0, on a f(z(t),y(t)) = (t+2)" =2 s 2
‘P Y ’ ’ t2 + ¢2 50

alors que pour z =t et y =0, avec t — 0, f(z(t),y(t)) =1 1.
On a trouvé deux facons de se rapprocher de (0,0) avec des limites différentes.
T+ y3
2. f(z,y) = 22
Pas de limite : pour z =t et y = 0, avec t — 0, f(z(t),y(t)) = % — 00.
(On note plus simplement cet argument f(z,0) = % — % de méme que pour
T

décrire ce qui se passe si on se rapproche de (0,0) en suivant l’aze des ordonnées,
on écrit f(0,y) =y W 0.)

4,2

__xYy
3. f(z,y) = At
Pour tout (z,y), on a |f(z,y)| < y? ( WO) 0 puisque pour z # 0, on peut
m’y _’ b

inverser I'inégalité ¢ + y? > x4 et pour z = 0, on écrit 0 < 0. On peut donc

conclure que  lim z,y) =0.
T o | PY)

4. f(z,y) = N

Pour o > %, en passant en polaires, on obtient

2| cos 6172 sin 4]
7%| cos 0|*.7%| sin 4| <rel 4 (car 2a—1>0).

If(z,y)| =

r r—0
On applique alors le corollaire 3.34 (p. 87) et on peut conclure que  lim  f(z,y) =
(z,y)—(0,0)
0.
Pour a < %, pas de limite car pour x =y =t — 0, on a
F(@(®),y(t)r) = gy ——o 00
YT = [t|1=2¢  t—0

(on peut noter plus briévement cet argument ainsi : f(z,z) = qug — +00)
T

(et pour y =0, on a f(z,0) =0)

1
Pour a = 1, f(z,z) = —= et f(z,0) = 0 donc pas de limite.

V2
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5. f(z,y) = Z - En utilisant le passage en polaires,

73| cos® 6 + sin3 9

| f(z, )| .2 < 7(| cos® 0] + | sin” §]) < 2r — 0,
et on peut conclure que lim ,
P e N (@) =
__ sinzy .
6- f(x’y) - -’L'2+y4

En suivant la premiere diagonale, z =y =t — 0,

sin t2 t2

2+t20 2 =1 50 L

f(=(),y(t) =
alors que f(z,0) =0 — 0 donc pas de limite.
sin'z + (1 — cosy)®

7. f(z,y) = Azt + o

On va utiliser les développements limites classiques de sin et cos.

sin® z = z* +2%; () et (1—cosy)? = 1y* +ye2(y) (avec lim €1 () = lim £5(y) =
z Yy

0), donc

foy) = S Ta@ i tve) |1 fa@) | ye)
Y 4(z4 + Lyt) 4 dzt+yt Azt + 4

D’une part, on a

z5¢1(z)
4zt + y4

_ at|zler(z) _ (2* + 39*) |zles(x) _ lzllea(=)] .
det +yt T 4zt + Ly 4 (z,9)—=(0,0)

De méme, on a

5 4 4 4
voea(y) | _ v lylle2(y)l _ (4% +97) |yl le2(v)]
= < = — 5 0
4zt + o 4zt + y* 4t + y4 [vlle2(v)] (z:9)—(0,0)
Pe@) _ . Pe) _

0 lim 2eil@)
madone 0 T4yt ey sl00) 408 +

donc on peut conclure que (m,y%l—)n%0,0) flz,y) = 1
8. f(z,y) = vat+yt

DY = r e
Pour a < 1, en passant en polaires, on a
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doncona lim z,y) =0.
(w,y)—>(0,0)f( v)

Pour a > 1, f(z,0) = — +o00 donc pas de limite.

@t 0
\/5
Pour a =1, f(z,0) =1 et f(z,z) = ——, donc pas de limite.
— cos
9. f(z,y) = ” 1o conyay,

Ici f n’est pas définie dans un voisinage de (0, 0). Il est plus compliqué de travailler,
car on doit & chaque fois préciser que (z,y) € D(f). Cet ensemble de définition
est formé du premier quadrant (z > 0 et y > 0) et de son symétrique par rapport
a l'origine. \
C’est un résultat classique que pour tout u € R, on a |1 — cosu| < —

(pour le montrer, le plus simple est d’utiliser la formule de Taylor-Lagrange
d lordre 2 au wvoisinage de 0 : g(u) = g(0) + ug'(0) + u;g”(ﬁ) avec ¢ entre
0 et u; ici cette formule s’écrit cosu = 1 — u;cosf, donc on en déduit que
|1 —cosu| = I”; cos§| < ”72)

Pour (z,y) € D(f), on en déduit, en posant u = ,/Zy que :

zy _ |zyl _ |z

= —
2Iy| T2yl 2 (@w)~(00)

If(mv y)l = ’ M

On ne peut pas vraiment appliquer directement le théoréme 3.33 (p. 86), & cause

de I’ensemble de définition, mais le méme raisonnement s’applique : pour &, on
trouve grace au fait que J—f tend vers 0, un voisinage de (0,0) dans lequel on a

]%l < € et grace a la majoratlon que l’on a obtenue, pour les (z,y) qui sont & la
fois dans ce voisinage et dans D(f), on a | f(z,y) - 0| <e.

On a montré que ,
W (eayston TPV =

Ty
10. = .
f(z,9) |z| cosy + |y| cosz
Pour z, y sufﬁsamment petlts (on peut prendre (z,y) dans la boule B (0, §)),
on a cosy > i 7 et cosz > , donc

2oyl 2l + DIl _ 0
S el + 1yl (24)-(0,0)

|f(z,y)| <

et on peut conclure que lim , 0.
P 4 (z,y)— (00)f( =) =

ysinz — zsiny

11. f(z,y) = 22 + g2
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3
11 est classique que |sinu — u| < l | (pour le montrer, utiliser comme dans 9. la
formule de Taylor-Lagrange & ’ordre 3 au voisinage de 0), et en remarquant que
f(z,y) =

ysinz —yz + zy — rsiny
x? 4 y2

,on a

lysinz — ) — z(siny —y)| _ |yl l2* + [o] [y[®
— < .
|f(z,)| 2%+ y? ST 62+ y2)

On passe alors en polaires et on obtient

(| sin 0| | cos® 6| + | cos 6| |sin®0])  r2

< < = .
lf(z7y)| N 672 S 3 —T_—)—0—>0
et on peut conclure lim z,y) = 0.
P eaton Y
Vi+z2+/1+y% -
12, f(z,y) = LY
z? + 92
On a
feny) = VIt 2 -1+ L) +V/I+ 2 -1+ L)+ S+ &
) 12 +y2
_1. Vit@-(1+2) | VIt -(1+%)
2 T x2 492
1
=5 +9(,9) + h(z,y).
_943 u2
Or, |[Vi+u—(1+%)|= iTorise Iy pour u > 0
4
z
Donc |g(z,y)| < 52+d 0;
(c’est évident en passant en polaires : | g(lw, y)| = rfeos’® %),
de méme h(z,y) — 0 et donc f(z,y) — 3
— coszy
13. f(z, —_—
f(z,9) = m2+xy+y

2
Puisque (1—cosu) < % (v01r question 9.), et que 22 +zy+y? = %2 + (""*;’ + 923 >

%(:1:2 +42),on a

2242
< 75—+ — 0 (évident t laires), d li
|f(z, )| 5@+ 7 (évident en passant en polaires) onc( ’y)l_I)I%O 0 flz,y) =
sinzy — zy

14. f(:z:,y) = 1



336 SOLUTIONS DES EXERCICES

lz®lyl®

. . 3 . .
Puisque |sinu — u| < |%|, (voir question 11.), on a |f(z,y)| < 62+ 1)

=0

(évident en passant en polaires), donc @ %m% f(z,y) =0.
z,y)—(0,0

sin(z?2) + sin(y?)

15. f(z,y) =
Pour a < 1,
sing? — 22 siny?—y
(@2 +92)* (22 +1)*

f(zy) = @+ 7+ = (z®+y%) " +g(z,y) +h(z,y),

inz2 — 22
sSinx Slny —y
en posant g(zx,y ———— et h(z, —
9(z,y) = @ i )8 2( y) = 622 T )
—2a
< < —0;
OII a |g(fli;y)| 6(.’1,'2 +y2)a S 6
R y6 7.6—204
et de méme |h(z,y)| < 6% 1+ 790 < T 0.

Puisqu’il est clair que (z2+y%)'~® — 0 car 1—a > 0, on peut conclure f(z,y) — 0.

Pour a = 1, le méme calcul montre que

f(z,y) =1+g(z,y) + h(z,y),

avec les mémes valeurs pour g et h; puisqu’ici 6 — 2a =4, ici aussi g et h tendent

vers 0 et on peut conclure que ( %lrr% flz,y) =
z,y)—

Pour 1 < a < 3, on a toujours 6 — 2a > 0, donc les termes g(z,y) et h(z,y)
1

2)1—a —

tendent encore vers 0, alors que le terme (22 + y a pour

limite +o00. La fonction f n’a pas de limite (ou a +co comme limite, mais nous
n’avons pas formalisé ce type de situation).

Pour o > 3, il est plus compliqué de calculer la limite des termes g(z,y) et
h(z,y), mais le plus simple (méthode valable aussi entre 1 et 3) consiste & utiliser
le résultat obtenu pour oo =1 : on écrit

sin(z?) + sin(y?) 1
22+ 12 (@2 + y2)oT

f(z,y) =

La premieére fraction admet 1 comme limite (d’aprés ce qu’on a vu lorsque o = 1),
et la deuxiéme fraction tend vers +o00 (ou n’a pas de limite, si on préfére), donc
f(z,y) = +oo (ou n’existe pas).

) 00) () = +oo { )
16. f(z,y) = |z|*In(a? + ¢?).
Lorsque a est positif, la fonction est définie dans un voisinage de (0,0) et le
raisonnement est plus facile; mais si @ < 0, D(f) est le plan privé de 1’axe des
ordonnées x = 0.
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En utilisant le passage en polaires, on obtient lorsque a: > 0,

|f(z,v)| = r*| cos 0]%|In7?| < 2r%|In7| — 0

(en effet, le terme 7% est prépondérant devant le terme |Inr|).

On conclut, dans ce cas que lim f(z,y)=0
(z,9)—(0,0)

Sia<0,ona f(z,0)=|z|*lnz? - —0c0, donc f(z,y) n’a pas de limite. (En
ne se posant pas la question d’une limite éventuellement infinie).

Iyl lyl\ .

Exercice 3.4. { fzy) = _F g8 z#0
f(0,y) =

1. La droite verticale passant par ’origine est ’axe des ordonnées paramétré par

{x=0 t— 0.
y=t

Pour cette paramétrisation, on a  f(z(t),y(t)) = f(0,t) =0 — 0.

De méme, la droite horizontale passant par ’origine est 1’axe des abscisses para-

métré par
z=t
{y:O t—0.

Pour cette paramétrisation, on a

F(@(®),9(8) = £(t,0) = U exp( 10 ') =0=0—0.

Une droite oblique, de coefficient directeur A passant par l’origine est paramétrée

par
r=t
{y:At t—0

Pour cette paramétrisation, on a

)\t At Al -
f(z(),y(t) = f(t,At) = I | - exp <—%) = H.e M =ue™™,
A
en posant u = L—l ——— +400. Puisque classiquement, lim we™ =0, on peut
ltI t—0 u—+00

conclure, par composition de limite que %}_r)% f(z(t),y(t) =

On a montré que si (z,y) tend vers (0,0) en suivant une des droites passant par
'origine, alors f(z,y) tend vers 0. ¢a ne suffit pas & montrer que la limite de
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f(z,y) est nulle pour (z,y) — (0,0) (voir la remarque suivant la proposition 3.32
p. 84). On peut simplement affirmer que si f admet une limite en ce point, cette
limite est nulle.

2. Considérons la parabole d’équation y = z2, qui passe par l’origine. Une para-
métrisation de cette parabole est

{;f:z t—0.

Pour t — 0, le point (z,y) se rapproche bien de ’origine.
On a

- 2y _ 7] 2| 12 -1 -1
f®)y(®) = f(t.8) = Sz exp | —Z7 | =e7 —pp e £0.

On a trouvé une fagon (z(t), y(t)) de se rapprocher de (0,0) sans que f(z(t),y(t))
n’ait pour limite 0. Comme 0 est la seule limite possible, on peut donc dire que
f(z,y) n’admet pas de limite en (0,0).

3.5 Dérivées partielles

Exercice 3.5.

Dans chacune des questions, nous proposons ce que nous appellerons un domaine
de régularité, c’est-a-dire un sous-ensemble ouvert de R? dans lequel on est siir
qu’il n’y a aucun probleme de dérivabilité.

L f(z,y) = L.

x — y doit etre non nul, donc on peut prendre comme domaine de régularité un
des deux demi-plans ouverts (sans la frontiére) limités par la droite d’équation
y = = (premiére bissectrice du repére).

/ 1oy nindl
On dérive en appliquant la formule (%) = uvv—zuv On trouve
3f 2y of 2z
Z, — 5 , .
="y H Y Gy
1+z
2. Y) = .
f(=,y) T4y .

La quantité sous le radical doit étre positive, donc un domaine de régularité est
'intersection du demi-plan ouvert y > —1 avec le demi-plan ouvert > —1.
Dans ce domaine, pour pouv01r dériver plus facilement, on a intérét & écrire

flz,y) = 1+2)7 - (1+y) 2.
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Pour calculer B_f_’ la dérivée de y —> C' x (1 + y)_% est —2C x (1 +y)_%, donc

Oy
8_f(m N vitz
dy Y 21+y)vI+y
Pour calculer g—i, la dérivée de z — A(1 + w)% est (1 + £)~% donc
of 1

A W, wrrys
3. f(a,y) =tan ().

z doit &tre non nul, et en plus, tan u n’existe pas pour cosu = 0 c’est-a-dire pour
u = 5 + km. Un domaine de régularité est par exemple ’ensemble des (z,y) tels
que > 0 et =5z <y < Fx (le secteur angulaire limité par les deux demi-droites
y = 5z et y = —Zz (dans le demi-plan z > 0).

1
La dérivée de t —» tant est tan’(t) = 1+tan?t = o2t donc la dérivée de tanu

,ul

(ot1 u est une fonction) est u'(1 + tan%u) = 5
cos?u

Pour le calcul de %, on considére que f(z,y) = tanu avec u(z) = % =yx %
-1 of Yy Yy Y
d / = — d a_ =-=(1 o= T T 20028
onc u'(z) =y X X onc e (z,v) o ( + tan ac) 22 cos2 g
1
Pour le calcul de g_gJ;’ on considére que f(z,y) = tanv avec v(y) = % “VXz
1 of ! Y 1
d / = —, i a_ =—(1 =)= )
onc v'(y) = On obtient donc By (z,y) o ( + tan a:) zcos? I

4. f(z,y) =1n (%) .

¥ doit exister et étre strictement positif, donc un domaine de régularité est le

z>0
quart de plan limité par les deux demi-axes de coordonnées { >0
Y

!

. . 4 e 4 U

On peut raisonner comme dans 3., en utilisant que la dérivée de Inu est —-
U

Mais il est infiniment plus simple d’utiliser que, pour z,y > 0,

of 1  of 1
= ¥ — — —_— = —— —_— = —.
f(z,y) =InZ =Iny —Inz, donc % (z,y) - et By (z,v) ”

5. f(z,y) = v’

z doit étre positif donc un domaine de régularité est le demi-plan = > 0, « a
droite » de I’axe des ordonnées.

On écrit f(z,y) = g%’ = e’ InT = ¥ g dérivée de e* est u'eY.
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Pour calculer % on considére que u = u(z) = (zlnz) y? (avec y constante),

donc of

v/(z) = y?(Inz+1) et finalement 5;(9:, y) = ¥ (Inz+1)e™ 0% = y?(Inz+1)z%v",
of

Pour calculer ==, on considére que u = u(y) = (zInz) y? avec = constante, donc

By
u/(y) = (z1lnz)2y et finalement g—g(m,y) =2yzlnze

6. f(z,y) = In(y + /22 + 32).

Il est tout & fait clair que la quantité dont on calcule le logarithme est strictement
positive si on impose y > 0, donc le demi-plan au-dessus de I’axe des abscisses est
un domaine de régularité (méme si c’est loin d’étre le plus grand possible).

2 2
' Inz _ 9uzlng 2%,

0
Pour le calcul de 6_:1::’ on pose f(z,y) =Inu, avec u(z) =y+ /22 +y2 =C+ v

2z
et v(z) = 22 + 32, donc V' (z) = 2z, et ¥/ (z) = ———— (la dérivée de /v est
(8) = 2+ %, done /(2) @)= 57mms ¢ Vo

/

2’0\/6) Puisque la dérivée de Inu est %, ona:

z
o= LA~ St
9V Ty VR VBT (VB )

0
Pour le calcul de a—i, c’est le méme raisonnement, sauf qu’ici f(z,y) = Inu avec

2y
u(y) =y + V22 +y%2 =y + v et ici v/(y) = ——=—=— de sorte que
W) =y+va2+y’=y+v W) =37 e q

Vi +yi 4y
Yy f Vz2 + 92 1
' (y) = 1 + ——==—= et finalement ——(z,y) = = .
v vt +y? 31/( v y+vVal+y? a2+ y?

7. f(z,y) = In(z + /22 — 3?).

Pour que f(z,y) existe, il faut entre autres que la quantité sous le radical soit

positive, donc on doit avoir |z| > |y|. Il faut aussi que la quantité dont on calcule

le logarithme soit positive, donc pour étre siir de ne pas avoir de probleme, on peut
z>0

s’imposer z > 0. On choisira donc le domaine r<u<z comme domaine
- Y

de régularité.
Ensuite les calculs sont en tous points semblables :‘3, ceux de 6. et on trouve :

0 s )=—1—etaf<m )=
6z Y T =y 0= T et T

8. f(z,y) = sin? (%) .




3. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR LES FONCTIONS DE RP VERS R" 341

z doit étre non nul, donc on prendra comme domaine de régularité I'un des deux
demi-plans limités par ’axe des ordonnées.

Ensuite, on raisonne comme dans 3. ; la dérivée de la fonction sin?u est :
2u’' sinu cos u = u’ sin 2u. of 0
;L Y Y Yy . 4y

Pour g—m, on écrit o u(z), donc ul’(a:) == et on a %(m,y) = - zsin—.

Pour 6_£ on considére u(y) = % =W étant une constante, donc u/(y) = % et
of 1., 2y

finalement sm —=.

n ay( z,y) = -

9. f(z,y) = ECHT.
La quantité sous le radical doit étre strictement positive pour qu’il n’y ait pas
de probléme de dérivabilité. On peut prendre comme domaine de régularité
R**x] — Z,%[, et dans ce domaine z et cosy sont tous deux positifs, ce qui

simplifie les calculs : dans ce domaine, on a f(z,y) = /T ,/C0SY.
On écrit : f(z,y) = a\/u, on sait que la dérivée de a+/u est %

Pour %, on obtient facilement %(m, y) = \/2(3_?-

Pour g—;, on prend a = /z et u = u(y) = cosy donc v = u/(y) = —siny et
finalement )

g—g(w,y) = :ﬂ%

Ty
Le dénominateur est clairement strictement positif, donc f est clairement dérivable
sur R2.
En appliquant la dérivation d’un quotient, on trouve
_y(l+2?+y?) —ay(2z) _ y+yP -y

5;(55’ y) = (1+ 22 + y2)2 Tt +y2)2
et en échangeant le role de z et y, on a

8_f(m ) = T + 23 — y2?

ay YT e+

11 f(z,y) = (2 +y?)e™
Cette fonction est clairement dérivable sur R2.
En appliquant la dérivation d’un produit, on trouve

%(m, y)) = 2ze™ + (22 + y?)ye®™ = (2z + 22y + y°)e™.
et en échangeant le role de z et y, on a

0
6—5(.%, y)=(2y+ yzx + :c3)e””y.
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12. f(z,y) = \/Sin(m2+y)

Pour que sm(a: + y2) soit strictement positif, on peut prendre des couples (z,y)
tels que 0 < z2 4+ y% < 7 : un domaine de régularité est donc le disque centré en
(0,0), de rayon /7, privé de son centre.

/

La dérivée de 1/u est —~= ; on prend, pour le calcul de gf, u = u(z) = sin(z?+y?),

u
2v/u
on a u'(z) = 2z cos(z? + y?) donc on obtient

Qi(:c ) = 2z cos(z? + %)  wcos(z? + y?)

oz Y 2¢/sin(zZ +y2) /sin(z? +3?)’
et en échangeant le role de z et y,

of y cos(x? + 32

O (g,y) = L V),

Oy V/sin(z? + y?2)

1
1+,/%

Le dénominateur, s’il existe, est toujours strictement positif. Le seul probléme
vient du radical, et pour étre siir qu’il n’y a pas de probléeme de dérivabilité, il
suffit de prendre comme domaine de régularité R*t x R*+.

1
Dans ce domaine, on peut écrire f(z,y) = 1 7z =2 et utiliser que la dérivée
1+
, VY
de 1 est —12.
u u
Pour of onprend u = u(x) = 1+\/Ei (avec y constante) donc u'(z) = L1
oz’ VY Vi 2/
. of 2V /Y VY
et on obtient —(z,y) = ———F—-5 = — .
A W L
VY
af -1 /
Pour 2’ on prend u = u(y) = 1+ /zy~2 (avec z constante) donc v'(y) =
N
of 2yv/y Ve
-1 3, donc on obtient = (z, = .
Y AN N e
VY
On aurait aussi pu écrire f(z,y) = VY g YR et utiliser la

VI V"
i VRN VEt+
dérivation de o’ sous cette forme, on comprend beaucoup mieuz l’analogie des

deuz résultats.
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22— 2

14. f(z,y) = Zig

Le dénominateur 22 + y2 ne peut étre nul que pour (z,y) = (0,0), donc on peut
prendre comme domaine de régularité le plan privé de P'origine : R2\ {(0,0)}.
On dérive f(z,y) comme un quotient :

of (2z) (2 +3°) — («? —y*)(22) _  4ay’®

5;(3"7 y) = =

(22 + y2)2 CEOE
of v _ (=29)(e®+9%) - (2 —y*)(2y) _ —4z%y
(z,9) = (22 + y2)2 T @+ 22

(On aurait pu aussi échanger le réle de x et y, mais ce faisant on change f(x,y)
—f(z,y), d’ou la différence de signe entre les deuz expressions.)

2 oy
15. f(z,y) = v

z et y doivent étre non nuls, donc on peut prendre comme domaine de régularité
un des quatre quadrants limités par les deux axes de coordonnées.

1
Pour g——i, on considére que f(z,y) = az® — bz~? (avec a = ” et b =1y) donc
of -3 T Y
2 (z,y) = 2az + 2bz~3 = 2= + 2.
pe (z,y) = 2az + 2bz ” + o
of s 1 9 1
Pour — 3y’ on considére que f(z,y) = ag — Py (aveca=z“et f = E)’ donc
22
1
Ten=agz-p=-5-5
16. f(z,y) = eV V",

Pour que la quantité sous le radical soit strictement positive, on choisira comme
domaine de régularité I’ensemble des (z,y) tels que z > 0 et —z <y < z (c’est le
quadrant situé a droite des deux bissectrices du repére).

1 v
On considére que f(z,y) = e¥, avec u = /v, donc v’ = NG

0
Pour le calcul de B_:J;’ on considére que y est constante, donc v = v(z) =
2z
2 _,2 ) — ) —
z y,donc'u(nr:)—2:1:,etu(:z:)—2 gy

T
VT2 — o2

Pour le calcul de g—z, c’est z qui est constante, donc v = v(y) = z2 — ¢?,

of Y a2
ax(way) - € .

of
donc finalement %(a;, y) =

2y
) = — ) = —
v'(y) = —2y donc u/(y) Wy et

17. f(z,y) = V.
On doit imposer > 0 pour ne pas avoir de probléme de dérivabilité, et écrire
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f(z,y) = vIne = v,
Pour = 30 U= u(z) = ylnz, donc v/(z) = % et f(a: y) = eyh”’ =yz¥ L
(Ou, plus simplement, y étant constante, la dérwee de T —> my estz—y wy"l,)

Pour g—i, v =1u(y) =ylnz, donc v/(y) =Ilnz, et —g—g(m,y) =Inz e’ =Ing g¥,
z

18. f(z,y) = ——="
f(z,y) \/272_y2
On s’assure de la dérivabilité de f(z,y) en imposant z > 0 et y > 0, et le probléme

1
devient excessivement simple, car on a f(z,y) = I?IwE—I = ” donc %(w, Y) =
of 1
et a—y(w,y) =2

19. f(z,y) = arcsin (g) .

On doit imposer que y # 0 et —1 < z < 1, donc par exemple y > |z|.
Y
/!

. L. . P . u
Dans ce domaine, é;)n écrit f(z,y) = arcsinu. Lz; dérivée de arcsinu est i
Pour le calcul de 8_£’ on considére u = u(z) = Zw (y constante), donc v/(z) = 1,
Y
1
Y _ 1

. Of _
donc on obtient -a—m(:c, y) =

w R T
y2

0 1 1
Pour le calcul de a—lyt, on prend u = u(y) = :1:5, donc v/(y) = —:cy—2 et on obtient
1
g(x y)=-— % =——
0z 7 yVy? — 2?
Y2
20. f(z,y) =1In ¥y __.
Y2 — 22

Le plus simple est de s’imposer y > 0 ainsi que y > |z|.
1
On peut alors écrire f(z,y) = Iny— 3 In(y?—2z2) =Iny— 5 In(y—z)— = ln(y+:1:).

Sous cette forme, il n’y a plus aucune difficulté pour dériver.
11 1 1 _8f, . 1 1 1 1

1
z t == =Z_= - = .
2y—z 2y+xe 8y(m’y) y 2y—-z 2y+z

21. f(z,y) =ch <$Z+ 1) .

11 suffit de choisir un domaine dans lequel zy # 1 comme domaine de régularité,
par exemple I’ensemble des couples (z,y) tels que z > 1 et y > 1.

On trouve 5 (:): y) =
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Dans ce domaine, on écrit f(z,y) = chu; la dérivée de chu est u'shu; pour le
1

calcul de ﬁ, on prend u = u(z) = Ty +
afl: TY —
/ y(zy—1) — (zy+ 1)y —2y of —~2y (my+ 1)

= = t —(z,y) = h
-2 1
en échangeant le réle de z et y, on trouve @(m, y) = @ _wl)z sh (fyl i 1) .

avec y constante, donc

1—2ay _
V(I +2%)(1+9%)

f(z,y) existe & condition que la fraction u(z,y) =

Exercice 3.6. f(z,y) = arccos

V(I +2%)(1+9?%)
entre —1 et 1. (La quantité sous le radical est évidemment toujours strictement
positive et le dénominateur ne s’annule donc jamais). On est donc amené a
résoudre 'inéquation

soit comprise

1—-zy
V(I +a2)(1+97)

1—=zy 2
st <¢<1+x2)<1+y2)) st
= (1-zy)’ <1+ (1+97)
= 1-2zy+2%y® <1+ 22 + 9% + %2
— 0< 22+ 22y +9v2 = (z+y)2

Comme un carré est toujours positif, cette derniére inégalité est toujours vraie, et
le domaine de définition de f est donc D(f) = R2.

Comme la fonction arccos est continue sur son ensemble de définition, f n’est
fabriquée qu’avec des fonctions continues, et est donc continue, c’est-a-dire que f
est continue sur son ensemble de définition qui est R2.

En revanche, la fonction arccos n’est pas dérivable en —1 ni en 1, donc la dérivabilité
de f n’est stire que pour les (z,y) qui sont tels que la fraction u est strictement
comprise entre —1 et 1; on est donc amené & résoudre 'inéquation |u| < 1, qui

est la méme que ’inéquation ci-dessus, & ceci prés qu’on a remplacé < par <.

La résolution n’est en rien changée, et on trouve que f est dérivable pour les
(z,y) qui sont tels que (z + y)? > 0, ou ce qui revient au méme, qui sont tels que
Z + y # 0. On enléve donc & ’ensemble de définition et de continuité qui est le
plan, la droite A : y = —z pour obtenir un domaine dans lequel f est & coup siir
partiellement dérivable, car fabriquée avec des fonctions dérivables.

Remarquons que pour l’instant, rien ne nous permet d’affirmer que f n’est pas
dérivable pour les (z,y) qui sont sur la droite A. Nous savons simplement que f
est partiellement dérivable sur R?\ A. Nous ne pourrions affirmer quelque chose

-
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quant d la dérivabilité partielle de f pour (zg,yo) qu’en étudiant les limites en ¢
f(@o+h yo) ~ f(20,90) , f(zo,90 +k) = f(zo,50)

des rapports

h
Nous ne ferons pas cette étude, car nous découvrirons un peu plus loin une solution,
beaucoup plus simple de cette question de la dérivabilité partielle de f sur A.

Calculons pour (z,y) € R?\ A, Qi(a:, ).

v 1—zy

V(1 +2)(1+17%)
£(z,y) Sécrit donc, pour y fixé, f(z,y) = g(x) = arccos(v(z)) avec v(z) = u(z, y)
(g est la premiére fonction partielle de f en (z,y) et v est aussi la premiére fonction
partielle de u en (z,y)).

De sorte que

On utilisera que f(z,y) = arccos(u(z,y)) avec u(z,y) =

of oy / oy -1 du
3 (&) = g/ (@) = arceos’(v(2)) ' () = 1——(vW 52 ®Y)
- L Qug
Vl—(u(:zc,y))2 Oz o
1 1-zy

Pour faciliter les calculs, nous écrirons u(z,y) = la premiére

Vit+ty? V1+2?

1 A . P z
fraction —1——2 pouvant étre considérée comme une constante par rapport & z.

On obtient donc

-1 1 —yv1+x2—(1—xy) m
\/1_ (1-azy)? V149 1+ 22
14+ 22 + 9% 4+ 2242
—V(1 +22)(1+¢?) (—y — y2® — z + 2%y
VIt 2+ a2y? — (1 - 2zy + 22%) VI+ 92 (1 + 22)3

% (w0) =

_ T+y 1 z+y 1
Vet +yi+2zy 1+22  fz+y)? 1+22
z+y 1 1 1

—_— — — =:i: .
ErEp ik e S g s e

. . 0 . .
Il n’est pas nécessaire de calculer 6—;; car z et y jouant des rbles absolument
symétriques, on peut sans craindre affirmer que dans le domaine de dérivabilité
R?\ A, on a
1

1
=+ :
1+ y? 1492

Z—gw,y) — sgn(z +v)
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On remarque que dans le domaine P; caractérisé par x + y > 0, c’est-a-dire dans
le demi-plan ouvert situé au-dessus de la droite A, on a

1

T2 arctan’(z).

% (@1) = g'(e) =

On peut donc affirmer que pour tout y fixé, la fonction g et la fonction arctan
coincident & une constante prés (cette constante en = pouvant dépendre de y). Il
existe donc une fonction h telle que pour tout (z,y) € P1, on a

f(z,y) = g(z) = arctan z + h(y).

Mais arctan x étant une constante par rapport & y lorsqu’on cherche a dériver f
par rapport & y, on obtient

1

of iy
a—y(z,y) =h'(y) = T3

Donc on peut affirmer que h(y) = arctany + Ci, et finalement, sur P;, on a
(1) f(z,y) = arctanz + arctany + Cj.

Pour déterminer cette constante C1, on pourrait utiliser la valeur de f(z,y) pour
un couple (z,y) € Py, par exemple, on pourrait prendre* (z,y) = (1,0) Mais
il est encore plus simple de se placer en (0,0). Cela peut paraitre paradoxal,
mais la formule (1), a priori valable uniquement dans le demi-plan ouvert Py, est
encore valable sur la frontiere A de P;. Pour s’en convaincre, il faut penser a
utiliser la continuité de f (valable sur R? tout entier), qui permet d’écrire, pour

(zo,%0) € A :

f(-'L'o,yO) = lim f(.’l?, y) = lim f(:l:,y)
(zyy)_)(z())yo) (myy)_’(mofyo)
(zy)eP

= lim arctan x + arctany + C1 = arctan zg + arctan yg + Ci.
(wyy)——)(m(hyo)
(z,y)EP 1

En appliquant ceci & (0,0), on trouve donc

1-0.0
0 = arccos 1 = arccos JErO 109 = f(0,0) = arctan O+arctan 0+C; = Cj.
Donc C; = 0.
¢ On trouverait d’une part f(1,0) = arccos 1-10 = arccos 1_z et d’autre part
part AL = Vit )0+ 0 V2 14 P

f(1,0) = arctan 1 + arctan0 + C; = % +0+4 C;1 Dot % = % +Cidonc C; =0
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Finalement, on a établi que pour (z,y) € P, c’est-a-dire tels que z+y > 0, on 3

f(z,y) = arctan z + arctany (pour (z,y) € P).

Si P, est 'autre demi-plan limité par A (caractérise par  +y < 0), en raisonnant
exactement de la méme facon, on obtient sans peine que

f(z,y) = —(arctan z + arctan y) (pour (z,y) € P»).

Comme il est clair que (arctan z + arctany) a le méme signe que (z + y), on peut
écrire plus brievement que

f(z,y) = |arctan = + arctanyl|.

Cette formule permet maintenant de répondre facilement a la question que nous
avions laissée en suspens : f est-elle partiellement dérivable sur A ?

La réponse est non. En effet, si (zo,%) € A, on a yg = —zo, et la premiere
fonction partielle de f en (zg,yo) est la fonction g définie par

g(z) = arctanz — arctanzg pour =z > zo,
g(xz) = —arctanz + arctanzy pour z < Zo.

5 alors que la dérivée a

La dérivée & droite de g en z¢ est donc gj;(zo) = ——
1+ zj

1
1+a2
Comme la dérivée a droite et la dérivée a gauche de g en zp n’ont pas la méme
valeur, c’est que g n’est pas dérivable en zg, et par conséquent, par définition, f
n’est pas dérivable partiellement par rapport & = en (zo, yo)-

gauche de g en zo est gg(zo) =

Le méme raisonnement montre que f n’est pas non plus dérivable partiellement
par rapport & y en ce méme point.

Exercice 3.7.

]
1. =1In,/—Z.
f(z,y) =In 7ty

Ensemble de dérivabilité : u =

doit exister et &tre strictement positif :

le point (z,y) doit donc se trouver dans 3 des 6 zones délimitées par les trois
droites z = 0 (axe des ordonnées), y = 0 (axe des abscisses) et y = —z (deuxieme
bissectrice du repére). A chaque franchissement de droite, le signe de u change,
et dans le premier quadrant on a u > 0, ce qui permet de représenter la zone
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« favorable » sur une figure (on hachure ce qui ne convient pas).

A
ex. 1.7 é
< » » » >
— \\ . \\
1° 2° 3° 4°

On trouve
6f 1 1 ) 8f 1 _ 1 )
62f 1 1 62f 1 1
R = A A

F L a2f 1
ozoy Y T Gyor ~ 2 +y)?

2. f(z,y) = In(z® +y).

Ensemble de dérivabilité : 2 + y doit étre strictement positif, ce qui correspond &
y > —z2. La zone favorable est donc la partie du plan au-dessus de la parabole
y = —x2. On trouve

af 2z Of 1
f _2y-—22%2  9f -1
%‘g(x,y)—(m, a—yg(w,y)—m,

& Pf 2

3. f(z,y) = \/2zy + 42

Ensemble de dérivabilité : u = 2zy + y? = y(2z + y) doit étre strictement positif,
donc deux des quatre zones délimitées par les deux droites y = 0 et y = —2x
conviennent. Le point (1,1) convient, ce qui permet de placer correctement les
hachures sur ce qui ne convient pas. On trouve

) of Tty
)= T 5" T
32f _y2 . aZf _ _$2 .
37" = it WY T gy
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4. f(z,y,2) = arctan 1:6 -;y .

Ensemble de dérivabilité : Il suffit que zy soit différent de 1, donc on enléve

1
I’hyperbole y = - On trouve

of 1
a-’E ay) 1+$2 ) _( y) 1+y2 )
62f —2z 2f =2
( ’y) (1+ 2)2 ) (:B y) (1 +y2)2 )
32f

520y 2 (T )—(9 ax( z,y) = 0.
5. f(z,y) = va* +y%

Ensemble de dérivabilité : R? \ {(0,0)}. On trouve

M o) =y Lws)= s
o "V = Ty Y T g

a2f 2 32 2
952 &Y) = —L f( W) =——"3
(=% + .1/2)2 (a2 +12)%
% f —zy
axay( y) = By&v( ,9) = (22 + y2 )%
6. /@,9) =
fmy) =3 pen
Ensemble de dérivabilité : R2. On trouve
af _ —e:E . 8f _ _ey .
a (x,y) - (ex_'_ey)z ) ay(w’y) - (e‘°+ey)2 )
32 f e2z — ety 32 2y — Tty
352 &Y = 7 o J;( Y) = ﬁ;
(e +ey) dy (e® +e¥)
82f —(z,y) = ( y) = ﬂ
ozoy Y By(?:c Y (e* +e¥)3
7. f(z,y) = ev.
Ensemble de dérivabilité : y # 0, on enléve ’axe des abscisses. On trouve
g(m,y) = ;ev ; 8_y z,y) = Zg_ey ;
0% f 1 = 8%f 2zy + 22 =
p) 2( ’ ) ?ey ) a_yz( ’ ) y4 )
0% f 2 f +y =
axay(m7y) 6y6m( )y) - y3 ev
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vy L2,
8. f(z,y,2) = " +-zx p”

Ensemble de dérivabilité : zyz # 0, on enléve & ’espace les trois plans du repére.
On trouve

2 2 2 2

of _z?—y?—22  of _yP—af -2
%(m’y’z)_aﬂ—yz’ Fy(m’y’z)_—myT’
of -zt Bf _2(y2+2?%)
Eg(way’z)_ :z:y22 ' 5x2 (:v,y,z) = W’
2 2 2 2 2 2
%y—ﬁ(xayvz) = Z(xwy-;_zz ) ) 0 f(m, Y,z ) 2($xy-:3y ) )
_ f _2- g
axa ( ya ) ( ’yaz)_ m2y2z )
a2f y2—:1:2—z2 ‘
(:Ba:) (my,)_zz—yzz:
32f 2f 1132—?/2"‘22
86(,?1,2) aa(wy,) —;sz

Exercice 3.8. f
1. SiV(z,y) on a —=(z,y) =0, alors g, la premiére fonction partielle en (z,y) a
par définition sa dérivée nulle. g est donc une fonction constante, ceci quel que

soit y. Cette constante est donc une fonction de y, et on peut affirmer qu’il existe
une fonction u d’une seule variable telle que pour tout (z,y), on a

f(z,y) = u(y)

Remarquons qu’aucune condition de régularité n’est imposée pour la fonction wu,

qui n’a méme pas besoin d’étre continue.

Il est tout & fait clair que réciproquement, la dérivée partielle par rapport a z

d’une fonction qui ne dépendrait que de y est nulle, donc les fonctions de la forme

f(z,y) = u(y) forment bien la solution générale de ’équation étudiée.

2. En raisonnant de la méme fagon, on obtient aisément que les fonctions f de
0

deux variables dérivables par rapport a y et vérifiant 6—5 = 0 sont les fonctions de

la forme f(z,y) = v(z).

2
3. Une fonction f vérifiant 820y (z,y) = 0 pour tout (z,y) est telle que sa dérivée
partielle par rapport a y vérifie 8%: (g—z(m, y)) =0

En appliquant le résultat du 1. & cette fonction 3y on peut affirmer qu’on a
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0

() = )

Pour z fixé, on peut donc dire que la deuxiéme fonction partielle de f en (z,y),
h : t+— h(t) = f(z,t) a pour dérivée h'(y) = f(:c y) = u(y).

h est donc une primitive de la fonction u. Soit U une primitive particuliére de g,
fonction u. Posons F(z,y) = f(z,y) — U(y). 1l est clair que

g_g(x,y) = %(w,y) —U'(y) = uly) —u(y) =

La fonction F', d’aprés 2. est donc une fonction de z : on peut écrire F(z,y) = v(z).
On en déduit que f(z,y) = U(y) + v(z). Comme on a supposé que f est deux
fois dérivable, il est nécessaire que U et v soient elles aussi des fonctions deux fois
dérivables.

Réciproquement, si f peut s’écrire sous la forme f(z,y) = a(z) + b(y), avec a

et b des fonctions d’une variable dérivable, alors on a —~(z,y) = b'(y) et donc

dy
0% f _ of 0 L\ . , X
83:8@/( ,Y) = P (6y( y)) = 5 gb (y)) = 0 puisque b'(y) ne dépend pas de z,
donc f est solution de I’équation 520y (z,y) =0.

2

0z0y
les fonctions qui peuvent s’écrire sous la forme f(z,y) = a(z) + b(y) avec a et b
fonctions deux fois dérivables.

= 0 sont

Conclusion : les fonctions f deux fois dérivables qui vérifient

2
Remarque : La fonction f du 4. de ’exercice précédent est telle que 6%5%(:6, y) =

0, il existe donc deux fonctions a et b telles que arctan ( 1x—-l_a:yy) = a(z) + b(y).

En comparant avec I’expression des dérivées secondes, on s’apercoit que 1’on
peut prendre a(z) = arctanz et b(y) = arctany, & une constante kr pres (k €
{-1,0,1}; on retrouve ainsi une formule classique).

Exercice 3.9. oz . 2)
-y
flz,y)=—5—5—

:1:2 + 92
f(0,0) =
On calcule (:c y) et —;:(m y) pour (:c y) # (0,0) et aussi g—f(O 0) et

pour (z,y) # (0,0)

of
y( 0)-

o%f
P 2 1 0, 0
Deés & présent, notons que le calcul de Ba: 9 (w, y) ou B0z (:L‘, y) pour (z,y) # (0,0)

n’a aucun intérét par rapport & la question posée.
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Commencons par le plus facile : on a 1(h,0) - (0,0 _9=0_ 0 » 0, donc
h h h—0

of .
5-(0,0) = 0.

Sans aucune difficulté, on obtient aussi que %(O, 0) = 0 puisque
f(O’k)—f(OaO)_O_O_O s 0

4

k k k—0

Maintenant on va calculer %(w, y) pour (z,y) # (0,0).

Q&xwzg(ﬁw4¢)=Bﬁwwmﬁ+f%%ﬁw4fmw
oz oz \ 22 +y? (z2 +y2)?
_ zty + 4x2y® — o .
(@2 + y2)?

Ensuite, en échangeant le role de z et de y, ’expression de f(z,y) change de signe,
de sorte que sans faire de nouveau calcul® on peut affirmer que

of x5 — 4z3y? — 2y
( ’ ) = 2 212
o (% +y?)
On peut maintenant calculer i(0 )= 9 (%) (0,0) : c’est la limite, pour
0zoy "’ oz \oy/)" ’
h — 0, du quotient
of of h® — h3.0% — h0* BB
h h h )

0% f
On peut donc affirmer que 53;9—?;(0’ 0)=1.

Pour se convaincre de ce résultat, il suffit de calculer de deux fagons différentes la dérivée partielle
par rapport & y de la fonction g définie par g(z,y) = f(y,z) = —f(=,y).

En considérant que g(z,y) = —f(z,y), on trouve bien siir que 6—5(1:,@/) = —g—i(m,y). Mais, en
utilisant que g(z,y) = f(y,z) = f(vi(z,y), u2(z,y)) avec u1(z,y) = y et uz(z,y) = z, on obtient

20 @0) = L () walm ) Gt @) + (@), @) G2 @)

- Zwa1+ g wao=F )

s 1o o of .y_ _9f
D’oti le résultat By (z,y) = o7 (y,2)
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De la méme facon, on trouve que

of of 04k +4.0283 — k5 K5
9z k) — 5,000 T ey 0 _TH o,
k B k k ’
9f
de sorte que %(0,0) =—1.

On trouve sur cet exemple des « dérivées secondes croisées » qui ont des valeurs
différentes en (0, 0). \ )

o°f o°f

axé,y(O,O) # ayax(O,O)
Ce résultat n’est pas en contradiction avec le théoréme de Schwarz. On peut
simplement affirmer qu’ici au moins une des hypotheses de ce théoréme n’est

82 f 32 f

0z0y et Oyoz
partout, c’est leur continuité en (0,0) qui est en défaut. Si on avait le courage de
calculer ces dérivées secondes croisées pour (z,y) # (0,0), on s’apercevrait que
leur expression est une fraction de deux polynémes homogénes en z et y dont le
degré total est 0 : il n’est donc pas étonnant que ces fonctions n’admettent pas de

limite en (0, 0), et donc ne soient pas continues en ce point.

existent

pas satisfaite. Puisque les dérivées secondes « croisées »

cost + sint)

Exercice 3.10. 1. Ici, on a F(t) = arctan ( -
cost —sint

of y 1 —y . Of 1 1 x
Rl T AT Al Vil s = -
1 + 2 1 + )
z z
Comme d’autre part, on a z'(t) = —(sint + cost) et 3'(t) = cost —sint, on obtient

P(t) = () 52 60,90 + ¥ 0) 3 o(0), (0)

—y(t) , z()
FOP+beP T ERr + par
_ (sint + cost)(cost +sint) + (cost —sint)(cost —sint) 1
N (cost — sint)2 + (cost + sin t)? B

= —(sint + cost)

On a donc sur chaque intervalle I}, =] — 377’ + km; T + k7| du domaine de définition
de F,

F(t) =t+ Ck.
Tenant compte de la w-périodicité de F, on a Ck41 = Cg — 7, et en utilisant la

valeur
F(0) = arctan1 = 7 = Cp, on en déduit une expression trés simplifiée de F :

F(t)=t—kr + % pour tout ¢t € Iy =] — 3 + km; T + kn|.
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(Auriez-vous réussi 4 montrer ce résultat sans dériver ?)

£2+1 et

2.1Ci,;}laF(t)=;{L}._11+t2a_}}l1 .
= ¥ 1yt 2
Onaam(w,y)— x2+yet ay(w,y) z 2

Comme d’autre part, on a z'(t) = 2tet**+1 et ¢/(t) = 2t, on obtient
F(0) = 2/(0) g (@0 ¥e) +/(0) 5 a(t),4(2)
_ e yE) 1 x(t)
e (-2 y(t)) (585~ )
2 t?2+1 1 (2 t2+1
=2t (et +1<_62(t2+1) Tt 1) + (e - (t:+ 1)2‘))
=2t (e_(t2+l) (—(t2 +1)+ 1) + Zt-;if—i)z(uz +1) - 1))

F(t) = 2t3 (et2+1 _t2+1)

241 \241 et

3. Ici, on a F(t) = (t2 + 1)(Int)(tant)
of I/ | - of -
On a am(w,y,z) =yz; By (z,y,2) =zz et 52 (z,y,2) = zy.

1
Comme d’autre part, on a z'(t) = 2t, y/(t) = : et 2/(t) = 1+ tan?t on obtient

F(t) = 2'(0) 2L (alt),u(t),2(0)) + /(1) %(wm,y(t), (0) + 7 () 92 (a(0), (0), 2(1)

1
= (2t)Inttant + (¢ + 1) tant + (t2 + 1) Int(1 + tant)

3.6 Extrema

Exercice 3.11.

1. f(z,y) = 2% — zy + % - 3y.
Pour qu’il puisse y avoir un extremum en un point (z,y) il est nécessaire que

of

of _
e T,y) = —y(x,y) =0

V2 sin(t+ %)

6
F(t) = arctan
® V2 cos(t + §)

=arctantan(t+ J)...
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Ces conditions donnent naissance au systéme

2z —y =0 — y=2z — z=1
—rz+2y—3 =0 3z =3 y=2.

Donc le seul endroit ou f peut présenter un extremum, c’est en (1,2).

Calculons les quantités r, s, ¢t en ce point.
0%f 0%f 0% f

Ona =-5(z,9) = 2; m(w,y) =-1; a—yz(w,y) =2

Doncr=t=2et s=—1.Ici, on a s2 —rt = =3 < 0, donc f présente bien un

extremum strict en (1,2) et c’est un minimum puisque r > 0.

2. f(z,y) =2 +y* - 2(z — y)%.
On raisonne de la méme fagon. On a

g—i(w,y) =4z —4(z—y) et g—z(w,y) =4y® +4(z —y).

D’ou le systéme & résoudre :

3 _(y—qy) = = 73 3_ _,.3
{ar: (z y)0<:>{a: y_a:3<=>{a: y3

Y¥+@-—y) = T—y=-y T—y=
y__m Tr= =y
(:){w3—2x=0 < {ou z2=v2=—y
ou r=-—-v2=-—y

Il y a donc 3 points ou f peut présenter un extremum : en (0,0), en (v/2, —/2)
et en (—\/5, \/_2_) On calcule les nombres 7, s,t en ces trois points.

8% f 2 0% f - 52f .
Ona —(9—w§(x,y) =12z° —4; m(m,y) ; By 3@ y) = 12y2 — 4 par conséquent
en (0,0) :
r=—4=tets=4donc s?—rt=0:on ne peut pas conclure directement.

On peut montrer qu’il n’y a ni minimum, ni maximum en ce point en considérant
deux chemins passant par (0,0) : d’une part pour £ =y = t, on a f(z,y) = 2t* >
0 = £(0,0), donc tout voisinage de (0,0) contient au moins un point (z,y) = (¢,1)
pour lequel f(z,y) > f(0,0) : il n’y a pas de maximum en (0, 0).

D’autre part, pour z =t et y = 0, on a f(z,y) = t*—2t% = t23(t2-2) < 0 = £(0,0)
lorsque |t| < /2. Tout voisinage de (0, 0) contient au moins un point (z,y) = (t,0)
avec |t| < /2, donc tel que f(z,y) < £(0,0) et f ne présente donc pas de minimum
en (0,0).

en (v/2,—v/2) et en (—v/2,1/2) (les calculs sont exactement les mémes en ces deux
points) :
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r=20=tet s=4donc s> —rt =—384 <0 et f présente un extremum relatif
strict en ces deux points; puisque r > 0, ce sont des minimums.

3. f(z,y) = 22 — 6zy + y* — 20y + 8z + 2.
Pour cette fonction, on a
of

6—w(w,y)=2w—6y+8=2(az—-3y+4)

g—z(w,y) = —6z + 4y® — 20 = 2(-3z + 2° - 10).

Un point (z,y) ou il est possible qu’il y ait un extremum est donc solution du
systéme

z—3y+4=0 z=3y—4
-3z +2y3-10=0 —9y+12+2y3—-10=0.

La deuxiéme équation s’écrit 2y3 — 9y + 2 = 0; heureusement, elle admet une
racine évidente y = 2, et on peut donc la factoriser (y—2)(2y2 +4y—1)=0.
Les trois racines de cette équation sont donc y; = 2, yo = —1+ 3@ etyz3 =—1— 32@-
On conclut donc, en reportant ces trois valeurs dans la premiére équation du
systeme, qu’en trois points il peut y avoir extremum :

en (2,2); en (z2,y2) et en (z3,y3) (avec zo = =7 + %@ et rz3 =-7-— 342@)

Or, on a

o*f o%f

o2

da?
Donc en (2,2),onar=2>0;s8=—6;t =48 donc s> —rt = —60 < 0 et f
admet un minimum strict en ce point.
En (z2,y2),onar=2>0;s=—6;t=12(1—v6+ 3)%=30-12V6.
Ici, on a s2 — 7t = 36 — 2(30 — 12v/6) = —24 + 241/6 ~ 34,787 75383 > 0, donc f
ne présente ni maximum, ni minimum en ce point.

En (z3,y3s), les calculs sont exactement les mémes en changeant le signe devant
chaque /6, de sorte que s2 —rt = —24—24/6 < 0 et f présente donc un minimum
strict en ce point.

4. f(z,y) = 22% —2z(e¥ —y+ 1) + e + (y — 1)
Pour cette fonction on a

%(m,y)=4x—2(ey—y+1)=2(2:c—ey+y—1)
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Un point (z,y) ou il est possible qu’il y ait un extremum est donc solution dy
systéme

2r—eY4+y—1=0
—2z(e¥ —1) +2e¥ +2(y—1) =0

{
{:{zpey_yﬂ
{

(S) «—=

—(e¥—y+1)(e¥—1)+2e% +2(y—1) =0

2r=eV—y+1

= —e +e¥ +ye¥ —y—e¥+1+2W +2y—2=0

2z =eV—y+1
() = { eV —1+ye¥+y=0

— 2r=eV-y+1
(e¥—-1)(e¥+1)+y(e+1)=0

2z=¢eY—y+1 y
<=>{ey_1+y:0 (en effet, e +1 > 0).

Soit p(y) =e¥ —1+y;ona ¢'(y) =e¥+1>0, donc ¢ est strictement croissante,
continue sur R et puisque ¢(0) = 0, 0 est la seule valeur qui annule ¢(y).
Donc on a

2 =e¥ — = —_ =
z=e—y+1 — 2r=1-0+1 PR 1
y=0 y=0 y=0.

(S)<=>{

Le seul point ou il peut y avoir extremum, c’est en (1,0).
D’autre part, on a

. &

0 *f 2
5;2‘(37&) =4; axay(w’y) =—2(eY - 1) ; 6—?/2(13,31) = —2ze" +4e% +2.

donc en ce point (1,0), on a
r=4>0; s=0; t=4; £—-rt=-16<0

donc f présente un minimum relatif” strict en (1,0).

" Cest en fait un minimum absolu, comme on peut s’en rendre compte en remarquant que

f(z,y) = (z—e")* + (z +y—1)°



3. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR LES FONCTIONS DE RP VERS R" 359

5. f(z,y) = 223 + 32393 + 2224
Pour cette fonction, on a
0
a—i(w, y) = 2zy3 + 922y + dzy? = 233(2 + 9z + 4y)
of
dy
Il y a donc un extremum possible en tout point (z,y) tel que z =0 ou y =0, et
aussi en (z,y) solution du systéme

{9w+8y+3=0 = { 1

(z,y) = 3z%y% + 9:B3y2 + 83:2y3 = z2y2(3 + 9z + 8y).

D’autre part, on a

2
—J;(x,y) =28 + 1823 + 4 = 243(1 + 92 + 20)
o%f
0z0y

o’f
a—yz(w, y) = 622y + 1823y + 242%y? = 62%y(1 + 3z + 4y).

——(z,y) = 6zy® + 27222 + 1623 = zy?(6 + 27z + 16y)

En un point (z,y) telque x = 0ouy =0,onar =2y%; s=1¢t=0, donc
s2 —rt = 0 et on ne peut pas conclure directement 8.

Etudions le point intéressant : (z,y) = (-5 —1)-

En ce point, on a

r=—3(1—-1——;—)=6i4
=T 916(6 3-4)= i4
- 814(1 -= 16%’
d'ou 82 —rt = 1 - 1 = ! — ! =— 1 =— 1 <0

1442 64.162 34.28 2734 34.28 20736
On peut donc affirmer que f présente en (—%, —%) un extremum strict, qui est

un minimum puisque 7 > 0.

En fait, pour 2o = 0 et yo # 0, puisque f(z,y) = y3z*(1 + 3z + 2y), on est stir que f(z,y) est du
signe de y3(1 + 2yo) pour (z,y) proche de (0, o). Donc sauf en (0,—3) et en (0,0), f présente
un extremum en (0, ¥o), qui est forcément un extremum non strict, puisque f(0,3) = 0= f(0, yo)
pour tout (0,y) dans tout voisinage de (0, yo).

En revanche, pour yo = 0, puisque y® change de signe en 0, on est sir que f ne présente pas
d’extremum en (zo, 0).

Vous voyez sur cet exemple qu'’il est souvent trés difficile de conclure lorsqu’on ne peut appliquer
les critéres du théoréme 3.52 (p. 114)
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3.7 — 3.8 Différentiabilité

Exercice 3.12.

On peut se dispenser de toute démonstration en utilisant la proposition 3.72
(p- 136). Mais pour bien comprendre cette notion, nous allons reprendre le raison-
nement.

Soient (a b) les composantes de f dans la base canonique. On a donc, pour tout

(z,y) €eR?, f(z,y) = az +by.
Fixons (o, %0) € R%. On a, pour tout (z,y) = (zo + h,yo + k)

f(xay) = f(mO + h') Yo + k) = f((wﬂayO) + (h” k)) = f(xo,yO) + f(h’, k)

= f(zo,y0) + ah + bk
= f("th yO) + ah + bk + ”(h) k)||€(h, k)a

en posant £(h,k) =0, on a clairement lim e(h,k) =0.
(h,k)—(0,0)

Donc f est bien différentiable en (zo, o), et la forme linéaire df(5, ) est 'appli-
cation (h, k) — ah + bk : c’est bien ’application f.

Exercice 3.13. 1. Sachant que Na(z,y) = v/z2 + 32, on calcule facilement
ON, T ON, Y
%2 (4y) = £ S 0,0). C
que oz (:l? y) \/m € dy (w,y) m pour (377 y) 7 ( ) €S
dérivées partielles étant clairement continues sur R? \ {(0,0)}, on en déduit, sans
fatigue excessive que Ny est différentiable sur R? \ {(0,0)}.
En (0,0), N2 n’est pas partiellement dérivable, puisque le quotient

— N h
Na(h,0) 2(0,0) = Inl n’a pas de limite pour h — 0 (limites & droite et &

h
gauche différentes), donc N n’est pas différentiable en (0, 0).

2. De la méme fagon, puisque Ni(z,y) =z +y ou Ni(z,y) =z —y ou Ni(z,y) =
—z + y ou Ni(z,y) = —z — y selon le quadrant dans lequel on se place, N;
est clairement de classe C! sur les quatre domaines ouverts Q1 = {(z,y) | = >
Oety >0}, Q2 ={(z,y) |z >0ety <0}, Qs = {(z,9) |z < Oety >0}
Q4 = {(z,y) | x < 0 et y < 0}, donc N; est différentiable sur chacun de ces
domaines.

Il y a probléeme a la frontiére de ces domaines, c’est-a-dire sur les axes de coor-
données.

Etudions la différentiabilité de Ny en un point (zo,0) de I’axe des abscisses : N

n’est pas dérivable partiellement par rapport & y en (zo,0) car le quotient

Ni(@o, k) = Ni(20,0) _ Jaol + [k = [ao| _ [ n’a pas de limite pour k& — 0. Si

N; n’est pas dérivable par rapport & une des variables en (zg,0), elle n’y est pas
différentiable.
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Pour un point de ’axe (0,yp) de ’axe des ordonnées, on montre sans difficulté
et de la méme fagon que Nj n’est pas dérivable par rapport & x, donc n’est pas
différentiable.

3. On applique le méme type de raisonnement : dans chacun des domaines
Dy ={(z,y) |z >yetz> -y}, Do ={(z,9) |y <z ety>—z}, D3 ={(z,v) |
z<yetz < -y}, Ds={(z,y) | y <z ety <—z}, No(z,y) vaut respectivement
z, Yy, — et —y, et Noo est donc clairement de classe C! sur ces quatre domaines,
donc différentiable.

C’est sur les frontiéres de ces quatre domaines qui sont les deux bissectrices du
repére, (les droites y = z et y = —z) que la différentiabilité pose probléme.
étudions la différentiabilité de Ny, en un point (zg, o) de la premiére bissectrice
Ni(zo,z0 + k) — N1(zo, Z0) _ max(|zo|, |zo + k|) — |zo|

avec g > 0: Le quotient p P
n’a pas la méme valeur selon que k est positif ou négatif (tout en restant suffisam-
ment petit).

Si k<0, o0naxo+k=|zo+ k| <|zo| =20 donc ce quotient vaut

max(|zol, |To + k) — |zo|] _ zo—x0 _ 0
k a k o

Si k>0, onazo+ k= |zg+ k| > |zo| = 20, donc le quotient vaut

max(|zol, |zo + k|) — |zo| _ (@o+ k)—zo _k

k k p =L

Pour k — 0, la limite est différente & droite et & gauche, donc Ny, n’est pas
dérivable partiellement par rapport & y en (2o, o), et n’est donc pas différentiable.
On raisonne de la méme fagon sur chacune des trois autres demi-droites frontieres,
ou en (0,0) et on montre & chaque fois la non dérivabilité partielle de N, en ces
points, donc la non différentiabilité.

Exercice 3.14.
3 3

1. f définie par f(z,y) = f:z——{—gyﬁ est clairement de classe C* sur R? \ {(0,0)},

donc différentiable sur ce domaine. C’est donc uniquement en (0,0) que se pose

un probléme.

f(h10) - f(O)O) _ h -0
h "~ Rh2.-h

= —1 admettent des limites finies, respectivement 1

=1

On étudie la dérivabilité partielle de f en ce point :
et f(O’k) _f(O)O) _ O_k3
k T k2k

: of of
et —1 pour respectivement h — 0 et kK — 0, donc %(O, 0)=1et ‘—9_?;(0’ 0) =-1.

Cependant f n’est pas de classe C! en ce point, car on a, pour (z,y) # (0,0),
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4 3 2,,2 2 3 o
z +(w§fy;;2 i , et en suivant ’axe des ordonnées, on a 6—:{(0’ Y) =

0 ne tend pas vers 1 = %(O, 0) pour y — 0, donc of n’est pas continue en (0,0).

On ne peut rien conclure pour l'instant, et on doit étudier directement la différen-
tiabilité de f en (0,0).

On cherche & écrire pour (z,y) = (0 + h,0 + k),

O (a0) =

f(z,y) = £(0,0) + Ah + Bk + |(h, k)lle(h, k)

¢ lim e(h,k) = 0. On sait qu’on doit prendre nécessairement A =
(h,k)—(0,0)

% 0,0)=1et B= ﬂ 0,0) = —1, de sorte qu’on doit choisir
Oz Oy

ave

h3 _ k3
ey = SR =00 ~htk _ prig PHE
VT2 VTR
h® — k* — h(h® + k?) + k(h* + k*) _ hk(h—k)
B (W2 + k2)3 (W)
On constate que ce quotient ne tend pas vers 0 pour (h, k) — (0,0), comme on
peut le vérifier en utilisant k = —h, c’est-a-dire en se rapprochzl;llg de (0, (23en

suivant la deuxiéme bissectrice du repére, puisque (h, —h) (2h2)g N
n’a pas de limite pour A — 0 (limites & droite et & gauche différentes) et ne tend
donc pas vers 0.

Conclusion : f n’est pas différentiable en (0,0).

1
2. f définie par f(z,y) = (2% + %) sin (————— est clairement de classe C*®
Vvt +y?

sur R?\ {(0,0)}, donc différentiable sur ce domaine. C’est ici aussi en (0,0) que

se pose un probléme.
On a pour (z,y) # (0,0),

—iﬁ(z,y) = 2z sin (4) + (22 + y?) cos ( L ) —Z 3
= VR VT2 (o + )3
= 2z sin ( L ) — ? cos ( 1 >
= g(m’y) - h(a:,y)

Il est clair que |g(z,y)| < 2|z| donc  lim  g(z,y) =0.
(zy)—(0,0)
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En revanche, h(z,y) n’a pas de limite en (0, 0) : en effet, en utilisant h(0,y) = 0,
on voit que cette limite devrait étre nulle, mais en utilisant la suite (z,,0) avec

1 . .
Tn = 5, 0N constate que bien que Jim (zn,0) = (0,0), on a
L
h(zn,0) = 2’"1‘ cos(2mn) = 1,
4nZn?

donc nll)ngo h(zp,0) =1 #0.
of

Finalement, on peut donc affirmer que == n’a pas de limite en (0,0), donc f n’est
certainement pas de classe C' en (0,0).

0
Cependant, —f(O, 0) existe et vaut 0, comme on s’en apercoit en étudiant le
quotient

— h’2 i A
f(h0) - £(0,0) _ Msinpy o1

h h |h|

Cette quantité étant clairement majorée en valeur absolue par |h|, elle tend vers 0
pour h — 0.

De méme, on a 3—5(0, 0) = 0 (méme type de raisonnement).
Pour étudier la différentiabilité de f en (0,0), on doit mettre f(h, k) sous la forme

f(h,k) = f(0,0) + Ah + Bk + ||(h, k)le(h, k)

Mais f(0,0) = 0 et nécessairement, A = g—i(O, 0)=0= Z—;(O, 0) = B, donc on
doit prendre

e(h, k) = __f;fff])cz = VIR sin ()

On obtient facilement que

le(h, )l < VR2 + k2 = || (R, B)[|  —

0
(h,k)—(0,0)

donc on a lim 0es(h, k) =0 et f est bien différentiable en (0, 0).
yK)—

Cette fonction était un exemple de fonction différentiable qui n’est pas de classe
ct.
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Exercice 3.15.
Les fonctions composantes de f sont fi, f2, f3 respectivement définies par

fl(m,y,z)=z+y2+z ) fg(.’l},y,z)=$y22 ) fg(m,y,z)=x2z+xy.

Ces trois fonctions sont clairement de classe C*°, donc sont différentiables sur R3,

La différentielle de f est Papplication df de R3 & valeurs dans I’ensemble £(R3, R?)
des applications linéaires de R? vers R3, qui & tout (z,y, z) associe I’application
linéaire d f(;,,,,) dont la matrice (pour les bases canoniques) est la matrice jaco-
bienne de f en (z,y, 2)

oh o of
g}; (2,9,2) aa (z,9,2) 33;’ (z,9,2)
2 2 2
J(f)(a:,y,z) = ?f;(i’?,y, Z) 88—(1%% Z) g(a&y, z)
a_::(x:y)z) a—;(m,y,z) a—j(w:yaz)
1 2y 1
J(f)(:c,y,z) = y2z 2zyz my2

2zz+y =  x?

Comme la dimension de ’espace de départ et celle de I’espace d’arrivée sont égales,
on peut calculer le Jacobien de f; c’est le déterminant de la matrice J(f), et il
vaut donc

1 2y 1
IJ(f)(a:,y,z)I = yZz 2zyz $y2
2zz+y = @ x?

= 22%yz + 223 (222 + y) + zy’2 — 2ry2(2x2 + y) — 2%y? — 20732

Exercice 3.16.

Comme pour l’exercice précédent, la différentiabilité de toutes les fonctions de cet
énoncé est assurée par le caractére évidemment C*™ donc C! de toutes les fonctions
composantes.

Pour définir les différentielles de f et g qui sont, pour chaque élément de leur
ensemble de départ, des applications linéaires, le plus simple est de donner leur
matrice jacobienne.
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3f1 of1

(L'C y,Z) (ZE yaz) —(-T,y, Z)
On a J(f)(a:,y,z) = aafz 02

(,y,z) 5y—(w,y,2) %(x,y,z)

(1 2y O
T \y?z 2zyz zy?

65{;(%’0) aa—v(u, ) ou 1

et J(9) ) = %(u,v) 5903(%1)) = S u
Og3 093 ©
B ——(u,v) 6v( yV)

Pour le calcul des différentielles de g o f et f o g, la premiére méthode consiste &
donner ’expression de ces fonctions et & calculer directement leur différentielle,
et la deuxiéme méthode consiste & utiliser le théoréme 3.74 (p. 137) ou plutdt
son corollaire 3.75 (p. 140) qui donne la matrice jacobienne d’une application
composée.

Premiére méthode
On a pour tout (z,y, 2), en posant h = (hy, ha,hg) =go f,
h(z,y,2) = go f(z,y,2) = g(z + ¥*, zy°2)
\ = (@ +v%)? + (zv%2), (= + v*)(zy?2), ")
= (hl(.’l?, Y, Z), h2(x) Y, Z), h3(.’L‘, Y, Z))

De sorte que

8h1 8 1 ahl
g(w)yv z) 6h ("1" yaz) 66?(‘7"’:‘/: z)
9o Newa = | gg @0 Z @12 F2(4.2)
o w1n2) S (w,9,2) D(a,y,2)
(9.'1,' ,y7 ay ’y’ 62 1y’
[ 2(x + %) + 922 4y(m +9?) + 2yzz zy?
= |2’z + (= +y2)y z 2y(zy®2) + (z +y2)2ywz (x+y2)wy
Y ze(zy z) 2a:yz e(x'y 2) Ty e(my z)

De méme, posant w = f o g = (wy,ws), on a pour tout (u,v) :

w(u,v) = fog(u,v) = f(u? 4 v,uv,e’) = ((u? + v) + (w)?, (u? + v)(wv)2e?)
= (u? + v+ u??, 0% (u + u)) = (wi(u,v), wa(u,v)).
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De sorte que
J(-f ° g)(m’y’z) = awz 8w2
Bu W)y WY

_ 2u + 2uv? 1+ 2vu?
~ \v2e?(4ud + 2uv)  2ve¥(ut + u?v) + v2%e¥ (ut + uPv) + vie¥u?

_ 2u + 2uv? 1+ 2u?v
T\ (4ud? + 2uvd)e?  [2utv + 3utv? + utv? + uvd)e?

Deuxi¢me méthode
D’apres le corollaire 3.75 (p. 140), en posant

(w,v) = f(z,9,2) = (fi(z,y,2), f2(z,9, 2)) = (z + y*,zy%2), on a

2u 1 1 2 0
J(g o f)(z,y,z) = J(g)(u,v) * J(f)(z,y,z) =l1v uj- <y2z 2:1:yz a:y2>
0 ¢

_ 2 2
- Yz (@ +2°) v2z 2xyz zy?

(2($+y2) 1 (1 2% 0)

0 e(:z:yzz)
2(z + y?) + %2 dy(z + v?) + 2zyz zy?
= | 2?2+ (z + ¥?)y%2 2298z + 2zy2(z +9%) zyP(z +9?)
yzz e(zyzz) 2zyz e(:z:yzz) wyz e(:cyzz)

De méme, en posant cette fois

J(f ° g)(u,'v) = J(f)(:z:,y,z) : J(g)(u,v)

1 2 0 2u 1
“\y22 2zye xy?) |V Y
0 e

_ 1 2uv 0 ) 2: L
T \(uv)2e¥ 2(u? +v)uve’ (u?+v)(uv)? 0 ;f,

_ 2u + 2uv? 1+ 2u?v
T\ (2u30? + 2(u? + v)uv)e’  (uPv? + 2(u? + v)utv + (u? + v)uPv?)e?

On constate qu’a chaque fois on retrouve le méme résultat avec les deux méthodes.
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Exercice 3.17.

w2 +? u
1. L’application ¢ : (u,v) — (z,y) = 5y est définie et évidemment

de classe C* sur son ensemble de définition qui est R x R*.Le probléme est de
vérifier qu’elle est bijective, donc de voir si chaque élément de P possede bien
un antécédent et un seul par cette application . Pour cela, il suffit d’étudier le
systéme (S) d’inconnues (u,v), avec (z,y) considérés comme parameétres.

2 .2

u“ +v
-z 2 .2 — 2 2y _
(S) 2 {u +v¢ =2z {'v(1+y) 2z
—=y u =0y U= vy
v
2z

=4

v T+ 42

On constate que puisque z > 0 par hypothése, ce systéme possede toujours deux
solutions, et ¢ est surjective, mais pas injective. Pour obtenir une application
bijective, on souhaite que le systéme (S) posséde une unique solution, il suffit de se
restreindre & I’ensemble des (u,v) tels que v > 0 : on prendra donc D = R x R**,
et la restriction de ¢ & D (qu’on continuera, par abus de langage & appeler @) est
cette fois une bijection de D sur P.

2. Une méthode simple consiste & utiliser le corollaire 3.75 (p. 140).
Matriciellement, on peut considérer que pour tout (u,v) € D, tel que

2 2
(z,9) = (2(v,v),y(u,v)) = <u ;v ,E), ona:

J(F)(u,v) = J(f ° (P)(u,'u) = J(.f)(:z:,y) ' J(‘p)(u,v)

or, o or y_(er oy (G0 g

uT 2 2 ) 22,0
OF OF 0 0 v v
(_az(ua’v) %(U,’U)> = <a_£(m’y) 6_£($7y)> ' l _%
v v

D’ou le résultat
OF of (u?+v? g)_l_lg u? 4 02

u
8—u(u,'v)=u% 2 v v Oy 2 v
OF of (u?+v% u uwdf (u?+v® u
%‘“’”:”a( 2 ’5)_2176_11 2 v
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3. Une bonne fagon d’inverser un systéme de deux équations & deux inconnues
consiste & utiliser la méthode dite des déterminants ou de Cramer®. Ici, le déter-
minant du systeme est :

u ’LL2 u2 + ’U2

v2

v

Ce déterminant est toujours non nul car on s’est placé dans D dans lequel on a,
v > 0. On obtient donc

oF 1
-8_’11.('“”0) 5
aF(uv) U )
Of oyl Ou > 2| v ( uwdF . 10f
5;(:1:,3/)— u? + 02 _—u2+v2( v28u(u’v) vav(“’”)>
—
1 OF oOF
o (5 0+ )
OF
u %(u,v)
v aF(uv) 2
f pyel o 7| v <‘9_F _9F )
6y($’y)— u24+v2 w2402 “au(“’”) U(’i‘u(u’v)
-
= 2 (vE ) - v )
T2tz Ve T Y\ WY )

On retrouve bien les résultats annoncés.

4. Reportant ces valeurs obtenues dans 1’équation (£) et exprimant z et y en
fonction de u et v selon le changement de variable suggéré, on obtient I’équation

® Pour mémoire, lorsque les calculs sont possibles, donc pour ad — be # 0 :

a b a «a
az+by=a B d| _ad-b8 . _|c B| af-ac
{ca:+dy=ﬂ = = e b| ad—bc ' YT b|  ad-—bc
c d c d
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(&) :

w402y 1

9 u
2 wvu?+40?

(u g—i(u, v)+v g—f(u, v))

u? v? OF OF
+ (1 + ’U_2> m (va—u(u,v) - u%(u,v)) =0
u? OF

OF OF OF
— 'U—%(U,U) +'U:—a;(u;'v) +v%(u,v) - u—(’U,,'U) =0

ov
u? + 02 OF

oF
= a—u(u,u)_o = %(u,v)—o.

v

Donc une fonction f vérifie (£) sur P si et seulement si la fonction F' = fop a sa
premiére dérivée partielle nulle sur D. Une telle fonction F' est une fonction ne
dépendant pas de u. Il existe donc une fonction g telle que

V(u,v) € D, F(u,v)=g(v).

Mais, puisque F' = f o ¢, on a aussi bien siir f = F o ¢!, donc pour tout

(z,9) € P, on a f(z,y) = F(¢~}(z,9))
Mais I’expression de ¢! a été déterminée lors de la premiére question, lorsqu’on
a cherché ’antécédent de x et de y, et on a donc

vl (2,9) = (u,0) = (\/ el \/ - i“’yz) :

On en déduit que pour que f soit solution de (£), il faut et il suffit qu’il existe
une fonction g telle que F'(u,v) = g(v), donc telle que

e ([ ) 5)

5. Sachant que f est une solution de (£), il s’agit donc de déterminer la fonction

2z
g telle que f(z,y) =g T4 pour tout (z,y) € P.
Dérivant par rapport & x cette égalité, compte tenu de la valeur qu’on impose &

0
—f, on obtient 1’équation

Oz
1 9 2z oy 2z |\ 0 2z
1+ oz \T\W1re2)) 79 Wiry?) oz V1442

, 2z 1
=9 ( 1+y2) V2z(1 + 59
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On en déduit que

y ( 2z ) V2z , v?

= — g(v)=v < g(v)=—=—+C.
Revenant & la fonction f, on obtient donc que la solution f est telle que
2
2z
( 1+y2

f(m,y)=f+0 +C.

1+y2

On détermine alors la constante grace a la condition f(1,0) =2 : on trouve sans
peine que C = 1 et par conséquent ’'unique solution de (£) vérifiant les conditions
imposées ici est la fonction f définie sur P par

f(z,y) = + 1

z
1+ 92

Exercice 3.18.
Le changement de variable suggéré ici correspond clairement & une bijection de
R? sur lui-méme : o' : (z,y) — (u,v) = (z + ¥,z + 2).
. . N u=z+y T=2u—"v
On peut facilement inverser le systéme v=1+2 = y=—u+tv ce
qui permet de définir ¢.
Posons F(u,v) = f o ¢(u,v). On a donc f(z,y) = F(u,v) = Foyp™(z,y)
La matrice jacobienne de f peut donc s’exprimer ainsi :

J(f)(a:,y) = J(F)(u,v) : J(¢_1)(m,y)

Oou Ou
af of OF OF dr Oy
Ox Oy

oF OF 11
- (L) %m,v))-(l 2)

oOF oF
5(37,?/) = %(U,U) + %(U,U)
of, . OF OF
5?;(31, y) = %(U,U) + 2%(% v).

On obtient donc

Reportant ces valeurs dans 1’équation que I’on étudie, on se raméne & 1’équation

2(?9_5(%1))_*_68—1:-(“’”))_(6 (w, )+2 ('u. v)>=0 = g—z(u,v)=0
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comme dans I’exercice précédent, f est solution de I’équation initiale si et seulement
si F est telle qu'’il existe une fonction g d’une seule variable telle que

Y(u,v) € R?, F(u,v) = g(v).

Puisque f(z,y) = F(u,v) et que v = = + 2y, on a prouvé que les solutions de
I’équation sont les fonctions f qui peuvent sé mettre sous la forme

f(z,y) = g(z + 2y).

g étant une quelconque fonction de classe C'.

Exercice 3.19. On utilise la formule d’approximation (voir p. 128)

f(z,y) ~ f(zo,v0) + %(wo,yo)h + g—z(mo,yo)k

Ri1Ry
R+ Ry’
et les accroissements de chaque variable sont respectivement AR; et ARy (au lieu
de h et k).

On a donc

Ici, on étudie la fonction R = R(R;, R2) = les variables sont R; et Ry

OR

OR
OR; ——(R1,R2)ARy + = ok, (R1,R2)AR>

R(R1 + ARy, Ry + ARy) ~ R(Ry, Rs) +

_ Ry(R1+ Rp)— RiRp.1 R} .
Or, 6R (Rl’Rz) (R1 + Rp)? "~ (Ri1+ Ry)? et de méme (sa:s '
faire de calcul, R; et Rz jouent des roles symétriques) g—}};(Rl, Ry) = (le—le)z
D’ou la formule d’approximation :
R? R?
R(R1 + AR;, Ry + AR, R(R1,R —2__ AR+ ————AR
(Bt ARy, By &+ ARy) = BBy, Bo) + a8 R e A2
Ri1R; R2(AR;) + R2(ARy) .
" Ri+ Ry (R1 + Rp)?

Application numérique :

Avec les valeurs de I’énoncé, on obtient

40x 63 632.(—0,1) +40%.0,2 _ 2520 . 3203969
40 + 63 (40 + 63)2 ~ 103 1032

259483,1
~ e o 24,458770855

R(R; + AR;, Ry + ARp) ~
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Pour vérifier par un calcul direct, il suffit de poser R} = R1+AR; et R) = Ry+AR,

R R
1 R A 1542
et de calculer R(R}, R5) R
Ici, R} =40 — 0,1 = 39,9 et R}, =63 + 0,2 = 63,2. On obtient donc
39,9 x 63,2
39,9 + 63,2

R(R|,R}) = ~ 24,458 583 899

Remarquons qu’on avait R(R;, Ry) = 24,466 019417.

La valeur de R(Rj, Ry) obtenue par un calcul direct (R = 24, 45858) est plus précise
que la valeur approchée obtenue en utilisant la différentielle de R, (R = 24,45877),
mais Perreur absolue !° commise ici par cette formule d’approximation est inférieure
4 2.10™* et l’erreur relative est inférieure & 105, ce qui n’est pas mauvais du tout,
comparée & la valeur relative des accroissements AR; (de ’ordre de 0,5%).

Exercice 3.20.
la) f(z,y) = «® — 3zy?; g(z,y) = 3z%y — 5.
OI(; a trés facilement %(m,y) =322 — 3y? = Z—Z(z,y) et Z—g(w,y) = —6zy =
()
5 5 Y)-

2.a)
Pour utiliser les coordonnées polaires, on pose F'= foyp et G=go1;onavu
p- 142 que

IEF) ) = I(f o V)(r0) = I()(zg) - I(¥)(r0)

Donc on a
J(f)(:c,y) = J(F)(r,e) ' (J("/J_l)(:z:,y)) = J(F)('r,@) ' (J("/))(r,e))_l .
Or,

cos @ sin @

IW)re) = (‘”SG ‘”ine) done (IW)ee) = 1

. . 1
sin rcosé ——sinf -cos@
r r

d’ou

. Ce que nous appelons

107 ’erreur absolue vaut ici |R — R)|, tandis que Perreur relative est

|R - R
R

|AR|
R

ici « valeur relative des accroissements AR; », c’est le rapport pour ¢ =1 ou 2.
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0 sin @
Do) L) = (Lo L)

(&U(x’y) 6y(m,y) W(r,@) %(r,a) —lsinG lcosé’

T r

sm 0 OF oF .
00

. 3F cosf OF
31n9-(¥(r,0)+ . 60(1‘,0)

cos 0 (r, 0) — 0)

On en déduit les formules valables pour tout ’exercice

of _ OF smGé‘F
oL (2,4) = 00805 (r,0) — T2 (r,0)

of . OF cos@ OF
a—y(w,y)—smea(r,())+ - 80(7’,)

et de la méme fagon, en posant G = go 1)

Qg(m y) = cos 0?9—G(r 0) — SI266@(7‘, 0)
cosf 0G
(:1: y)—sm0 ( 0) + 60( r,6).

Ici, on a F(r,0) = f(rcos@,rsin@) = r3(cos® § — 3 cos fsin? 6)

et G(r,0) = g(r cosf,rsinf) = r3(3 cos? §sin § — sin3 9)

I1 est intéressant de se souvenir d’un peu de trigonométrie : la formule de Moivre
permet de simplifier considérablement les calculs.

cos 30+ sin 30 = (cos f+i sin 8)3 = (cos? §—3 cos O sin? )+i (3 cos? O sin H—sin® 9).

On en déduit que F(r,0) = r3cos30 et G(r,0) = r3sin 36, d’ott un calcul trés
simple des dérivées partielles de ces fonctions.

OF a2 _ OF _ 3 .
6—(r, 6) = 3r“cos 30 ; W(T’ 0) = —3r°sin 36
oG 9 . . 0G _
o ——(r,0) = 3r°sin 36 ; 50 ——(r,0) = 3r3 cos 36.
Reportant ces valeurs dans les expressions de —f Bf 89 ag on obtient :

8z’ 8y’ 8z’ By’



374 SOLUTIONS DES EXERCICES

% (z,y) = cosO(3r% cos 39) — g (—3r>sin 36)

= 3r%(cos 0 cos 30 + sin sin 30) = 3r2 cos(30 — 0) = 3r% cos 20
= 3r?(cos? § — sin? §) = 3z — 3y?;

cosf
—
= 3r%(sinf cos 39 — cosfsin 30) = 3r?sin(f — 36) = —3r?sin 20
= —3r%(2sinfcosh) = —6zy ;

%5 (z,y) = sin ¢9(31~2 cos 30) + ( —3r3sin 30)

g—i(m, y) = cos 8(3r2sin 30) — g(&ﬁ cos 30)
= 3r2(cos sin 30 — sin # cos 30) = 3r%sin(30 — 0) = 3r2sin 20
= 3r?(2sinf cos§) = 6y ;

Z_Z (z,y) = sin #(3r%sin 30) + g(&“3 cos 30)
= 3r2(sin § sin 30 + cos # cos 36) = 32 cos(30 — §) = 3r2 cos 26

= 3r2(cos? § — sin? §) = 3x% — 3y2.

On a retrouvé (bien difficilement, pour cet exemple), les mémes valeurs que par le
calcul direct.

Mais cette technique compliquée permet, dans certains cas, une véritable simplifi-
cation des calculs.

2 _ .2
-y, _ 2xy
Lb) f(z,y) = W’ g(z,y) = az2—+y2
Ici, le calcul direct des dérivées partielles est un peu plus compliqué.
g(a: ) = 2z(z? + ) — 2z(z? —y?)  day?
oz DY) = (22 + y2)2 T @+ y2)2
of 42y

—(z,y) = ——5—%5— (par antisymétrie) ;
oy @+vp ¢ )

Qg(x ) = 2y(z? + 2) — 2z(2zy) _ 2y° — 22%y
oz Y= (22 +y?)? (z? +y2)?
Og 223 — 422 L

5y—(a:,y) = @ (par symétrie).

2.b) Les fonctions F' et G définies comme en 2.a) sont respectivement caractérisées
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par

72(cos?  — sin? 9)

F(r,0) = f(rcosf,rsinf) = 2 = cos 20
2 .
G(r,0) = g(rcosf,rsinf) = L%——M = sin 26.
On en déduit immédiatement
OF OF . .
E(’I‘,Q) =0; %(7’,0) = —2sin 20 ;
oG oG
5;(1",0) =0; W(r,ﬂ) = 2cos 26.
Reportant ces valeurs dans les expressions de = of Bf Bg 69, on obtient
oz’ 9y’ dz’ By
2
(:1: y)=0- M( _2sin2g) = 4529080
_4(rsinf)?(rcosf) = 4dy’z
= ra T (@ +y2)2 ;
2
—(:1:, )_O+COSG( 25in20) = 408 ismO
_ 4(rcos 0)2(rsinf) = 4yz
rd T (@2 + )2

2cos2 fsinf — sin3 4

09 _ sin @ _
%(w,y) =0- 7(200320) =— -
_ 2(rsin6)® — 2(rcos0)?(rsinf)  2y° —2z%y

v YR
cos3  — cos fsin? §
(il}, ) = ) =2 r
_ 2(rcos 0)° — 2(rsin 6)*(r cos§) _ 2z° — 2%z
- rd ($2 + y2)2

On a, ici aussi, retrouvé les mémes résultats que par le calcul direct.

Cette méthode du passage en polaires a dii vous paraitre encore bien trop compli-
quée. Voyons le dernier exemple.
z3 — 3292 3z2y — o3
. ( , ) —

3
Lc) f(w’y)=W; —_a:\/ﬁy_z.

Ici, le calcul direct des dérivées partielles est nettement plus délicat.
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(3z% — 3y?)/z2 + 42 — \/_7_(33 — 3zy?)

0
3—£(w, y) = o
(3:1: — 3y%)(2? + y?) — z(2® — 3zy?) _ 2z* + 322y? — 3B
(22 +92)} S @+)d
oy’ 72 + 2
_ (=6zy)(z® +4¢) — (:v —3zy?) _ —Taly—3zy®
(22 +42)% (22 +42)3

Compte tenu de 'analogie entre f et g (z et y ont été échangés et on a changé le
signe), on trouve directement

Og 3z3y + Txy?
%(z’y) T 2.8
(2 +y )2
dg 3zt — 32%y% — 2¢8
50 DY) = :
4 (a2 +7)2

2.c) Les fonctions F' et G définies comme en 2.a) sont respectivement caractérisées
par

73(cos® 6 — 3 cos@sin? §)

F(r,6) = f(rcos6,rsinf) = " =r%cos 30
3 2 fain B — sind
G(r,0) = g(rcosf,rsinf) = r(3cos 0s;nt9 sin” ) = r2sin 36.
On en déduit immédiatement
?9—1:(7“, 0) =2rcos30 %(r, 6) = —3r%sin 30
%(fr, ) = 2rsin 36 ; %{(r, 6) = 3r2 cos 36.
Reportant ces valeurs dans les expressions de 6f gi gg Zg, on obtient

%(m, y) = cos0(2r cos 36) — Slrﬂ(—&"z sin 30) = r(2 cos 0 cos 30 + 3 sin f sin 30)

= (2 cos f(cos®  — 3 cos fsin? §) + 3 sin (3 cos? O sin  — sin® §)
_ 2(rcos8)* — 6(r cos 0)%(rsin0)% + 9(r cos 6)2(r sin 6)% — 3(r sin §)*
= "

ﬁ (z,y) = 2z 4 322y? — 3yt )
o (@ +y?)7
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% (z,y) = sin 6(2r cos 30) + @( 3r2 sin 30) = r(2sin @ cos 36 — 3 cos § sin 36)

= r(2sin #(cos® 6 — 3 cos fsin? §) — 3 cos (3 cos? O sin § — sin® 9)
2(r sin 8) (r cos 8)3 —6(r sin 8)3(r cos 8) —9(r cos 8)3(r sin ) +3(r cos §) (r sin 8)3

r3
0 —7x3y — 3zy3
—f(a:,y) e
(z? +9?)2
—(:L' y) = cos0(2rsin 30) — i9(31" cos 36) = r(2cosfsin 30 — 3sin  cos 36)

= (2 cos (3 cos? fsin  — sin® §) — 3sin H(cos® § — 3 cos fsin? 0)
_ 6(r cos 0)3(r sin 0) —2(r cos 0)(r sin 6)® —3(r sin 6) (r cos §)3+9(r cos 0)3(r sin §)
= 3

Og

3z3y + 7a:y
5 SY) =

(2 +y2)3
Z—Z(w, y) = sin@(2rsin 30) + cor_s€(3r2 cos 36) = r(2sin @sin 30 + 3 cos b cos 36)
= r(2sin (3 cos? @ sin  — sin® §) 4 3 cos H(cos> § — 3 cos §sin? §)

_ 6(rcos8)?(rsin )% — 2(rsin 6)* + 3(r cos §)* — 9(r cos §)?(r sin §)?
= =

Og z,9) = 3zt — 3%y 2y4'
dy (a2 +y2)3

On a bien, ici aussi, retrouvé les mémes résultats que par le calcul direct.

3.9 Opérateurs différentiels

Exercice 3.21.

1. La divergence de ? vaut d1v(—]7) (:1: v,2) + CyQ(w’ v,2) + %g(m,y,z).

Il suffit donc de connaitre I’expression des derlvees partielles de P, @, R en fonction
de 7,0, z. Comme dans le cours, on appelle 1 I’application

(r,0,2) — (z,y,2) = (rcosb,rsinb, z)

Soit u une fonction de R3 vers R (ce qu’on fait ici s’appliquera ensuite successive-
ment & P,Q,R). On pose U = u o, doncon au= U oyl
Pour tout (z,y, 2) = ¢(r,0,2) = (rcos,rsind, z), on a

J(u)(w,y,z) = J(U)r,e,z) : J("l’—l)(m,y,z) = J(U)(T,O,z) : (J(¢)(r,0,z)) -
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Or, en utilisant le résultat de la p. 143, on a

0 in 6
cosf —rsinfd 0 cos sinf 0

-1 .
JW)o) = |sin8 reosd 0| donc (IW)ges) = [-SRE cosb
0 0 1 roor
0 0 1
D’ou

ou ou
(a(,y,z) ay(xy,z) (wy,Z)) c0sf  sind 0

ou U .| siné cos@
(8 (r,0,2) %(r,ﬁ,z)az(r,&zﬂ - = 0

0 0 1

D’ou les formules

ou oUu oUu sin @
%(w,y,z) = 57—”-(1",0,z) cosd — %(7‘,9 z)—

ou oUu oUu cos0
6—y(w,y,z) 6 ——(r,0,2)sinf + 80( r,0,2)——

ou
5‘;(3"73/’ Z) - E(Ta 0; Z)-

Posons P=Pot), Q =Qot et R=Ro.
Appliquant ce qu’on vient d’établir pour u et U, on obtient

d1v(7) ,y,z)+ By (:1: Y, 2 )+Z—§(w,y,z)

~

oP oP  sind  8Q . 8@  cosf OR
= 5y 102 €080 = S5 r0.) == + 5 (09 SN0+ F5ro.) =~ + F o)

C’est la formule demandée.

2. La démarche est exactement la méme, et avec des notations analogues, on a
besoin d’inverser la matrice jacobienne du changement de variable coordonnées
sphériques ¢

cospsinf pcospcosfd —psinpsind
J(#)(p0,0) = | sinpsinf psinpcosd pcosypsind
cosf —psinf 0

Ce calcul de I'inverse d’une matrice 3 x 3 n’est pas évident. On va appliquer la
méthode « transposée de la comatrice sur déterminant » (voir cours d’algebre
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linéaire). On trouve :

cospsing sinpsingd cosé
B cospcosf sinpcosf  sinf
(I Do) = p p o
_ sing cos ¢
psin psind

0

-1
De J(%)(z,,2) = J(U)(p,0,0) - (J (¢)(p,9,(p)) , on tire donc les formules

Ou _ou . ou cos @ cosd sin ¢
5 B Yr %) = B (p,0, ) cospsin b + 30 (p,0,¢) ; 80( , ,w)psmg
Ou _ou . ) ou sincpcosO cos ¢
ay(:v,y,z) =% (p,9,<p)sm<P8m9+ 30 (0,0, 9) ae( 0, )psm0
ou oUu sm0
gz(w,y,z)—-g;;(ﬂ,a,w)0089-— ( 0, w)
On obtient donc (en posant ici P=Po o, Q=Qodet R=Ro ®)
0
aiv(7) = I (@,,2) + 2@ 9, 2) + A(@,3,2)
Oy 0z
_ . dP cospcosd OP sin ¢
ap(p,0,<p)008<psm9+&p(p,@,w) - 25 (0> )psm0
@ ) ) @ sinpcosd AQ cos
+ Bp (p,0,p)sinpsinf + a(p(p,f?,so) + 50 (p,e,w)psine

AR OR sin 6
+ =—(p, 0, ) cos — =—(p, 8, ) —-
ap(” ®) &p(p ®) ;

Exercice 3.22.

F étant une fonction de deux variables, on pose logiquement F=Fo 9, avec
Papplication ¢ : (r,6) — (z,y) = (r cosf,rsin6).

Pour calculer I’expression de AF' en fonction des coordonnées polaires, on a besoin
82F 0 (OF 32F 0 (OF lai On di d
2 = n <%) ay 6y (6_y> en polaires. On dispose des
formules (vues par exemple & ’exercice 3.20) valables pour toute fonction u, en
posant 4 =uo® :

de calculer —=

ou ou sin 0 0u
%(.’E,y) - 005055(7', 0) - _T_%(Ta 0)

ou . 0u cos 0 Ou
ay—(z,y) = s1n0—a—r('r, 0) + —T—@(r, 0)
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oF
Posons G = TS En appliquant la premiére formule & F, on obtient

0 OF
Cy) = 2 (@,9) = cost Ty (r,e> TR 0.

Mais si on pose G = G o %, on a donc

~ ) _ _ B_F' s1n06F
G(r,0) = G(rcos8,rsinf) = G(z,y) = cosf o (r,0) — 50 —(r,0).

On peut appliquer & G la premiére des formules :

0°F oG oG sin oG
a 2 (:E y) (E ("B, y) - COSGW(T? 0) r 60 (’f', 0)

Calculons maintenant les dérivées partielles de G.

oG *F 8 (sinf oF
'a—’r(r, 0) = COSGW(T, 9) - —6_’[" ( 90 ( 0))

T
8%F sin @ OF sm0 82F
= cosfo— or? (’l", ) 2 %(fm 9) r 67"80 ('I", 0)

(On a appliqué la formule de dérivation d’un produit. N’oublions pas que la dérivée
par rapport & r de T — 1/r est —1/r? et que sin@ est une constante lorsque c’est
par rapport d r que l’on dérive.)

o%’F cosf 6 OF sin @ 6 2F

aoor "0~ =39 (1) — =~ 5 (n9):
. d’F .

Reportant ces deux expressions dans la formule donnant —2(1:, ), on obtient

60(7‘0) —sm0 (r,)+cos0

0°’F o*F sin @ OF sing 9*F
) (z,y) = cos@ <cos€a 5 (r,0) + 7 %(T‘,G) o 80(7‘,9))

sin @ oF O%F cos @ OF sm0 O°F
- (—smea (7, )+C080808 (r,0)— ; 30( r,0)— - 602( 0))
02F 2cosfsinf OF 2cosfsind O2F
— 27 = axmyev
=cos” =5 (r, 60+ 3 ( ) — L . GG(T’G)
sin?0 OF sin? 0 82F

ar 0+ =75 (0

O°F 2(Q—I‘:)—O—H en ayant posé
B Gy \dy) " gy AP

OF ~
H = —; on pose bien siir H = H o1, et on a donc comme pour G

Oy

Calculons maintenant de la méme fagon
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~ OF cos@ OF
()= Hw) = 2 (a,9) = sin0 0 r,0) + 200 1 )
OH O02F cosf OF cosd 9%F
32 smea 5 (7 )—T—za—g(r,0)+ - ao(r,O)
O0H OF O%F sin 6 OF cosf 9%F

50 =COSGBT( r,0) +sin——

On utilise & présent que

62F OH . ,0H cos 0 OH
2 ( )y) y ("L‘1y) = Sin 05(7') 0) 7‘ 90 (’I", 0),

agar "0~ T e POt T O

et on peut maintenant calculer

8*F 8 cos 6 OF cosf 82F
By 5 (=, y)—sm0(sm08 5 (r,0) — 7z w(r,0)+ - 60(7",0))

cos @ O%F sin 6 oF cosf §%F

0F 2sin 6 cos§ OF 2sinfcosf O2F
= sin 0—( ,0) — r—280( r,6) + - BTBG(T 0)

cos? § OF cos? § 92 F
E(T) 9) + = r2 602 ( 0)

Finalement, on trouve

oG O0H
AF(z,y) = g(m,y) + *8—y($,y)

— (cos20 + sin? 9)%2—5(7“ 0) + 2cos()sm()T2 2sinfcosd %}97‘( 0)
4 —2cosfsin 0r+ 2sinfcosf 5259( 0)
cos? ;}—sin2 %_i‘ (r,6) + & :;sm2 ?;9127 (r.6)
AP0 = 20+ L2 )+ 2L ),

On a établi la formule demandée.

Exercice 3.23.

1. Pour alléger 1’écriture, nous nous plagons en dimension deux, mais le raisonne-
ment est exactement le méme en dimension trois.

OF
(cos@a (r,0)+sm0608( r,0) — - 60( r,0) + — , 602( r,0)

)
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On a
a(fg) ( 99
0
ead (79) = | o) | = | 87 +qu
oy \ g Oy
of 8
o N - S
= | af g+ f dg =grad f g+ f gradg.
\ oy \ 9y

D’oil la formule 11

grad (fg) = grad f g + f gradg.

2. On pose ﬁ ( ) et ? ( ) (on se place ici aussi en dimension deux, et

ce serait exactement pareil en dimension trois).

On a

grad (U - V) = grad (PS + QT) = grad (PS) + grad (QT)
éﬁg(ﬁv) =grad73) S+ P grad§’+grad6§ T+Q gradT.

(On a utilisé le résultat du 1. et ’évidente linéarité du gradient).

3.0na

: _ o [fP) _O(fP) L 0(fQ) _ of oP af Q
d1v(fﬁ)-d1v<fQ)_ o + 5y _%P”a Q f

div(f(_}) = (gra—d,)f) T+ f divU

P

4. On est ici obligé de se placer en dimension trois. On pose ﬁ =|Q|;ona:
R

11 Remarquons qu’avec l'interprétation « forme différentielle », cette formule se traduit :

d(fg)=df g+ fdg
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OUR) _o(fQ)\ (0R _,9Q Of, of
dy 9z dy "0z Oy 0z
RU— fP

rot(f7)=r_o¥(f0) e S R Fe s S S
%o _o¢p)| | ;0@ _ o , o, o,
Oz Oy Oz 0y Oz By

OR ,0Q Of p _ 9f

fa_y— 9z 6y T 0z

oP .OR of p_0f
fa_f_ + Bz 6:0
8Q 0P 0f,_9f p
fa—m‘fay 3% 3T

rot(fl_}s = frotﬁ +gradf AT,

CHAPITRE 4

4. Solutions des exercices sur I'intégrale curviligne
et la longueur d’une courbe

Exercice 4.1. 1. On peut écrire f = fopavec p(t) =a+b—t; ¢ est telle que

e ( est définie sur R, donc sur [a, b];

o ¢(a) =bet pb) =a;

e Vit,onag/(t)=-1<0

o sis=o(t),ona f(s) = f(e(t) = f(D)- R R
D’aprés la proposition 4.14 (p. 172), les paramétrisations P = ([a,b], f) et P =
([a,b], f) sont inverses, et P est donc une paramétrisation de +/, ’arc inverse de
l’arc v paramétré par P.

2. On écrit f = f o9 avec P(t) = —t. 9 est telle que

e % est définie sur R, donc sur [-b, —a];
P(=b) =b et Y(—a) = a;
Vt,ona ¢/(t) =-1<0
si 8 = (1), on a f(s) = F($(1)) = ) ) )
D’aprés la proposition 4.14 (p. 172), les paramétrisations P = ([a,b], f) et P =
([a, b], f) sont inverses, et P est donc aussi une paramétrisation de v/, I’arc inverse
de l’arc v paramétré par P.
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Comme P et P sont deux paramétrisations du méme arc «/, elles sont équivalentes
par définition. '

- T = cost
Exercice 4.2. 1. Une paramétrisation de I’arc de cercle AB est { int te
y = sin
[0,%]. On a donc dz = —sint dt et dy = cost dt, donc
/w=/(m+y) dz+ (z—y) dy
v v
/2
= / [(cost + sint)(—sint) + (cost — sint) cost] dt
0
/2 in 2 2t1"/2 1
=/ (cos2t — sin2t) dt = [m] =2(0-1-0-1)=—
0 2 0 2
2. Le segment [AB] est paramétré, de A vers B par { Z ftl -t t € [0,1] avec

dx = —1dt et dy = 1 dt¢ donc

/w=/(x+y)dx+(:v—y)dy=/1[(1—t+t)(—1)+(1—t—t)1]dt
Y v 0

1 1
=/ _otdt = [—tzJ = 1.
0 0

On trouve le méme résultat dans les 2 cas; on aurait pu le prévoir car w est fermée :

oP
e =1= 8_6:3; donc w est ezacte; elle est définie sur R?, qui est clairement
Y

étoilé ; une primitive de w est f(z,y) = 2 +xy — 2 , C’est facile & vérifier. Donc
une autre méthode de calcul aurait été (pour les deux cas a la fois) :

1 1
w= [~df = f(B) - f(4) = F0,1) - f(1,0) = —5 — 5 = 1.

Exercice 4.3. 1.Ona A= (—1,1) et B =(2,4); une paramétrisation de l’arc

/-\ = —
AB de la parabole y = z? est bien sir : v =t te[-1,2] dz=1d¢

=12 dy=2tdt ’
donc
/T?(M) .dM = /( xyy) .dM = / ()1 + (¢ + t2)2¢) dt = / (3¢% + 2t2) dt
st 23]° 16 3 2 69
—[T“f'—g—:l_l 12+§—Z+§-—17,25—Z
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2. La droite (AB) a pour équation y = z + 2, donc une paramétrisation simple

de [AB] est { z=1 te[-1,2] dz=dy=dtdonc

y=t+2
2 2
/717’-dT/I’=/_1[(t(t+2))+(t+(t+2))] dtz/_l(t2+4t+2)dt

3 2
=[§+2t2+2t =15
-1

3. Le cercle de diamétre [AB] a pour centre = (1, 3) et comme rayon R = AQ =

3v2 e , e
—— ; une paramétrisation de I’arc v/ =BA (inverse de ) est donc

2
_ 14+3v2cost dp = 3V2
x—f [E 5_7!'] z——Tsmt
5+ 3+/2 sint 4’ 4 3v2
y:f dy:TCOSt

On en déduit
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(—=15v/2 sint — 90 costsint — 18sin? t — 54/2 sin? ¢ cos

+36/2 cost + 36 cos®t + 36sint cost) dt

— 18v/2 sin? tcost + 12v/2 cost + 6(1 + cos 2t)] dt

5m/4
g [5\/5 cost + gcos2t+3t+ gsm2t—6\/§sm t+12v2 smt]
/4
3 5 6 12
__3 f+0+_7f+ 6v2 12v2
8\ v2 2\/— V2

S LAY Ay

/ V.aM = —%(—10 + 37 +6—24) = g(zs — 37) ~ 6,965 708 265.
Y

_<5f 3t 9 f 12{)}

Les résultats des trois questions sont différents : c’est normal parce que 7 n’est

P
pas un champ de gradients, puisque oP =z#1l= 9Q,
Oy 0x

z = Rcost
Exercice 4.4. Puisque la paramétrisation de y est { y = Rsint ¢t € [0,27] ,
z=At
dz = —Rsint dt
on a {dy = Rcost dt donc en remplagant,
dz=Adt

2T
I=/ydx—zdy+xdz= (Rsint(—Rsint) — At Rcost + Rcost A) dt
07 0

or R2
= / —7(1 —cos2t) — AR(tcost) + ARcost| dt
0

2w

2 2 i
= [_EE + R7sin2t AR(tsint + cost) + ARsint

2 4
0
=(-R?*r+0-AR(0+1)+0)—0+0— AR(0+1)+0)

I=/yd:c—zdy+:cdz=—-R27r.
v
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Exercice 4.5. 1. On doit donner une paramétrisation de 7;.
s s . z(t) = (1 —t)z4 + tzp
Une paramétrisation qui marche pour tout segment est {y (t) = (1 — t)ya + tup
pour t € [0,1].
z(t)=11—-¢t)+3t=1+2t
yt) =21 —t)+4t=2+2¢
On peut préférer d’autres paramétrisations liées & une équation cartésienne de la
droite (AB) : puisque cette droite a visiblement comme équation y = z + 1, et

y(f)(ti?f_ | pour ¢ € [1,3].

Ici cela donne { pour t € [0,1].

que z varie entre 1 et 3, on peut paramétrer ainsi : {

5L

On sait que le résultat ne dépend pas de la paramétrisation que 1’on choisit pour
~1. On choisira donc celle qui semble la plus simple, ici la derniére a l’air & peine
plus simple que I'autre.

On obtient

n= [ P03 = [ (Pa.v0)0 + Qe ve) ©) a
= /13(((t +1)3 —6t(t+ 1)1+ (3t(t+1)% — 32+t +2(¢t + 1))1) dt

=/13(t3(1+3)+t2(3—6+6—3)+t(3—6+3+1+2)+(1+2)) dt

3 2 3 9
e R RS
! 1

I =98.
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Si on avait choisi ’autre paramétrisation, les calculs auraient été :
I = /01(((2t +2)% —6(2t +1)(2t +2))2
+ (3(2t+1)(2t +2)% — 3(2t + 1)° + (2t + 1) +2(2t +2))2) dt
= 2/01(8t3+24t2 + 24t + 8 — 24¢t% — 36t — 12
+ 243 + 60t + 48t + 12 — 1262 — 12t — 3+ 2t + 1 + 4t + 4) d¢
= 2/01(t3(8 +24) +t%(24 — 24 4+ 60 — 12)
+t(24-36+48—-12+2+4)+(8—-12+12—-3+1+4)) dt

1 1
=2 / (32t3 + 48t* + 30t + 10) dt = 2[8t4 + 16t + 15¢2 + 1015]0
0

=2(8+16 + 15+ 10)
I = 98.
Bien entendu, on trouve le méme résultat.
2. et 3. On doit paramétrer les deux demi-cercles AB ; une paramétrisation classique
z(t) = zg + Rcost
y(t) = yo + Rsint
pour t € [0, 2w|. Ce cercle est alors décrit dans le sens trigonométrique & partir du
point le plus & '« est », (le plus & droite).

qui fonctionne toujours d’un cercle de centre €2, de rayon R est {

Ici, pour 73 (en respectant le choix suggéré par la figure), on doit décrire le cercle
de centre ©(2, 3), de rayon R = /2 dans le sens trigonométrique depuis le point
« sud-ouest » vers le point « nord-est », c’est-a-dire depuis le point correspondant &
tous les parametres 571’5 + k2 vers le point correspondant aux parametres 7 + k2.
Pour respecter le sens de parcours, on fera donc croitre le parametre ¢ de —‘%"

jusqu’a % et une paramétrisation de 73 est

{:c(t) =2+ v/2cost

pour te[-3 %

y(t) = 3+ v/2sint
Pour 2, c’est & peine plus délicat, puisque le sens de parcours est le sens contraire
au sens trigonométrique. Il y a deux maniéres de s’en sortir : la premiére consiste
a poser u = —t dans une paramétrisation habituelle : lorsque u croit, ¢ décroit,
donc le sens de parcours est inversé; on obtient ici

z(u) = 2+ v2cosu
y(u) =3 — v/2sinu

(ne pas oublier que cos(—u) = cosu alors que sin(—u) = —sinu) ; un inconvénient
de cette méthode est que les calculs de I'intégrale sur <3 sont plus difficiles &

5w T
pour u€ (—F,—7
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récupérer ; la deuxieme méthode consiste a faire le calcul en parcourant ce demi-
cercle dans le mauvais sens, mais en ayant conscience que ce que ’on obtiendra
est alors I'opposé de la valeur cherchée. On utilise alors

z(t) = 2+ v/2cost
y(t) = 3+ +/2sint

C’est cette méthode qui est conseillée, sous réserve de ne pas oublier de changer
le signe, dés le début. On notera (comme dans le cours) 7, 1’arc opposé de 7.

5
pour t€[§, T

Avec cette deuxiéme méthode
5w

- [ Vo) -3 = - [* (Pl v)s' 0 + @0, veW 1) dt

4

- /;Tﬂ (((3 + v/2sint)® - 6(2 4+ v2cost)(3 + v2sint))(—v2sint)

+ (3(2 + V2 cost)(3 + V2sint)? — 3(2 + V2 cost)?
+(2+ V2cost) +2(3 + \/isint))\/ﬁcost) dt

—\/_/ —27 4+ 36)sint + (54 — 12 4+ 2 + 6) cost + (—27 + 12)V/2sin ¢

+ (27 — 12+ 1)v2cos®t + (18 + 36 + 2)V/2sint cost
— 18sin3¢ + (12 + 12) sin? t cos t + 36sint cos® ¢
— 6cosdt — 2v/2sin* ¢t + 6v/2sin?t cos? ) dt

s sm 5m 5m
- —gﬁ/ * sint dt - 50«/5/ * cost dt+30/ ‘ sinztdt—32/ * cost dt
i i i i

- 112/ sintcost dt + 18\/5/ sin®t dt — 24\/5[r sin® ¢ cost dt

— 36\/5/ sintcos?t dt + 6\/-2_[r cos® ¢ dt

4 ST‘" ST"- 4
+4/ sintt dt — 12/ sin?tcos®t dt
i :
Calculons les différentes intégrales intervenant ici :
/ sint dt = v2; / cost dt = —V/2.
1 1

En utilisant les hnearlsatlons des carrés sin®t = % - 5 cos 2t et cos?t = 3 + cos 2t
ainsi que sintcost = 2 sin 2¢ et tenant compte que toute primitive de cos 2t ou
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sin 2t est m-périodique, on a

5x 5x 5

* sinztdt=£=/‘1 cos’tdt et /4 sintcost dt = 0.

n s
1 2 1

B)

)

Puisque sin®¢ = sin#(1 — cos? t), le changement de variable u = cost permet de
calculer
5m

4sm tdt—/‘/_ —u?) u=—et/ sint cos tdt—/‘/_ 2du= 2.

s

4

De méme, avec le changement de variable v = sint

Sm 1

T 73 2
/‘1 cosatdt=—/‘/f (l—vz)dvz—%
1 ~v

5m
4

1
sintcost dt = —/‘/1§ v dy = -2,

@
o+
Ala\

Pour finir, on a sin*t = }(cos4t — 4cos2t + 3) et sin®tcos?t = Z(1 — cos4t)
(formules de linéarisation, qu’on peut retrouver avec les formules d’Euler) ; avec la
méme remarque concernant la m-périodicité des primitives de cos 4t et de cos2t,

on trouve facilement
5m

3 5
‘ sin4tdt=—87—r et /4 sintcos?t dt = g

n

jus
4

|

On obtient donc
3 3w

=- Z —32- — —12-10+ = - == =98 —m.
I 18+100+302 322 0+30+8 0+ -5 =98-m

A peu prés les mémes calculs permettent d’obtenir
I3 =98 + .

(les intégrales des termes en puissance impaire de sin et cos changent de signe et
ceux en puissance paire gardent la méme valeur)

4. On constate qu’on a bien I3 — Iy = 2, ce qui est l'aire d’un disque de rayon
V2.

Essayons d’expliquer ce phénomeéne : Tout d’abord, la différence I3 — I est égale
a Pintégrale curviligne du champ de vecteurs sur le contour complet du cercle
décrit dans le sens trigonométrique. Si ce champ de vecteurs était un champ de

gradients, cela simplifierait bien les choses. A-t-on %S = ((99_11: ? Calculons

6P_ 0Q 2
By 3y? — 6z et 55—31/ 6z + 1.
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On constate que seul le terme & de @) ameéne une différence entre ces deux valeurs.
Mais l’intégrale curviligne est linéaire : si on pose V = V; + V3, avec Vi, 72 de
composantes respectives

PL=P; Qi=Q-z=3zy?—322+2y; P,=0et Qs =z, on obtient, en
appelant 7 le contour du cercle complet, dans le sens direct,

I3—12=[77(M)-m=/717{(M)-d_I\/f+[lX7§(M)-d_1_vI).

—
or, / V;(M ) - dM est 'intégrale curviligne sur un contour fermé d’un champ
v
0P, 0

de gradients, puisque By = 5 (c’est étudié pour!) (tous les champs de cet
exercice sont définis sur R? tout entier qui est bien sfir un ouvert étoilé).
(En fait, il est aisé de voir que ‘7; = grad f(z,y) lorsque f(z,y) = zy3 — 322y +1?)

On peut affirmer que / V{(M ) aM = 0 et donc
v

L?(M)(W):/?Q(M)mz/mdy

Or, cette derniére intégrale curviligne est égale a ’aire du la boucle délimitée par
le contour 7 donc a 27.

On peut raisonner de la méme maniére pour I3 — I, qui est l'intégrale curviligne
sur le contour du demi-disque « inférieur » de 72, donc qui est égale a ’aire de
ce demi-disque, donc & 7 et de la méme facon, I; — I vaut aussi w. Toutes ces
remarques donnaient une méthode fort économique de calculer sans fatigue I et
I3, & partir de la valeur de I;.

Exercice 4.6.

Premiére méthode :
T = cost dz = —sint dt

7 2 us
Le quart de cercle est paramétré par { Y = sint te[0,%] dy = cost dt

donc

ng(M) .M = /AAB(4x +y) de + (z + 2y) dy

/2
= / ((4cost + sint)(—sint) + (cost + 2sint) cost) dt
0

sin 2t + cos2t]"/2 (=1 -1

/2 )
= /0 (cos2t —sin2t) dt = [ 5 . 9

_V(M)-dM = -1.
AB
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Deuxiéme méthode :

oP 0
On remarque que — =1 = Q donc 7 est un champ de gradients; on trouve

dy o
—
facilement que ? = grad f avec f(z,y) = 222 + zy + y2 et donc

/@V’(M)-m’ — f(B)—f(A)=1-2=—1.

Exercice 4.7.

Une paramétrisation de v est
z =14 cost dz = —sint dt 24 +Q 34
. € [0, 2]
y=2+sint dy = cost dt 'l
On a donc
Tt

(z% — y?) dz + 22y dy

Lw

—_

2m

S—. S5—

[((1 + cost)? — (2 4 sin t)2) (—sint) + 2(1 + cost)(2 + sint) cos t] dt

2
(—sint — 2sintcost — cos?tsint + 4sint + 4sin®t + sin3 ¢

+4cost+2sintcost+4cos2t+2cos2tsint) de¢
2
= [3sint + 4cost + 4 + sint(cos? t + sin? t)] dt
0
27
=4[ (sint+cost+1)dt
0

2
=4[—cost+sint+t]

/w=87r
o

Remarque : en vertu du corollaire 4.28 (p. 181), la précision de ’énoncé fixant
le point de départ (et d’arrivée) de 1’arc fermé + n’est pas utile : méme si on
changeait cette donnée, la valeur que I’on trouverait serait inchangée.

0
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Exercice 4.8.

1. Longueur de la courbe : D’apreés les formules du cours, un tour de la boucle
étant obtenu pour ¢ variant dans [—m, 7|, la longueur £ de la courbe est donnée
(en unités de longueur) par :

[,=/ \/:L"(t)2+y’(t)2dt=/ \/(—2sint—2sin2t)2+(2003t—2cos2t)2dt

—2/ \/1+1+2smtsm2t-—2005tcos2tdt—2/ \/2 — 2cos(t + 2t) dt

—4/ \/ (1 — cos(23¢ )dt—4/ sm232tdt=4/_7r sin% dt

£=8/0 |sm7| dt

Attention ! sm t est négatif pour 2F 27’ <t < wdonc

L= 8/_sm—dt—8/ El-2dt

3t]% 2 3t _ 16
—8X§[ COSE]O -8 x §[—COS'§:|2"—?[(14‘1)—(0—1)]

3

L =16.

Remarque : en utilisant 'invariance par rotation signalée dans le corrigé de
’exercice 2.4, on voit facilement que £ = 3£, £’ étant la longueur de la portion de
courbe comprise entre le point correspondant au parameétre 0 et celui du parametre

2n/3
2 Donc £ =3 / V/Z'(t)2 + ¢/ (t)? dt. Cette astuce évite de « trébucher » sur

le changement du signe de sin %t
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2. Aire de la « boucle » : D’apreés les formules du théoréme 4.36 p. 190, cette aire,
exprimée en unités d’aire, vaut :

Y 2 Y Y

~ est la courbe paramétrée qui fait la frontiere de la boucle; il faut décrire cette
frontiére dans le sens trigonométrique. La paramétrisation dans cet exercice fait
décrire cette frontiére dans le bon sens donc on peut 'utiliser sans changement.
Pour faire un tour complet, on doit faire varier ¢ sur une période compléte. On
utilisera l'intervalle [—, 7).

Avec cette paramétrisation, en utilisant la premiére formule, on a

™
A= % / [(2cost + cos2t)(2cost — 2 cos2t) — (2sint — sin 2t)(—2sint — 2sin 2t)]d¢
-7

s
= / [2cos? ¢ — cost cos 2t — cos? 2t + 2sin® ¢ + sin ¢sin 2¢ — sin® 2¢] dt
—
sin 3t} 4
3 J-n

=/7r[2—1—cos(t+2t)]dt=27r—[
A=2r

Remarquons que la premiére formule est a premiére vue plus compliquée que les
deux autres, mais ici comme dans beaucoup d’autres exemples, les calculs qui
I’utilisent se trouvent simplifiés. Si on avait voulu utiliser I’'une des deux autres
formules, on n’aurait pas pu « bénéficier » des simplifications cos? +sin? = 1 et
on aurait eu beaucoup plus de mal & calculer I'intégrale obtenue (il est facile de
s’en rendre compte, puisque chacune des deux moitiés de l'intégrale qu’on vient
de calculer est égale a ce qu’on aurait dii calculer avec les deux autres formules).

Exercice 4.9.

Une parabole peut toujours étre caractérisée par une équation du type y = k x2,
pour peu qu’on place l'origine du repeére orthonormé au sommet, et ’axe des
ordonnées dans la direction de I’axe de la parabole; on peut aussi choisir k£ > 0.

Un arc de parabole admet donc une paramétrisation sous la forme
x=t de =dt
{ vk PEO G orrar
La longueur d’un arc de la parabole y = k 22, entre son point d’abscisse a et son
point d’abscisse b (a < b) est donc

/:=/b,/1+(2kt)2 dt

Pour calculer ce type d’intégrale, si on a un peu de culture mathématique, on sait
qu’il est conseillé d’utiliser le changement de variables défini par 2kt =shwu; on a



4. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR L'INTEGRALE CURVILIGNE 395

donc dt =

chu du. et t = a <> u = argsh(2ka) don
2k = b <> u = argsh(2kb)

argsh(2kb) argsh(2kb)
V/1+sh2uSt Ch“ 2k ch®u du

argsh(2ka) argsh(2ka)
1 argsh(2kb) 1 + ch2u g 1 sh 2u] argsh(2kb)
- ﬂ argsh(2ka) 2 v E [’U 2 argsh(2ka)
1 1 argsh(2kb)
[argsh(2kb) - argsh(2ka)] + — [shu ch u]
4k 4k argsh(2ka)
o argsh(2kb) — argsh(2ka) + bV1 + 4k2b% — a/1 + 4k2a?

4k 2

On a utilisé la formule de trigonométrie hyperbolique :

Vz € R, ch(argshz) = 1+ z2.

Exercice 4.10.
z = cos® ¢t
Le support de l’arc paramétré -, dont une paramétrisation est 8y
y = sin

[—, 7] est inclus dans la frontiére du domaine x2/3 + y?/3 < 1, puisqu’on a
(cos®t)%/3 + (sin®t)%/3 = cos®t +sin®¢ = 1.
Réciproquement, lorsque (z,y) sont tels que x2/3 4+ y2/3 = 1, on peut toujours

trouver un t € [—m, 7| tel que z = cos®t et y = sin3t (il suffit de prendre
z'/3 = cost et y'/3 =sint).

Le support de ’arc 7y est donc bien la frontiere du domaine dont on cherche ’aire,
et puisque dz = —3sintcos?t dt et dy = 3costsin?t dt, on a

A= 1/:1:da:—ydw
/ cos3 t (3 costsin?t) — sin3 t (—3 sin t cos? t)] dt

cos’t sin?t dt = 3/ cos?t sint dt

-5/
/[ ()" o8 [ 1t

sin 4t] 3

3
8 8
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La longueur de la courbe frontiére se calcule de la méme fagon, avec cette para-
métrisation, et sans tenir compte des symétries qui permettraient de couper en
quatre (et méme en huit!) cette courbe

™ ™
L =/ 3v/sin2tcostt + cos2tsintt dt = 3/ Vsin?tcos?t dt
- -

T
= 3/ |sintcost| dt
-7
Tenant compte du signe de sint cost selon les quadrants, on obtient

—7/2 0
£=3/ sintcostdt—3/ sintcost dt
-7 —n/2

/2 T
+3/ sintcostdt—-3/ sintcost dt
0 w/2

_ o1 -7/2 _ 0 _ /2 _ ™
_3 [ cos t] _3 [ cos 2t] 43 [ cos 2t] _3 [ cos 2t]
4 — 4 —7/2 4 0 4 /2

3 3 3 3
=20 (1) - {(D-D+30- (1) - (D -1
L=6.

Evidemment, il aurait été plus simple d’utiliser une ou plusieurs symétries.



5. SOLUTIONS DES EXERCICES SUR INTEGRALES DOUBLES, TRIPLES ET DE SURFACE 397

CHAPITRE 5

5. Solutions des exercices sur intégrales doubles, triples et de surface

Exercice 5.1.

—// (;iﬁ_ y)3 pourD={(w,y)eR2|x>1; y=>1; x+y<3}
Nous allons « privilégier » y : il est clair que les points de D ont tous une ordonnée
comprise entre 1 et 2. Pour chaque y € [1, 2] fixé, la droite horizontale des points
d’ordonnée y rencontre le domaine D et son intersection avec ce domaine est un
segment, limité par le point de cette droite ayant 1 comme abscisse & gauche, et
le point d’intersection de cette droite horizontale avec ’hypoténuse (BC) ; cette
droite a pour équation z + y = 3, donc son point d’ordonnée y a pour abscisse
xz = 3 — y. En conclusion, on peut donc affirmer que D est caractérisé par

1<y<2
123 -y

On a donc
A= fof™ Gt
z=3—y 2
:/1 “ [2($+y)2L=1 =/1 [_2(3_?1/+y)2+2(1i—y)2] dy
2 2
~h ('les+2(1iy)2) dy:[_%—m]l

2 1 1 1 1

= —_—— - - — 4 - = —

18 6+18 436

Les calculs sont exactement les mémes si on commence a intégrer en y, en
« privilégiant » x, & part 'interversion des variables.

Exercice 5.2.

d
//D(afl- y)z pourD={(a:,y)eR2|a:>0;y>O; 1<a:+y<2}

0<z<1

et Dy caractérisé
l-z<y<2-z¢ 2

Ici D = D1 U Dy, avec D; caractérisé par {

par
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<z <
{ lszs2 On peut alors écrire

0sy<2-=z

dxdy _dzdy d:cdy
1= aser = Lo wer
(x+y 'D1($+y) 'D2(517+y
- [ wrm) L= e 5m)
/o w(l-:c (z+y)? L o (x+y)?
11 1 1y=2-2 21 1 Jy=2-=
=/[ ] dw+/[ ] dz
0 w+yy1—m 1 lx+y y=0
-1 2/ -1 -1
/(a:+2—:v :c+1—ac>dx+/1 (w+2—:c_:v+0) dz

2

/—d +/(———)d 1 [lnx]l—%

I=In2

Exercice 5.3.

dz d
_ﬂ(1+2f )3pourD={("an)€R2|$>0;y;O;x+y<1}

On calcule directement :

//D(lfz(-ify)"' / /lw(1+x+y)3

Ll = L et o)

_/1(__14_;)dm—[_f___l_]l—_l_l_f_o_*__l_
“Jo \ 8 2(1+x)? L 8 20+=z)), 8 4 2

Exercice 5.4.

_ dzdy \ . |
I—%(x+y)3 ) D—{((B,Z])GR |1<.’D<3,y22’$+y<5}

On calcule directement :
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(jii%e’ / / ) m(w+y)3 /13 [2(wjrly)2]3:z_m

( )da: /3<—_—1+—1 )d:z:
x+5-—x2 2(w+2) 1 \50  2(zx+2)2
z

50

3 1 1 1

=,
/ 3
[ 2(:1:+2)J =75 1075 "e

75

Exercice 5.5.

dz dy 5
= . [ < < . < <
! //1;(1+:c2)(1+y2)’p {("”y)GR |0\$\1,0\y\1}

En utilisant que les variables sont séparables, on a

=t - (U ) () 159)

y
1 dy \?2 a2 72
- (/0 1+u2> = ([arctanu 0) = <Z> _6
Exercice 5.6.
dz d
—ﬂ 1+x2)1y+y2) ={(way)eR2|O<$<1;0<y<x}

Procédant comme pour les exercices précédents, on obtient

I= P tany|’ d
/ /1+x2)(1+y2) /01+m2[arcany]y=0m

Larctanz N . ,
= | ———-dz (on reconnait une expression de la forme uu')

1+ 22
_ [ (arctanz)? ' 2
- 2 o 32

399

On trouve la moitié du résultat de I’exercice précédent. Cela semble logique,
puisque le domaine triangulaire de ce calcul est égal & la moitié du domaine carré
de I’exercice précédent. Mais ce genre d’affirmation est tout & fait insuffisant pour
conclure! Si on avait coupé le carré selon ’autre diagonale, on n’aurait pas trouvé
ce résultat. Ce qui fait marcher ici cette remarque, c’est d’une part la symétrie du
domaine par rapport & I’hypoténuse du triangle qui est la droite y = z, et aussi et
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surtout, en méme temps, le caractére symétrique en z et y de la fonction qu’on
integre.

Pour se convaincre de la validité de cette intuition, nous allons en faire une
démonstration rigoureuse. Pour cela on va calculer I avec le changement de
variable (z,y) = ¢(u,v) = (v,u). Le Jacobien de ¢ est évidemment 1 (& vérifier),
et D est par ce changement de variable, 'image du triangle symétrique : D = ¢(D’)
avecD’={(u,v)€R2|0<v<1; 0<u<v}. On a donc

I=//Df(w,y) dwdy=//¢(m f(z,y) dz dy
= /]D,f(go(u,v))l dudv = //D' f(v,u) du dv.

Mais dans tout calcul d’intégration, les variables sont muettes, donc on peut
remplacer u et v par = et y, et on obtient

1= [[ swe)dedy= [[ fy)doay.

En effet, f est une fonction symétrique de z et y (c’est-a-dire qu’on a f(z,y) =

f(y,z) pour tous z,y).
Par additivité, on a donc :

//D5_5,f(m’y) dz dy = //Df(x,y) dz dy + //7;1 f(z,y) dz dy = 2/‘/1‘)5.6.]0(:1:,3/) dz dy.

On a prouvé que :

Iss. =2156..

Exercice 5.7.

I=//a$bydwdy; ’D={(w,y)eR2|:c>0;y>0;x+y<1}
D

On calcule comme dans ’exercice 5.3.

1 1-z
I=/a‘”bydmdy=/a“’da:/ W dy
D 0 0

On utilise la primitive de la fonction ¢t — ¢t :
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1 y 1y=1-z 1 1-z _
I =/ a® [b—] dz =/ a” (:) dz

_1 1:1:1—:1; x _b 1a'$ 1 1:1:
—El—b/o(ab —a)d.’l)—m‘/o (-5) d$—ﬂl—b‘/0a dz

1

b 1 (a )”‘ 1 [ a® ] !
~Inb [lna—Inb\bd/ |, Inbllnal
jo_ b (2 _ 1) _e-1

" Inb(lna—Inbd) \ b Inalnbd
Le résultat sous cette forme n’est pas trés satisfaisant, car on ne retrouve pas le
role apparemment symétrique de a et z par rapport a b et y. En poursuivant un
peu les calculs, on peut retrouver cette symétrie :
_(a=b)lna+(a—1)(Inb—Ina) Ina(l—>b)—Inb(l—-a)
N InaInb(Ina — Inb) " Inalnb(lna—Ind)

3/ 1
Exercice 5.8. [ = / ( / eV’ dy) dz
0 z

3

I

<z <
Onal= // e~V dz dy, avec D caractérisé par 2 szs3
D 3Sy<l
0<y<1
o<z<3y o
effet, I’équation de la droite formant ’hypoténuse du triangle D peut s’écrire
y=% <= z=23y). Dou

1 3y 2 1 9 3y 1 5
I =/ dy/ e ¥V dz =/ eV (/ da:) dy =/ e ¥ (3y) dy
0 0 0 0 0

En privilégiant y, la caractérisation correspondante de D est

3 1 2 37 _21t 3 3
= —— —_— -y = —— —Y = —— _1—1 = — ——1_
3 e ay =3[ =Gty =Fa-e
Exercice 5.9.
A y=x
2 / y=2
- %ggx»»’
y=x"
1+ x=4
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I=‘Z/ sin%da:dy; D={(az,y)eR2|1<x<4; \/Esygmin{zx}}
D

<
La figure permet de se rendre compte qu’on peut caractériser D par { < Y <\ y22
< X
Donc
2 Y 2 2 =y
I=/dy/ s1n7r—d:1:=/ [——qcosﬂ] dy
1 y 2 1 ™ 2y =y
2 9 2
=/1 - [cos% —cos;r—z] dy —/ ——y(cos?y -0)d
2y 2 227 2\2
= [__y Zsin E] - / <——) Zsin Y dy (intégration par partie)
T 2 | 1 T) W 2

=[0+ 4]+i[—g cosﬂ-—yr—i—ﬁ(cosw—cosz)— 4 + 8
B L O R B 2) w2 3

Exercice 5.10.

D= {(a:,y) €R?| 22 442 <a2}

I—// dz dy )
Mo T2 (1+ 22+ 42)2 ]

En utilisant les coordonnées polaires

I—// dz dy —// ;rdrdﬁ
= > ,_.’32 ¥ y2 (1 + 2 + y2)2 [0,a]x[0,27]) T (1 + 7‘2)2
a 27|'
= ( /0 (1—_'_1;—2? d'r') ( /0 d()) (variables séparables)

1 1
=27 / [5 arctanz + — (primitive classique : on peut poser r = tan )
0

T a
21+mJ
a
I=m arctana+m .

Notons que cet exercice est & peu pres infaisable sans passer en polaires.

Exercice 5.11.
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Calcul direct
, -y 0<z<1 ,
D étant caractérisé par { 0< y\ <m\/\1_—m2 , on obtient

1 Vi—z? 1. V1i—z?
= </ z2 2du= | % 2 2\1/2
I /da;/ zyy/x? + 4y? dy /0 de/O (8y)(z* +4y*)*/* dy
y=v1-a? 1
—/ ( [ z? + 4y )%] ) dw=/ —m—((sc2+4—4a:2)%—(w2)%) dz
o 12

y=0

= ﬁ —322)8 2N dz=—— [ (- - ——
—/ 12 (4 3z°)2 )dw 72 (6w)(4 3z? 2d:1: /a: dz

= 1[(4 32)5/2] _l—_il_32)_-l—:.§=——.

T2 60 180( 60 180 45

Avec les coordonnées polaires

I= / (r cos @) (rsin 6) \/7"2(cos2 6 + 4sin?6) r dr d9
[0,1]x[0,%

= /[ I * cos @ sin#v/cos? § + 4sin2 dr df (les variables sont séparables)
0,1]x[0,%
1 7r/2 . ~
=(/ 'r'4d7“) (/ Sm29\/1+C0829+41 cos 20 de)
Y 0 2 2 2
1/(1 r=/2 5—3 20 1/2 1 [2/5-3 20 % /2
— 3cos — 3cos
- —_ : 2 e dtdedd _ 2 5 —3cos 26
([ oaman(=5) " ) 2 (=5) ]
1 (/5+3\% [5-3\2 1 .
=4_5<(T> _(_2_> ):E(s_l)=zg

On retrouve le méme résultat (¢a n’a pas été spécialement plus simple avec cette
deuxiéme méthode)

. _ dz dy _ 2 2, ,2
Exercice 5.12. I—//Dm D—{(a:,y)eR |2<z°+y <4}.

Gréace aux coordonnées polaires, on a

= // r dr df
vz 2x(aa+2n) T2 cos? 8 + (r cos0)(rsind) + r2sin 6

2 a+-27T
= ( /f %) ( / H;i%) (variables séparables)
2 a

2 a+2m de
- [lnr]ﬁ(/(; 1+siné 0050)'
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Pour calculer cette derniére intégrale, grace aux régles de Bioche, on sait que c’est
le changement de variable tan @ = ¢ qui va simplifier le calcul. Mais le probléme
est que t n’est alors pas défini pour toutes les valeurs de 6. On va déja réduire
lintervalle d’intégration en constatant que la fonction 6 —

1+ siné cosé est
m—périodique, donc

a+2m do 0 /2 deo
/a 1+4sinf cosf /_,r/21+sin0 cosf

dé
Ensuite, on utilise dt = —— = (1 + tan? @) df et on obtient
cos? 0

+00
I=(n2- ln\/_)?,/ {19 =1In2 %
/2 cos20( 23 +tan0) —o0 1+2%+
+oo dt 2 2t 4+17%®
=ln2/ =In2 [— arctan ]
V3 V3 1w

e+ 1)+ (@)2
2525 () - 2

Exercice 5.13.

I=//:vda:dy D={(:1:,y)€R2|:v2+y2—2zc<0;x}l}
D

On peut caractériser D par { l<z<2 donc on obtient
-2z — 22 <y < V2z — 22

directement

V2z—22 2

I= /a:d:v/ dy=2/ zV2zr — 22 dz

V2z—z2 1
Le probléme est que le calcul de cette primitive, s’il n’est pas impossible & faire 12
n’est pas trés évident. Il est intéressant de voir ce que donne le passage en polaires.
Pour un point M de D, les coordonnées polaires (r,6) sont telles que 6 € [—-F, F]
d’une part, et les deux lignes frontiéres ont pour équation respectivement z =

1
1 <= rcosf=1 < T=Eetm2+y2—2w=0 & r2-2rcosf =0 <

120p peut poser £ — 1 = sinu, dz = cosu du et on se raméne &

/2 3 . /2
I= 2/‘; * (sinu+1) cos®u du = 2 [_cos3 v + % + sufu]o = 2(0+%+0)—2(-%+0+0) = %-{-%
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T<ogt
r = 2cos#, de sorte qu’en polaires, D est caractérisé par 1 4 4
—— < r<2cosb
cosf
On obtient donc
/4 2cosé
I=// rcos&rd'rd0=/ cos @ dé r? dr
D' /4 1/cosé
/4 3 2cosf /4
—/ 0080[ J dé = / cos @ (8005 o — 13 ) dé
~m/4 1/ cos8 /4 3cos® 0
/4 4 2 /4 1
=3 / » ( + 2 4 + COS2 0) dé — % ot m dé (linéarisation de cos* §)
7/4 /3 cos4 cos20 /4
3 <§ 3 + 5 ) dé — 3 / c032 7 df (fonction paire)
. . /4 m/4
_E[3_0_*_sm40_{_511120]’r 2 tan 0
318 32 4 ], .
s 4 2 T 2
= (§+°+§)‘°“§—5+5‘

Exercice 5.14.

I=//D\/§:§d:r:dy D={(a:,y)€R2|(a:2+y2)2<a:y}

On peut écrire, avec les notations définies sur la figure (voir les indications, p. 281)
/2 V'sin6 cos @
I=2// ,/xyd:ndy=2/ dG/ Vr2sin6 cos@r dr
Dy 0 0

/2 V'sin@ cos
=2/ Vsind cos0</ 2 dr) dé
0

/2 3 r=v/sin cos @ 9 /2
= 2/ vsin@ cos @ [ ] do = 3 / sin? 6 cos? 6 do
0

r=0
/2 /i /2 1 _ /2
:3/ (sm20)) d0=l/ 1 —cos4d 40 — [ _sm40] _ T
3o 2 6 Jo 2 12 4 o 24

Exercice 5.15.
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<zl
Directement : D est caractérisé par { \/10—\1; <\y <1 donc
- X X

=1
Y 2
I= / d/ S / [1n1+:c+ ] d
var Vicaz 1+ 22 + 2 dy = ( y)y_\/ﬁf v

In2
—_-—/ z(In(2 + z?) — In2) dx=1/ zIn(2 + 2?) de — —= - :z:da:
2 2 2 Jo
; du
/lnudu—— (on a posé z? +2=udonc:cdx=—2-)
3
In2 1 1n2
- == _Yomo—_g -2
4[uln'u, u]z 1 4(31 n3—3) ( n )
3In3—3n2-1

I=

4

En utilisant les coordonnées polaires : il est pertinent de diviser le domaine
en deux selon la diagonale (OC) : D = D;U D, avec D; sous la diagonale et Dy au-
dessus. L’échange des variables z et y ne modifie pas la fonction, et transforme D

en D, donc ona,//D1 f(z,y) dz dyz//D2 f(z,y)dz dy = l//Df(a:,y) dz dy.

s . . 007 .
D est caractérisé en coordonnées polaires par ‘1‘ (puisque la fron-
Isr< cos @
tiére droite de D; a pour équation z =1 < r = Cos‘9) donc

B Ty [T /1/ cosd 12 5in @ cosd
I—2//Dll+m2+y2d:cdy—2/o a [ e dr

/4 1/cos® 3
=2/ sin @ cos / ——Fdr | do
0 1 1472

On pose alors s = r2; ds = 2r dr :

/4 1. [l/cos?0 ¢
I=2/ sin @ cos 6 —(/ dr | do
0 21 1+s

w/4 s=1/cos? 8
= / sin @ cos @ [s —In(1+ s)] de
0

s=1

m'oollll 1+1n2) do
_/0 sin ¢ cos (cos20 ( + 0)— +n)

On pose maintenant u = cos?§; du = —2sin 6 cos@ et on obtient :
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1
Izl/ (l—ln(u+1)+lnu—-1+ln2)du
2 Jij2\u

1

= %[Inu— (u+1)In(u+1)+ulnu+ (In2 - 1)u}
1/2

1 1 1 3 3 1 1 In2-1

3ln3-3In2+41
4
On a fini par trouver le méme résultat, mais ¢a n’a pas été plus facile.

I =

Exercice 5.16.

I= // (a*+y?) dzdy; D = {(z,y) € R* | 0 < y; 2’ +y*—z < 0; a’+y*—y > 0}
D

D est caractérisé en coordonnées polaires par (voir indications p. 282) 0< 6 < §
et sinf < 7 < cosf. On obtient donc :

/4 cos @ 7 /4 cos §
I=/ dé r2rdr=/ / rsdr) dé
0 sin 0 sin @

/4 | 4 cosf /4
= / "l oae=1 / (cos* 6 — sin0) df
0 4 sin @ 4 0

o 8

1 [m/4 1 [sin201™% 1
_Z/o cos29d0—z[ 3 ]

Exercice 5.17.
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Voyons maintenant comment le changement de variable « presque » polaire :
acosf —apsinf

bsin® bpcosd | 0P Pouvait

z = apcosf et y = bpsinf, de Jacobien J =

simplifier les calculs.
La frontiere de D correspond & p = 1 et le premier quadrant & 0 < 6 < 5 donc

I= //[ I (apcos)(bpsin0)(abp) dp df (variables séparables)
0,1]x[0,%

1 /2 471 /2
= a2b? ( / p dp) / sinf cos6 df | = a2b? |2 [— cos 20]
0 0 4], 4 o

1 /1 1 a2b?
— 212 © it Z) = .
"“b4(4+4) 8

Exercice 5.18.

I= / 23 du — 48 d v est le cercle de centre O, de rayon R, orienté
Uy y-v dans le sens trigonométrique

Directement :
T = Rcos@

y = Rsind 6 € [—m, 7] avec dz = —Rsin 6 df

Une paramétrisation de -y est

et dy = Rcos@ dé, de sorte que

I= / ((R? cos? 8) (R cos 6) — (R®sin? 6)(—Rsin6)) df = R* / (cost 6 + sin 6) d9

4/ (cos40+4cos20+3+cos40—4cos29+3) oy

8 8
4/" cos40 + 3 40 = R_4 [sin40
- 4 4] 4

-

T 4

En utilisant Green-Riemann :
Soit w = P dz + Q dy avec P = —y% et Q = 23; on a donc, D étant le disque
dont v est la frontiére

I=//D<%§——%§> dmdy=//D(3x2+3y2)da:dy

=3 // r?r dr do (le passage en polaires s’imposait)
[0,R] x[0,27]

R 4 4
=67r/0 r3dr=61rRT=37r2R .

On a bien retrouvé le méme résultat.
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Exercice 5.19. [ = /a +(:1:2 +y?) dz + (2? —®) dy
K

K={(w,y)€R2|O<w<1; O<y<1—w} et OK™ est le bord de K orienté
positivement.

Directement :

On pose 0Kt = vy, V72 V 43 en partant de O.

En temps que segment horizontal orienté de gauche a droite, il est facile de
=t

paramétrer v ainsi _o tE€ [0,1].
Comme segment de droite définie par une équation réduite y = 1—x et parcouru de
R . ~ q s . - =t
gauche & droite, c’est 7 qui est facile & paramétrer ainsi : ; —1_¢ te|o,1].
. ~ .y z=0
Le segment vertical parcouru de bas en haut 43 est paramétré par { — te

[0,1].
Posant w = P dz + Q dy = (2% + %) dz + (2% — y?) dy, on obtient

I= w+ w+ w=/w—/\w—/\w=Il—I2—I3
M 72 73 " 72 73

1 1
I1=/ (2 +0)1 + (2 — 0)0) dt:/ t? dt =
0 0
)

1

3
I —/1((t2+(1—t)2)1+(t2—(1—t)2)(—1)) dt = [—g(l—t)"] ==
2= Jo 3 o 3

1 1 1
Is=/ ((0+t*0+ (0 — t*)1) dtz/ _t2dt=_§
0 0

I=hL-I,—Iz=

Avec Green-Riemann :

I=//K<(Z—§—g—lyg> da:=//K(2ar;—2y)dxdy

1 1-z 1 y=l-z
= / dx/ (2z —2y) dy = / [2zy - yz]
0 0 0 y=0

= [[es-0)~ (1 -2 ~0)do= [ (-3 + 4~ 1) da
0 0

1
={ﬂﬁ+mﬁ—4 =-14+2-1-0=0
0

On a retrouvé le méme résultat.
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Y
20. I=| ————5dzd
Exercice 5.20. /(1+w2+y2)2 dz dy
D={(:c,y)€]R2|O\x\1;0\y\1;x2+y2>1}
Directement :

y y
0 N N 7 "
/ N e N (U i it L+ a2 +y2)2 Y
v=1 1 1 1\ 4
/ [21+x2+y] mdw__50w<2+:c2—§) T

27! -
=_% [1n(2+.'L' ) _:v_] =_%(21n3_1_21n2+0> _2In2+1-2In3
0

2 4 4

Avec Green-Riemann :
Soit 7 le contour orienté positivement de D.
En remarquant que

P(z,y) = est telle que —Z—j(z,y)=f(w,y)= 2y

xr
2(1+2%+9?) (1+ 22 +42)2

et en prenant Q =0 et w=Pdz+ Q dy,on a

I= // f(@y) dz dy = / /2(1+wx(iw+y2)

~ se décompose en trois sous-arcs v = v; V y2 V 73, avec 1 qui est le segment
vertical [AC)| orienté de bas en haut, 2 qui est le segment horizontal [C B] orienté
N\

de droite & gauche, et 3 qui est ’arc BA du cercle trigonométrique, qui est orienté
dans le sens indirect. Pour paramétrer plus facilement, on introduit donc les arcs
72 et 43 inverses respectivement de o et 3.

En temps que segment vertical orienté de bas en haut, il est facile de paramétrer

t €[0,1].

. =1
v1 ainsi —t

Comme segment horizontal orienté de gauche & droite, c’est 72 qui est facile &

=t e,

parametrer ainsi : { y=1

Comme arc de cercle parcouru dans le sens trigonométrique, 73 admet la paramé-

N T = cost -
trisation { y = sint teo,5].
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On obtient donc, en posant w = Pdz+ Q dy = Pdzx :
1= fom [Pa= [ B
¥ ¥ v 2(1+x2 4 92)
= w+ w+ w=/w—ﬁw—%\w=[1—I2—I3
T 72 73 T 12 ¥3
I ' 1 0) dt=0 |
= —_— t:
' /o (2(1+1+t2) )
1 t 1 1 In3—In2
I = — 1) dt=[=In(2 + ¢ _
=, <2(1+t2+1) ) [ n( “)] 1
3 cost 2 sintcost
I3 = —si t= —_——
3= (2(1+c052t+sin2t)( smt)) d /o 4 dt
B [cos2t]”/2__i_i__l
“l16 ], 16 16 8
In3—In2 1 2In2+4+1-2In3
I=L-L-I3=0———+-= )
1—Ip—1I3=0 1 +8 3
On a bien retrouvé le méme résultat.
Exercice 5.21.
z dz dy dz 3
///sz_l_y 21 2 {(wy,z)eR 1< 2?4924 22 2etz>0}

En passant en coordonnées sphériques, on obtient

x o V2 :
I=/2 d()/ dgo/ 4 512110(p28in0 dp)
0 0 1 P
1 27 V2
/ sin?9 dé (/ d<p> / pdp
0 0 1

sin 26 p? ‘/5_7r 1
] (2m) [2]1 = Txomx g

[Q
2

2
™
==

Exercice 5.22. I = /// dz dy dz
p(1+z4+y+2)3

pourD={(w,y,z)€R3|a: 0;y>0;220;z+y+2< 1}
Par un calcul direct, on a :
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l—z—y dz
dy) d
/0 (1+a:+y+z)3) y) T

-1 z=1l—-z—y
dy| d
2(1+m+y+z)2]z=o y) ’

-1

- 2(1+w+y)2> dy) dz
1 1

21+ z +y)? —5) dy) dz

1 _ y=l-z
= / [—1 _ Q] dz
o [21+z+y) 8],

S—
AR
|
8
[\
|
DN =
o

1 5
I= '2— In2 — E'
Exercice 5.23.
I =/]/ 22 dz dy dz
D D est la boule de centre O, de rayon a

I2=/// 22 +y? dz dy dz
D

En utilisant les coordonnées cylindriques, on a

27 a a‘—z
Il=(/ d0)/ z2dz/ rdr
0 —a 0

a 1'2 r=v ai—zz a 2 z2
= 27r/ 22 dz l—] = 27r/ 22 dz = 1r/ (a22% — 2%) dz
a 2| i -
r=0
a
=27 / (a222 — 2*) dz (parité)
2,3 5 5
a*z® z 1 1 4T a
=2 -2 =2ra®(==-2) =
" [ 3 L e <3 5) 15

De méme,
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o
I

27
( d0 / r2rdr

Va?-2? 2 _ ,2)\2 a
= r_ dz =27 (a”—27) dz=£/ (a* — 20222 + 2%) dz
_ 4] -a 4 2/-a
a
= / at — 24222 + 2*) dz (parité)
=7 a4z—2a2z3+£ 0—7ra5<1—2+1)—'87”15
a 3 5], 35/ 15

On trouve I = 21I;. Est-ce un hasard ? Certainement pas! en effet, on aurait pu
raisonner ainsi :
Par linéarité, I, = /// z? dz dy dz + // v dzdydz = I3+ Iy

D D

Or, pour des raisons de symétrie évidentes, z, y et z jouant des réles analogues,
on a tout & fait raison d’affirmer que I; = I3 = I4, donc I, = 214.

Il est tout & fait correct et pertinent d’utiliser ce type de raisonnement pour
simplifier ou recycler des calculs et pour gagner du temps.

Exercice 5.24.

I= /// zcos(:z2+y2) dz dy dz D = {(z,y,2) € R3 |2>0; $2+y2+z2 < R2}
D

On obtient, en utilisant les coordonnées cylindriques

2m R VRZ ;2
I=/ d0/ dz/ zcos(r?)r dr
0 0 0

r=VRE—
R (2 R

=21r/ zdz sin(r”) =7r/ z sin(R? — 2%) dz
0 2 r=0 0

R
=T [WL = g (1 — cos(R?)).

wsin? R

)

Remarquons que ce résultat ne peut bien sir pas s’écrire
q q p p

Exercice 5.25.

3
I=//f sin(z +y+2) dzdydz; D= [og]
D
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Directement

[NLE]
(NIE]

I

dm/

dz / [ cos(:z:+y+z)] 2dy
2=0

dy/ sin(z +y + z) dz

)
J
)

=/, [sin(z +y) —sin(z + y + )]y—O dz

(U]

NE

dz / cos:v+y)—cos(a:+y+"’))

e

tolﬂ

= s1n z + %) —sin(z + 7) — sinz + sin(z + %)) dz

2cosz dz = 2.

\.o.a

Exercice 5.26. I = /// zz dz dy dz;
D

D={(z,9,2) €R®|y>20; 220; z+2<1; y? <z}

<
Y2
ona:
<z

B étant ’ensemble des (z,y) tels que { 9 g 1

Y

I= //(/1 mxzdzz dz dy = // (/ zdz) dxdyz//Bx(lT_x)zda:dy
=/0 (/y ‘”(1'2"’) )dy—2/ (/(w—2w +w)dx) dy

2
2 223 4"
/0[—‘7+z] W

_1
2 2 =y
—5/0 (‘2‘(1—3/)—5(1—?/)4'1(1—1/)) dy
1/1 1 2 1 1 1 630 — 126 — 840 + 120 + 315 — 35
= —| - —_ ) - = ]_—— — —_— =
2(2( 5) 3( 7)-I_4(1 9)) 8x5xT7Tx9
_ 64 _ 8
2520 315

Exercice 5.27. I = /// zyz dz dy dz;
D

D= R 230;550;5250; 24+ 12 ¢
={@v2) eR 22092052205 S+ 5+5<1}.

On fait le changement de variable x = aX, y = bY, z = bZ ; le Jacobien de ce
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changement de variable est

8X Y 9Z| (a4 0 0
J=@@@=Ob0=abc
o0X 90Y 07 0 0

0X 9Y 07

Remarque : Formellement, il était possible et correct d’écrire dz = a dX;
dy =bdY ; dz = cdZ de sorte que dz dy dz = abc dX dY dZ.

On peut donc écrire (B étant la partie de la boule unité de R? avec les trois
coordonnées positives), griace & ce changement de variables puis grace au passage
aux coordonnées sphériques qui sépare les variables :

I= /// zyz dz dy dz = // (aX)(bY)(cZ)(abe) dX dY dZ
D B
™ ™ 1
= a?b%c? / ? dy / * do / (psin 6 cos @) (psin @ sin @) (p cos §)p? sin § dp
0 0 0
kg z 1
= a?b%c? /2 sin ¢ cos ¢ d<,0/2 sin® @ cos 6 d0/ p°dp
0 0 0

T . 4p13
_222_0052<p]2 sin®f1*1 _ 990 1 1
_abc[ 1 0[4 06—abcx2x4

Exercice 5.28.
Pour toutes les questions, la paramétrisation de la sphere de rayon a utilisant les

coordonnées sphériques est

x =a cosyp sind
y=asing sinf
z =acos#.

On a clairement

W a cosp cosf W —a sinp sin 6

—— =|asinpcosf | et — = | acosp sinf
o9 —a sinf oy 0
in2 @ cos
oM oM _ , (5,008
donc ﬁ__aa_/\"a?_“ sin® @ sin ¢

sin @ cos @

d'ou H = ||ﬁ|| = a®sin @ (méme calcul que pour la sphére unité p. 241 du cours).
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1. L’aire de la calotte est donnée par

[0,e1]x[0,27]
ai 2m
= a? < / sin @ d6> ( / dcp) (variables séparables).
0 0

6=a;
= a? [—— cosﬂ] (27) = 27 a®(1 — cos o).
6=0

3. L’aire d’une couronne sphérique se calcule exactement de la méme fagon sauf
que 'intégrale en 0 est entre a; et o (d’ailleurs, on peut considérer qu’une calotte

sphérique est une couronne sphérique particuliere avec un des paralléles limite de
colatitude 0). On trouve immédiatement

Acouronne =27 a2 (COS a1 — COs a2) .

2. Pour un fuseau, 6 varie entre 0 et 7 tandis que cette fois, ¢ reste entre £y et By
donc

Afusean = 20'2(,32 - ,31)

4. Pour une maille, § et ¢ sont tous deux limités respectivement par o et asg et
par By, B2. De sorte que

Amaille = a*(B2 — B1)(cos a1 — cos ).

Exercice 5.29. 5 - N
On calcule le flux du champ V. M(z,y,2)—yi +zj + (y+2)k atravers
la surface £ qui est définie par : 2z +y+2=2;z>0;y > 0; z > 0, orientée

vers le haut ; cette surface peut étre paramétrée par e=zzy)=2-2w—y

(z,y) € D
- 0<z<l1
avec D définie par 0<y<2-2
En appliquant les formules des p. 242 et p. 248, on a
0z
A=——=2
ﬁ A ox
=|B avec B=—_ @ -1
C Oy

Notons que mous pouvions prévoir que le vecteur ﬁ qui est normal au plan
2

2z +y+ z =1 était colinéaire a | 1
1
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p y
Puisque ici on a 7(M )=|Q| = z |, on peut écrire
R y+z

<I>E+(?)=//D(AP+BQ+CR) dz dy=//D(2y+z+(y+z(m,y))) dz dy

1 2—2z
=//D(3y+:v+(2—2:v—y))da:dy=/0 d:c/o (—z+2y+2)dy

1 y=2-2¢
= / [—:cy +9% + Zy] dz
0 y=0

1
= /0 (—ac(2 —2z) + (2-2z)% 4+ 2(2 - 2:1:)) dz

1 1
s+ (V) = / (6z% — 14z + 8) dz = [2a:3 — Tz + 83:]0 — 3.
0
Exercice 5.30.

1. Directement

Si &t est la surface qui limite le cone, elle se décompose en deux morceaux : X7
est le disque de la base orienté vers le bas et =7 est la nappe conique formant le
« bord » (orientée vers le haut); on a

P+ (v) = ‘sz(‘_}) + Pyt (V) = —0g- (‘_}) + @z; (v)

Y| est la base orientée vers le haut. Elle est paramétrée par N avec
(z,y) € D

D disque unité du plan £Oy. On a

@21_(7)=//E_O_]\)4-]_V)dwdy=0,

car en tout point de X7, OM’ et ﬁ sont évidemment orthogonaux.
Si on n’est pas convaincu par cet argument, on fait le calcul :

A 0 N P T T
ﬁ =|B|=|0| = k alors que T}(M) =1Q| = O_IV)[ = |y | =]y | puisque
C 1 R z 0

z =0 sur X donc

<I>El_(7)=//D(AP+BQ+CR) da:dy=//D(O:z:+0y+1.O)da:dy=O.

z=2-2/27+¢? ; ¢’est en fait la nappe de la fonction

v+ est paramétrée par
2P ’ { (z,9) € D.
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z, et on peut appliqueg les formules vues p. 242, pour le cas d’une nappe de fonction.

_0z y I
| Ve (A
Onadoncﬁ= _0oz oY
Oy V2 + y? C
1 1

=|B

» P T T
De méme, on a ? =1Ql=1y]|= Y
R z 2 —2y/z2 + y2

Donc

By (V) = //D (AP + BQ + CR) dz dy

T Y
= 2 z+2 +1(2-2y/22+42) | dzd
//D( VaZ+y? Ve ( Y )) Y

2T 1
=/ d0/ (2rcos20+2rsin20+2—2r)r dr
0 (]

21 1
= / do / 2r dr = 2.
0 0

On en déduit que le flux cherché est @5+ (T}) = 2.

2. Avec Ostrogradski
Si V est le domaine intérieur au cone, par Ostrogradski, on a

O5+ (7) = ///vdivv dz dy dz

Or,divv=8—P+Qg+@:1+1+1=3,donc
0x Oy 0z

2—24/22+y2
d'Vddd:/// 3d dd=//6—6\/2+2dd
[//vlv z dy dz D(O z| dz dy D( z? +y?) dz dy
27 1 1
=/ d()/ (6 —6r)r dr:27r[3r2—2r3] = 2.
0 0 0

Notons que ce deuxiéme résultat pouvait &étre obtenu plus rapidement en remar-
quant que /// 3 dx dy d=z représente 3 fois le volume de V, et en utilisant que le
1%

base x hauteur
3

2
L’aire de la base du cone est 7, la hauteur est 2, donc le volume du cone est 3

volume d’un cone est donné par la formule V =

et on obtient ainsi rapidement le résultat sans calcul.
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Exercice 5.31.
On calcule I = / . y dz + 2 dy + = dz pour 't bord orienté de la surface orientée

r
DcR? — R3

avec D disque de rayon R, centré
(wv) — (uu,) ey

Y paramétrée par ¢ :
a Dorigine.

1. Directement

x = cosf

Le bord I't de ¥ peut étre paramétré par { y =cosf 6 € [0,2n]
z=sinf

On a donc dz = —sinf df = dy; dz = cos§ dé.

D’ou

2T
I= / (cos@(—sin @) + sin §(—sin §) + cos§ cosf) df
0

_ 2"(_sin 26
=\ 5

+ cos 260) d6 = 0.

2. En appliquant la formule de Stokes-Ampére
p Y

On peut considérer que I est la circulation du vecteur 1_/) =|Q|=|]2]| lelong
R z
de I't.
On a donc I = @g(lﬁ).
OR 0Q
3y 0z -1
On obtient facilement ﬁ = B_P — @ =1-1
0z Oz 1
0Q OP
8z 8y
T=u
Gréace a la paramétrisation de ¥ : { y=wu avec (u,v) € D, on a
z=v
1 0 1 0 1
@=1 @=0 donc N=|1|alo|=] -1
o\ o I 0 1 0

Puisque rot a et ﬁ sont orthogonaux, on est siir que le flux cherché est nul, et
on a retrouvé le méme résultat.
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Exercice 5.32.

1.a) La sphére unité ¥ peut étre paramétrée simplement en utilisant les coordonnées
sphériques (les autres tentatives ne parameétrent en général que la demi-sphére
supérieure, et rien ne prouve que le flux a travers la demi-sphére supérieure est
égal & la moitié du flux total). Puisque p = 1, on a donc la paramétrisation

x =sinfcosp
y=sinfsing (0,¢) € [0,7] x [0,27] = D (ne pas oublier le domaine.)

z =cosf
sin? @ cos ¢
La normale extérieure & ¥ est ﬁ =sinf O_IV)I = | sin?@sin¢ | (calcul fait p. 241
sin @ cos @
du cours), de sorte que :
sin @ cos ¢ + sin f sin ¢ sin? 6 cos ¢
<I>=// 7-1_\/')d9dgo=// cos 6 - | sin?@sing | df de
D D sin @ cos ¢ sin 6 cos 6

= /] sin® 0 cos? pdf dy + // sin3 @ sin pcos df dp

D D

+ // cos 0 sin? Osinp df dy + // sin? 0 cosfcosp df dy
D D

™ 27 T 27

= / sin3 9 d0/ cos® p dp + / sin3 9 dG/ sinpcosp dp
0 0 (] (]
T 2 T 27
+/ cosGsin20d0/ sincpd<p+/ sin2000s0d0/ cosp dp
0 0 0 0

On utilise maintenant les« formules utiles » de 1’énoncé

T Qi i
<I>=</ 3sm04sm30 d0)7r+0+0+0
0

cos30}"_z<3_l+3_l>_z16_47r
3 | 4 3 3) 4

—_

™
= - |-3cosh — =
1 [ 3cosf + 3 3
1.b Pour ramener le calcul de ® & celui d’une intégrale triple, on utilise la formule
d’Ostrogradski, qui est utilisable parce que ¥ est la frontiére d’un domaine de
’espace (X est la frontiére de la boule unité B, boule de centre ’origine, de rayon
1; il ne faut pas confondre boule et spheére.)

one @://7-7da=///div(?)dmdydz.

Im,dlv(v) 8P ZQ+%15 (+ )+£z+aam—1+0+0—1
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4
donc on obtient ¢ = // . 1 dz dy dz = volume(B) = ?ﬂ

T=z

2.a) On peut paramétrer X't comme une nappe de fonction par { y =y
lz=1-V22+2
avec (z,y) € D' (D' est le disque de centre O, de rayon 1 du plan Ozy). Pour

cette paramétrisation, qui correspond toujours a une orientation vers le haut,
donc qui convient & la situation étudiée, le vecteur normal se calcule ainsi en tout

(z,y) €D :

1 0
o _[ o | oa_[ o
oz  |__xz oy |__ v |’
x
P Va? +y?
N = W E_ gl=1__Y
% 1 Va? +y2
1
D’autre part, sachant que P=x+y, Q@ =z2et R=1zx,0n a
OR _0Q
6y 8z
0-1 -1
rot[3= Ba_P_? =|0-1]=1]-1
. z s
@_B_P 0-1 -1
ox Oy

On obtient donc
T

TV

=// rot[:/-ﬁda:dyz// 1| Y| dzdy
, o) |

1
= r Yy
—//,<\/m2+y2+\/m2+y2_1) dz dy

Pour calculer cette intégrale double, le passage en polaires s’impose :

—_

2m 1
' = / dé / (cos@ +sinf — 1) r dr (variables séparables)
0 0

= </021r(c030+sin0 -1) d0> </01rdr> = (—2m) (%) = —m.
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2.b) Le bord de la nappe ¥’ est le cercle C de centre O, de rayon 1 du plan Ozy.
La formule de Stokes-Ampeére s’écrit ici

q>'=//2,+ﬁ.7da=/c+v.m

Une paramétrisation du cercle C*, qui est le cercle trigonométrique du plan Ozy,
(mais qui doit quand méme &tre considéré comme une courbe de I’espace), est

T = cost
y=sint t € [0,2n] (X' étant orientée vers le haut, C* est dans le sens

z2=0,
direct) de sorte que :

2T
= [7 o))+ Qu)) + RZ()
027r
= /0 [(cost + sint)(—sint) + 0(sint) + (cos t)O] dt

27 27
=—/ sintcostdt—/ sintdt = —-0—7m = —.
0 0

3. L’aire de X’ est donnée par

aire(X') = // do =/ H dz dy.
] D

Ici, on a

2 2
H=IIﬁII=\/A2+Bz+C2=\/1+p2+q2=\/1+ =2

2+y2 T2 +y?

de sorte que
aire(X') = // V2dz dy = V2 // dz dy = V2aire(D’) = V2.
D’ Y

puisque D’ est un disque de rayon 1.
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