
Topologie, analyse et calcul différentiel

Frédéric Paulin

Version préliminaire

Cours de troisième année de licence

École Normale Supérieure

Année 2008-2009

1



Table des matières

1 Vocabulaire 7
1.1 Le corps ordonné des nombres réels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.2 Espaces topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.3 Espaces métriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

Topologie définie par une famille de pseudo-distances . . . . . . . . . . . . 18
1.4 Topologie engendrée et base d’ouverts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Topologie de l’ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
1.5 Voisinages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.6 Intérieur, adhérence, frontière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.7 Séparation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
1.8 Continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
1.9 Connexité et connexité par arcs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1.10 Indications pour la résolution des exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2 Constructions de topologies 43
2.1 Comparaison de topologies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.2 Topologie initiale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Topologie image réciproque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
Topologie définie par une famille de pseudo-distances . . . . . . . . . . . . 45
Topologie définie par une famille de semi-normes . . . . . . . . . . . . . . 45
Topologie étroite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.3 Sous-espace topologique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
Parties connexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.4 Topologie produit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Topologie limite projective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.5 Topologie finale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Topologie somme disjointe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
Topologie faible définie par une famille de sous-espaces . . . . . . . . . . . 61
Topologie de Schwartz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.6 Topologie quotient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Distance quotient d’une pseudo-distance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
Constructions topologiques par quotients . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
Topologie limite inductive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.7 Groupes et corps topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
Groupes topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

Les groupes classiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Anneaux et corps topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Corps valués . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.8 Espaces vectoriels topologiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
Espaces vectoriels normés sur un corps valué . . . . . . . . . . . . . . . . 82
Espaces vectoriels topologiques localement convexes . . . . . . . . . . . . 83
Continuité des applications multilinéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
Topologie faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
Topologie faible-étoile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

2.9 Espace quotient d’une action de groupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

2



2.10 Indications pour la résolution des exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

3 Limites et valeurs d’adhérence 100
3.1 Limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

Propriétés des limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
3.2 Comparaison asymptotique : notation de Landau . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.3 Valeurs d’adhérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
3.4 Complétude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

Suites de Cauchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
Espaces complets, de Banach, de Fréchet . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
Théorème du point fixe de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

3.5 Indications pour la résolution des exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

4 Compacité 121
4.1 Espace compact . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.2 Compacité et valeurs d’adhérence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
4.3 Compacité et produits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.4 Compacité et continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
4.5 Espaces localement compacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

Applications propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
L’espace des bouts d’un espace localement compact . . . . . . . . . . . . . . 132

4.6 Théorèmes de point fixe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
4.7 Indications pour la résolution des exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

5 Topologie fonctionnelle 138
5.1 Topologie de la convergence uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

Exemples d’espaces fonctionnels complets . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
Relation avec la convergence simple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

5.2 Topologie compacte-ouverte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
5.3 Continuité uniforme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

Complété d’un espace métrique. Corps valués complets . . . . . . . . . . . 154
5.4 Semi-continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

Limites supérieures et inférieures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
Semi-continuité inférieure et supérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.5 Théorème d’Arzela-Ascoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
5.6 Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166
5.7 Théorie de Baire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
5.8 Indications pour la résolution des exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

6 Analyse fonctionnelle 179
6.1 Espaces de Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

Rappels et exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
Théorèmes de Hahn-Banach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
Résultats de compacités pour topologies affaiblies . . . . . . . . . . . . . . 191
Applications de la théorie de Baire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

6.2 Espaces de Hilbert . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
Rappels sur les espaces préhilbertiens et définitions . . . . . . . . . . . . . 199
Projection sur un convexe fermé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

3



Autodualité des espaces de Hilbert réels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
Théorèmes de Lax-Milgram et de Stampachia . . . . . . . . . . . . . . . . 207
Bases hilbertiennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209

6.3 Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints bornés . . . . . . . . . . . . . 213
Spectre des opérateurs bornés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
Opérateurs compacts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
Opérateurs auto-adjoints . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219
Spectre des opérateurs auto-adjoints compacts . . . . . . . . . . . . . . . 224
Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints . . . . . . . . . . . . . . 225

6.4 Indications pour la résolution des exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

7 Calcul différentiel banachique 230
7.1 Dérivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

Propriétés élémentaires des différentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232
7.2 Théorème des accroissements finis et applications . . . . . . . . . . . . . . . 236
7.3 Différentielles partielles et d’ordre supérieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239

Différentielles partielles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239
Différentielles d’ordre supérieur. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242
Applications analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246
Vocabulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

7.4 Inversion locale et équations implicites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
7.5 Théorie de Cauchy-Lipschitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255

Existence locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
Solutions approchées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260
Unicité locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
Explosion des solutions maximales en temps fini . . . . . . . . . . . . . . 262
Cas des équations différentielles linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263
Régularité des solutions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264
Propriété de la résolvante dans le cas linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . 266
Dépendance régulière des conditions initiales et des paramètres . . . . . . 268
Des équations différentielles d’ordre p à celles du premier ordre . . . . . . 271

7.6 Équations différentielles autonomes et champs de vecteurs . . . . . . . . . . 272
7.7 Indications pour la résolution des exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

8 Exercices de révision 277
8.1 Énoncés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

Chapitre 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
Chapitre 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277
Chapitre 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278
Chapitre 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278
Chapitre 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286
Chapitre 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287
Chapitre 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288

8.2 Indications de résolution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293

Index 314

4



Bibliographie 321
1

1Je remercie les élèves de la promotion 2007, en particulier Olivier Begassat, Igor Kortchemski et
Arthur Leclaire, et les élèves de la promotion 2008, en particulier Nicolas Dreyfus, David Gontier et
Arthur Milchior, pour leurs nombreuses corrections sur les premières versions de ce texte, en espérant que
ceux des promotion suivantes aideront encore à le peaufiner !

5



6



Dans ces notes, nous supposons connues les notions d’espaces vectoriels normés réels
ou complexes (et leurs distance et topologie associées) contenues dans le programme du
cours de Mathématiques Spéciales MP*. Nous reviendrons plus longuement sur les espaces
vectoriels normés dans le paragraphe 2.8 et le chapitre 6. Les preuves qui ne sont pas
données ci-dessous sont les mêmes que dans le cas particulier des espaces vectoriels normés,
ou sont laissées en exercice. La consultation de livres de contre-exemples [GO, Ste, Kha]
est souvent profitable (surtout pour le premier).

1 Vocabulaire

Les références recommandées sont [Bou1, Dix, Dug].

1.1 Le corps ordonné des nombres réels

On ne ferait pas grand chose en analyse sans le corps ordonné R des nombres réels.
Disons quelques mots sur cet objet en préambule.

Soit E un ensemble. Rappelons qu’un ordre (ou ordre partiel) sur E est une relation �
qui est réflexive (∀ x ∈ E, x � x), antisymétrique (∀ x, y ∈ E, si x � y et y � x, alors
x = y) et transitive (∀ x, y, z ∈ E, si x � y et y � z, alors x � z). On note x ≺ y si x � y
et x 6= y, x � y si y � x, et x ≻ y si x � y et x 6= y. Un ensemble ordonné est un ensemble
muni d’un ordre.

Si (E,�) et (F,�) sont deux ensembles ordonnés, une application de E dans F préserve
l’ordre si f(x) � f(y) pour tous x � y. Si une bijection préserve l’ordre, alors son inverse
aussi.

Exemples. L’inclusion est un ordre (partiel) sur l’ensemble P(E) des parties de E, et
sera souvent sous-entendu. Si � est un ordre sur E, alors la relation �′ définie par x �′ y si
et seulement si y � x est encore un ordre, appelé l’ordre inverse de �. Si (E,�) et (F,�)
sont deux ensembles ordonnés, alors la relation � sur l’ensemble produit E × F , définie
par

(x, y) � (x′, y′) ⇐⇒ (x ≺ x′ ou (x = x′ et y � y′))

est une relation d’ordre sur E × F , appelé l’ordre lexicographique. Si f : E → F est une
application, alors les applications image d’une partie A 7→ f(A) et image réciproque d’une
partie B 7→ f−1(B) préservent l’ordre, respectivement de P(E) dans P(F ) et de P(F )
dans P(E).

Soient E un ensemble ordonné et A une partie de E. Un élément x de E est un majorant
de A si

∀ y ∈ A y � x .

Un élément x de E est un minorant de A si

∀ y ∈ A y � x .

La borne supérieure (resp. inférieure) de A est (lorsqu’il existe) le plus petit majorant
(resp. le plus grand minorant) de A (il est alors unique), noté supA (resp. inf A). Par
exemple, s ∈ E est la borne supérieure de A si et seulement si

∀ x ∈ A, x � s et ∀ s′ ∈ E, (∀ x ∈ A, x � s′) ⇒ s � s′ .

7



Si (xi)i∈I est une famille d’éléments de E, on note supi∈I xi = sup{xi : i ∈ I} (resp.
infi∈I xi = inf{xi : i ∈ I}), lorsqu’ils existent.

Pour tous x, y dans un ensemble ordonné (E,�), on note

[x, y] = {z ∈ E : x � z � y} ,
]x, y] = {z ∈ E : x ≺ z � y} ,
[x, y[ = {z ∈ E : x � z ≺ y} ,
]x, y[ = {z ∈ E : x ≺ z ≺ y} ,

[x,+∞[ = {z ∈ E : x � z} ,
]x,+∞[ = {z ∈ E : x ≺ z} ,
] −∞, x] = {z ∈ E : x � z} ,
] −∞, x[ = {z ∈ E : x ≻ z} ,

que l’on appelle les intervalles de E. Les premiers, cinquièmes et septièmes sont les inter-
valles fermés. Les quatrièmes, sixièmes et huitièmes sont les intervalles ouverts.

Un ordre total sur E est un ordre � tel que pour tous x, y dans E, on ait x � y ou y � x.
On note min{x, y} = x et max{x, y} = y si x � y, et min{x, y} = y et max{x, y} = x
si y � x. Un ensemble muni d’un ordre total est un ensemble totalement ordonné. Par
exemple, l’ordre lexicographique sur le produit de deux ensembles totalement ordonnés est
un ordre total.

Un corps (totalement) ordonné est un corps (commutatif) K muni d’un ordre total �
tel que, pour tous x, y, z dans K, si x � y, alors x + z � y + z (propriété de compatibi-
lité de l’ordre avec la structure de groupe additif, aussi appelée invariance de l’ordre par
translations) et si x � y et 0 � z, alors xz � yz (propriété de compatibilité de l’ordre avec
la multiplication, aussi appelée invariance de l’ordre par multiplication par un élément
positif). Un isomorphisme de corps ordonnés est un isomorphisme de corps préservant
l’ordre.

Nous supposons connus dans ce texte le corps ordonné (R,≤) et sa valeur absolue
| · |. Il existe de nombreuses constructions de R (voir par exemple [Bou1, TG IV.3]), qui
nécessitent plus ou moins de travail. Nous préférons introduire R immédiatement, car cela
permettra de donner des exemples et des constructions en topologie et en analyse très
rapidement. Rappelons-en (car cela n’est pas au programme des classes préparatoires) une
construction élémentaire à partir du corps ordonné (Q,≤).

Une coupure de Q est une partie A de Q, différente de ∅ et de Q, telle que pour tous x
dans A et y dans Q, si y ≤ x, alors y ∈ A.

A
Q ⊂ R

On note R l’ensemble des coupures de Q, et on note ≤ la relation d’inclusion entre
coupures, qui est un ordre total sur R, comme on le vérifie facilement (pour deux coupures
A et B, on a min{A,B} = A ∩ B et max{A,B} = A ∪ B). Sauf mention contraire, un
intervalle dans ce texte sera un intervalle de R.

On identifie Q avec son image dans R par l’application r 7→ {x ∈ Q : x ≤ r}, qui est
une injection préservant l’ordre. Si A et B sont deux coupures de Q, on pose

A+B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B}
8



et on montre facilement que (R,+) est un groupe abélien, d’élement neutre la coupure
0 = {x ∈ Q : x ≤ 0}, et d’opposée de la coupure A la coupure

−A = {y ∈ Q : ∀ x ∈ A, y ≤ −x} .

Si A et B sont deux coupures de Q, on pose

AB =





{z ∈ Q : ∃ x ∈ A,x > 0, ∃ y ∈ B, y > 0, z ≤ xy} si A,B > 0 ,
−((−A)B) si A < 0, B > 0 ,
−(A(−B)) si A > 0, B < 0 ,
(−A)(−B) si A,B < 0 ,
0 si A = 0 ou B = 0 .

On vérifie facilement que (R,≤) est un corps (commutatif) totalement ordonné pour les
deux lois ci-dessus, l’élément neutre pour la multiplication étant la coupure 1 = {x ∈ Q :
x ≤ 1}, et l’inverse de la coupure A > 0 étant la coupure

1/A = {y ∈ Q : ∀ x ∈ A, x > 0 ⇒ y ≤ 1/x} .

On vérifie facilement que la valeur absolue | · | (où |x| = max{x,−x} pour tout x dans
R) du corps ordonné R vérifie, pour tous A,B,C dans R :

• |A| = 0 si et seulement si A = 0,
• |AB| = |A| |B|,
• |A+B| ≤ |A| + |B|,

cette dernière propriété étant appelée l’inégalité triangulaire.
Il est de plus archimédien, i.e. pour tous A,B > 0 dans R, il existe n dans N tel que

B ≤ nA, comme on le vérifie facilement : comme A > 0 et B 6= Q, il existe des éléments
p, q, r, s de N − {0} tels que 0 < p/q ≤ A et B ≤ r/s, et n = rq convient (car ps ≥ 1).

Une autre propriété cruciale est la suivante.

Théorème 1.1 Toute partie majorée (resp. minorée) et non vide de R admet une borne
supérieure (resp. inférieure).

Preuve. Soit P une partie majorée non vide de R. Alors S =
⋃
A∈P A est une coupure de

Q, car si B est un majorant de P , alors ∅ 6= S ⊂ B 6= Q. De plus, si B est un majorant de
P , alors A ⊂ B pour tout A dans P , donc S ≤ B, ce qui montre le résultat.

On peut raisonner de même pour un ensemble minoré non vide P , ou remarquer que
l’ensemble −P des éléments opposés des éléments de P est un ensemble majoré non vide,
et que si S est la borne supérieure de −P , alors −S est la borne inférieure de B. �

Il existe de très nombreuses caractérisations de R, dont celle disant que R est, à iso-
morphisme de corps ordonnés près, l’unique corps totalement ordonné archimédien dans
lequel toute partie majorée non vide admet une borne supérieure (voir par exemple [Bou2,
Chap. V, §2]).

1.2 Espaces topologiques

Soit E un ensemble. Une topologie sur E est un ensemble O de parties de E tel que

(1) toute intersection finie d’éléments de O appartient à O,
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(2) toute union d’éléments de O appartient à O.

Par convention, une intersection vide de parties d’un ensemble E est égal à E, et une
union vide de parties de E est égale à la partie vide. Donc ∅ et E appartiennent à O, si O

est une topologie sur E. La première condition (stabilité par intersections finies) peut être
remplacée indifféremment par : E appartient à O et A∩B appartient à O pour tous A,B
dans O.

Un espace topologique est un ensemble X muni d’une topologie O sur X. Par abus, on
note souvent X le couple (X,O). Les éléments de O sont appelés les ouverts de X (ou de
la topologie O quand on veut préciser).

Les complémentaires des ouverts d’une topologie s’appellent les fermés de cette to-
pologie. Toute union finie de fermés est fermée, toute intersection de fermés est fermée,
donc ∅ et X sont fermés. Étant donné un ensemble de parties d’un ensemble E, stable par
intersections et par unions finies, l’ensemble des complémentaires de ces parties est une
topologie sur E. On peut remplacer la stabilité par unions finies par le fait de contenir ∅
et d’être stable par l’union de deux éléments.

Exemples 1 : Si E est un ensemble, alors O = {∅, E} est une topologie sur E, dite topologie
grossière. L’espace (E,O) est alors dit grossier. Les seuls fermés d’un espace grossier E
sont ∅ et E.

L’ensemble P(E) de toutes les parties de E est une topologie sur E, appelée topologie
discrète. L’espace topologique (E,P(E)) est alors dit discret. Toute partie d’un espace
discret est ouverte et fermée. Un espace topologique est discret si et seulement si tous ses
singletons sont ouverts.

Exemples 2 : Si E et F sont des ensembles, si O est une topologie sur E et si f :
F → E est une application, alors l’ensemble f−1(O) des f−1(A) lorsque A parcourt O

est une topologie, appelée topologie image réciproque, sur F (voir aussi le paragraphe 2.5).
L’ensemble des fermés de f−1(O) est exactement l’ensemble des images réciproques des
fermés de O.

Exemples 3 : L’intersection O =
⋂
j∈J Oj d’une famille (Oj)j∈J de topologies sur E est

une topologie sur E (si cette famille est vide, par convention, cette intersection est égale
à l’ensemble de toutes les parties de E). En effet, si (Ui)i∈I est une famille d’éléments
de O, alors pour tous i ∈ I et j ∈ J , la partie Ui appartient à Oj ; par conséquent, les
parties

⋂
i∈I Ui si I est fini et

⋃
i∈I Ui appartiennent à Oj , pour tout j dans J , donc elles

appartiennent à O.
Nous utiliserons cet exemple dans le chapitre 2 pour construire des topologies les plus

petites possibles (pour l’inclusion), comme intersection de topologies vérifiant certaines
propriétés.

Exercice E.1 Soit E un ensemble. Montrer que l’ensemble des parties vides ou complé-
mentaires de parties finies de E, est une topologie sur E.

Une bijection f : X → Y entre deux espaces topologiques est un homéomorphisme
si l’image réciproque par f de la topologie de Y est la topologie de X. Deux espaces
topologiques X et Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de X dans Y .

De manière équivalente, f : X → Y est un homéomorphisme si et seulement si l’image
réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X et si l’image directe par f
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de tout ouvert de X est un ouvert de Y . La bijection inverse d’un homéomorphisme est
encore un homéomorphisme. La composition de deux homéomorphismes est un homéo-
morphisme. L’application identité d’un espace topologique est un homéomorphisme. “Être
homéomorphe à” est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’espaces topologiques.

Une propriété (P ) sur une collection C d’espaces topologiques est dite invariante par
homéomorphismes si tout élément de C , homéomorphe à un élément de C ayant la propriété
(P ), admet aussi la propriété (P ). Nous ne préciserons pas C lorsque C est la collection
de tous les espaces topologiques.

Par exemple, les propriétés “être grossier” et “être discret” sont des propriétés invariantes
par homéomorphismes.

Un type de problème préféré des topologues est de classer à homéomorphismes près
les espaces topologiques d’une collection donnée. Par exemple : étant donné un élément
n de N, classer à homéomorphismes près les variétés topologiques de dimension n (voir
la définition à la fin du paragraphe 1.7), éventuellement avec des conditions (invariantes
par homéomorphismes) supplémentaires données, telles que compactes (voir la partie 4),
connexes (voir le paragraphe 1.9) ... Par exemple, voici la classification topologique des
surfaces compactes connexes orientables (nous ne définirons pas ce terme ici, mais c’est
le cas (par un théorème non trivial) de toutes les surfaces compactes contenues dans R3,
et il suffit de considérer ce cas dans cette introduction) : toute surface compacte connexe
orientable est homéomorphe à une, et exactement une, surface de la liste ci-dessous, indexée
par un entier g ∈ N introduit par Riemann, appelé genre (voir par exemple [Gra, Rey]) :

S2 T2 T2#T2 T2#T2# . . .#T2

surface orientable de genre gsphère tore

Le cas n = 3 a bien sûr fait couler beaucoup d’encre récemment, avec les travaux de
Thurston et de Perelman (voir par exemple [BBB]). Ces problèmes de classifications, même
si leur résolution complète est infructueuse, donnent souvent lieu à l’invention (ou décou-
verte, suivant les orientations philosophiques) d’invariants topologiques (le plus souvent,
mais pas seulement, des objets de nature algébrique), par exemples des invariants de to-
pologie algébrique (voir cours de l’année prochaine ...) ou les récents invariants quantiques
(voir cours de seconde année de mastère).

Nous terminons ce paragraphe par un exemple d’origine algébrique.

Exemple 4 : Soient k un corps commutatif, n un élément de N et An(k) = kn. Un fermé
de Zariski de An(k) est une partie de la forme

F = {x ∈ kn : ∀i ∈ I, Pi(x) = 0},

avec (Pi)i∈I une famille de polynômes sur kn. L’ensemble des fermés de Zariski est l’en-
semble des fermés d’une unique topologie sur An(k), appelée la topologie de Zariski.

Preuve. L’ensemble vide est un fermé de Zariski, car c’est l’ensemble des zéros du poly-
nôme constant 1. Si F,F ′ sont des fermés de Zariski, ensembles des zéros communs des
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familles de polynômes (Pi)i∈I , (Qj)j∈J respectivement, alors F ∪F ′ est l’ensemble des zéros
communs de la famille de polynômes (PiQj)(i,j)∈I×J , donc est un fermé de Zariski. Si Fj ,
pour j ∈ J , est un fermé de Zariski, ensemble des zéros communs de la famille de polynômes
(Pi,j)i∈Ij , alors

⋂
j∈J Fj est l’ensemble des zéros communs des Pi,j pour j ∈ J et i ∈ Ij,

donc est un fermé de Zariski. �

Remarque. En fait, par le théorème du Nullstellensatz de Hilbert (voir par exemple
[Per]), tout fermé de Zariski de An(k) est l’ensemble des zéros communs d’une famille finie
de polynômes.

Un exemple crucial de collection d’espaces topologiques est donné dans la partie sui-
vante.

1.3 Espaces métriques

Soit E un ensemble. Une distance sur E est une application d : E ×E → [0,+∞[ telle
que, pour tous x, y, z dans E,

(1) (annulation sur la diagonale) d(x, x) = 0 ;

(2) (séparation) si d(x, y) = 0, alors x = y ;

(3) (symétrie) d(x, y) = d(y, x) ;

(4) (inégalité triangulaire) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Si d est une distance sur E, alors

d(x, y) ≥ |d(x, z) − d(z, y)|

pour tous x, y, z dans E (cette inégalité s’appelle l’inégalité triangulaire inverse).
Un espace métrique est un ensemble X muni d’une distance d. Par abus, nous noterons

souvent X le couple (X, d), en notant plus précisément dX la distance de X si nécessaire
(le contexte aidant, cela l’est rarement, et d désignera par défaut la distance de tout espace
métrique considéré).

Une application f : X → Y entre deux espaces métriques est isométrique si

∀ x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) = d(x, y) .

Une application isométrique étant clairement injective, on parlera aussi d’injection (ou
plongement) isométrique. Une isométrie entre deux espaces métriques est une bijection qui
est une application isométrique ; son inverse est alors aussi une application isométrique.
Deux espaces métriques X et Y sont isométriques s’il existe une isométrie de X dans Y .
“Être isométrique à” est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’espaces métriques.

Remarque. Pour pouvoir définir une distance, nous avons eu besoin de l’intervalle [0,+∞[
de R et de propriétés de R (voir le paragraphe 1.1). Mais le lecteur vérifiera que les seules
propriétés de R utilisées dans la définition d’une distance, et pour montrer l’inégalité tri-
angulaire inverse, sont celles de groupe abélien ordonné. Pour tout groupe abélien ordonné
Λ, d’ensemble des éléments positifs ou nuls Λ+, on définit une Λ-distance sur E comme une
application d : E×E → Λ+ vérifiant les axiomes (1) à (4) ci-dessus. Nous renvoyons à [Chi]
pour des exemples intéressants de Λ-espaces métriques, par exemple lorsque Λ = R × R
muni de l’ordre lexicographique.
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Soit (X, d) un espace métrique.
Soient x ∈ X et r > 0. La boule ouverte de centre x et de rayon r est

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r} .

La boule fermée de centre x et de rayon r est

B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r} .

La sphère de centre x et de rayon r est

S(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) = r} .

Lorsque l’on veut préciser la distance, on pourra la mettre en indice, et noter Bd(x, r),
Bd(x, r), Sd(x, r).

Exercice E.2 Soit d une distance sur un ensemble X. Elle est dite ultramétrique si son
inégalité triangulaire est remplacée par la condition (plus forte)

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)} ,

appelée inégalité triangulaire ultramétrique.
Si d est ultramétrique, montrer les propriétés suivantes.
(1) Pour tous x, y, z dans X,

si d(x, z) 6= d(z, y), alors d(x, y) = max{d(x, z), d(z, y)} .

(2) Tout point d’une boule pour d en est un centre.
(3) Tout point d’une boule ouverte pour d est un centre de la sphère correspondante.
(4) Étant donné deux boules ouvertes, montrer qu’ou bien l’une des deux est contenue

dans l’autre, ou bien elles sont disjointes.

Topologie induite par une distance L’ensemble O des parties U de X telles que

∀ x ∈ U, ∃ ǫ > 0, B(x, ǫ) ⊂ U

est une topologie sur X, appelée topologie induite par la distance d. Sauf mention contraire,
tout espace métrique sera muni de la topologie induite par sa distance.

La preuve que O est bien une topologie est la même que celle pour les distances induites
par des normes. En effet, soit (Ui)i∈I une famille d’éléments de O. Si I est fini et x ∈⋂
i∈I Ui, soit ǫi > 0 tel que B(x, ǫi) ⊂ Ui ; alors ǫ = infi∈I ǫi > 0 et B(x, ǫ) ⊂ ⋂i∈I Ui. Si

x ∈ ⋃i∈I Ui, soit i0 ∈ I tel que x ∈ Ui0 , et ǫ > 0 tel que B(x, ǫ) ⊂ Ui0 ; alors B(x, ǫ) ⊂⋃
i∈I Ui.

Une isométrie entre deux espaces métriques est clairement un homéomorphisme pour
les topologies induites par les distances (elle envoie boule ouverte sur boule ouverte, ainsi
que son inverse). Voir le paragraphe 5.3 pour des généralisations.

Un espace topologique (X,O) est dit métrisable s’il existe une distance sur l’ensemble X
dont la topologie induite est O. La propriété « être métrisable » est une propriété invariante
par homéomorphismes. Si la plupart des espaces topologiques rencontrés sont métrisables,
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il existe quand même en analyse des exemples cruciaux qui ne sont pas métrisables (voir
par exemple l’exercice E.9 ci-dessous). De plus, dans de nombreux cas, il n’existe pas de
distance naturelle (i.e. invariante par toutes les transformations que l’on a envie d’étudier)
induisant la topologie donnée (voir par exemple l’espace de Schwartz dans l’exemple (iv)
ci-dessous). Il est donc crucial d’étudier les espaces topologiques pour eux-mêmes, sans les
supposer, lorsque c’est possible, munis d’une distance fixée.

Deux distances d et d′ sur un ensemble E sont dites équivalentes s’il existe c ≥ 1 tel
que

∀ x, y ∈ E,
1

c
d(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ c d(x, y) .

La relation « être équivalente à » sur l’ensemble des distances sur E est une relation d’équi-
valence.

Deux distances sur un ensemble sont dites topologiquement équivalentes si elles induisent
la même topologie. Bien sûr, équivalent implique topologiquement équivalent, mais la ré-
ciproque est loin d’être vraie, et on prendra garde à ne pas confondre ces deux notions :
si f : X → X est un homéomorphisme d’un espace topologique X, et d une distance
sur X induisant la topologie de X, alors l’application d′ : X × X → [0,+∞[ définie par
d′(x, y) = d(f(x), f(y)) est une distance sur X topologiquement équivalente à d, mais qui
n’est équivalente à d que si f est bilipschitpzienne (voir la partie 5.3).

Soit A une partie de X.
Pour x ∈ X, on appelle distance de x à A le nombre

d(x,A) = inf{d(x, y) : y ∈ A}

(avec la convention d(x,A) = +∞ si A est vide). Par des arguments d’inégalité triangulaire
et d’approximation de borne inférieure, la fonction distance à une partie non vide est 1-
lipschitzienne (voir la partie 5.3), i.e.

∀ x, y ∈ X, |d(x,A) − d(y,A)| ≤ d(x, y) .

Le r-voisinage ouvert de A est l’ensemble

Vr(A) = {x ∈ X : d(x,A) < r} .

Le r-voisinage fermé de A est l’ensemble

V r(A) = {x ∈ X : d(x,A) ≤ r} .

Exercice E.3 Pour la topologie induite par une distance, montrer que les boules ouvertes
et les voisinages ouverts de parties sont ouverts, et que les boules fermées et les voisinages
fermés de parties sont fermés.

Si B est une partie de X, on appelle distance de A à B le nombre

d(A,B) = inf{d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B} = inf{d(x,B) : x ∈ A} = inf{d(y,A) : y ∈ B}

(avec la convention d(A,B) = +∞ si A ou B est vide).
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Le diamètre de A est l’élément de [0,+∞] défini par

diamA = sup
x,y ∈A

d(x, y)

si A est non vide, avec la convention que diam ∅ = −∞. Si B est une partie de A, alors
diamB ≤ diamA. Pour tout x dans X, et tout r > 0, le diamètre de Vr(A) est, par
inégalité triangulaire, au plus 2r + diamA ; et le diamètre de S(x, r) est au plus 2r.

La partie A est bornée si elle est vide ou si son diamètre est fini. Si X est non vide,
ceci équivaut par l’inégalité triangulaire au fait qu’il existe x0 ∈ X et r > 0 tels que A soit
contenue dans B(x0, r). Une application d’un ensemble à valeurs dans X est bornée si son
image est bornée.

Il est parfois utile de chercher s’il existe une unique boule de rayon minimal contenant
une partie non vide bornée donnée (voir [BH] pour une très jolie collection d’espaces
métriques dans lesquels ceci est possible).

Les vérifications des exemples suivants sont laissées en exercice.

Exemple (i) Pour tout ensemble E, l’application d définie par

d(x, y) =

{
0 si x = y
1 sinon

est une distance sur E, appelée la distance discrète. La topologie induite par cette distance
est la topologie discrète (les boules ouvertes de rayon 1

2 sont les singletons).

Exemple (ii) Soient (X, d) un espace métrique et Y une partie de X. La restriction de d à
Y ×Y est une distance sur Y , dite induite. Sauf mention explicite du contraire, toute partie
d’un espace métrique sera munie de la distance induite (et donc de la topologie induite par
sa distance induite, que nous caractériserons et étudierons dans la partie 2.3 : il est facile
de montrer qu’une partie A de Y est ouverte pour la topologie de Y si et seulement s’il
existe un ouvert U de X tel que A = U ∩ Y ).

Exemple (iii) Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou K = C. Une norme sur
E est une application || · || de E dans [0,+∞[ telle que, pour tous x, y dans E et tout λ
dans K,

(i) ||x|| = 0 si et seulement si x = 0,

(ii) (homogénéité) ||λx|| = |λ| ||x||,
(iii) (sous-additivité) ||x+ y|| ≤ ||x|| + ||y|| .

Si f : E → F est un isomorphisme linéaire sur un espace vectoriel F sur K, alors y 7→
||f−1(y)|| est une norme sur F , appelée la norme image de || · || par f .

Un espace vectoriel normé (réel ou complexe) est un espace vectoriel (réel ou complexe)
muni d’une norme. Par exemple, (R, | · |) et (C, | · |) sont des espaces vectoriels normés. Si
(E, || · ||) est un espace vectoriel (réel ou complexe) normé, alors il est facile de vérifier (et
cela a été fait l’année dernière) que d(x, y) = ||x−y|| est une distance sur l’ensemble E, dite
induite par la norme. La topologie induite par la distance induite par une norme est appelée
la topologie induite par cette norme (et a déjà été introduite en classes préparatoires).

Sauf mention contraire, tout espace vectoriel normé sera muni de la distance induite
par sa norme (et donc toute partie d’un espace vectoriel normé (en particulier toute partie
de R et C) sera munie de la topologie induite par sa distance induite ...).
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Remarquons qu’une application linéaire f : E → F entre deux espaces vectoriels normés
est isométrique (pour les distances induites par les normes) si et seulement si elle préserve
la norme, i.e. si

∀ x ∈ E, ||f(x)|| = ||x|| .
Soit E un espace vectoriel réel ou complexe. Deux normes || · || et || · ||′ sur E sont dites

équivalentes s’il existe une constante c > 0 telle que, pour tout x dans E,

1

c
||x|| ≤ ||x||′ ≤ c ||x|| .

La relation « être équivalente à » sur l’ensemble des normes sur E est une relation d’équi-
valence.

Deux normes sont équivalentes si et seulement si leurs distances induites sont équiva-
lentes, et ces distances sont alors topologiquement équivalentes.

Nous reviendrons plus longuement dans les paragraphes 2.8, 3.4 et surtout dans le
chapitre 6 sur la topologie des espaces vectoriels normés.

Ci-dessous, nous dessinons les boules unités, pour n = 2 et diverses valeurs de p dans
[1,+∞], des normes (équivalentes)

||(x1, . . . , xn)||p =
( n∑

i=1

|xi|p
)1/p

sur l’espace vectoriel Rn, où par convention,

||(x1, . . . , xn)||∞ = max
1≤i≤n

|xi| .

La norme || · ||2 sur Rn est appelée la norme euclidienne, et la topologie induite par la
norme euclidienne est appelée la topologie usuelle sur Rn.
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Exercice E.4 Déterminer toutes les isométries de Rn muni de la distance dp induite par
la norme || · ||p.

L’exercice suivant dit que tout espace métrique est isométrique à un sous-espace d’un
espace vectoriel normé (ce sous-espace étant muni de la restriction de la distance induite
par la norme). Mais ce n’est pas une raison pour ne considérer que les distances induites
par la norme des espaces vectoriels normés, la géométrie des distances particulières pouvant
apporter des informations supplémentaires pour étudier un problème donné.
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Exercice E.5 (Théorème d’Arens-Fells) Soient X un espace métrique, x0 un point
fixé de X, F l’ensemble des parties finies non vides de X, et B(F ) l’espace vectoriel réel
des applications bornées f de F dans R, muni de la norme dite uniforme

||f ||∞ = sup
A∈F

|f(A)| .

Pour tout x dans X, notons fx : F → R l’application définie par

fx : A 7→ d(x,A) − d(x0, A) .

Montrer que x 7→ fx est une isométrie de X sur son image dans B(F ). En déduire que
tout espace métrique est isométrique à un fermé d’un espace vectoriel normé.

Exemple (iv) Si n ∈ N−{0} et E1, . . . , En sont des espaces métriques, alors l’une quel-
conque des applications dp ci-dessous, dites distance produit, est une distance sur l’ensemble
produit E = E1 × · · · × En : pour tout p ∈ [1,+∞], et pour tous x = (x1, . . . , xn), y =
(y1, . . . , yn) dans E,

dp(x, y) =

{ ( ∑n
i=1 d(xi, yi)

p
)1/p

si p 6= +∞
max1≤i≤n d(xi, yi) sinon .

De plus, ces distances dp sont équivalentes.
Soient n ∈ N−{0}, E1, . . . , En des espaces vectoriels normés, et p ∈ [1,+∞]. Alors les

applications || · ||p : E1 × · · · × En → [0,+∞[ définies par

||(x1, . . . , xn)||p =
( n∑

i=1

||xi||p
)1/p

si p 6= +∞ et
||(x1, . . . , xn)||∞ = max

1≤i≤n
||xi||

sont des normes (équivalentes), appelées normes produits sur l’espace vectoriel produit
E1 × · · · × En, et la distance associée à la norme || · ||p est la distance produit dp des
distances associées aux normes des Ei.

Exemple (v) Une pseudo-distance (ou écart) sur un ensemble E est une application
d : E×E → [0,+∞[ vérifiant les axiomes (1), (3) et (4) des distances. On définit les pseudo-
boules et les pseudo-distances à une partie comme pour les distances. En particulier, pour
tous x ∈ E et ǫ > 0, on note

B(x, ǫ) = {y ∈ E : d(x, y) < ǫ} ,

(et Bd(x, ǫ) lorsque l’on veut préciser la pseudo-distance), que l’on appelle la (pseudo-)boule
ouverte de centre x et de rayon ǫ pour la pseudo-distance d.

Une famille (di)i∈I de pseudo-distances sur un ensemble E est dite séparante si pour
tous x, y distincts dans E, il existe i ∈ I tel que di(x, y) 6= 0.

Remarques : • si c > 0 et si d est une pseudo-distance sur E, alors

c d , min{c, d} , d

1 + d
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sont des pseudo-distances sur E, les deux dernières étant bornées (majorées par c et 1
respectivement) : l’application x 7→ x

1+x est croissante sur [0,+∞], et, pour tous x, y ≥ 0,

x+ y

1 + x+ y
≤ x

1 + x
+

y

1 + y
.

Si de plus d est une distance, alors les pseudo-distances c d,min{c, d}, d
1+d sont des dis-

tances, induisant la même topologie que d sur E.
• Une somme convergente

∑
i∈I di de pseudo-distances d’une famille dénombrable de

pseudo-distances (di)i∈I est une pseudo-distance, qui est une distance si la famille est
séparante.

• Une borne supérieure finie supi∈I di de pseudo-distances d’une famille de pseudo-
distances (di)i∈I est une pseudo-distance, qui est une distance si la famille est séparante.

Topologie induite par une famille de pseudo-distances Soient E un ensemble et
(dα)α∈A une famille de pseudo-distances sur E. L’ensemble O des parties U de E telles
que pour tout x dans U , il existe ǫ > 0 et A ′ une partie finie de A tels que

⋂

α∈A ′

Bdα
(x, ǫ) ⊂ U

est une topologie sur X, qui est appelée la topologie définie par la famille de pseudo-
distances (dα)α∈A . Si la famille (dα)α∈A est composée d’un seul élément, qui est une
distance, on retrouve bien sûr la définition précédente.

La preuve que O est bien une topologie est similaire à celle pour les distances. En effet,
soit (Ui)i∈I une famille d’éléments de O.

Si I est fini et x ∈ ⋂i∈I Ui, alors pour tout i ∈ I, soient ǫi > 0 et Ai une partie finie de
A tels que

⋂
α∈Ai

Bdα
(x, ǫi) ⊂ Ui. Alors ǫ = infi∈I ǫi est strictement positif, A ′ =

⋃
i∈I Ai

est fini, et
⋂
α∈A ′ Bdα

(x, ǫ) ⊂ ⋂i∈I Ui. Donc O est stable par intersections finies.
Si x ∈ ⋃i∈I Ui, soit i0 ∈ I tel que x ∈ Ui0 . Soient ǫ > 0 et A ′ une partie finie de A ,

tels que
⋂
α∈A ′ Bdα

(x, ǫ) ⊂ Ui0 . Alors
⋂
α∈A ′ Bdα

(x, ǫ) ⊂ ⋃
i∈I Ui. Donc O est stable par

unions.

Exercice E.6 (1) Soit E un ensemble muni d’une famille séparante de pseudo-distances
(dn)n∈N. Soient (an)n∈N une suite de réels strictement positifs telle que la série

∑+∞
n=0 an

converge, et (bn)n∈N une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0.
Montrer que les applications

δ(x, y) = sup
n∈N

min{bn, dn(x, y)}

δ′(x, y) =
∑

n∈N

an
dn(x, y)

1 + dn(x, y)

δ′′(x, y) =
∑

n∈N

an min{1, dn(x, y)}

sont des distances topologiquement équivalentes sur E, dont la topologie induite est la to-
pologie définie par la famille de pseudo-distances (dn)n∈N.
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(2) Donner un exemple d’ensemble E muni d’une famille séparante de pseudo-distances
(dn)n∈N telles que les distances

δ(x, y) = sup
n∈N

min{1, dn(x, y)} , δ′(x, y) =
∑

n∈N

2−n
dn(x, y)

1 + dn(x, y)

ne soient pas topologiquement équivalentes.

Une semi-norme sur un espace vectoriel E sur le corps K = R ou K = C est une
application || · || de E dans [0,+∞[ vérifiant

∀ x, y ∈ E, ∀ λ ∈ K, ||0|| = 0 , ||λx|| = |λ| ||x|| , ||x+ y|| ≤ ||x|| + ||y|| ,

c’est-à-dire vérifiant toutes les propriétés d’une norme sauf peut-être l’axiome de séparation
||x|| = 0 =⇒ x = 0.

Si || · || est une semi-norme sur un espace vectoriel E, alors d(x, y) = ||x − y|| est
une pseudo-distance sur l’ensemble E, dite induite par || · ||. Une famille (|| · ||i)i∈I de
semi-normes sur un espace vectoriel E est dite séparante si la famille des pseudo-distances
associées l’est, ou, de manière équivalente, si, pour tout x dans E, si ||x||α = 0 pour tout
α dans A , alors x = 0.

L’espace de Schwartz des fonctions à décroissance rapide Par exemple, pour tout
r ∈ N − {0}, une application f de l’espace euclidien usuel Rr dans R, qui est lisse (i.e. de
classe C∞), est dite à décroissance rapide si pour tous k dans N, m = (m1, . . . ,mr) ∈ Nr et

x = (x1, . . . xr) (avec, de manière usuelle, |m| = m1+· · ·+mr et ∂mf =
∂|m|

∂xm1
1 . . . ∂xmr

r
f ),

l’application
x 7→ (1 + ||x||k) ∂mf(x)

est bornée. Notons S (Rr) l’espace vectoriel réel des applications f de Rr dans R lisses à
décroissance rapide. Alors

||f ||k,m = sup
x∈Rr

(1 + ||x||k)
∣∣∂mf(x)

∣∣

est une semi-norme sur S (Rr). Notons I = N×Nr, et (dk,m)(k,m)∈I la famille des pseudo-
distances sur S (Rr) induites par les semi-normes || · ||k,m, qui est séparante.

Soit ϕ : I → [0,+∞[ une application telle que la série
∑

i∈I 2−ϕ(i) converge (par
exemple ϕ(k,m) = k + |m|). Notons

dϕ(x, y) =
∑

i∈I
2−ϕ(i) di(x, y)

1 + di(x, y)
.

Alors les applications dϕ définies ci-dessus sont, par les exemples de pseudo-distances pré-
cédents, des distances bornées sur S (Rr). De plus, les distances dϕ sont topologiquement
équivalentes, comme on le montre aisément (voir l’exercice E.6 (1)).

Ainsi, l’ensemble S (Rr) est muni de nombreuses distances topologiquement équiva-
lentes. Nous définirons de manière intrinsèque la topologie définie par ces distances au
paragraphe 2.2.
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Nous définirons, dans le paragraphe 3.1, une suite convergente vers un élément y dans
un espace métrique (X, d) comme une suite (xn)n∈N telle que d(xn, y) → 0. Il est facile
de montrer que les distances dϕ définissent les mêmes suites convergentes dans S (Rr)
(i.e. une suite (fn)n∈N dans S (Rr) converge vers un élément g de S (Rr) pour l’une de ces
distances si et seulement si elle converge vers ce même élément pour une autre, car c’est le
cas si et seulement si pour tout couple (m,k), la suite de réels ||fn− g||k,m converge vers 0
quand n tend vers +∞). Mais il n’est pas clair que l’une de ces distances soit “meilleure”
que les autres. D’où l’intérêt d’une notion générale de convergence, voir la partie 3 : la
notion de convergence n’est pas une propriété d’une distance, mais c’est une propriété de
la topologie qu’elle induit.

Exercice E.7 Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou K = C, et O une topologie
sur E. On dit que O est normable s’il existe une norme sur E dont la topologie induite est
O. Si A est une partie de E et λ ∈ K, on note λA = {λx : x ∈ A}.

(1) Montrer que si O est normable, alors les applications

E × E −→ E
(x, y) 7→ x− y

et
K × E −→ E
(λ, y) 7→ λy

sont continues (voir le paragraphe 1.8 pour la définition de la continuité, et le paragraphe
2.4 (et la remarque (iii) suivant la proposition 2.9) pour celle de la topologie d’un produit
de deux espaces topologiques).

(2) Si la topologie O est normable, et définie par une distance d, montrer que pour
tout ǫ > 0 suffisamment petit, l’ensemble U = { 1

n+1B(0, ǫ) : n ∈ N} est un système
fondamental de voisinages ouverts du vecteur nul pour O, i.e. U ⊂ O, 0 appartient à
tout élément de U , et tout ouvert de O contenant 0 contient un élément de U (voir le
paragraphe 1.5).

(3) En déduire que l’espace de Schwartz des fonctions à décroissance rapide n’est pas
normable.

Exemple (vi) Les applications d de C×C dans [0,+∞[ suivantes sont des distances sur
C, respectivement appelées distance SNCF et distance du peigne :

d(x, y) =

{
|x− y| si x et y sont colinéaires sur R
|x| + |y| sinon

et

d(x, y) =

{
|x− y| si Re x = Re y
| Imx| + | Im y| + |Rex− Re y| sinon.

Remarquons que les topologies induites par ces distances sont différentes de la topologie
usuelle de C.

distance SNCF distance du peigne
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Exemple (vii) Soit (X, d) un espace métrique. Un chemin dans X est une application γ
de [0, 1] dans X qui est continue (i.e. telle que

∀ ǫ > 0, ∀ t0 ∈ [0, 1], ∃ η > 0, ∀t ∈ [0, 1], |t− t0| < η =⇒ d(γ(t), γ(t0)) < ǫ ,

voir le paragraphe 1.8) . Les extrémités d’un chemin γ sont les points γ(0) et γ(1). La
longueur d’un chemin γ de X est

long γ = sup
n∑

i=0

d(γ(ti), γ(ti+1)) ,

où la borne supérieure est prise sur tous les n dans N et toutes les subdivisions t0 = 0 <
t1 < · · · < tn < tn+1 = 1 de [0, 1]. En particulier,

long γ ≥ d(γ(0), γ(1)) .

Deux chemins γ, γ′ qui ne diffèrent que par reparamétrage à la source (i.e. γ′ = γ ◦ ϕ où
ϕ : [0, 1] → [0, 1] est un homéomorphisme) ont la même longueur.

Si γ : [0, 1] → X et γ′ : [0, 1] → X sont deux chemins continus tels que γ(1) = γ′(0),
on appelle concaténation des chemins γ et γ′ l’application γ′′ : [0, 1] → X, notée souvent
γ · γ′, définie par

γ′′(t) =

{
γ(2t) si t ∈ [0, 1

2 ]
γ′(2t− 1) si t ∈ [12 , 1] .

Dans l’espace métrique (X, d), il est facile de vérifier que la concaténation γ′′ est encore
un chemin (continu), de γ(0) à γ′(1).

Un espace métrique est connexe par arcs rectifiables si pour tous x, y dans X, il existe
un chemin de longueur finie d’extrémités x, y. Si X est connexe par arcs rectifiables, alors
l’application dℓ, qui au couple (x, y) de points deX associe la borne inférieure des longueurs
des chemins d’extrémités x, y, est une distance sur X (pour vérifier l’inégalité triangulaire,
utiliser la concaténation des chemins et des arguments classiques de passage à la borne
inférieure). Elle est appelée la distance de longueur induite par d, et elle vérifie

dℓ ≥ d et (dℓ)ℓ = dℓ .

(Cette dernière égalité n’est pas si évidente que cela, car les distances d et dℓ ne sont pas
toujours topologiquement équivalentes, voir [Gro1, page 5].) Un espace de longueur est un
espace métrique (X, d) tel que d = dℓ, et d est alors appelée une distance de longueur. Un
espace métrique X est géodésique si pour tous x, y dans X, il existe un chemin d’extrémités
x, y de longueur égale à d(x, y). Bien sûr, un espace géodésique est un espace de longueur.

Exemples : • L’espace euclidien R2 privé de 0 est un espace de longueur qui n’est pas
géodésique.

• Tout espace vectoriel normé, et plus généralement tout convexe d’un espace vectoriel
normé, est un espace géodésique : par l’inégalité triangulaire, la ligne droite y est un plus
court chemin !

• L’ensemble C muni de la distance SNCF ou de la distance du peigne est un espace
géodésique.

• Sur la sphère unité Sn de l’espace euclidien usuel Rn+1, la distance d induite par la
distance euclidienne de Rn+1 n’est pas une distance de longueur, et la distance de longueur
dℓ induite par d, qui est la distance angulaire, est géodésique, les arcs de grands cercles y
sont les plus courts chemins.
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x y

Sn

d(x, y)

dℓ(x, y)

d(x, y) = ||y − x||

0 dℓ(x, y) = 2 arcsin d(x,y)
2

Des exemples d’espaces métriques géodésiques apparaissent naturellement en géométrie
riemannienne, sous-riemannienne et leurs dégénérescences (voir par exemple [Gro1, Gro2]).

Exemple (viii) Soit (X, d) un espace métrique, et Pc(X) l’ensemble de ses parties
fermées bornées non vides. Nous allons munir Pc(X) d’une distance, invariante par les
isométries de X.

On appelle correspondance entre deux ensembles E et F une relation R entre E et F
(rappelons que R est une partie de E × F , que l’on note xR y au lieu de (x, y) ∈ R, et
que l’on dit alors que x est en relation avec y pour R) telle que tout point de E soit en
relation pour R avec au moins un point de F et réciproquement.

Proposition 1.2 Considérons l’application dH : Pc(X) × Pc(X) → [0,+∞[ définie par

dH(K,K ′) = max
{

sup
x∈K

d(x,K ′), sup
x′∈K ′

d(x′,K)
}

= inf
{
ǫ > 0 : K ⊂ Vǫ(K

′) et K ′ ⊂ Vǫ(K)
}
,

ou encore en demandant que dH(K,K ′) soit la borne inférieure des ǫ > 0 tels qu’il existe
une correspondance R entre K et K ′ telle que

∀ x, y ∈ K ×K ′, xR y =⇒ d(x, y) < ǫ .

Alors dH est une distance sur Pc(X), invariante par les isométries de X : pour toute
isométrie f de X, on a dH(f(K), f(K ′)) = dH(K,K ′).

Cette distance, qui dépend bien sûr de d, est appelée la distance de Hausdorff sur
Pc(X).

Exemples : • Si X est l’espace métrique [0, 1] usuel, et An = { k
n+1 , 0 ≤ k ≤ n+ 1},

alors
dH(X,An) =

1

2(n+ 1)
−→n→+∞ 0 .

• Pour tous les n ∈ N − {0} et p ∈ [1,+∞], notons Bp la boule unité fermée de Rn

pour la norme || · ||p (voir l’exemple (iii)). Les Bp sont des fermés bornés non vides de Rn

muni de la distance euclidienne usuelle. Pour tout p0 dans [1,+∞], il est facile de montrer
que dH(Bp, Bp0) tend vers 0 quand p tend vers p0 dans [1,+∞].

• On considère la suite (Kn)n∈N de lignes polygonales du plan R2, où Kn est formé
de 4n segments consécutifs de longueurs 1

3n , qui est définie ainsi par récurrence : K0 est
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l’intervalle unité horizontal [0, 1] ; Kn+1 est obtenu à partir de Kn en subdivisant en trois
chacun des 4n segments de Kn, et en remplacant le tiers du milieu τ par les deux autres
côtés du triangle équilatéral ayant τ comme base (et situé à gauche en parcourant Kn, bien
que cela n’ait guère d’importance). Il est facile de montrer que dH(Kn,Kn+1) =

√
3

2
1
3n , et

qu’il existe un fermé borné K du plan tel que dH(Kn,K) converge vers 0 quand n tend vers
+∞ : l’application fn : [0, 1] → Kn, obtenue en découpant l’intervalle [0, 1] en 4n segments
de longueurs égales, puis en prenant sur chacun de ces segments une application affine sur
le segment correspondant de Kn, est uniformément de Cauchy (voir le paragraphe 3.4),
donc converge vers une application continue de [0, 1] dans R2, dont l’image est K. Ce fermé
borné K est appelé la courbe de von Koch.

K0

K3

K2

K1

Exercice E.8 Montrer que la courbe de von Koch est homéomorphe à [0, 1] (donc est
connexe par arcs, au sens du paragraphe 1.9), mais n’est pas connexe par arcs rectifiables
(pour la distance usuelle de R2).

La notion de limite (voir le paragraphe 3.1) pour la distance de Hausdorff permet
souvent de construire de très jolis objets fractals (voir par exemple [Man, Fal, Mat]).

Preuve. Par définition des ǫ-voisinages ouverts, les deux inclusions K ⊂ Vǫ(K
′) et K ′ ⊂

Vǫ(K) sont vérifiées si et seulement si la relation xR y définie par d(x, y) < ǫ est une corres-

pondance entre K et K ′. Si K ⊂ Vǫ(K
′) et K ′ ⊂ Vǫ(K), alors on a max

{
supx∈K d(x,K

′),

supx′∈K ′ d(x′,K)
}

≤ ǫ. Si max
{

supx∈K d(x,K
′), supx′∈K ′ d(x′,K)

}
< ǫ, alors K ⊂

Vǫ(K
′) et K ′ ⊂ Vǫ(K). L’égalité des trois définitions en découle aisément.

La fonction dH est finie (pour tous K,K ′ dans Pc(X), pour x ∈ K et x′ ∈ K ′, on a
dH(K,K ′) ≤ diamK + d(x, x′) + diamK ′), positive ou nulle, symétrique et nulle sur la
diagonale. Par inégalité triangulaire, on a Vǫ(Vǫ′(A)) ⊂ Vǫ+ǫ′(A)) pour toute partie A de X
et tous ǫ, ǫ′ > 0. Donc en utilisant la seconde définition, l’application dH vérifie l’inégalité
triangulaire. (On peut aussi composer les correspondances : si R est une correspondance
entre K et K ′ telle que d(x, x′) < ǫ si xR x′, et si R′ est une correspondance entre K ′ et
K ′′ telle que d(x′, x′′) < ǫ′ si x′R′ x′′, alors la relation R′′ entre K et K ′′ définie par xR′′ x′′

si et seulement s’il existe x′ dans K ′ tel que xR x′ et x′R′ x′′ est une correspondance entre
K et K ′′ telle que d(x, x′′) < ǫ+ ǫ′ si xR′′ x′′, par inégalité triangulaire).

Si dH(K,K ′) = 0, alors pour tout x dans K, on a d(x,K ′) < ǫ pour tout ǫ > 0, donc
d(x,K ′) = 0. Nous verrons dans le paragraphe 1.6 que si une partie A de X est fermée,
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alors d(x,A) = 0 si et seulement si x appartient à A. Donc K ⊂ K ′. Par symétrie, ceci
montre l’axiome de séparation de dH . �

Exemple (ix) Soit (X, d) un espace métrique. Soit B la tribu de ses boréliens et M (X)
l’ensemble de ses mesures (boréliennes) de probabilité (voir le cours d’Intégration et proba-
bilité). Il existe sur M (X) plusieurs topologies intéressantes et naturelles (voir l’exemple
(3) du paragraphe 2.2), et ces topologies suffisent en général. Mais pour les aficionados des
distances, et quelques usages précis, il existe aussi plusieurs distances intéressantes et na-
turelles sur M (X) (voir [Par, Vil]). Nous n’en donnons qu’une ci-dessous, voir par exemple
[Vil, Chap. 6] pour la définition et les premières propriétés des distances de Wasserstein
dW,p entre deux éléments µ, ν de M (X), pour p ∈ [0,+∞[ :

dW,p(µ, ν) =

(
inf

m∈Π(µ,ν)

∫

X×X
d(x, y)p dm(x, y)

)1/p

,

où Π(µ, ν) est l’ensemble des mesures (boréliennes) de probabilité m sur l’espace topologi-
que produitX×X (voir paragraphe 2.4) telles que les mesures images (appelées marginales,
voir le cours d’Intégration et probabilité) (pr1)∗m et (pr2)∗m de m par les projections
canoniques pr1 : (x, y) 7→ x et pr2 : (x, y) 7→ y soient respectivement µ et ν.

Proposition 1.3 Considérons l’application dP : M (X) × M (X) → [0,+∞[ définie par

dP (µ, ν) = inf
{
ǫ > 0 : ∀ B ∈ B, µ(B) ≤ ν(Vǫ(B)) + ǫ et ν(B) ≤ µ(Vǫ(B)) + ǫ

}
.

Alors dP est une distance sur M (X).

Cette distance est appelée la distance de Prokhorov sur M (X).

Preuve. L’application dp est à valeurs finies (majorées par 1), positives ou nulles ; elle
est symétrique et nulle sur la diagonale, par construction. En utilisant de nouveau le fait
que Vǫ(Vǫ′(A)) ⊂ Vǫ+ǫ′(A)) pour toute partie A de X et tous ǫ, ǫ′ > 0, et qu’un voisinage
ouvert est ouvert, donc borélien, l’inégalité triangulaire en découle.

Si B est un fermé de X, alors
(
V 1

n
(B)

)
n∈N

est une famille décroissante de boréliens,
d’intersection l’ensemble des x de X tels que d(x,B) = 0, qui est égal à B d’après le
paragraphe 1.6. Donc par convergence monotone (voir le cours d’Intégration et probabilité),
pour tout µ dans M (X), la suite des µ

(
V 1

n
(B)

)
converge vers µ(B). Il en découle que si

dP (µ, ν) = 0, alors µ(B) = ν(B) pour tout fermé B de X. Comme les fermés engendrent
la tribu des boréliens, ceci implique que µ = ν, ce qui montre l’axiome de séparation de
dP . �

Exemple (x) Une distance d sur un groupe G est dite invariante à gauche (resp.à droite
si pour tous g, x, y dans G, nous avons

d(gx, gy) = d(x, y) (resp. d(gx, gy) = d(x, y) ) .

Une distance est dite bi-invariante si elle est invariante à droite et à gauche. Par exemple,
la distance induite par une norme sur un espace vectoriel est invariante par translations.

Sur le groupe (R∗+,×), la formule

d(a, b) = | log a
b
|
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est une distance invariante à gauche (donc à droite, par commutativité).
Sur le groupe O(n) des rotations de Rn, la formule

d(x, y) =
(
trace t(y − x)(y − x)

) 1
2

est une distance bi-invariante.

Nous renvoyons par exemple à [Gro1][Vil, Chap. 27] pour d’autres très jolis exemples
d’espaces métriques.

1.4 Topologie engendrée et base d’ouverts

Soit E un ensemble. Pour toute partie Σ de P(E), il existe une unique topologie la
plus petite (pour l’inclusion) contenant Σ. C’est l’ensemble O des unions d’intersections
finies d’éléments de Σ. C’est l’intersection de toutes les topologies contenant Σ. On dit que
O est la topologie engendrée par Σ, et que Σ est une prébase de O.

Preuve. L’intersection de toutes les topologies contenant Σ est une topologie, clairement
la plus petite pour l’inclusion. Il est clair que toute topologie contenant Σ contient O. Il
suffit donc pour conclure de montrer que O est une topologie. Ceci découle du fait que
E ∈ O et de la distributivité

(
⋃

i∈I
Ai

)
∩



⋃

j∈J
Bj


 =

⋃

i∈I,j∈J
(Ai ∩Bj). �

Une base d’ouverts d’un espace topologique (X,O) est une partie B de O telle que tout
ouvert de X soit union d’éléments de B. De manière équivalente, une base d’ouverts de
(X,O) est une partie B de O telle que

∀ U ∈ O, ∀ x ∈ U, ∃ V ∈ B, x ∈ V ⊂ U .

Un espace topologique est à base dénombrable d’ouverts s’il admet une base d’ouverts qui
est dénombrable.

Si f : X → Y est un homéomorphisme, si B est une prébase (respectivement une base)
d’ouverts dans Y , alors f−1(B) est une prébase (respectivement une base) d’ouverts dans
X. La propriété « être à base dénombrable d’ouverts » est une propriété invariante par
homéomorphisme.

Exemples. (a) L’ensemble des intersections finies d’éléments d’une prébase est une base
d’ouverts.

(b) Si (X, d) est un espace métrique, alors {B(x, r) : x ∈ X, r > 0} est une base
d’ouverts de la topologie induite par la distance d, par définition de celle-ci.

(c) Si X est un ensemble muni de topologie définie par une famille de pseudo-distances
(dα)α∈A , alors par définition, cette topologie est la topologie engendrée par l’ensemble des
boules ouvertes pour ces pseudo-distances dα. De plus, l’ensemble des intersections finies⋂n
i=1Bdαi

(x, ǫ) de boules ouvertes (de mêmes centre et rayon) pour ces pseudo-distances,
où α1, . . . , αn ∈ A , x ∈ X et ǫ > 0, est une base d’ouverts de cette topologie.

(d) Un espace vectoriel normé de dimension finie est à base dénombrable d’ouverts :
dans Rk, l’ensemble des pavés dyadiques

∏d
i=1 ]xi − ri, xi + ri[, avec les xi et ri > 0 de
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la forme n
2m avec n,m dans Z, est une base dénombrable d’ouverts ; plus généralement,

l’ensemble des boules ouvertes de rayon rationnels et centrées en des points dont toutes les
coordonnées dans une base fixée sont rationnelles.

Par définition, tout ensemble de parties d’un ensemble est une prébase de sa topologie
engendrée. Mais par contre la propriété « être une base d’ouverts d’une certaine topologie »
est une condition non automatique sur les ensembles de parties d’un ensemble.

Proposition 1.4 (Critère pour qu’une prébase soit une base) Soit E un ensemble.
Soit B une partie de P(E) telle que

⋃
B = E et telle que

(∗) ∀ U, V ∈ B, ∀ x ∈ U ∩ V, ∃W ∈ B, x ∈W ⊂ U ∩ V .

Alors l’ensemble O des unions d’éléments de B est la topologie engendrée par B. En
particulier, B est une base d’ouverts de sa topologie engendrée.

Preuve. Il suffit de montrer que O est une to-
pologie. Comme E ∈ O et par la formule de
distributivité ci-dessus, il suffit de montrer que
l’intersection de deux éléments de B est union
d’éléments de B. Ceci découle de la condition
(∗). �

x

W

V
U

En fait, la topologie d’un espace métrique a été construite ainsi au paragraphe 1.2, en
prenant pour B l’ensemble des boules ouvertes, et en montrant que B satisfait au critère
ci-dessus pour vérifier que la topologie induite par la distance est bien une topologie. Il en
était de même pour la topologie définie par une famille de pseudo-distances (exemple (v)
du paragraphe 1.2).

Exemple (1) : la droite numérique étendue.

Soient +∞ et −∞ deux ensembles distincts n’appartenant pas à R. L’ensemble des par-
ties de R∪{+∞,−∞} de la forme ]x− 1

n , x+ 1
n [ ou {−∞}∪ ]−∞,−n[ ou ]n,+∞[ ∪{+∞}

avec x ∈ R et n ∈ N − {0} est une base d’ouverts pour une topologie sur R ∪ {−∞,+∞}.
Cet ensemble muni de cette topologie est noté R.

Exemple (2) : les topologies de Schwartz et de Whitney sur l’espace des fonc-
tions lisses à support compact.

Soient K = R ou K = C, r ∈ N − {0} et Ω un ouvert non vide de l’espace euclidien
usuel Rr. Définissons le support d’une application f de Ω dans K comme le plus petit fermé
de Ω en dehors duquel f est nulle (i.e. l’intersection de tous les fermés en dehors desquels
f est nulle, ou (en renvoyant au paragraphe 1.6 pour la notion d’adhérence) l’adhérence de
l’ensemble des points x de Ω tels que f(x) 6= 0). En particulier, le support de f est fermé.
Rappelons qu’un compact de Rr est, pour l’instant, un fermé borné de Rr, et un compact
de Ω un compact de Rr contenu dans Ω (nous reviendrons bien sûr longuement sur cette
notion dans le chapitre 4, nous n’aurons besoin pour l’étude ultérieure de cet exemple que
du fait que tout fermé contenu dans un compact est compact, et que de tout recouvrement
ouvert d’un compact on peut extraire un sous-recouvrement ouvert fini).

Soit D(Ω) l’espace vectoriel sur K des applications de Ω dans K lisses (i.e. de classe
C∞) à support compact dans Ω. Remarquons que D(Ω) est la réunion, pour K parcourant
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les compacts de Ω, des sous-espaces vectoriels DK(Ω) des applications dont le support
(compact) est contenu dans K.

Soit C 0
0,+(Ω) l’ensemble des applications continues de Ω dans R, nulles sur la frontière

de Ω et strictement positives dans Ω. Il n’est pas si évident que cela que C 0
0,+(Ω) est non

vide et même non-dénombrable, mais nous verrons dans le paragraphe 1.8 que puisque le
complémentaire cΩ de Ω est fermé, et s’il est non vide (sinon les applications constantes
strictement positives conviennent), alors pour tout t > 0, l’application x 7→ t d(x, cΩ) de
Ω dans R est continue, nulle sur la frontière de Ω et strictement positive dans Ω, donc
appartient à C 0

0,+(Ω).

(i) Pour tout f dans D(Ω), pour tout ε dans l’ensemble C 0
0,+(Ω), notons Bf,ε l’ensemble

des g dans D(Ω) tels que
|∂mf(x) − ∂mg(x)| < ε(x)

pour tous les x dans Ω et m ∈ Nr tels que |m| ≤ 1
ε(x) .

Proposition 1.5 L’ensemble B des Bf,ε pour f ∈ D(Ω) et ε ∈ C 0
0,+(Ω) est une base

d’une topologie sur D(Ω), appelée la topologie de Schwartz.

Preuve. Appliquons le critère précédent. Tout d’abord, nous verrons, dans le paragraphe
1.6 suivant, que si ∂Ω 6= ∅, alors l’application ε0 : x 7→ d(x, ∂Ω) est continue, strictement
positive sur Ω et nulle sur ∂Ω. Si ∂Ω = ∅, posons ε0 : x 7→ 1. Alors dans les deux cas,
ε0 ∈ C 0

0,+(Ω). Comme f ∈ Bf,ε0 , l’ensemble B recouvre D(Ω).
Soit g ∈ Bf,ε ∩Bf ′,ε′ . L’application de Ω dans [0, 1[ définie par

x 7→ max
m∈Nr : |m|≤1/ε(x)

|∂mf(x) − ∂mg(x)|
ε(x)

,

ainsi que celle obtenue en remplaçant (f, ε) par (f ′, ε′), est continue, nulle en dehors d’un
compact et strictement inférieure à 1, donc est strictement inférieure à η pour un η ∈ ]0, 1[.
Soit ε′′ = (1 − η)min{ε, ε′}, qui appartient à C 0

0,+(Ω). Par l’inégalité triangulaire de la
valeur absolue, on vérifie que

Bg,ε′′ ⊂ Bf,ε ∩Bf ′,ε′ ,
ce qui permet d’appliquer la proposition 1.4. �

(ii) Pour tout f dans D(Ω), pour tout ε dans l’ensemble C 0
0,+(Ω) et pour tout k dans

N, notons B′f,ε,k l’ensemble des g dans D(Ω) tels que, sur Ω,

|∂mf − ∂mg| < ε

pour tout m ∈ Nd tel que |m| ≤ k. De même, l’ensemble des B′f,ε,k pour f ∈ D(Ω),
ε ∈ C 0

0,+(Ω) et k ∈ N, est une base d’une topologie sur D(Ω), appelée la topologie de
Whitney.

Ce genre de topologies (surtout celle de Schwartz) intervient dans la théorie des distri-
butions (voir par exemple [Sch]). Nous reviendrons moultes fois sur cet exemple, qui nous
servira d’illustrations pour de nombreuses notions de topologie et d’analyse.

Exemple (3) : la topologie de l’ordre.
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Soit (E,�) un ensemble totalement ordonné. La topologie de l’ordre est la topologie
dont une base d’ouverts est l’ensemble des parties I de E de la forme I = E ou

I = ]x, y[ = {z ∈ E : x ≺ z ≺ y} ou

I = ] −∞, y[ = {z ∈ E : z ≺ y} ou I = ]x,+∞[ = {z ∈ E : x ≺ z}
pour les x, y dans E (l’ensemble de ces parties vérifie le critère pratique 1.4). Par exemple,
il est facile de vérifier que si ≤ est l’ordre usuel sur toute partie A de R, alors la topologie
de A (induite par la valeur absolue de R) et la topologie de l’ordre pour ≤ sur A coïncident.
En particulier, les intervalles ouverts de R sont des ouverts, et les intervalles fermés de R
sont des fermés.

Nous reviendrons sur les propriétés des topologies de l’ordre ultérieurement. Nous don-
nons ci-dessous quelques définitions sur les bons ordres, qui nous serviront pour construire
des exemples d’espaces topologiques plus tard.

Un ordre total sur E est un bon ordre si toute partie non vide de E admet un plus petit
élément (i.e. ∀ A ⊂ E, si A 6= ∅ alors ∃ x ∈ A, ∀ y ∈ A, x � y). Un ensemble muni d’un
bon ordre est un ensemble bien ordonné (par définition, ceci implique qu’il est totalement
ordonné).

Par exemple, l’ensemble N muni de son ordre usuel est bien ordonné. Par exemple, si
E,F sont deux ensembles bien ordonnés, alors l’ensemble produit E × F muni de l’ordre
lexicographique (défini au paragraphe 1.1) est bien ordonné.

Rappelons qu’une application f : E → F entre deux ensembles ordonnés E,F préserve
l’ordre si pour tous x, y dans E, si x � y alors f(x) � f(y). Deux ensembles ordonnés
sont dit isomorphes s’il existe une bijection de l’un dans l’autre préservant l’ordre. La
relation « être isomorphe à » est une relation d’équivalence. Un ordinal est une classe
d’isomorphisme d’ensembles bien ordonnés. Comme un cardinal est une classe d’équivalence
d’ensembles pour la relation « être en bijection », le cardinal d’un ordinal est bien défini.
Un ordinal est dit dénombrable si son cardinal l’est (i.e. si son cardinal est le cardinal
d’une partie de N). Par un théorème de Zermelo (voir [Kri]), tout ensemble admet un bon
ordre, et donc il existe un ordinal non dénombrable (voir ci-dessous pour un exemple ne
dépendant pas de l’axiome du choix).

Soit E un ensemble bien ordonné. Un segment initial de E est une partie de la forme
{y ∈ E : y ≺ x} pour un x dans E. Muni de l’ordre induit de celui de E, un segment
initial de E est bien ordonné. Soit α, β deux ordinaux, on dit que α ≺ β si α est isomorphe
à un segment initial de β (ce qui ne dépend pas des choix des représentants). On note
α � β si α ≺ β ou α = β. On montre que tout ensemble d’ordinaux, muni de cet ordre �,
est bien ordonné. En particulier, la classe d’isomorphisme de l’ensemble (qui en est bien
un) bien ordonné des ordinaux dénombrables est un ordinal non dénombrable, qui est le
plus petit ordinal non dénombrable.

1.5 Voisinages

Soit X un espace topologique et A une partie de X.
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Un voisinage de A est une partie de X contenant un
ouvert contenant A. On appelle voisinage d’un point x de X
un voisinage de {x}.

Un système fondamental de voisinages de A (ou du point
x si A = {x}) est un ensemble P de voisinages de A tels que
tout voisinage de A contienne un élément de P.

V

U

x

Cette notion de voisinages permet de reconstruire la topologie. En effet, une partie A
de X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points, car elle est
alors égale à la réunion des ouverts qu’elle contient. En particulier, si deux topologies sur
un même ensemble ont les mêmes ensembles de voisinages de points, alors elles sont égales.

Si V (A) est l’ensemble des voisinages de A (on note V (x) si A = {x}), alors
– toute partie de X contenant un élément de V (A) appartient à V (A) ;
– toute intersection finie d’éléments de V (A) appartient à V (A).

(Si A est non vide, ces propriétés sont des propriétés de filtres (voir par exemple [Dix,
Bou1]), et on parle du filtre des voisinages de A.)

Exemple (0) L’ensemble des voisinages ouverts de A est un système fondamental de
voisinages de A. L’ensemble des voisinages de A contenus dans un voisinage donné V0 de
A est un système fondamental de voisinages de A (car si V est un voisinage de A, alors
V ∩ V0 est un voisinage de A contenu dans V et dans V0).

Exemple (1) Soit (X, d) un espace métrique. Pour n’importe quelle suite de réels stric-
tement positifs (rn)n∈N tendant vers 0, l’ensemble {B(x, rn) : n ∈ N} est un système
fondamental (dénombrable) de voisinages de x ∈ X. En considérant les boules fermées,
tout point d’un espace métrique admet un système fondamental de voisinages fermés.
Mais ceci n’est pas vrai pour tous les espaces topologiques (voir l’exercice E.11).

Par contre, étant donnée une partie A de X, l’ensemble {Vǫ(A) : ǫ > 0} n’est pas
toujours un système fondamental de voisinages de A. Par exemple, si A = {(x, y) ∈ R2 :
x > 0, xy = 1} et U = {(x, y) ∈ R2 : x, y > 0}, alors U est un voisinage ouvert de A
qui ne contient aucun Vǫ(A). Voir l’exercice E.85 du paragraphe 8.1 pour une condition
suffisante sur A pour que {Vǫ(A) : ǫ > 0}, ainsi que {V ǫ(A) : ǫ > 0}, soit un système
fondamental de voisinages de A.

De même, soit X un espace topologique dont la topologie est définie par une famille
dénombrable de pseudo-distances (dα)α∈A . Pour tout x dans X, l’ensemble des parties⋂
α∈A ′ Bα(x, ǫ) de X, où ǫ > 0 et A ′ est une partie finie de A , est un système fondamental

de voisinages de x.

En particulier, tout point d’un espace métrique admet un système fondamental dénom-
brable de voisinages. De même, tout point d’un espace topologique dont la topologie est
définie par une famille dénombrable de pseudo-distances admet un système fondamental
dénombrable de voisinages.

Ce fait donne un critère souvent utilisé pour montrer qu’un espace topologique est
non métrisable : il suffit d’y exhiber un point qui n’admet pas de système fondamental
dénombrable de voisinage.

Exemple (2) En reprenant les notations de l’exemple (2) du paragraphe 1.4, pour tout
f ∈ D(Ω) fixé, l’ensemble des B′f,ε,k pour ε ∈ C 0

0,+(Ω) et k ∈ N est un système fondamental
(non dénombrable) de voisinages de f pour la topologie de Whitney. De même, pour tout
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f ∈ D(Ω) fixé, l’ensemble des Bf,ε pour ε ∈ C 0
0,+(Ω) est un système fondamental (non

dénombrable) de voisinages de f pour la topologie de Schwartz.

Exercice E.9 Montrer que les topologies de Whitney et de Schwartz ne sont pas métri-
sables.

Le type de construction de topologie comme celle induite par une distance et celle de
l’exemple (2) est un moyen très répandu de construire des bases d’ouverts : on se donne,
pour tout point x d’un ensemble E, un ensemble Ex de parties de E le contenant, et on
montre que la réunion des Ex lorsque x parcourt E vérifie le critère 1.4 pour être une
base d’ouverts d’une topologie. Bien souvent (mais bien sûr pas automatiquement, nous
laissons au lecteur le soin de donner un critère nécessaire et suffisant pour cela), pour
tout x, l’ensemble Ex sera un système fondamental de voisinages de x. Attention, ce n’est
pas parce qu’une topologie est construite par la donnée d’un système fondamental non
dénombrable de voisinages en chaque point qu’elle n’admet pas de système fondamental
dénombrable de voisinages en chaque point (penser déjà au cas des espaces métriques).

Si f : X → Y est un homéomorphisme et x ∈ X, alors f(V (x)) = V (f(x)), et
l’image par f d’un système fondamental de voisinages de x est un système fondamental de
voisinages de f(x).

1.6 Intérieur, adhérence, frontière

Soient X un espace topologique et A une partie de X.

L’intérieur de A est l’ensemble, noté
◦
A (ou parfois int(A)), des points de A dont A est

un voisinage. L’adhérence de A est l’ensemble, noté A (ou parfois adh(A)), des points de

X dont tout voisinage rencontre A. On note aussi parfois A
O

pour désigner l’adhérence
d’une partie A pour une topologie O, lorsque l’on veut préciser la topologie. La frontière
de A est l’ensemble, noté ∂A, des points de X adhérents à A et à son complémentaire :

∂A = A ∩ cA .

Pour tout x dans X, soit Vx un système fondamental de voisinages de x. Alors il découle

des définitions que x ∈
◦
A si et seulement s’il existe V dans Vx tel que V ⊂ A ; et x ∈ A si

et seulement si pour tout V dans Vx, l’intersection V ∩A est non vide.

Les propriétés suivantes se montrent de la même manière que pour les topologies des
espaces vectoriels normés, et sont donc laissées en exercices. Les inclusions du sixième point
ne sont en général pas des égalités, des contre-exemples ayant déjà été vus (en prenant des
intervalles bien choisis dans l’espace topologique R).

Si A,B sont des parties de X, alors
• L’intérieur de A est la réunion des ouverts contenus dans A, c’est le plus grand (pour

l’inclusion) ouvert contenu dans A.
• L’adhérence de A est l’intersection des fermés contenant A, c’est le plus petit (pour

l’inclusion) fermé contenant A.

• A est ouvert si et seulement si A =
◦
A (donc

◦
◦
A =

◦
A).

• A est fermé si et seulement si A = A (donc A = A).
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•
◦

Â ∩B =
◦
A ∩

◦
B, A ∪B = A ∪B.

•
◦
A ∪

◦
B ⊂

◦
Â ∪B, A ∩B ⊂ A ∩B.

• ∂(A ∪B) ⊂ ∂A ∪ ∂B.

• X−
◦
A = X −A (donc

◦
A = X − X −A et ∂A = A−

◦
A).

• X −A =
◦

X̂ −A (donc A = X−
◦

X̂ −A).
• si f : X → Y est un homéomorphisme, alors

f(
◦
A ) =

◦
f̂(A) , f(A ) = f(A) , f(∂A) = ∂(f(A)) .

Soit B une base d’ouverts de X. Une partie A de X est dense dans X si l’une des
conditions clairement équivalentes suivantes est vérifiée :

• l’adhérence de A est égale à X,
• la partie A rencontre tout ouvert non vide de X (en au moins un point),
• tout élément non vide de B contient au moins un point de A,
• l’intérieur du complémentaire de A est vide.

Une partie de X est nulle part dense si l’intérieur de son adhérence est vide.
Par exemple, Q est dense dans R ; R est dense dans l’espace R défini dans l’exemple

1 du paragraphe 1.4 ; l’ouvert des matrices inversibles de l’espace vectoriel Md(R) (muni
d’une norme matricielle quelconque) est dense dans Md(R) ; Z (et plus généralement tout
ensemble infini) est dense dans A1(R) = R pour la topologie de Zariski définie par l’exemple
4 du paragraphe 1.2 ; Zn est Zariski-dense dans An(R) = Rn.

Exemple. Si X est un espace métrique et si A est une partie de X, alors

x ∈
◦
A ⇐⇒ ∃ ǫ > 0, B(x, ǫ) ⊂ A ,

x ∈ A ⇐⇒ ∀ n ∈ N, B(x, 1
n+1) ∩A 6= ∅ .

Autrement dit,
x ∈ A ⇐⇒ d(x,A) = 0 .

En particulier, A est fermé si et seulement si l’ensemble des x dans X tels que d(x,A) = 0
est égal à A ; et A est dense dans X si et seulement si pour tout ǫ > 0 et tout x dans X,
il existe a dans A tel que d(x, a) < ǫ. Dans un espace métrique X, on a, pour tous les x
dans X et r > 0,

B(x, r) ⊂
◦

B̂(x, r) et B(x, r) ⊂ B(x, r) .

Ces inclusions sont des égalités dans le cas des espaces vectoriels normés, mais sont fausses
en général.

Plus généralement, si X est un ensemble muni de la topologie définie par une famille
de pseudo-distances (di)i∈I (voir l’exemple (v) du paragraphe 1.3), et si A est une partie
de X, alors

x ∈
◦
A ⇐⇒ ∃ n ∈ N, ∃ i0, . . . , in ∈ I, ∃ ǫ > 0,

n⋂

k=0

Bdik
(x, ǫ) ⊂ A ,
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x ∈ A ⇐⇒ ∀ ǫ > 0, ∀ i1, . . . , ik ∈ I, ∃ y ∈ A, max{di1(x, y), . . . , did(x, y)} < ǫ .

Notons que si x ∈ A alors di(x,A) = 0 pour tout i ∈ I, mais que la réciproque n’est pas
vraie, comme le montre l’exemple de l’ensemble X = C, de la famille de pseudo-distances
{d1, d2} où d1(z, z

′) = |Re z − Re z′| et d2(z, z
′) = | Im z − Im z′|, du point x = 0 et de

l’ensemble A = {1, i}.

Un espace topologique est séparable s’il admet une partie dénombrable dense. La pro-
priété « être séparable » est invariante par homéomorphismes. Par exemple R, et tout
espace vectoriel (réel ou complexe) normé de dimension finie, est séparable (car Qn est
dense dans Rn).

Proposition 1.6 Un espace topologique à base dénombrable d’ouverts est séparable.

Preuve. Si (Ui)i∈N est une base d’ouverts (que l’on peut supposer non vides), si xi est un
point de Ui, alors la partie {xi : i ∈ N} est dense, car elle rencontre tout ouvert non vide.
�

De nombreux espaces topologiques, même très gros, sont séparables (voir la partie 6.1).
En particulier, pour tout ouvert non vide Ω de Rn et tout p dans [1,+∞[ , l’espace vectoriel
normé Lp(Ω) est séparable ; par contre, l’espace vectoriel normé L∞(Ω) n’est pas séparable
(voir le cours d’Intégration et probabilité, et [Bre, page 66]).

Exercice E.10 (1) Montrer qu’un espace métrisable X est séparable si et seulement s’il
est à base dénombrable d’ouverts.

(2) Considérons B = { ]a, b] : a, b ∈ R, a < b}.
i) Montrer que B est une base d’une topologie O sur R.

ii) Montrer que l’espace topologique (R,O) est séparable.

iii) Montrer que tout point de l’espace topologique (R,O) admet un système fondamental
dénombrable de voisinages.

iv) Montrer que l’espace topologique (R,O) n’admet pas de base dénombrable d’ouverts.

v) Montrer que l’espace topologique (R,O) n’est pas métrisable.

1.7 Séparation

Un espace topologique X est séparé si deux points distincts de X admettent des voisi-
nages disjoints. (Les anglophones disent “Hausdorff space” pour espace séparé, et on trouve
parfois aussi la terminologie « espace T2 » (voir[Dug, page 138]). On ne confondra pas la
séparation (propriété d’être séparé) et la séparabilité (propriété d’être séparable).

Les propriétés suivantes sont immédiates.
• Soit X un espace topologique. Pour tout x dans X, soit Vx un système fondamental

de voisinages de x dans X. Alors X est séparé si et seulement si

∀ x, y ∈ X, ∃ U ∈ Vx, ∃ V ∈ Vy, U ∩ V = ∅ .
• Dans un espace séparé, les singletons sont fermés (puisque leur complémentaire est

voisinage de chacun de ses points).
• La topologie grossière sur un ensemble ayant au moins deux éléments n’est pas

séparée.
• La propriété “être séparé” est invariante par homéomorphismes.
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Proposition 1.7 Tout espace topologique métrisable est séparé.

L’espace topologique (R,O) étudié dans l’exercice E.10 est séparé, mais non métrisable.
Nous verrons ultérieurement des exemples intéressants d’espaces séparés non métrisables,
comme l’espace D(R) des applications lisses à support compact sur R muni de la topologie
de Schwartz (voir l’exemple 3.2 du paragraphe 2.2) ou l’espace topologique produit [0, 1]R

(voir le paragraphe 2.4).

Preuve. Soient d une distance sur un ensemble X, et
x, y deux points de X. Si x 6= y, alors r = 1

2d(x, y) >
0. Si B(x, r) ∩ B(y, r) est non vide, soit z un de ses
points. Alors d(x, y) ≤ d(x, z)+d(z, y) < 2r = d(x, y),
impossible. �

x

r
y

r

C’est à cause de cette preuve que le second axiome des distances (voir le paragraphe
1.3) est appelé l’axiome de séparation. La topologie induite par une pseudo-distance (voir
l’exemple (v) du paragraphe 1.3) n’est pas toujours séparée (par exemple la pseudo-distance
(identiquement) nulle sur un ensemble induit la topologie grossière). Il est facile de montrer
que la topologie définie par une famille de pseudo-distances est séparée si et seulement si
cette famille est séparante (voir aussi la proposition 2.1).

Exercice E.11 Soient 0−, 0+ deux ensembles distincts,
n’appartenant pas à [0, 1]. Soit X l’ensemble {0+} ∪
{0−}∪ ]0, 1]. On note B(x) = {]x − 1

n , x + 1
n [ ∩ ]0, 1] :

n ∈ N − {0}} pour x 6= 0± et B(0±) = {{0±}∪ ]0, 1
n [ :

n ∈ N − {0}}. Montrer que B =
⋃
u∈X B(u) est une base

d’ouverts d’une topologie non séparée sur X. Montrer que
0+ n’admet pas de système fondamental de voisinages fer-
més.

0+

0−

0 1

Exercice E.12 Montrer que tout ouvert de Zariski non vide de An(R) est un ouvert dense
de Rn pour la topologie usuelle de Rn. En déduire que la topologie de Zariski sur An(R)
n’est pas séparée pour n > 0.

Exercice E.13 Montrer que la topologie de l’ordre (voir l’exemple (3) du paragraphe 1.4)
sur un ensemble totalement ordonné est séparée.

Le problème de séparation des espaces topologiques sera un problème crucial pour les es-
paces topologiques quotients (voir la partie 2.6, qui fournira en particulier d’autres exemples
d’espaces non séparés). Vérifier leur séparation devra être un réflexe (et ce problème n’est
pas toujours trivial).

1.8 Continuité

Soient X et Y deux espaces topologiques, x0 ∈ X et f : X → Y une application.

On dit que f est continue en x0 si,
pour tout voisinage V de f(x0) dans Y , il
existe un voisinage U de x0 dans X tel que
f(U) ⊂ V .

f

U

f(x0)
Vx0

f(U)
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Il est immédiat que si Z est un espace topologique et si g : Y → Z est une application
continue en f(x0), alors g ◦ f : X → Z est continue en x0 si f l’est.

Soit U un système fondamental de voisinages de x0, et V un système fondamental de
voisinages de f(x0). Alors en utilisant la définition d’un système fondamental de voisinage,
il est facile de montrer que f est continue en x0 si et seulement si pour tout V ∈ V , il existe
U ∈ U tel que f(U) ⊂ V . En particulier, on peut remplacer « voisinage » par « voisinage
ouvert » dans la définition de la continuité en un point.

Exemple (1) Dans un espace métrique, l’ensemble des boules ouvertes (ainsi que des
boules fermées) centrées en un point x de rayons strictement positifs (éventuellement
seulement dans une partie de ]0,+∞[ s’accumulant sur 0) est un système fondamental
de voisinages de x. Donc si Y est un espace métrique, alors f est continue en x0 si et
seulement si pour tout ǫ > 0, il existe un voisinage U de x0 tel que pour tout y dans U ,
on ait d(f(y), f(x0)) < ǫ.

En particulier, si la topologie de X est induite par une distance d et si celle de Y est
induite par une distance d′, alors f est continue en x0 si et seulement si

∀ ǫ > 0, ∃ η > 0, d(x, x0) < η ⇒ d′(f(x), f(x0)) < ǫ.

Nous pouvons remplacer les deux dernières inégalités strictes par des inégalités larges,
et prendre ǫ, η seulement de la forme rn > 0, sn > 0, où rn →n→+∞ 0, sn →n→+∞ 0.

La traduction de cette propriété dans le cas des espaces vectoriels normés est laissée
au lecteur, qui retrouvera la définition usuelle de la continuité en un point des applications
entre (parties d’)espaces vectoriels normés.

Proposition 1.8 Soient B une base d’ouverts de Y , et Σ une prébase de Y (i.e. un
ensemble de parties de Y engendrant la topologie de Y ). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) pour tout ouvert U de Y , f−1(U) est un ouvert de X ;

(1’) pour tout U ∈ B, f−1(U) est un ouvert de X ;

(1”) pour tout U ∈ Σ, f−1(U) est un ouvert de X ;

(2) pour tout fermé F de Y , f−1(F ) est un fermé de X ;

(3) pour tout x ∈ X, f est continue en x ;

(4) pour tout A ⊂ X, f(A ) ⊂ f(A).

On dit que f est continue si elle vérifie l’une de ces conditions.

Preuve. Il est immédiat que (1) implique (1’) qui implique (1”) (en prenant pour B l’en-
semble des intersections finies d’éléments de Σ, qui est une base d’ouverts). La réciproque
découle du fait que tout ouvert de X est union d’intersections finies d’éléments de Σ, et
que l’image réciproque commute avec la réunion et l’intersection.

L’équivalence des assertions (1) et (2) se montre par passage au complémentaire.
L’équivalence de (1) et (3) découle du fait qu’une partie d’un espace topologique est

ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points.
Montrons que (4) implique (2). Soient F un fermé de Y et A = f−1(F ). Alors f(A ) ⊂

f(A) ⊂ F = F . Donc A ⊂ A et A est fermé.
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Montrons que (1) implique (4). Soient x ∈ f(A ) et V un voisinage ouvert de x. Soit
y ∈ A tel que f(y) = x. Alors f−1(V ) est un voisinage ouvert de y, donc rencontre A, donc
V rencontre f(A). Par conséquent, x ∈ f(A), et le résultat en découle. �

Les propriétés suivantes sont immédiates.
• L’image d’une partie dense de X par une application continue surjective f : X → Y

est dense dans Y (appliquer (4)).
• Si X est discret, alors f est continue. Si Y est grossier, alors f est continue.
• Si f : X → Y et g : Y → Z sont deux applications continues, alors g ◦ f : X → Z

est continue.
• Une bijection f : X → Y est un homéomorphisme si et seulement si f et f−1 sont

continues.
• Si φ : X ′ → X et ψ : Y → Y ′ sont des homéomorphismes, alors ψ ◦f ◦φ est continue

(resp. continue en un point x′0 de X ′) si et seulement si f est continue (resp. continue en
φ(x′0)).

Pour les premiers exemples d’applications continues, nous renvoyons aux applications
continues entre (parties d’)espaces vectoriels normés. Nous reviendrons plus longuement
sur la continuité dans le chapitre 5.

Proposition 1.9 Soit A une partie d’un espace métrique X. Alors l’application x 7→
d(x,A) de X dans R est continue.

Preuve. En utilisant l’exemple (1) ci-dessus, ceci découle du fait vu au paragraphe 1.3
que cette application est 1-lipschitzienne, et nous reverrons cela plus généralement dans le
paragraphe 5.3. �

Si K = R ou K = C, avec leur topologie usuelle, si f, g : X → K sont deux applications
continues, alors les applications f + g : X → K définie par x 7→ f(x)+ g(x) et fg : X → K
définie par x 7→ f(x)g(x) sont continues. Il y a un moyen « propre » de montrer cela (voir
le paragraphe 2.8), mais cela se démontre aisément « à la main » ainsi : pour tout x0 dans
X, pour tout ǫ > 0, soient V, V ′ deux voisinages de x0 tels que |f(x) − f(x0)| < ǫ

2 pour x
dans V , et |g(x) − g(x0)| < ǫ

2 pour x dans V ′. Alors pour x dans le voisinage V ∩ V ′ de
x0, on a

|(f + g)(x) − (f + g)(x0)| ≤ |f(x) − f(x0)| + |g(x) − g(x0)| < ǫ ,

ce qui montre la continuité de f + g. En utilisant qu’une fonction continue sur X à valeurs
dans un espace métrique est bornée au voisinage de tout point de X, la continuité du
produit se montre de même.

En particulier, comme les applications coordonnées sont continues de Kn dans K (par
exemple car 1-lipschitziennes i.e. |xi − yi| ≤ ||x− y|| pour tous x, y dans Kn, avec || · || la
norme euclidienne ou hermitienne usuelle, et xi, yi les i-èmes coordonnées de x, y respecti-
vement), les applications polynomiales de Kn dans K sont continues.

Exemple (2) En reprenant les notations de l’exemple (2) du paragraphe 1.4, les trans-
lations dans l’espace vectoriel D(Ω) sont continues (donc sont des homéomorphismes, car
leurs inverses sont aussi des translations), à la fois pour la topologie de Whitney et celle
de Schwartz : si tg : f 7→ f + g est la translation par g ∈ D(Ω), alors pour tous f, g dans
D(Ω)

t−1
g (B′f+g,ε,k) = B′f,ε,k et t−1

g (Bf+g,ε) = Bf,ε .
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Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X → Y une application. On dit que f
est ouverte si l’image par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y . On dit que f est
fermée si l’image par f de tout fermé de X est un fermé de Y . Donc une application entre
deux espaces topologiques est un homéomorphisme si et seulement si c’est une bijection
continue fermée, et si et seulement si c’est une bijection continue ouverte.

Exercice E.14 Soient X et Y deux espaces topologiques, et f : X → Y une application
continue injective. Montrer que si Y est séparé, alors X aussi.

Le résultat suivant permet d’étendre une application continue, à valeurs réelles, définie
sur une partie fermée d’un espace métrique à l’espace tout entier, et donc d’interpoler
continuement deux applications continues à valeurs réelles définies sur des fermés disjoints.

Théorème 1.10 (Théorème de prolongement d’Urysohn) Soient X un espace to-
pologique métrisable, F un fermé non vide de X et f : F → R une application continue
bornée. Alors il existe une application continue g : X → R, prolongeant f , de mêmes bornes
inférieures et supérieures que f :

∀ x ∈ F, g(x) = f(x), sup
x∈X

g(x) = sup
x∈F

f(x), inf
x∈X

g(x) = inf
x∈F

f(x) .

Le fermé F est muni de la topologie induite par la restriction à F d’une distance d sur
X induisant la topologie de X (voir le paragraphe 2.3 pour éviter de telles contorsions).

Le résultat précédent est valable pour les applications à valeurs dans les espaces de
Banach réels, et même dans les espaces vectoriels topologiques réels localement convexes
(voir le chapitre 6 pour les définitions de ces notions, et [Dug, page 188] pour une preuve
de ce théorème de Dugundji), en remplaçant les deux dernières conditions par le fait que
l’image de g soit contenue dans l’enveloppe convexe fermée (voir définition après le corollaire
6.16) de l’image de f .

Preuve. Quitte à translater f et g par une constante, nous pouvons supposer que m =
infx∈F f(x) > 0. Posons

g(x) =

{
f(x) si x ∈ F

infy∈F f(y) d(x,y)d(x,F ) sinon ,

qui est bien définie, car d(x, F ) = 0 si et seulement si x ∈ F .
Montrons l’égalité des bornes de f et de g. Soit M = supx∈F f(x). Pour tout x /∈ F et

tout ǫ > 0, il existe y ∈ F tel que d(x, y) ≤ d(x, F )(1 + ǫ), donc supx∈ cF g(x) ≤M(1 + ǫ).
En faisant tendre ǫ vers 0 et en utilisant le fait que f = g sur F , on obtient que f et g ont la
même borne supérieure. Comme d(x, y) ≥ d(x, F ) pour tout y dans F , on a immédiatement
que infx∈ cF g(x) ≥ m. En utilisant le fait que f = g sur F , on obtient que f et g ont la
même borne inférieure.

Montrons la continuité de g en x0 /∈ F . Bien que cF soit ouvert, ceci n’est pas auto-
matique, car une borne inférieure de fonctions continues n’est pas toujours continue (voir
le paragraphe 5.4). Soit ǫ ∈ ]0, 1[. Comme d(x0, F ) > 0 et par continuité de la distance à
une partie (voir la proposition 1.9), il existe un voisinage U de x0 et C > 0 tels que pour
tous x, x′ dans U , on ait

d(x, F ) ≥ C , d(x, x′) ≤ ǫ et
d(x, F )

d(x′, F )
− 1 ≤ ǫ .
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Notons que U ⊂ cF . Soient x, x′ dans U . Choisissons y ∈ F tel que f(y) d(x,y)d(x,F ) ≤ g(x) + ǫ.
Par inégalité triangulaire,

g(x′) ≤ f(y)
d(x′, y)
d(x′, F )

≤ f(y)
d(x, y) + ǫ

d(x′, F )
≤ g(x) + ǫ+ (

d(x, F )

d(x′, F )
− 1)(g(x) + ǫ) + ǫ

f(y)

d(x′, F )

≤ g(x) + ǫ
(
1 + (M + 1) +

M

C

)
.

Par échangeabilité de x et de x′, et en prenant x′ = x0, on en déduit que |g(x) − g(x0)| ≤
ǫ
(
2+M+M

C

)
pour tout x dans U , donc g est continue en x0. (Le lecteur savant reconnaîtra

là un argument d’uniforme continuité, mais nous devrons attendre le paragraphe 5.3 avant
d’employer un tel argument).

Montrons la continuité de g en x0 ∈ F . Par continuité de f sur F et de la distance à
une partie, pour tout ǫ > 0, il existe ǫ′ ∈ ]0,min{1, ǫ}] et un voisinage U de x0 tel que,
pour tout x dans U , pour tout y dans F tels que d(x, y) ≤ max{ǫ′ + ǫ′2, M+1

m ǫ′}, on ait

d(x, F ) ≤ ǫ′ , d(x, x0) ≤ ǫ′ et |f(y) − f(x0)| ≤ ǫ .

Soit x ∈ U . Si x ∈ F , alors |g(x) − g(x0)| = |f(x) − f(x0)| ≤ ǫ. Sinon, soit y dans F tel
que d(x, y) ≤ d(x, F )(1 + ǫ′). En particulier, d(x, y) ≤ ǫ′ + ǫ′2. Alors

g(x) ≤ f(y)
d(x, y)

d(x, F )
≤ f(y)(1 + ǫ′) ≤ (f(x0) + ǫ)(1 + ǫ′) ≤ f(x0) + ǫ(2 +M) .

Réciproquement, soit z ∈ F tel que infy∈F f(y)d(x, y) ≥ f(z)d(x, z) − ǫ′d(x, F ). En parti-
culier, d(x, z) ≤ 1

f(z)(f(x0)d(x, x0) + ǫ′d(x, F )) ≤ M+1
m ǫ′. Alors

g(x) ≥ f(z)
d(x, z)

d(x, F )
− ǫ′ ≥ f(z) − ǫ′ ≥ f(x0) − ǫ− ǫ′ ≥ f(x0) − 2ǫ .

Ceci montre le résultat. �

Porisme 1.11 2 Soient X un espace topologique métrisable, F un fermé de X, et U un
ouvert de X contenant F . Alors il existe une application continue de X dans [0, 1] valant
1 sur F et valant 0 en dehors de U .

Preuve. Les parties F et cU sont des fermés de F ∪ cU (pour la topologie induite par
une distance induisant la topologie de X), par la caractérisation des fermés dans un espace
métrique Y (A ⊂ Y est fermé si et seulement si A = {x ∈ Y : d(x,A) = 0}). Comme
f−1(0) =c U et f−1(1) = F , l’application f : F ∪ cU → [0, 1] valant 0 sur cU et 1 sur F
est donc continue (utiliser la caractérisation (2) de la proposition 1.8). On applique alors
le théorème 1.10. �

Ce corollaire 1.11 est valable sur d’autres espaces topologiques que les espaces mé-
triques, mais pas dans tous. Un espace topologique X est dit normal s’il est séparé et si
deux fermés disjoints de X ont des voisinages disjoints, ou, de manière équivalente, si pour
tout fermé F et tout ouvert V tels que F ⊂ V , il existe un ouvert U tel que

F ⊂ U ⊂ U ⊂ V .

La propriété « être normal » est invariante par homéomorphismes. Il existe des espaces
séparés non normaux (voir par exemple [Dug, page 144]).

2du grec πóρισµα, corollaire, voir par exemple les Éléments d’Euclide.
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Proposition 1.12 Un espace topologique métrisable est normal.

Preuve. Soit (X, d) un espace métrique. Soient F et F ′ deux fermés disjoints, posons
f : x 7→ d(x, F ) et f ′ : x 7→ d(x, F ′), qui sont continues par la proposition 1.9. Soient

U = {x ∈ X : f(x) < f ′(x)} et U ′ = {x ∈ X : f(x) > f ′(x)} .

Alors U et U ′ sont ouverts, par continuité de f et f ′, disjoints, et contiennent respec-
tivement F et F ′, car f et f ′ ne s’annulent que sur les fermés F et F ′ respectivement.
�

Le corollaire 1.11 du théorème 1.10 est vrai plus généralement pour les espaces normaux,
comme le montre le résultat suivant.

Théorème 1.13 (Lemme d’Urysohn) Soient X un espace topologique normal, et F et
F ′ des fermés disjoints de X. Alors il existe une application continue f : X → [0, 1] telle
que f(x) = 0 pour tout x dans F et f(x′) = 1 pour tout x′ dans F ′.

Cette propriété donne en fait une caractérisation des espace normaux : un espace to-
pologique séparé X est normal si et seulement si pour deux fermés disjoints quelconques
de X, il existe une application continue de X dans [0, 1], valant 0 sur l’un des fermés et 1
sur l’autre (voir par exemple [Dug, page 146]).

Preuve. Notons Dn = { k
2n : 0 ≤ k ≤ 2n}, de sorte que la réunion croissante D =⋃

n∈NDn soit l’ensemble des nombre dyadiques de [0, 1]. Par récurrence, construisons une
famille d’ouverts (Us)s∈D de X tels que si s < t sont dans D, alors

F ⊂ Us ⊂ Us ⊂ Ut ⊂ Ut ⊂ X − F ′ .

Puisque X est normal et F est un fermé contenu dans l’ouvert X −F ′, il existe un ouvert
U0 tel que F ⊂ U0 ⊂ U0 ⊂ X − F ′. De même, il existe un ouvert U1 tel que U0 ⊂ U1 ⊂
U1 ⊂ X − F ′.

Supposons que (Ut)t∈Dn soient construits, et soit s ∈ Dn+1 −Dn. Alors il existe s−, s+
deux éléments consécutifs de Dn tels que s = s1+s2

2 . Soit Us un ouvert de X tel que
Us− ⊂ Us ⊂ Us ⊂ Us+ . Ceci conclut à l’existence de (Us)s∈D.

Maintenant, notons f l’application de X dans [0, 1] définie par f(x) = 1 si x ∈ cU1, et
sinon

f(x) = inf{s ∈ D : x ∈ Us} .
En particulier, f(x) = 1 si x ∈ F ′ et f(x) = 0 si x ∈ F . Il n’est pas difficile de vérifier que
f est continue, ce qui démontre le résultat. �

1.9 Connexité et connexité par arcs

Un espace topologique X est connexe si l’une des propriétés équivalentes suivantes est
vérifiée :

(1) Les seules parties ouvertes et fermées de X sont ∅,X.

(2) Il n’existe pas de partition de X en deux ouverts non vides.

(3) Il n’existe pas de partition de X en deux fermés non vides.
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(4) Toute application continue de X à valeurs dans un espace discret est constante.

(5) Toute application continue de X à valeurs dans l’espace discret {0, 1} est constante.

L’équivalence est immédiate : en utilisant les complémentaires, les trois premières pro-
priétés sont équivalentes. De plus (4) implique (5), qui implique (2), car une application
valant 0 sur un ouvert non vide et 1 sur un ouvert non vide complémentaire est conti-
nue. Enfin, (1) implique (4), car l’image réciproque d’un point d’un espace discret par une
application continue f est une partie non vide à la fois fermée et ouverte.

Méthodologie : Un argument de connexité permet souvent de vérifier que tout point d’un
espace topologique X vérifie une propriété donnée (P ) : si X est connexe, et si l’ensemble
des points de X qui vérifie la propriété (P ) est non vide, fermé et ouvert, alors il est égal
à X.

Exemples.
• Les intervalles de R sont connexes (si U et V sont deux ouverts non vides disjoints

de réunion un intervalle I, alors la borne inférieure ou la borne supérieure d’un intervalle
maximal contenu dans U n’appartient pas à I).

• Si f : X → Y est une application continue surjective, et si X est connexe, alors Y
l’est (par composition d’applications continues et la propriété (5) ci-dessus).

Un espace topologique X est connexe par arcs si pour tous x, y dans X, il existe
un chemin (continu) de x à y, i.e. une application continue f : [0, 1] → X telle que
f(0) = x, f(1) = y.

Par exemple, les convexes de Rn et des espaces vectoriels normés E sont connexes par
arcs, car, pour tous x, y dans E, l’application f : t 7→ tx+ (1 − t)y est continue (et même
lipschitzienne, voir la partie 5.3) : ||f(t) − f(s)|| ≤ |t− s|(||x|| + ||y||).

Un espace connexe par arcs est connexe (utiliser la propriété (5), la composition d’ap-
plications continues et la connexité des intervalles).

Exemple. Par exemple, l’adhérence dans R2 du gra-
phe de la fonction x 7→ sin 1

x , définie sur ] 0,+∞[, est
connexe, mais n’est pas connexe par arcs (nous mon-
trerons ces deux affirmations plus tard, mais il est im-
portant de garder cet exemple en tête). −1

1

Nous reviendrons plus longuement sur la connexité et connexité par arcs dans le para-
graphe 2.3.

1.10 Indications pour la résolution des exercices

Schème 3 E.2 (1) Si d(x, z) < d(z, y), alors

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(z, y)} = d(z, y) ≤ max{d(x, z), d(x, y)} = d(x, y) .

(2) et (3) Il découle de l’inégalité triangulaire ultramétrique que

∀ x, y ∈ E, ∀ r > 0, d(x, y) < r =⇒ B(x, r) = B(y, r) ,

3n.m. (gr. σχηµα). Structure d’ensemble d’un processus.
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∀ x, y ∈ E, ∀ r > 0, d(x, y) ≤ r =⇒ B(x, r) = B(y, r) ,

et
∀ x, y ∈ E, ∀ r > 0, d(x, y) < r =⇒ S(x, r) = S(y, r) .

Schème E.3 Nous ne traitons que le cas des voisinages ouverts (dont le cas des boules
ouvertes est un cas particulier). Soit r > 0 et A une partie d’un espace métrique X. Soit
y ∈ Vr(A), et ǫ = r − d(y,A) > 0. Par inégalité triangulaire, pour tout z dans X, on a
d(z,A) ≤ d(z, y) + d(y,A). Donc B(y, ǫ) ⊂ Vr(A), ce qui montre le résultat.

Schème E.6 (1) Le fait que δ, δ′ et δ′′ soient des distances découle des remarques dans
l’exemple (v). Le fait qu’elles soient topologiquement équivalentes découlera du fait qu’elles
induisent toutes la même topologie. Montrons que la topologie O ′′ induite par δ′′ est égale
à la topologie O∗ définie par la famille de pseudo-distances (dn)n∈N. Les deux autres véri-
fications sont semblables, et laissées au lecteur.

Soit M > 0 la somme de la série
∑
an. Pour tout ǫ > 0, soit N tel que

∑+∞
n=N+1 an ≤ ǫ

2 .
Alors pour tout x dans E, la boule Bδ′′(x, ǫ) contient l’intersection

⋂N
n=0Bdn

(x, ǫ
2M ), donc

par la définition des ouverts pour O ′′ et pour O∗, tout ouvert de O ′′ est un ouvert de O∗.
Réciproquement, pour tout N dans N, pour tout ǫ ∈ ]0, 1[ , pour tout x dans E, soient

b = min0≤n≤N an > 0 et y ∈ E tels que δ′′(x, y) < b ǫ. Alors pour tout n dans {0, . . . , N},
nous avons an min{1, dn(x, y)} < b ǫ, ce qui implique que dn(x, y) < ǫ. Donc

⋂N
n=0Bdn

(x, ǫ)
contient Bδ′′(x, bǫ). Par conséquent, par la définition des ouverts pour O ′′ et pour O∗, tout
ouvert de O∗ est un ouvert de O ′′. D’où O ′′ = O∗.

(2) L’application δ est bien une distance, toujours par les remarques dans l’exemple
(v).

Soit E = [0, 1]N l’ensemble des suites (xi)i∈N à valeurs dans [0, 1]. Si x = (xi)i∈N et
y = (yi)i∈N sont deux éléments de E, alors pour tout i dans N, on note di(x, y) = |xi− yi|.
Il est immédiat que (di)i∈N est une famille séparante de pseudo-distances sur E. Notons 0
la suite constante nulle de E. Pour tout n dans N, notons xn = (xn,i)i∈N l’élément de E
défini par

xn,i =

{
1

n+1 si i ≤ n

1 sinon.

Alors δ(0, xn) = 1 et on montre facilement que δ′(0, xn) converge vers 0 quand n tend vers
+∞, ce qui montre le résultat.

Schème E.9 Montrons que la fonction nulle 0 de D(Ω) n’admet pas de système fon-
damental dénombrable de voisinages (à la fois pour la topologie de Whitney et celle de
Schwartz), ce qui implique le résultat. Comme pour tous ε ∈ C 0

0,+(Ω) et k ∈ N,

B0,min{ε, 1
k
} ⊂ B′0,ε,k ,

il suffit de considérer la topologie de Schwartz. Supposons par l’absurde qu’il existe un sys-
tème fondamental dénombrable de voisinages (Vn)n∈N de 0 pour la topologie de Schwartz.
Soit εn ∈ C 0

0,+(Ω) tel que B0,εn soit contenu dans Vn. En particulier, pour tout x dans Ω,
la suite εn(x) converge vers 0. Nous allons construire une application ε ∈ C 0

0,+(Ω) qui tend
vers 0 quand on se rapproche du bord de Ω plus vite que n’importe quel εn.
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Soit (Kn)n∈N une suite de compacts de Ω tels que Kn ⊂
◦

Kn+1 (par exemple

Kn =
{
x ∈ Rr : d(x, cΩ) ≥ 1

n+ 1
, d(x, 0) ≤ n

}
,

où d est la distance euclidienne usuelle sur Rn). En particulier, les frontières ∂Kn sont des
compacts deux à deux disjoints de Rr, non vides si n est assez grand, ce que l’on suppose
quitte à extraire. Soit ε : Ω → ]0,+∞[ qui, pour tout n dans N coïncide avec 1

2 εn sur le
fermé ∂Kn, et qui est prolongé continuement par le théorème de prolongement d’Urysohn

1.10 sur l’ouvert An =
◦

Kn+1 −Kn, de sorte que

sup
y∈An

ε(y) = max{ sup
y∈∂Kn

εn(y), sup
y∈∂Kn+1

εn+1(y)} ,

et
inf
y∈An

ε(y) = min{ inf
y∈∂Kn

εn(y), inf
y∈∂Kn+1

εn+1(y)} .

En particulier, ε est continue et strictement positive sur Ω, et se prolonge continuement par
0 sur ∂Ω : on peut utiliser que ε est continue sur chaque An, puis utiliser les résultats de
recollement d’applications continues (la proposition 2.3 et l’exercice E.15) du paragraphe
2.3 dans le chapitre suivant.

Maintenant, B0,ε est un voisinage ouvert de 0 pour la topologie de Schwartz, qui ne
contient aucun B0,εn (car on construit aisément un élément de B0,εn − B0,ε), donc aucun
Vn. Ceci contredit le fait que (Vn)n∈N soit un système fondamental de voisinages de 0 pour
la topologie de Schwartz.

Schème E.10 (1) Si (xi)i∈N est une suite dense dans X, montrons que

{B(xi, r) : i ∈ N, r ∈ Q, r > 0} ,

qui est une famille dénombrable d’ouverts de X, est une base d’ouverts de X. Pour tout
ouvert U de X et tout x dans U , soit r ∈ Q tel que r > 0 et B(x, r) ⊂ U . Par densité, soit
i ∈ N tel que xi ∈ B(x, r2). Alors par l’inégalité triangulaire

x ∈ B(xi,
r

2
) ⊂ B(x, r) ⊂ U ,

ce qui montre le résultat, par la proposition 1.6.

(2) i) On utilise le critère (*) de la proposition 1.4. Il est immédiat que R est égal à⋃
a,b∈R, a<b ]a, b], et le résultat découle alors du fait que B ∪{∅} est stable par intersection

de deux éléments : si x ∈ ]a, b]∩ ]a′, b′], alors

x ∈ ]max{a, a′},min{b, b′} ] = ]a, b]∩ ]a′, b′] .

ii) La partie Q est encore dense dans (R,O), car elle rencontre tout élément de B.
iii) Pour tout b dans R, l’ensemble { ]b− 1

n+1 , b] : n ∈ N } est un système fondamental
dénombrable de voisinages de b.

iv) Si (R,O) admet une base dénombrable d’ouverts non vides B′ = { Un : n ∈ N}, si
Un =

⋃
i∈In ]ai, bi], et si b /∈ {supi∈In bi : n ∈ N}, alors ]b−1, b ] n’est pas union d’éléments

de B′, ce qui contredit le fait que ]b− 1, b ] soit ouvert.
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v) Ceci découle de (1) et iv).

Schème E.11 Tout d’abord, la réunion des éléments de B est égale à X. Soient B et B′

deux éléments de B, et y ∈ B ∩ B′. On vérifie aisément, en considérant six cas possibles,
que B ∩B′ contient un élément B′′ de B contenant y. Par le critère (*) de la proposition
1.4, l’ensemble B est donc bien une base d’ouverts.

De plus, B(0±) est un système fondamental de voisinages de 0±. Comme tout élément
de B(0−) rencontre tout élément de B(0+), l’espace topologique X n’est donc pas séparé.

Schème E.12 Tout fermé de Zariski est, par définition de la forme F =
⋂
i∈I P

−1
i (0) où

(Pi)i∈I est une famille de polynômes réels à n variables. Comme un polynôme est continu,
et une intersection de fermés est fermée, F est donc un fermé de la topologie usuelle de
Rn.

Supposons que F ne soit pas égal à Rn, et montrons que son complémentaire est
dense. Soit x = (x1, . . . , xn) un élément de Rn. Comme F 6= Rn, il existe i dans I et
une droite affine D passant par x telle que Pi ne soit pas identiquement nul sur D. Soit
(y1, . . . , yn) un vecteur directeur de D. Alors Pi(Xy1 +x1, . . . ,Xyn +xn) est un polynôme
non nul à coefficients réels en une variable, donc n’ayant qu’un nombre fini de racines
t1, . . . , tk. Si t est un réel suffisament proche de 0 et différent de t1, . . . , tk, alors le point
(ty1 + x1, . . . , tyn + xn) de Rn est proche de x, et n’annule pas Pi, donc n’appartient pas
à F , ce qui montre le résultat.

On conclut en remarquant que deux ouverts denses d’un espace topologique non vide
ont une intersection non vide.

Schème E.13 Soient (E,�) un ensemble totalement ordonné, et x, y deux points distincts
de E. Supposons par exemple que x ≺ y. S’il existe z dans E tel que x ≺ z ≺ y, alors
U = {t ∈ E : t ≺ z} et U ′ = {t ∈ E : z ≺ t} sont des voisinages ouverts disjoints
de x et y respectivement, pour la topologie de l’ordre. Sinon, U = {t ∈ E : t ≺ y} et
U ′ = {t ∈ E : x ≺ t} sont des voisinages ouverts disjoints de x et y respectivement, pour
la topologie de l’ordre.

Schème E.14 Soient x 6= y dans X. Alors f(x) 6= f(y), donc il existe des voisinages
ouverts disjoints U et V de f(x) et f(y) respectivement. Mézalor f−1(U) et f−1(V ) sont
des voisinages ouverts disjoints de x et y respectivement, par continuité de f .
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2 Constructions de topologies

Les références recommandées sont [Bou1, Dix, Dug], ainsi que [Bre] pour le paragraphe
2.8.

2.1 Comparaison de topologies

Soit E un ensemble. Une topologie O1 sur E est moins fine qu’une topologie O2 sur
E si O1 est contenue dans O2, et plus fine si O1 contient O2. (Un moyen mnémotechnique
pour se souvenir de cette définition est de retenir qu’être plus fine signifie « avoir plus
d’ouverts ».) La relation « être moins fine que » est une relation d’ordre sur l’ensemble des
topologies de E, qui (voir le premier exemple ci-dessous) admet un plus petit et un plus
grand élément.

Soient O1,O2 deux topologies sur X et, pour tout x dans X, soient V1(x) et V2(x) deux
systèmes fondamentaux de voisinages de x pour respectivement O1 et O2. Il est immédiat
de montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

– O1 est plus fine que O2 ;
– tout fermé pour O2 est fermé pour O1 ;
– l’application identique (E,O1) → (E,O2) est continue ;
– pour tout x de E, tout voisinage de x pour O2 est voisinage de x pour O1 ;
– pour tout x de E, tout élément de V2(x) contient un élément de V1(x).

Cette dernière propriété est souvent utile pour montrer que deux topologies coïncident :
il suffit en effet de montrer que l’une est plus fine que l’autre, et réciproquement, par
exemple en utilisant deux fois la dernière propriété ci-dessus.

Exemples. • La topologie grossière est la topologie la moins fine sur E, et la topologie
discrète est la topologie la plus fine sur E.

• Si n ≥ 1, la topologie usuelle sur Rn (i.e. celle induite par la distance euclidienne)
est plus fine que la topologie de Zariski sur An(R) = Rn (et de même en remplaçant R
par C). En effet, tout fermé de Zariski de Rn est l’intersection des ensembles des zéros
d’une famille d’applications polynomiales, donc continues. Donc tout fermé de Zariski est
un fermé de la topologie usuelle de Rn.

• La topologie induite par la distance SNCF sur R2 (voir l’exemple (vi) du paragraphe
1.3) est strictement plus fine que la topologie usuelle sur R2 (c’est un exercice).

• En reprenant les notations de l’exemple (2) du paragraphe 1.4, pour tout ouvert non
vide Ω de l’espace euclidien usuel Rn, la topologie de Schwartz sur D(Ω) est plus fine que
la topologie de Whitney sur D(Ω). En effet, pour tout voisinage B′f,ε,k de f ∈ D(Ω) pour
la topologie de Whitney, si ε′ = inf{ε, 1

k}, alors ε′ ∈ C 0
0,+(Ω) et B′f,ε,k contient le voisinage

Bf,ε′ de f pour la topologie de Schwartz.

Les propriétés suivantes sont évidentes, juste un peu de gymnastique intellectuelle. Soit
O1 une topologie sur E plus fine qu’une topologie O2.

• (Toute topologie plus fine qu’une topologie séparée l’est encore.) Si O2 est séparée,
alors O1 aussi : deux ouverts disjoints pour O2 sont encore deux ouverts disjoints pour O1.

• (Toute topologie moins fine qu’une topologie séparable l’est encore.) Si O1 est sépa-
rable, alors O2 aussi : comme O2 ⊂ O1, une partie de E qui rencontre tout ouvert non vide
de O1 rencontre aussi tout ouvert non vide de O2.
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• Pour toute partie A de E, l’intérieur de A pour O2 est contenu dans l’intérieur de
A pour O1, et l’adhérence de A pour O1 est contenue dans l’adhérence de A pour O2 (car
l’intérieur d’une partie est le plus grand ouvert contenu dans une partie et son adhérence
est le plus petit fermé la contenant).

• Si une application f : X → Y entre deux espaces topologiques est continue, alors
elle est encore continue pour toute topologie plus fine sur X et pour toute topologie moins
fine sur Y .

En analyse fonctionnelle, il est souvent intéressant de travailler avec des topologies les
moins fines possibles, car si une topologie a moins d’ouverts, elle possède par contre plus
de compacts (voir le chapitre 4), et les phénomènes de compacité jouent un rôle important
en analyse.

Rappelons que l’intersection d’une famille de topologies est encore une topologie. Étant
donné une propriété P sur les topologies de E, qui est stable par l’intersection d’une
famille (quelconque) de topologies de E, il existe donc une topologie la moins fine vérifiant
la propriété P : c’est l’intersection de toutes les topologies sur E vérifiant la propriété P.

Comme on ne peut remplacer intersection par union ci-dessus, cela explique pourquoi les
topologies initiales (par exemple produit) définies ci-dessous sont plus faciles à comprendre
que les topologies finales (par exemple quotient) définies au paragraphe 2.5.

2.2 Topologie initiale

Soit X un ensemble, soit (Yi)i∈I une famille d’espaces topologiques et pour tout i ∈ I,
soit fi : X → Yi une application. La topologie initiale sur X définie par (fi)i∈I est la
topologie la moins fine rendant continues les applications fi pour i ∈ I. Celle-ci existe, car
l’intersection d’une famille de topologies sur X, rendant toutes les applications fi continues,
rend encore toutes les fi continues.

Les propriétés suivantes sont immédiates.
• C’est la topologie engendrée par {f−1

i (Ui) : i ∈ I, Ui ouvert de Yi}. Dans le cas
particulier où I est un singleton, nous pouvons omettre les mots “engendrée par” : la
topologie initiale est l’ensemble des images réciproques des ouverts de l’espace d’arrivée
par l’unique élément de la famille.

• Si Bi est une base d’ouverts de Yi pour tout i ∈ I, alors l’ensemble des intersections
finies d’éléments de {f−1

i (Ui) : i ∈ I, Ui ∈ Bi} est une base d’ouverts de X.
En particulier, si I est dénombrable, et si Yi est à base dénombrable pour tout i ∈ I,

alors X est à base dénombrable.
• Si x ∈ X et Vi est un système fondamental de voisinages de fi(x) dans Yi pour tout

i ∈ I, alors l’ensemble des intersections finies d’éléments de {f−1
i (Vi) : i ∈ I, Vi ∈ Vi} est

un système fondamental de voisinages de x dans X.
• Si Z est un espace topologique et si g : Z → X est une application, alors g est

continue si et seulement si chacune des applications fi ◦ g est continue.
En effet, si g est continue, alors fi ◦ g l’est par composition d’applications continues.

Réciproquement, comme les f−1
i (Ui), où i ∈ I et Ui est un ouvert de Yi, engendrent la

topologie de X, pour montrer que g est continue, il suffit de montrer que les g−1(f−1
i (Ui))

sont des ouverts de Z. Or g−1(f−1
i (Ui)) = (fi ◦ g)−1(Ui), ce qui montre le sens réciproque.

Exemple 1 : Topologie image réciproque Comme nous l’avons définie dans le pa-
ragraphe 1.2, si X est un ensemble, si (Y,O) est un espace topologique et si f : X → Y
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est une application, alors la topologie image réciproque f−1(O) est (par exemple par le
premier point ci-dessus) la topologie initiale sur X définie par (la famille réduite à une
seule application) f .

Exemple 2 : Topologie définie par une famille de pseudo-distances. Soit X un
espace topologique dont la topologie est définie par une famille de pseudo-distances (di)i∈I
(voir l’exemple (v) du paragraphe 1.3). Alors cette topologie O1 coïncide avec la topologie
initiale O2 sur X définie par la famille d’applications

(
fα,x0 : x 7→ dα(x, x0)

)
x0∈X,α∈A

de
X dans [0,+∞[, c’est-à-dire la topologie la moins fine rendant continue les applications
pseudo-distances à un point.

En effet, comme la pseudo-boule Bα(x0, ǫ) est égale à fα,x0
−1([0, ǫ[), la topologie O1

est moins fine que O2.
Réciproquement, soient x0 ∈ X, t0 ∈ R, ǫ > 0, x ∈ fα,x0

−1(]t0 − ǫ, t0 + ǫ[), et ǫ′ =
ǫ − |dα(x, x0) − t0|. Alors ǫ′ > 0 par définition de x. De plus, Bα(x, ǫ′) est contenue dans
fα,x0

−1(]t0 − ǫ, t0 + ǫ[), car si y ∈ Bα(x, ǫ′), alors

|dα(y, x0) − t0| ≤ |dα(y, x0) − dα(x, x0)| + |dα(x, x0) − t0|
≤ dα(x, y) + |dα(x, x0) − t0|
< ǫ′ + |dα(x, x0) − t0| = ǫ .

Donc fα,x0
−1(]t0 − ǫ, t0 + ǫ[) est un voisinage pour O1 de chacun de ses points. Comme

l’ensemble des fα,x0
−1(]t0−ǫ, t0+ǫ[) pour x0 ∈ X, t0 ∈ R et ǫ > 0 est une prébase d’ouverts

de O2 par la seconde propriété ci-dessus, la topologie O2 est moins fine que O1, et les deux
topologies coïncident.

En particulier, la topologie d’un espace métrique (X, d) est la topologie initiale définie
par la famille d’applications

(
x 7→ d(x, x0)

)
x0∈X de X dans R, c’est-à-dire la topologie la

moins fine rendant continues les applications de distance à un point.

Exemple 3 : Topologie définie par une famille de semi-normes. Soient E un
espace vectoriel réel ou complexe, et (|| · ||α)α∈A une famille de semi-normes sur E. La
topologie définie par la famille (|| · ||α)α∈A sur E est la topologie initiale définie par la
famille d’applications

(
fα,x0 : x 7→ ||x− x0||α

)
x0∈E,α∈A

de E dans [0,+∞[, c’est-à-dire la
topologie la moins fine rendant continue ces applications.

La topologie définie par (|| · ||α)α∈A est exactement la topologie de E définie par la
famille de pseudo-distances dα(x, y) = ||x− y||α par ce qui précède. En particulier, elle est
engendrée par les pseudo-boules

Bα(x0, ǫ) = {x ∈ E : ||x− x0||α < ǫ}

où x0 ∈ E, ǫ > 0 et α ∈ A . Donc elle a pour base d’ouverts les intersections finies
de telles boules. De plus (voir l’exemple (1) du paragraphe 1.5), l’ensemble des parties⋂
α∈A ′{x ∈ E : ||x − x0||α < ǫ} de E, où ǫ > 0 et A ′ est une partie finie de A , est un

système fondamental de voisinages d’un point donné x0 ∈ E.

Notons que les translations sont des homéomorphismes : pour tout v0 dans E, l’ap-
plication tv0 de E dans E définie par x 7→ x + v0 est bijective, d’inverse t−v0 , et elle est
continue, car pour tous x0 ∈ E et α ∈ A , nous avons fα,x0 ◦ tv0 = fα,x0−v0 et on applique
le quatrième point ci-dessus.
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Soit Y un espace topologique, soit y0 ∈ Y , soit Vy0 un système fondamental de voisi-
nages de y0 dans Y , et soit f : Y → E une application. D’après ce qui précède, si E est
munie de la topologie ci-dessus, alors f est continue en y0 si et seulement si

∀ ǫ > 0, ∀ α ∈ A , ∃ U ∈ Vy0, ∀ y ∈ U, ||f(y) − f(y0)||α < ǫ .

En effet, si f est continue en y0, alors la propriété en découle par composition des applica-
tions continues f et x 7→ ||x − f(y0)||α. Réciproquement, si cette propriété est satisfaite,
alors pour tout k dans N, pour tous x1, . . . , xk dans E, pour tous α1, . . . , αk dans A et
pour tout ǫ > 0, il existe, pour tout entier i tel que 1 ≤ i ≤ k, un élément Vi ∈ Vy0 tel que
||f(y) − f(y0)||αi

< ǫ. Par conséquent, pour tout y dans le voisinage
⋂

1≤i≤n Vi de y0, et
pour 1 ≤ i ≤ n, nous avons

∣∣ ||f(y) − xi||αi
− ||f(y0) − xi||αi

∣∣ ≤ ||f(y) − f(y0)||αi
< ǫ ,

ce qui montre la continuité de f .

Proposition 2.1 (1) La topologie définie par une famille de semi-normes est séparée si et
seulement si la famille est séparante.

(2) La topologie sur un espace vectoriel réel ou complexe, définie par une famille dé-
nombrable et séparante de semi-normes, est métrisable.

Preuve. (1) Si la famille n’est pas séparante, alors il existe deux points distincts x et y
dans E tels que ||y − x||α = 0 pour tout α ∈ A , donc y appartient à tout voisinage de x,
et E n’es pas séparé. La preuve du sens direct est similaire à celle du fait que la topologie
induite par (une distance associée à) une norme est séparée.

En effet, si x, y ∈ E sont distincts, soit α ∈ A tel que ǫ = ||x−y||α > 0. Les applications
fx : u 7→ ||u − x||α et fy : y 7→ ||u − y||α sont continues. Donc f−1

x ([0, ǫ2 [) et f−1
y ([0, ǫ2 [)

sont des ouverts contenant respectivement x et y. Ces ouverts sont disjoints, par inégalité
triangulaire, car s’il existait z dans E tel que ||z − x||α < ǫ

2 et ||z − y||α < ǫ
2 , alors on

aurait ||x− y||α < ǫ, ce qui n’est pas possible.

(2) Il n’est pas difficile de vérifier que chacune des distances définies dans l’exercice E.6
(1) du paragraphe 1.3 induit cette topologie.

En effet, avec les notations générales de l’exemple (2), supposons que l’ensemble d’indice
A soit égal à N (ce qui est possible, à bijection près, quitte à rajouter, si A est fini, des
semi-normes nulles). Notons dn la pseudo-distance associée à la semi-norme || · ||n, et d la
distance définie par

d(x, y) =
∑

n∈N

2−n min{1, dn(x, y)} .

Notons Onorm et Odist respectivement la topologie définie par la famille de semi-normes et
celle induite par la distance d. Comme les translations dans E sont des homéomorphismes
à la fois pour Onorm et Odist (ce sont même des isométries pour Odist) , il suffit de montrer
que tout voisinage du vecteur nul pour l’une contient un voisinage du vecteur nul pour
l’autre. Rappelons que

{Bd(0, ǫ) : ǫ > 0}
est un système fondamental de voisinages de 0 pour Odist, et que

{ N⋂

n=0

{x ∈ E : ||x||n < ǫ} : N ∈ N, ǫ > 0
}
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est un système fondamental de voisinages de 0 pour Onorm.
Soit ǫ > 0. Soit N ∈ N tel que

∑+∞
n=N+1 2−n ≤ ǫ

2 . Soit x dans X. Si ||x||n < ǫ
4 pour

0 ≤ n ≤ N , alors d(x, 0) < ǫ
4

∑N
n=0 2−n + ǫ

2 ≤ ǫ. Donc tout voisinage de 0 pour Odist

contient un voisinage de 0 pour Onorm

Réciproquement, soient ǫ ∈ ]0, 1[ et N ∈ N. Soit x dans X. Si d(x, 0) < ǫ2−N , alors
pour tout n ∈ N, on obtient 2−n min{1, dn(x, 0)} < ǫ2−N . Donc, pour 0 ≤ n ≤ N ,
||x||n = min{1, dn(x, 0)} < ǫ, et le résultat en découle. �

Exemple 3.1 : L’espace de Schwartz des applications lisses à décroissance rapide. Pour
tout r ∈ N − {0}, soit S (Rr) l’espace vectoriel des applications C∞ de Rr dans R à
décroissance rapide, défini dans l’exemple (v) du paragraphe 1.3. Considérons la famille
(|| · ||k,m)k∈N,m∈Nr de semi-normes définie dans l’exemple (v) du paragraphe 1.3. Par la
preuve de la proposition 2.1 (2) précédente, la topologie définie par cette famille coïncide
avec la topologie induite par la distance

d(x, y) =
∑

k∈N,m∈Nr

1

2k+|m|
min{1, ||x − y||k,m} .

Sauf mention contraire, l’espace vectoriel S (Rr) sera muni de cette topologie (métrisable),
et s’appelle l’espace de Schwartz.

Exemple 3.2 : L’espace des applications lisses à support dans un compact prescrit. Avec les
notations de l’exemple (2) du paragraphe 1.4, pour K = R ou K = C, pour tout r ∈ N−{0},
pour tout ouvert Ω de Rr et pour tout compact non vide K dans Ω, rappelons que DK(Ω)
est l’espace vectoriel sur K des applications C∞ de Ω dans K) dont le support est contenu
dans K.

Pour tout f dans DK(Ω) et tout m dans Nr, posons

||f ||m = max
x∈K

| ∂mf(x) | .

Il est facile de vérifier que ||·||m est une semi-norme sur DK(Ω), et que la famille (||·||m)m∈Nr

est une famille dénombrable séparante de semi-normes sur DK(Ω). La topologie sur DK(Ω)
définie par cette famille est donc métrisable (voir la proposition 2.1).

Exemple 3.3 : L’espace des applications lisses à support compact. Toujours avec les nota-
tions de l’exemple (2) du paragraphe 1.4, pour K = R ou K = C, pour tout r ∈ N − {0},
pour tout ouvert non vide Ω de Rr, rappelons que D(Ω) est l’espace vectoriel des applica-
tions lisses de Rr dans K) à support compact dans Ω. Pour tout f dans D(Ω) et tout ε
dans C 0

0,+(Ω), posons

||f ||ε = max
x∈Ω

max
m∈Nr , |m|≤1/ε(x)

| ∂mf(x) |
ε(x)

.

Il est facile de vérifier que la borne supérieure définissant ||f ||ε est bien un maximum (par
compacité du support de f), que || · ||ε est une semi-norme sur D(Ω), et que la famille

(|| · ||ε)ε∈C 0
0,+(Ω)

est une famille (non-dénombrable) séparante de semi-normes sur D(Ω) : si f ∈ D(Ω) n’est
pas la fonction nulle, alors ||f ||ε > 0 pour tout ε ∈ C 0

0,+(Ω) (qui est non vide, comme vu
dans l’exemple (2) du paragraphe 1.4).
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Proposition 2.2 La topologie sur D(Ω) définie par cette famille de semi-normes est la
topologie de Schwartz. En particulier, la topologie de Schwartz est séparée.

Mais comme indiqué dans l’exercice E.9, elle n’est pas métrisable.

Preuve. Pour ces deux topologies, les translations dans l’espace vectoriel D(Ω) sont des
homéomorphismes (voir l’exemple (2) du paragraphe 1.8). Donc il suffit de montrer que
tout voisinage de la fonction nulle 0 pour l’une contient un voisinage de 0 pour l’autre, et
réciproquement.

Rappelons que les

B0,ε =
{
f ∈ D(Ω) : ∀ x ∈ Ω, ∀ m ∈ Nr, |m| ≤ 1/ε(x) =⇒ | ∂mf(x) | < ε(x)

}
,

pour ε ∈ C 0
0,+(Ω), forment un système fondamental de voisinages de 0 pour la topologie

de Schwartz.
Soit ε ∈ C 0

0,+(Ω). Il est immédiat que {f ∈ D(Ω) : ||f ||ε < 1}, qui est un voisinage
ouvert de 0 pour la topologie définie par la famille de semi-normes, est contenu dans B0,ε.

Réciproquement, soient ε1, . . . , εk dans C 0
0,+(Ω) et η1, . . . , ηk dans ]0, 2]. Posons ε =

min1≤i≤k εi, qui appartient à C 0
0,+(Ω), et η = min1≤i≤k ηi, qui est strictement positif.

Alors l’ensemble
⋂

1≤i≤k {f ∈ D(Ω) : ||f ||εi
< ηi} contient le voisinage pour la topologie

de Schwartz B0,ηε/2, car 1/εi ≤ 2/(ηε) pour 1 ≤ i ≤ k. �

Remarquons qu’à la fois dans S (Rr), dans DK(Ω) et dans D(Ω), pour tout m dans
Nr, les applications f 7→ ∂mf sont continues : pour tous k ∈ N, m,m′ ∈ Nr, ε ∈ C 0

0,+(Ω),
on a ε/(1 +mε) ∈ C 0

0,+(Ω), et pour tout f ∈ S (Rr), pour tout g ∈ DK(Ω) et pour tout
h ∈ D(Ω),

||∂mf ||k,m′ = ||f ||k,m+m′ , ||∂mg||m′ = ||g||m+m′ et ||∂mh||ε ≤ ||h||ε/(1+mε) .

Exemple 3 : Topologie étroite. Soit X un espace topologique. Notons M (X) l’en-
semble des mesures boréliennes positives de probabilité sur X (voir le cours d’Intégration
et Probabilité, ou [Coh]). Notons C 0

b (X) l’espace vectoriel réel des applications continues
bornées de X dans R. La topologie étroite sur M (X) est la topologie initiale définie par la
famille d’applications µ 7→ µ(f) lorsque f parcourt C 0

b (X).

2.3 Sous-espace topologique

Soient X un espace topologique, A une partie de X et i : A →֒ X l’inclusion.

La topologie initiale sur A définie par i est appelée la topologie induite sur A. L’ensemble
A muni de cette topologie est appelé un sous-espace topologique de X (ou sous-espace
par abus). Sauf mention contraire, toute partie d’un espace topologique sera munie de la
topologie induite.

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies initiales, ou sont laissées en
exercice.

• L’inclusion i est continue, et la topologie induite sur A est la moins fine rendant
continue i.

• Si Y est un espace topologique, si f : X → Y est une application continue et si B
est une partie de Y contenant f(A), alors la restriction g : A→ B de f est continue.
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• Une partie U de A est ouverte dans A si et seulement s’il existe un ouvert U ′ de X
tel que U = U ′ ∩ A. Si B est une base d’ouverts de X, alors {U ∩A : U ∈ B} est
une base d’ouverts de A.

• Une partie F de A est fermée dans A si et seulement s’il existe un fermé F ′ de X tel
que F = F ′ ∩A.

• Pour tout x dans A, une partie V de A est un voisinage de x dans A si et seulement
s’il existe un voisinage V ′ de x dans X tel que V = V ′ ∩ A. Si V est un système
fondamental de voisinages de x ∈ A dans X, alors {V ∩A : V ∈ V } est un système
fondamental de voisinages de x dans A.

• Tout ouvert de A est un ouvert de X si et seulement si A est ouvert dans X.
• Tout fermé de A est un fermé de X si et seulement si A est fermé dans X.
• Si A ⊂ B ⊂ X, alors l’adhérence de A dans B est l’intersection avec B de l’adhérence

de A dans X.

Exemples et remarques. (1) Par exemple, par le cinquième point appliqué aux boules
ouvertes, pour toute partie Y d’un espace métrique (X, d), la topologie induite sur Y par
la distance induite sur Y par d est la topologie induite sur Y par la topologie induite sur
X par la distance d.

(2) Par le troisième point, avec R l’espace topologique défini dans l’exemple (1) du
paragraphe 1.4, l’inclusion R → R est un homéomorphisme sur son image (celle-ci étant,
comme dit ci-dessus, munie de la topologie induite).

(3) Par le dernier point, toute partie d’un espace topologique est dense dans son adhé-
rence (celle-ci étant, comme dit ci-dessus, munie de la topologie induite).

(4) Reprenons les notations de l’exemple (2) du paragraphe 1.4 et des exemples 3.2 et
3.3 du paragraphe 2.2 précédent. Soient K et K ′ deux compacts non vides d’un ouvert Ω
de Rr où r ∈ N − {0}, tels que K ⊂ K ′. Pour tout m dans Nr, la restriction à DK(Ω) de
la semi-norme || · ||m de DK ′(Ω) est la semi-norme || · ||m de DK(Ω). Donc la topologie de
DK(Ω) coïncide avec la topologie induite sur DK(Ω) par la topologie de DK ′(Ω).

De plus, DK(Ω) est fermé dans DK ′(Ω), car son complémentaire est ouvert : si f0 ∈
DK ′(Ω) − DK(Ω), soit x0 ∈ K ′ −K tel que η = |f0(x0)| > 0, alors (avec 0 l’élément nul
de Nr) l’ensemble {f ∈ DK ′(Ω) : ||f − f0||0 < η/2} est un voisinage ouvert de f0 dans
DK ′(Ω) disjoint de DK(Ω).

La topologie induite par la topologie (de Schwartz) de D(Ω) sur DK(Ω) est la topologie
de DK(Ω), car pour tout f dans DK(Ω), pour tout ε ∈ C 0

0,+(Ω), si N = maxx∈K 1
ε(x) , alors

||f ||ε ≤ N max
m∈Nr , |m|≤N

||f ||m ,

et réciproquement, pour tout m dans Nr, si ε ∈ C 0
0,+(Ω) est tel que κ = maxx∈K ε(x) ≤

1/|m|, alors
||f ||m ≤ κ ||f ||ε .

De plus, DK(Ω) est fermé dans D(Ω), car son complémentaire est ouvert : si f0 ∈
cDK(Ω), soit x0 ∈ cK tel que η = |f0(x0)| > 0, et ε ∈ C 0

0,+(Ω) tel que ε(x0) <
η
2 , alors

Bf0,ε est un voisinage ouvert de f0 dans D(Ω) disjoint de DK(Ω).

On dit que x ∈ A est un point isolé de A si le singleton {x} est une partie ouverte du
sous-espace topologique A, i.e. (voir le troisième point ci-dessus) s’il existe un voisinage
V de x dans X tel que V ∩ A = {x}. Si X = R, un point x de A est isolé à gauche s’il
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est isolé dans ] − ∞, x] ∩ A, et isolé à droite s’il est isolé dans [x,+∞[ ∩A. Comme un
espace topologique est discret si et seulement si ses singletons sont ouverts, les assertions
suivantes sont équivalentes :

• le sous-espace A est discret ;
• tout point de A est isolé.

La continuité d’une application est une propriété locale, c’est-à-dire qu’elle vérifie la
propriété (de faisceau, voir par exemple [God]) suivante.

Proposition 2.3 Si (Ui)i∈I est une famille d’ouverts de X, de réunion égale à X, si
f : X → Y est une application de X dans un espace topologique Y , alors f est continue si
et seulement si, pour tout i ∈ I, la restriction f|Ui

: Ui → Y de f à Ui (muni, comme dit
ci-dessus, de la topologie induite) est continue.

Preuve. Si fi : Ui → X est l’inclusion, alors f|Ui
= f ◦ fi, ce qui montre le sens direct par

composition d’applications continues.
Réciproquement, si V est un ouvert de Y , alors f−1(V ) =

⋃
i∈I f|Ui

−1(V ) est un ouvert
de X, car tout ouvert de Ui est un ouvert de X, puisque Ui est ouvert. �

La proposition précédente est en général fausse si l’on remplace ouverts par fermés,
mais reste vrai après un tel remplacement si l’on suppose que l’ensemble d’indice I est fini,
comme le montre l’exercice (corrigé) suivant.

Exercice E.15 Soient X, Y deux espaces topologiques, A, A′ deux fermés de X de réunion
X, et f : A → Y , f ′ : A′ → Y deux applications continues telles que f|A∩A′ = f ′|A∩A′.
Alors l’application g : X → Y , telle que g(x) = f(x) si x ∈ A et g(x) = f ′(x) si x ∈ A′,
est continue.

Le résultat suivant donne une liste de propriétés topologiques qui sont héritées par
passage à la topologie induite.

Proposition 2.4 Soit X un espace topologique et A une partie de X (munie de la topologie
induite).

• Si X est séparé, alors A l’est.
• Si X est à base dénombrable d’ouverts, alors A l’est.
• Si X est métrisable, alors A l’est.
• Si X est métrisable séparable, alors A l’est.

Preuve. Comme les ouverts de A sont les traces sur A des ouverts de X, les deux pre-
mières assertions sont immédiates. Nous avons déjà mentionné la troisième. Montrons la
quatrième.

Nous pouvons supposer A non vide. Si X est métrisable séparable, alors soient d une
distance induisant sa topologie et (xn)n∈N une suite dense dans X. Pour tout n dans N, soit
an un élément de A tel que d(xn, an) < d(xn, A)+ 1

n+1 , en supposant que an = xn si xn ∈ A.
Alors la suite (an)n∈N est dense dans A. En effet, pour tout a dans A− {an : n ∈ N} et
tout ǫ > 0, soit n dans N tel que d(a, xn) < ǫ

3 et n+1 > 3
ǫ (s’il n’y avait qu’un nombre fini

de points xn dans B(a, ǫ3), alors a serait l’un des xn, donc l’un des an, ce que nous avons
exclu). Alors

d(a, an) ≤ d(a, xn) + d(xn, an) <
ǫ

3
+ d(xn, A) +

1

n+ 1
≤ ǫ

3
+ d(xn, a) +

1

n+ 1
< ǫ ,
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ce qui montre le résultat. �

Comme le montre l’exercice suivant, ce n’est pas parce qu’un sous-espace topologique
A d’un espace topologique X est séparé que deux points de A ont des voisinages disjoints
dans X.

Exercice E.16 Soit X un espace topologique, ω un ensemble n’appartenant pas à X, et
Y = X ∪ {ω}. Montrer que l’ensemble des parties de Y , vides ou de la forme U ∪ {ω}
pour U un ouvert de X, est une topologie sur Y . Montrer que l’inclusion de X dans Y est
un homéomorphisme sur son image (celle-ci étant munie de la topologie induite par Y ).
Montrer que deux voisinages dans Y de deux points de X ont une intersection non vide.

Montrer que l’espace topologique Y est séparable (alors que son sous-espace X ne l’est
pas forcément).

La proposition suivante donne en particulier des conditions pour qu’un espace « loca-
lement métrisable » soit métrisable. Remarquons que l’espace topologique {O±}∪ ]0, 1] de
l’exercice E.11 est « localement métrisable » (tout point admet un voisinage métrisable),
mais il n’est pas métrisable (car non séparé).

Notons ℓ2(R) l’espace vectoriel normé des suites réelles de carré sommable, pour la
norme

||(xn)n∈N||2 =
( +∞∑

n=0

x2
n

) 1
2
,

(qui est un espace de Hilbert, voir le paragraphe 6.2, mais nous n’avons pas besoin de cette
information ici)

Proposition 2.5 Soit X un espace topologique dans lequel tout point admet un voisinage
métrisable (donc un système fondamental de voisinages fermés dont la topologie induite est
métrisable). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) X est métrisable séparable ;

(2) X est séparé et à base dénombrable d’ouverts ;

(3) il existe une application de X dans ℓ2(R) qui est un homéomorphisme sur son image
(pour la topologie induite).

Preuve. L’espace vectoriel normé ℓ2(R) est métrisable séparable (l’ensemble des suites
presque nulles de rationnels est dense). Tout sous-espace topologique d’un espace métrisable
séparable l’est encore (voir la proposition 2.4). Donc (3) implique (1).

Un espace métrique séparable est séparé (voir la proposition 1.7) et à base dénombrable
(voir l’exercice corrigé E.10 (1)). Donc (1) implique (2).

Montrons que (2) implique (3). Soit (Ui)i∈N une base dénombrable d’ouverts deX. Nous
pouvons supposer que Ui est métrisable (pour la topologie induite), car si J est l’ensemble
des i ∈ N tels que Ui est métrisable, alors (Uj)j∈J est encore une base d’ouverts, par
l’hypothèse sur X. (En effet, pour tout ouvert U de X , pour tout x dans U , si Vx est un voisinage

métrisable de x dans X , et si dx est une distance sur Vx induisant sa topologie, alors Bdx
(x, 1)∩ U

est un voisinage de x dans X , donc il existe ix dans I tel que x ∈ Uix
⊂ Bdx

(x, 1) ∩ U , et

U =
⋃

x∈U Uix
.)

Notons di une distance sur l’espace Ui induisant sa topologie. Considérons la fonction
ϕi : X → [0, 1] définie par ϕi(x) = min{1, di(x, ∂Ui)} si x est dans Ui et ϕi(x) = 0 sinon. Il
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est facile de vérifier que ϕi est continue et non nulle exactement sur Ui. Alors l’application
f : x 7→

(
1
i+1ϕi(x)

)
i∈N

est un homéomorphisme de X sur son image dans ℓ2(R). En effet,
l’injectivité découle du fait que X est séparé et que (Ui)i∈N est une base d’ouverts. La
continuité vient du fait que les ϕi sont continues et bornées en valeur absolue par 1. Enfin,
l’application f : X → f(X) est fermée, car si F est un fermé de X et si x n’est pas dans
F , alors il existe i tel que x ∈ Ui ⊂ X − F , et donc d(f(x), f(F )) ≥ ϕi(x)/(i + 1) > 0. Il
découle du paragraphe 1.8 qu’une injection continue fermée est un homéomorphisme sur
son image. Donc (2) implique (3). �

Soit n un élément de N. Une variété topologique de dimension n est un espace topologi-
que métrisable séparable, dans lequel tout point admet un voisinage ouvert homéomorphe
à un ouvert de l’espace euclidien usuel Rn. Au lieu de demander que X soit métrisable
séparable, nous pourrions demander, de manière équivalente par la proposition 2.5, que X
soit séparé à base dénombrable d’ouverts. Il est souvent plus facile de vérifier les conditions
séparé, à base dénombrable d’ouverts, que les conditions métrisable séparable (lorsque l’on
veut montrer qu’un objet est une variété topologique). Par contre, les secondes propriétés
sont souvent plus utiles lorsque l’on travaille sur une variété topologique donnée, et que
l’on a besoin des propriétés les plus fortes. Voir le cours de Géométrie différentielle du
second semestre pour l’usage de ces conditions globales sur les variétés.

Exercice E.17 Soient X un espace topologique et (Ai)i∈I une famille de parties de X.
On suppose vérifiée au moins l’une des deux conditions suivantes :

– (
◦
Ai)i∈I est un recouvrement (voir définition au chapitre 4) de X ;

– (Ai)i∈I est un recouvrement fermé de X localement fini (i.e. pour tout x dans X, il
existe un voisinage V de x tel que {i ∈ I : V ∩Ai 6= ∅} est fini).

Montrer qu’une partie B de X est fermée (resp. ouverte) si et seulement si Ai ∩ B est
fermé (resp. ouvert) dans Ai.

Parties connexes
Soit X un espace topologique.

L’espace X est localement connexe si tout point de X admet un système fondamental
de voisinages connexes. L’espace X est localement connexe par arcs si tout point de X
admet un système fondamental de voisinages connexes par arcs.

Comme un espace connexe par arcs est connexe, un espace localement connexe par arcs
est localement connexe.

Si f : [0, 1] → X et f ′ : [0, 1] → X sont deux chemins continus tels que f(1) = f ′(0),
on appelle concaténation des chemins f et f ′ l’application g : [0, 1] → X, notée souvent
f · f ′, définie par

g(t) =

{
f(2t) si t ∈ [0, 1

2 ]
f ′(2t− 1) si t ∈ [12 , 1] .

Par l’exercice (corrigé) E.15, la concaténation g est un chemin (continu) de f(0) à f ′(1).

Proposition 2.6 Si X est connexe et localement connexe par arcs, alors X est connexe
par arcs.

Preuve. Cette preuve est un exemple typique de la méthodologie introduite au paragraphe
1.9.
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Par concaténation de chemins, l’ensemble non vide A des points de X que l’on peut
joindre par un chemin à un point x0 donné de X est, par connexité locale par arcs, à la
fois ouvert et de complémentaire ouvert.

(En effet, si x ∈ A, alors soient V un voisinage connexe par arcs de x, et f un chemin de x0 à

x. Pour tout y dans V , soit f ′ un chemin de x à y dans V . Alors la concaténation de f et f ′ est

un chemin de x0 à y, donc V ⊂ A et A est ouvert. Si x /∈ A, alors soit V un voisinage connexe par

arcs de x. S’il existe un point y de V appartenant à A, alors soient f un chemin de x0 à y et f ′

un chemin de y à x. La concaténation de f et f ′ est alors un chemin de x0 à x, ce qui n’est pas

possible. Donc V ⊂ cA, et cA est ouvert.)

On conclut par connexité de X. �

Une composante connexe de X est un sous-espace connexe maximal (pour l’inclusion)
de X. Une composante connexe par arcs de X est un sous-espace connexe par arcs maximal
(pour l’inclusion) de X.

Un espace topologique est totalement discontinu si toutes ses composantes connexes
sont réduites à des singletons. Par exemple, un espace discret est totalement discontinu,
et l’espace de Cantor triadique (voir l’exercice E.22 du paragraphe 2.4) n’est pas discret,
mais est totalement discontinu.

Les propriétés suivantes des parties connexes et connexes par arcs de X sont immé-
diates.

• L’image d’un sous-espace connexe par une application continue est un sous-espace
connexe (par le second point des propriétés des sous-espaces topologiques et le second
exemple du paragraphe 1.9).

• L’image d’un sous-espace connexe par arcs par une application continue est un
sous-espace connexe par arcs, par composition des applications continues.

• Pour tout sous-espace connexe C de X, si C ⊂ D ⊂ C, alors D est connexe (le
célèbre-par-le-nom théorème de l’arbre et de l’écorce, obtenu en appliquant la continuité
d’une restriction d’application continue, les propriétés (5) du paragraphe 1.9 et (4) de la
proposition 1.8, l’hypothèse impliquant que C est dense dansD). En particulier, l’adhérence
d’un connexe est connexe (mais il n’est pas toujours vrai que l’adhérence d’un connexe par
arcs est connexe par arcs, voir l’exemple ci-dessous).

• Une composante connexe est fermée (par le théorème de l’arbre et de l’écorce et
par maximalité). Mais il n’est pas toujours vrai qu’une composante connexe par arcs est
fermée, voir l’exemple ci-dessous.

• La réunion d’une famille de sous-espaces connexes
d’intersection non vide est connexe (toujours en appli-
quant la propriété (5) du paragraphe 1.9, et puisque les
restrictions d’applications continues sont continues).
Donc si A est une partie connexe non vide de X (par
exemple un singleton), alors la réunion de tous les
sous-espaces connexes de X contenant A est la compo-
sante connexe de X contenant A. En particulier, deux
composantes connexes distinctes sont disjointes. L’en-
semble des composantes connexes de X est donc une
partition de X.
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Exercice E.18 (Le célèbre-par-le-nom théorème des chipolatas) Soit (Cn)n∈N une famille
de sous-espaces connexes de X, tels que, pour tout n dans N, l’intersection Cn ∩Cn+1 soit
connexe. Montrer que la réunion

⋃
n∈N Cn est connexe.

• Si X est réunion d’une famille (Ai)i∈I de sous-espaces connexes par arcs dont l’inter-
section

⋂
i∈I Ai est non vide, alors X est connexe par arcs, par concaténation de chemins

continus.
• Si X est localement connexe, alors les composantes connexes de X sont fermées et

ouvertes (car voisinages de chacun de leurs points).
• Dans un espace localement connexe par arcs, les composantes connexes par arcs

sont ouvertes et fermées (car, par un argument déjà vu dans la preuve de la proposition
2.6, l’ensemble des points que l’on peut joindre à un point fixé par un chemin continu
est ouvert et de complémentaire ouvert, par concaténation de chemins continus). Donc,
dans un espace localement connexe par arcs, les composantes connexes et les composantes
connexes par arcs coïncident.

Exemple. Par exemple, l’adhérence dans R2 du graphe de
la fonction f : x 7→ sin 1

x , définie sur ] 0,+∞[, est connexe
(comme adhérence de l’image du connexe ]0,+∞[ par l’ap-
plication continue t 7→ (t, f(t))). Mais elle n’est pas loca-
lement connexe (il est facile de voir que le point (0, 1) n’a
pas de système fondamental de voisinages connexes). Elle a
donc une seule composante connexe. Mais elle possède deux
composantes connexes par arcs, l’une (le segment vertical
{0} × [0, 1]) fermée (donc non ouverte), et l’autre, bien sûr,
non fermée et ouverte : le segment vertical {0} × [−1, 1] et
le graphe de f sont connexes par arcs, comme images par
des applications continues d’intervalles, et nous verrons au
paragraphe 3.3 pourquoi ces deux connexes par arcs sont
maximaux.

−1

1

2.4 Topologie produit

Soient (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques et

X =
∏

i∈I
Xi = {(xi)i∈I ∈ (

⋃

i∈I
Xi)

I : ∀ i ∈ I, xi ∈ Xi}

l’ensemble produit, muni de ses projections canoniques pri : X → Xi avec pri(x) = xi si
x = (xi)i∈I . La topologie initiale sur X définie par (pri)i∈I est appelée la topologie produit
sur X. Sauf mention contraire, l’ensemble produit d’une famille d’espaces topologiques sera
muni de la topologie produit.

Par exemple, si n ∈ N − {0} et si X1, ... ,Xn sont des espaces topologiques, alors la
topologie produit sur X = X1 × ... ×Xn est la topologie la moins fine rendant continues
les projections (x1, ... , xn) 7→ xi pour 1 ≤ i ≤ n.
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Un ouvert élémentaire de X est une partie de X de la forme

VJ,(Uj)j∈J
= {(xi)i∈I ∈ X : ∀ j ∈ J, xj ∈ Uj} =

⋂

j∈J
pr−1
j (Uj)

pour J une partie finie de I et Uj un ouvert de Xj pour tout j dans J .
Par exemple, si n ∈ N − {0} et X = X1 ×X2 × ...×Xn, alors les ouverts élémentaires

de X sont exactement les parties de la forme U1 × U2 × ...× Un avec Ui un ouvert de Xi.

Les propriétés suivantes découlent des propriétés des topologies initiales, ou sont laissées
en exercice :

• Les projections pri sont continues, et la topologie produit est la topologie la moins
fine rendant continues les projections pri.

• L’ensemble des ouverts élémentaires de X est une base d’ouverts de la topologie
produit de X.

Plus généralement, si Bi est une base d’ouverts de Xi pour tout i ∈ I, alors
l’ensemble des ouverts élémentaires de la forme VJ,(Uj)j∈J

, où J est une partie finie
de I et Uj ∈ Bj pour j ∈ J , est une base d’ouverts de la topologie produit de X.

• Si a = (ai)i∈I ∈ X, si Vi est un système fondamental de voisinages de ai dans Xi

pour tout i dans I, alors l’ensemble des parties de X de la forme

{(xi)i∈I ∈ X : ∀ j ∈ J, xj ∈ Vj} =
⋂

j∈J
pr−1
j (Vj) ,

lorsque J est une partie finie de I et Vj ∈ Vj pour j ∈ J , est un système fondamental
de voisinages de a dans X pour la topologie produit.

• Soient Y un espace topologique et f : Y → X une application. On note fi = pri ◦ f
la i-ème composante de f , de sorte que f(y) = (fi(y))i∈I . Alors f est continue en
y ∈ Y si et seulement si fi : Y → Xi est continue en y pour tout i dans I. De même,
f est continue si et seulement si fi : Y → Xi est continue pour tout i dans I.

• (Associativité de la topologie produit) Si I =
⋃
α∈A Iα est une partition de I, et si

Yα =
∏
i∈Iα Xi, alors l’application canonique

∏

α∈A
Yα →

∏

i∈I
Xi

définie par (yα)α∈A 7→ (xi)i∈I si yα = (xi)i∈Iα , est un homéomorphisme.
• (Commutativité de la topologie produit) Si σ : I → I est une bijection, alors l’applica-

tion
∏
i∈I Xi →

∏
i∈I Xσ(i), définie par (xi)i∈I 7→ (xσ(i))i∈I , est un homéomorphisme.

• Si Ai est une partie de Xi pour tout i dans I, alors

∏

i∈I
Ai =

∏

i∈I
Ai .

En effet, l’inclusion du terme de gauche dans le terme de droite découle de la conti-
nuité des projections : pour tout j dans I,

prj
(∏

i∈I
Ai
)

⊂ prj
(∏

i∈I
Ai) ⊂ Aj .
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Réciproquement, soit (xi)i∈N ∈ ∏i∈I Ai, soit J une partie finie de I et soit Vj un
voisinage de xj pour j ∈ J . Posons Vi = Xi si i /∈ J . Puisque xi ∈ Ai, il existe
ai ∈ Ai ∩ Vi pour tout i ∈ I. Donc

(ai)i∈I ∈
(∏

i∈I
Ai
)
∩
( ⋂

j∈J
pr−1
j (Vj)

)
,

ce qui montre l’autre inclusion.
• Il découle du point précédent que si Ai est une partie de Xi, alors

∏
i∈I Ai est fermé

dans X si Ai est fermé dans Xi pour tout i dans I, la réciproque étant vraie si les
Ai sont non vides.

Remarque. En particulier, si X,Y,Z sont des espaces topologiques, alors les applications
(X × Y ) × Z → X × (Y × Z) telles que ((x, y), z) 7→ (x, (y, z)), et X × Y → Y ×X telle
que (x, y) 7→ (y, x), sont des homéomorphismes.

La dernière propriété ci-dessus est fausse pour les ouverts : A = [0, 1[N n’est pas ouvert
dans X = [0, 1]N : le point de A dont toutes les composantes sont nulles est adhérent au
complémentaire de A, car tout voisinage d’un point de X contient un élément de X dont
les composantes sont égales à 1 à partir d’un certain rang, par le troisième point ci-dessus.

Attention, il existe des ouverts dans l’espace topologique produit
R × R qui ne sont pas des ouverts élémentaires (i.e. pas produits
de deux ouverts). Par exemple, la boule ouverte unité (pour la
distance euclidienne usuelle) est un ouvert de la topologie produit,
par exemple car c’est l’image réciproque de l’ouvert ] − ∞, 1[ de
R par l’application (x, y) 7→ x2 + y2 continue pour la topologie
produit (par continuité de la somme et du produit d’applications
continues). Mais ce n’est pas un produit de deux parties de R. La
réunion de deux ouverts élémentaires n’est pas toujours un ouvert
élémentaire (voir le dessin ci-contre).

Si X,Y,Z sont trois espaces topologiques, et si f : X → Y , g : X → Z sont deux
applications continues, alors l’application x 7→ (f(x), g(x)) de X dans l’espace topologique
produit Y × Z est continue, par le quatrième point ci-dessus. On appelle graphe d’une
application h : E → F entre deux ensembles E et F , l’application x 7→ (x, h(x)) de
l’ensemble E dans l’ensemble produit E × F (on appelle aussi par abus graphe l’image de
cette application). En particulier, le graphe d’une application continue f : X → Y est une
application continue.

Exercice E.19 Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques non vides, de produit X =∏
i∈I Xi. Pour tout i dans I, soit xi un point fixé de Xi. Montrer que pour tout j dans I,

l’application φj : Xj → X qui à x dans Xj associe la famille (yi)i∈I , où yi = xi si i 6= j et
yj = x, est un homéomorphisme de Xj sur son image dans l’espace topologique produit X.

En particulier, toute propriété invariante par homéomorphismes, préservée par passage
à un sous-espace topologique, qui est vraie pour un produit d’espaces topologiques non
vides, est vraie pour chacun d’eux.

Exercice E.20 (Un produit de surjections ouvertes est ouverte) Soient (Xi)i∈I et (Yi)i∈I
deux familles d’espaces topologiques et X =

∏
i∈I Xi, Y =

∏
i∈I Yi. Pour tout i dans I,
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soit fi : Xi → Yi une application ouverte et surjective, et soit f : X → Y l’application de
i-ème composante fi ◦ pri pour tout i ∈ I (i.e. f

(
(xi)i∈I

)
=
(
fi(xi)

)
i∈I). Montrer que f

est ouverte.

Proposition 2.7 Un produit d’espaces topologiques séparés est séparé. Si un produit d’es-
paces topologiques non vides est séparé, alors chacun des facteurs est séparé.

Preuve. Soit X =
∏
i∈I Xi un espace topologique produit. Si x = (xi)i∈I 6= y = (yi)i∈I ,

alors il existe au moins un j dans I tel que xj 6= yj. Si les Xi sont séparés, alors il existe
deux ouverts disjoints U, V dans Xj tels que xj ∈ U et yj ∈ V . Donc pr−1

j (U) et pr−1
j (V )

sont deux ouverts (élémentaires) de X, disjoints, et contenant respectivement x et y. Par
conséquent, X est séparé.

Réciproquement, si X est séparé et si les Xi sont non vides, on choisit ai dans Xi pour
tout i dans I. Soit j dans I. L’application φ : Xj → X définie par x 7→ (xi)i∈I où xj = x et
xi = ai pour tout i 6= j, est un homéomorphisme sur son image. En effet, elle est injective,
et continue car pri ◦ φ est continue pour tout i. Sa réciproque est la restriction à l’image
de φ de la j-ème projection, donc est continue. �

Exercice E.21 (1) Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X et B une
partie de Y . Montrer que

∂(A×B) =
(
(∂A) ×B

)
∪
(
A× (∂B)

)
.

(2) Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques. Pour tout i dans I, soit Ai une
partie de Xi. Montrer que

∏
i∈I Ai est dense dans X si Ai est dense dans Xi pour tout i

dans I, la réciproque étant vraie si les Ai sont non vides.

Proposition 2.8 Le produit d’une famille dénombrable d’espaces topologiques à base dé-
nombrable (respectivement séparable) est encore à base dénombrable (respectivement sépa-
rable).

Preuve. L’affirmation concernant l’existence d’une base dénombrable d’ouverts est une
propriété des topologies initiales (et découle immédiatement du second point ci-dessus).

Pour tout j ∈ N, soit (xj,k)k∈N une suite dense dans un espace topologique Xj . Soit
a ∈ X =

∏
i∈NXn. Considérons l’ensemble A des éléments (xi)i∈I de X tels qu’il existe

une partie finie J de I telle que xi = ai si i /∈ J , et que, pour tout j ∈ J , il existe k ∈ N
tel que xj = xj,k. Il n’est pas difficile de montrer que A est dénombrable et dense pour la
topologie produit sur X. �

Proposition 2.9 Le produit d’une famille dénombrable d’espaces topologiques métrisables
est encore métrisable.

Faisons quelques remarques avant de donner la preuve.

Remarques. (i) Par contre, le produit d’une famille non dénombrable d’espaces topolo-
giques ayant au moins deux points n’est pas métrisable. Plus précisément (voir [Dug, page
189]), si (Xi)i∈I est une famille d’espaces topologiques ayant au moins deux points, alors
l’espace topologique produit

∏
i∈I Xi est métrisable si et seulement si I est dénombrable

et Xi est métrisable pour tout i dans I.
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(ii) Si n ∈ N − {0} et si E1, . . . , En sont des espaces métriques, alors la topologie
induite par l’une des distances produits (deux à deux équivalentes, donc topologiquement
équivalentes) dp définies dans l’exemple (iv) du paragraphe 1.3 coïncide avec la topologie
produit des topologies sur les Ei induites par leurs distances : en prenant la distance
d∞(x, y) = max1≤i≤n d(xi, yi), la boule ouverte de centre (x1, . . . , xn) et de rayon ǫ pour
d∞ est exactement le produit des boules ouvertes de centre xi et de rayon ǫ dans Ei, pour
1 ≤ i ≤ n.

(iii) En particulier, si E1, . . . , En sont des espaces vectoriels (réels ou complexes) nor-
més, alors dans l’espace vectoriel E1 × · · · × En, muni de l’une quelconque de ses normes
produits définies dans l’exemple (iv) du paragraphe 1.3 (elles sont équivalentes), la topolo-
gie induite par cette norme coïncide avec la topologie produit des topologies induites par
les normes dans les Ei. Comme cas particulièrement particulier, la topologie produit sur
Rn coïncide avec la topologie usuelle.

Preuve. Il suffit par la remarque (ii) de considérer le cas des familles infinies. Soient (Xi, di)
un espace métrique pour tout i dans N, et X l’ensemble produit

∏
i∈NXi. En appliquant

l’exercice corrigé E.6 (1) à la famille des pseudo-distances (x, y) 7→ di(pri(x), pri(y)), l’ap-
plication d : X ×X → [0,+∞[ définie par

d(x, y) =
∑

i∈N

2−i min{1, di(pri(x), pri(y))}

est une distance (parmi tant d’autres) sur l’ensemble produit X.
Des arguments similaires à ceux de la preuve de la proposition 2.1 montrent que la

topologie induite par la distance d est la topologie produit. En effet, d’une part, la boule
ouverte pour d de centre x et de rayon ǫ ∈ ]0, 4] contient le voisinage ouvert élémentaire
de x égal à

N⋂

i=0

pr−1
i

(
B(pri(x),

ǫ

4
)
)
,

où N ∈ N est fixé tel que
∑+∞

i=N+1 2−i ≤ ǫ
2 . Réciproquement, le voisinage élémentaire

ouvert de x égal à
N⋂

i=0

pr−1
i

(
B(pri(x), ǫi)

)
,

où N ∈ N et ǫi ∈ ]0, 1] pour 1 ≤ i ≤ N , contient, en posant ǫ = min1≤i≤N ǫi > 0, la boule
ouverte pour d de centre x et de rayon ǫ2−N . �

Exercice E.22 On définit par récurrence une suite de fermés (Cn)n∈N de [0, 1], en posant
C0 = [0, 1], en supposant que Cn est la réunion disjointe de 2n intervalles de longueur
1
3n , et en construisant Cn+1 en divisant chaque composante de Cn en trois intervalles de
longueurs égales, et en enlevant l’intérieur de celui du milieu. L’ensemble triadique de
Cantor C est défini par C =

⋂
n∈NCn.

C0

C1

C2

C3

C
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(1) Montrer que Cn est un fermé borné non vide de R, qu’il n’a pas de point isolé, et
que ses composantes connexes sont ses singletons.

(2) On munit l’ensemble {0, 1} de la topologie discrète et {0, 1}N de la topologie produit.
Montrer que l’application

φ : {0, 1}N → C

(xi)i∈N 7→
∞∑

i=0

2xi
3i+1

est un homéomorphisme.
(3) Montrer que CN et C sont homéomorphes.
(4) Soit F un ensemble fini ayant au moins deux éléments, muni de la topologie discrète.

Montrer que FN et C sont homéomorphes.

Exercice E.23 Montrer que le produit d’une famille d’espaces topologiques connexes (res-
pectivement connexes et localement connexes, connexes par arcs, connexes par arcs et lo-
calement connexes par arcs) est connexe (respectivement connexe et localement connexe,
connexe par arcs, connexe par arcs et localement connexe par arcs).

Réciproquement, montrer que si un produit d’une famille d’espaces topologiques non
vides est connexe (respectivement connexe par arcs), alors chaque espace est connexe (res-
pectivement connexe par arcs).

Montrer que le produit d’une famille finie d’espaces topologiques localement connexes
(resp. localement connexes par arcs) est localement connexe (resp. localement connexe par
arcs).

Attention, en munissant {0, 1} de la topologie discrète, alors l’espace produit {0, 1}N

est un produit d’espaces localement connexes, qui n’est pas localement connexe.

Topologie limite projective.

Soit I un ensemble muni d’un ordre � ; pour tout i ∈ I, soit Xi un espace topologique ;
et pour tous i, j ∈ I tels que i � j, soit fij : Xj → Xi une application continue telle que
fii = id si i ∈ I et

fij ◦ fjk = fik

si i � j � k. Une telle donnée ((Xi), (fij)) est appelée un système projectif d’espaces
topologiques.

On note lim
←−

Xi l’ensemble des éléments (xi)i∈I de l’ensemble produit
∏
i∈I Xi tels que

fij(xj) = xi pour tout i � j. Pour tout i dans I, on note fi : lim
←−

Xi → Xi la restriction à

lim
←−

Xi de la i-ème projection pri :
∏
i∈I Xi → Xi, qui vérifie

fij ◦ fj = fi

si i � j. La topologie initiale sur lim
←−

Xi définie par (fi)i∈I est appelée la topologie limite

projective. Sauf mention contraire, l’ensemble lim
←−

Xi sera muni de cette topologie.

Les propriétés des topologies initiales, et celles des sous-espaces topologiques et des
espaces topologiques produits (propositions 2.4, 2.7, 2.8, 2.9) donnent des propriétés des
espaces topologiques limites projectives. En particulier,
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• la topologie limite projective est la topologie la moins fine rendant continue les
applications fi : lim

←−
Xi → Xi ; elle coïncide avec la topologie induite sur lim

←−
Xi par la

topologie produit sur
∏
i∈I Xi ;

• une topologie limite projective d’espaces topologiques séparés est séparée ;
• la topologie limite projective d’un système projectif dénombrable d’espaces topolo-

giques à base dénombrable (respectivement métrisables, métrisables séparables) est encore
à base dénombrable (respectivement métrisable, métrisable séparable) ;

• Supposons que I soit filtrant croissant (i.e. pour tous i, j dans I, il existe k tel que
i � k et j � k). Pour tout i dans I, soit Bi une base d’ouverts de Xi. Alors l’ensemble des
f−1
i (Ui) pour i ∈ I et Ui ∈ Bi est une base d’ouverts de la topologie limite projective sur

lim
←−

Xi.

En effet, par les propriétés des sous-espaces et des espaces produits, on sait que l’en-
semble des intersections finies de la forme V = f−1

i1
(Ui1) ∩ · · · ∩ f−1

ik
(Uik), pour k ∈ N,

ij ∈ I et Uij ∈ Bij pour 1 ≤ j ≤ k, est une base d’ouverts de lim
←−

Xi. Soit i ∈ I tel que

ij � i pour 1 ≤ j ≤ k. Alors V = f−1
i

(
f−1
i1i

(Ui1) ∩ · · · ∩ f−1
iki

(Uik)
)
. Donc pour tout x dans

V , le point fi(x) appartient à l’ouvert f−1
i1i

(Ui1) ∩ · · · ∩ f−1
iki

(Uik). Cet ouvert contient un
élément W de Bi contenant fi(x). D’où x ∈ f−1

i (W ) ⊂ V , et le résultat en découle.

Par exemple, soit p un nombre premier ; pour m ≤ n, notons πm,n la projection ca-
nonique de Z/pnZ sur Z/pmZ (induite par passage au quotient de l’identité de Z dans
Z), définie par x mod pn 7→ x mod pm, qui vérifie πn,n = id et πm,n ◦ πn,r = πm,r si
m ≤ n ≤ r. Nous munissons l’ensemble fini Z/pnZ de la topologie discrète (qui est évi-
demment métrisable séparable) ; en particulier les πm,n sont continues.

Z/p1Z

Z/p2Z

Z/p3Z

Zp

0

0 1

0

0

2 1 3

2 1 5 3

Z/p0Z

64 7

π0,1

π1,2

π2,3

π3

Figure : L’espace topologique Zp pour p = 2.

L’espace topologique limite projective

Zp = lim
←−

Z/pnZ

est un espace topologique métrisable séparable (sur lequel nous reviendrons), muni d’ap-
plications continues surjectives πn : Zp → Z/pnZ.

Exercice E.24 Montrer que l’espace topologique Zp est homéomorphe à l’espace de Can-
tor triadique. (On pourra montrer qu’il est homéomorphe à l’espace topologique produit
{0, . . . , p− 1}N, où {0, . . . , p− 1} est muni de la topologie discrète.)

Proposition 2.10 Soit ((Xi)i∈I , (fij)i�j∈I) un système projectif d’espaces topologiques. Si
les Xi sont séparés, alors X = lim

←−
Xi est un sous-espace fermé de l’espace produit

∏
i∈I Xi.
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Preuve. Montrons que le complémentaire de X est ouvert. Si x = (xi)i∈I /∈ X, alors il
existe i � j tels que fij(xj) 6= xi. Comme Xi est séparé, il existe des voisinages ouverts V
et V ′ de fij(xj) et xi respectivement, qui sont disjoints. Comme fij est continue, il existe
un voisinage ouvert V ′′ de xj dans Xj tel que fij(V ′′) soit contenu dans V . Alors l’ensemble
des (yi)i∈I tels que yj ∈ V ′′ et yi ∈ V ′ est un ouvert élémentaire de

∏
i∈I Xi, contenu dans

le complémentaire de X. �

2.5 Topologie finale

Soit X un ensemble, soit (Yi)i∈I une famille d’espaces topologiques et pour tout i ∈ I,
soit fi : Yi → X une application. La topologie finale surX définie par (fi)i∈I est la topologie
dont les ouverts sont les parties U de X telles que pour tout i dans I, la partie f−1

i (U)
soit un ouvert de Yi. Le fait que cette topologie vérifie bien les axiomes du paragraphe 1.2
vient du fait que les images réciproques commutent avec intersections et réunions.

Les propriétés suivantes sont immédiates.
• Une partie F de X est fermée si et seulement si pour tout i dans I, la partie f−1

i (F )
est un fermé de Yi.

• Cette topologie est la topologie sur X la plus fine rendant continue toutes les appli-
cations fi.

• Soient Z un espace topologique et g : X → Z une application. Alors g est continue
si et seulement si, pour tout i dans I, l’application g ◦ fi est continue.

Exemple (1) : Topologie somme disjointe. Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topo-
logiques. On rappelle qu’un ensemble X muni d’applications fi : Xi → X est une somme
disjointe des Xi si pour tout ensemble Y muni d’applications gi : Xi → Y , il existe une
unique application (dite canonique) φ : X → Y telle que le diagramme suivant commute
pour tout i :

Xi
fi−→ X

gi
ց ↓ φ

Y .

L’ensemble {(x, i) ∈ (
⋃
i∈I Xi) × I : x ∈ Xi}, muni des applications fi : Xi → X définies

par fi(x) = (x, i), convient. Il est unique modulo l’unique bijection faisant commuter les
diagrammes ci-dessus. On identifie x ∈ Xi avec son image par fi. On note X =

∐
i∈I Xi,

muni des inclusions fi : Xi →֒ X.
La topologie finale sur X définie par (fi)i∈I est appelée la topologie somme disjointe.

Sauf mention contraire, un ensemble somme disjointe sera muni de la topologie somme
disjointe.

Il est immédiat qu’un espace topologique somme disjointe d’espaces topologiques sépa-
rés est séparé, et qu’un espace topologique somme disjointe dénombrable d’espaces topo-
logiques à base dénombrable (resp. séparables) est à base dénombrable (resp. séparable).

Exercice E.25 Montrer qu’un espace topologique somme disjointe d’espaces topologiques
métrisables est métrisable.

Exemple (2) : Topologie faible. Soient X un ensemble et (Xi)i∈I une famille de parties
de X. On suppose chaque Xi munie d’une topologie, et on note fi : Xi → X l’inclusion. La
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topologie finale sur X définie par (fi)i∈I est appelée la topologie faible définie par (Xi)i∈I .
(Cette terminologie n’est pas très bonne, car sémantiquement multivaluée)

Si X est somme disjointe des Xi, alors la topologie faible ci-dessus est la topologie
somme disjointe.

Cette topologie intervient de manière importante pour définir les CW-complexes (quand
ils ne sont pas finis) en topologie algébrique (voir le cours de l’année prochaine, ou par
exemple [Hat, Pau, Spa]).

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies finales :
• une partie F de X est fermée si et seulement si F ∩Xi est fermée dans Xi pour tout

i dans I ;
• une partie O de X est ouverte si et seulement si O ∩Xi est ouverte dans Xi pour

tout i dans I ;
• Soient Z un espace topologique et g : X → Z une application. Alors g est continue

si et seulement si sa restriction g |Xi
: Xi → Y à Xi est continue pour tout i dans I.

La topologie faible définie par une famille dénombrable de parties (Xi)i∈I de X, munies
chacunes d’une topologie séparable et dont la réunion est X, est séparable, en prenant la
réunion d’une famille dénombrable dense dans chaque Xi : tout ouvert non vide de X
contient un point de cette réunion.

Une topologie faible n’est pas forcément séparée : il est facile de vérifier que la topologie
de l’espace topologiqueX = {0−, 0+}∪ ]0, 1] de l’exercice E.11 est la topologie faible définie
par les deux parties X± = {0±}∪ ]0, 1], homéomorphes à [0, 1] donc séparées.

Par exemple, siX = R2, et si (Xi)i∈I est la famille des droites vectorielles de R2, munies
de leur topologie usuelle, alors la topologie faible définie par (Xi)i∈I est (strictement) plus
fine que la topologie usuelle sur R2, et même strictement plus fine que la topologie induite
par la distance SNCF sur R2 (voir l’exemple (vii) du paragraphe 1.3).

Exercice E.26 Soit X un espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

• X est discret ;
• la topologie de X est la topologie faible définie par la famille des singletons (un

singleton possède une et une seule topologie) ;
• la bijection canonique

∐
x∈X{x} → X est un homéomorphisme.

Exercice E.27 Soit X un ensemble, muni de la topologie faible définie par une famille
(Xi)i∈I de parties de X munies chacune d’une topologie. Montrer que si, pour tous i, j
dans I, les topologies induites sur Xi ∩ Xj par celles de Xi et de Xj coïncident, et si
Xi ∩Xj est fermé dans Xi et dans Xj , alors

• la topologie de Xi coïncide avec la topologie induite sur Xi par la topologie de X ;
• Xi est fermé dans X.

En particulier, si X est un ensemble, union croissante d’une famille de parties (Xn)n∈N,
où Xn est munie d’une topologie, de sorte que Xn est fermé dans Xn+1, et la topologie de
Xn est la topologie induite sur Xn par la topologie de Xn+1, alors la topologie faible sur
X définie par la famille (Xn)n∈N induit sur chaque Xn la topologie de Xn, et Xn est fermé
dans X.

Exemple (3) : Topologie de Schwartz
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Soit Ω un ouvert non vide de Rr, où r ∈ N − {0}. Comme vu dans l’exemple (2) du
paragraphe 1.4, l’espace vectoriel D(Ω) des applications lisses à support compact sur Ω
est la réunion, pour K parcourant les compacts non vide de Ω, des sous-espaces vectoriels
DK(Ω) des applications dont le support est contenu dans K.

Munissons l’espace vectoriel D(Ω) de la topologie de Schwartz (voir l’exemple (2) du
paragraphe 1.4), de base d’ouverts (Bf,ε)f∈D(Ω),ε∈C0

0,+(Ω). Nous avons muni (voir l’exemple

3.2 du paragraphe 2.2) l’espace vectoriel DK(Ω) d’une topologie, définie par la famille de
semi-normes (|| · ||m)m∈Nr . Étudions la relation entre ces topologies.

Soit (Kn)n∈N une suite exhaustive de compacts
dans Ω, i.e. K0 = ∅, Kn est un compact de
Ω, contenu dans l’intérieur de Kn+1, et Ω est la
réunion des Kn pour n ∈ N. On a alors aussi que

Ω est la réunion des ouverts
◦
Kn pour n ∈ N. Par

exemple, on peut prendre, avec d la distance eucli-
dienne, les fermés bornés contenus dans Ω définis
par

Kn =

{x ∈ Rr : d(x, cΩ) ≥ 1/(n+1) , d(0, x) ≤ n−1} .

Ω
Kn+1

Kn

Nous avons besoin d’un peu de vocabulaire et d’un résultat préliminaire pour pouvoir
démontrer la proposition 2.13.

Soit X un espace topologique. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts
de X, de réunion X. Une famille (Pα)α∈A de parties de X est localement finie si pour tout
x dans X, il existe un voisinage de x ne rencontrant qu’un nombre fini de Pα.

Une partition (lisse) de l’unité de Ω est une famille (ϕα)α∈A d’applications C∞ de Ω
dans R, d’images contenues dans [0, 1], dont la famille des supports est localement finie, et
qui vérifie

∑
α ϕα = 1 (remarquer que la somme

∑
α ϕα(x) ne possède qu’un nombre fini

de termes non nuls pour tout x dans Ω). Soit U = (Ui)i∈I un recouvrement ouvert de Ω.
Une partition de l’unité subordonnée à U est une partition de l’unité (ϕi)i∈I de Ω, telle
que, pour tout i ∈ I, le support de ϕi soit contenu dans Ui.

Remarque. Supposons que l’on ait une partition de l’unité (ϕ′α)α∈A de Ω, telle que, pour
tout α ∈ A , il existe un élément de U contenant le support de ϕ′α. Il est alors facile de
modifier cette partition de l’unité pour la rendre subordonnée à U . En effet, si f : A → I
est n’importe quelle application telle que le support de ϕ′α soit contenu dans Uf(α) pour
tout α ∈ A , posons

ϕi : x 7→
∑

α∈f−1(i)

ϕ′α(x) ,

avec la convention usuelle
∑
∅ = 0. Alors (ϕi)i∈I est une partition de l’unité subordonnée

à U . En effet,
(1) ϕi est bien définie et C∞, car au voisinage de tout point, ϕi est somme d’un nombre

fini de ϕ′α ;
(2)

∑
i ϕi =

∑
α ϕ
′
α = 1 ;

(3) (Supp ϕi)i∈I est localement finie, car ϕi(x) 6= 0 seulement s’il existe α ∈ A tel que
i = f(α) et ϕ′α(x) 6= 0, ce qui implique que pour tout ouvert U de Ω,

{i ∈ I : Supp ϕi ∩ U 6= ∅} ⊂ f
(
{α ∈ A : Supp ϕ′α ∩ U 6= ∅}

)
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et l’image d’une partie finie par une application est finie ;
(4) on a

Supp ϕi ⊂
⋃

α∈f−1(i)

Supp ϕ′α =
⋃

α∈f−1(i)

Supp ϕ′α ⊂ Ui ,

car une union localement finie de fermés est fermé.

Proposition 2.11 Tout recouvrement ouvert de Ω admet une partition lisse de l’unité qui
lui est subordonnée.

La preuve de cette proposition utilisera le lemme suivant.

Lemme 2.12 Pour tout x0 dans Rr et tout voisinage U de x0, il existe une application
C∞ de Rr dans R, de support contenu dans U , constante égale à 1 sur un voisinage de x0,
et à valeurs dans [0, 1].

Preuve. Rappelons que limt→0+
1
tn e
− 1

t = 0 pour tout n
dans R. Il est alors facile de vérifier que, pour tous a < b,
l’application de R dans R

fa,b : t 7→





(
1 + e

2t−(a+b)
(b−t)(t−a)

)−1

si a < t < b

1 si t ≤ a
0 si t ≥ b

est C∞. Alors, pour ǫ > 0 suffisamment petit, l’application
x 7→ fǫ/2,ǫ(||x− x0||) convient, pour || · || la norme usuelle.

a b

1

0

�

Preuve de la proposition 2.11. Soit (Kn)n∈N une suite exhaustive de compacts dans

Ω. Posons K−1 = ∅, et K ′n = Kn+1−
◦
Kn, qui est un compact de Ω.

Soit U = (Uα)α∈A un recouvrement ouvert de Ω. Posons

Vn,α = Uα ∩
( ◦
Kn+2 −Kn−1

)
.

Alors (Vn,α)α∈A est un recouvrement ouvert de K ′n.
Pour tout x dans K ′n, soit Wx un voisinage ouvert de x, contenu dans Vn,α pour un α

dans A . Par le lemme précédent, il existe donc (en prolongeant par 0 en dehors de Wx)
une application ϕx de Ω dans [0, 1] de classe C∞, de support contenu dans Wx, constante
égale à 1 sur un voisinage ouvert W ′x de x. Comme la famille d’ouverts (W ′x)x∈K ′

n
recouvre

le compact K ′n, il existe une partie finie Bn de K ′n telle que (W ′x)x∈Bn recouvre K ′n. Posons

ϕ : y 7→
∑

n∈N, x∈Bn

ϕx(y) ,

qui est une somme n’ayant localement qu’un nombre fini de termes non nuls (car pour x
dans Bn, l’application ϕx est nulle sur Kn−1, donc sur un voisiange de y si n est assez
grand), et qui est strictement positive (en fait supérieure ou égale à 1) pour tout y dans Ω.
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Posons ϕ′x = ϕx/ϕ. Alors (ϕ′x)n∈N, x∈Bn est une partition de l’unité que l’on peut rendre
subordonnée à U en utilisant la remarque précédant la proposition 2.11. �

Bien que nous ne le démontrerons pas (voir [Sch]), la topologie de Schwartz sur D(Ω) est
strictement moins fine que la topologie faible (ou limite inductive, voir la fin du paragraphe
2.6 suivant) définie par la famille de sous-espaces DK(Ω) pour K compact de Ω. Mais ces
deux topologies sont quand même très proches, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.13 Les ouverts convexes pour la topologie de Schwartz sur D(Ω) sont exac-
tement les ouverts convexes pour la topologie faible définie par la famille des espaces topo-
logiques

(
DKn(Ω)

)
n∈N

.

Remarquons que pour tout compact K de Ω, puisque les ouverts
◦
Kn recouvrent Ω,

il existe n ∈ N tel que K ⊂ ⋃
1≤k≤n

◦
Kk ⊂ Kn. Nous avons vu dans les exemples et

remarques du paragraphe 2.3 que la topologie de DK(Ω) coïncide avec la topologie induite
sur DK(Ω) par la topologie de DK ′(Ω) si K ⊂ K ′.

Donc il découle de cette proposition que les ouverts convexes pour la topologie de
Schwartz sur D(Ω) sont aussi exactement les ouverts convexes pour la topologie faible
définie par la famille des espaces topologiques

(
DK(Ω)

)
K

où K parcourt tous les compacts
non vides de Ω.

Preuve. Comme les translations préservent la convexité et sont des homéomorphismes à
la fois pour la topologie de Schwartz et pour la topologie faible, il suffit de montrer que
tout voisinage convexe de la fonction nulle 0 pour l’une des deux topologies contient un
voisinage de 0 pour l’autre, et réciproquement.

Puisque tout voisinage (convexe ou pas) de 0 pour la topologie de Schwartz contient
B0,ε pour tout ε ∈ C0

0,+(Ω), il suffit de démontrer, pour en déduire que la topologie de
Schwartz est moins fine que la topologie faible, que tout B0,ε est un voisinage de 0 pour
la topologie limite inductive. Il suffit pour cela de démontrer que, pour tout n dans N,
l’intersection B0,ε ∩ DKn(Ω) est un voisinage de 0 dans DKn(Ω). Soit N = maxx∈Kn

1
ε(x) ,

qui est fini car Kn est compact et ε est continue non nulle sur Kn, et η = infx∈Kn ε(x) qui
est strictement positif car Kn est compact, et ε est continue, strictement positive, sur Kn.
Alors ⋂

m∈Nr : |m|≤N
{f ∈ DKn(Ω) : ||f ||m < η}

est un voisinage de 0 dans DKn(Ω), qui est contenu dans B0,ε ∩ DKn(Ω).
Réciproquement, soit V un voisinage convexe de 0 pour la topologie faible, et montrons

qu’il contient un voisinage de 0 pour la topologie de Schwartz. Puisque V est un voisinage
de 0 pour la topologie faible, pour tout n dans N, il existe Nn ∈ N −{0} et ηn > 0 tel que

Vn =
⋂

m∈Nr : |m|≤Nn

{f ∈ DKn+2(Ω) : ||f ||m < ηn}

soit contenue dans V ∩ DKn+2(Ω). Nous pouvons supposer que la suite (Nn)n∈N est crois-
sante vers +∞ et (ηn)n∈N décroissante vers 0.

La famille U = (
◦

Kn+2 −Kn)n∈N est un recouvrement ouvert de Ω. La proposition 2.11
fournit une partition lisse de l’unité (ϕn)n∈N subordonnée à ce recouvrement, que nous
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fixons. Pour tout n dans N, comme le support de ϕn est contenu dans Kn+2 −Kn, et par
la formule de dérivation de Leibnitz, il existe une constante kn > 0 telle que pour tout f
dans D(Ω) et tout ǫ > 0, si

∀ x ∈ cKn, ∀ m ∈ Nr, |m| ≤ Nn =⇒ |∂mf(x)| < ǫ ,

alors
∀ m ∈ Nr, |m| ≤ Nn =⇒ ||2n+1ϕnf ||m < knǫ .

Nous pouvons supposer que la suite (kn)n∈N est croissante vers +∞.

Ω
∂Kn+3∂Kn+1 ∂Kn+2∂Kn

ε

ǫn

ǫn+1

ǫn+2

ǫn+3

Posons ǫn = min{ηn

kn
, 1
Nn

}, de sorte que la suite (ǫn)n∈N est décroissante vers 0. Il est
facile de construire une application ε dans C0

0,+(Ω) telle que pour tout x dans cKn, on ait
ε(x) ≤ ǫn (il suffit de définir ε comme valant ǫn sur ∂Kn, et d’interpoler continuement

par le théorème d’Urysohn 1.10 dans Kn+1−
◦
Kn, les recollements étant continus par la

proposition 2.3 et l’exercice corrigé E.15 du paragraphe 2.3).
Soit f ∈ B0,ε, montrons que f appartient à V . Comme V est convexe et

f =

+∞∑

i=0

1

2i+1
(2i+1ϕif)

(cette somme n’ayant qu’un nombre fini de termes non identiquement nuls), il suffit de
montrer que pour tout n dans N, l’application 2n+1ϕnf est dans Vn (qui est contenu
dans V ). Or 2n+1ϕnf est nulle en dehors de Kn+2 −Kn, donc en particulier appartient à
DKn+2(Ω). De plus, pour tout x dans cKn et tout m ∈ Nr, si |m| ≤ Nn, alors |m| ≤ 1

ǫn
≤

1
ε(x) par la construction de ε. Donc puisque f ∈ B0,ε, pour tout x dans cKn et tout m ∈ Nr

tel que |m| ≤ Nn, nous avons |∂mf(x)| < ε(x) ≤ ηn

kn
. Donc par définition de kn, pour

tout m ∈ Nr tel que |m| ≤ Nn, nous avons ||2n+1ϕnf ||m < ηn. Par conséquent, 2n+1ϕnf
appartient bien à Vn. �

Porisme 2.14 Une forme linéaire sur l’espace vectoriel (réel ou complexe) D(Ω) (muni
de la topologie de Schwartz) est continue si et seulement si sa restriction à DK(Ω) est
continue pour tout compact non vide K de Ω.

Preuve. La préimage d’un voisinage convexe de 0 dans R ou C par une forme linéaire est
convexe. �

Une forme linéaire continue sur D(Ω) est appelée une distribution (voir par exemple
[Sch], ou le cours d’Analyse II du second semestre). Vu la lourdeur de manipulation de
la topologie de Schwartz, le corollaire ci-dessus est crucial, et dans de nombreux cours
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et ouvrages, on définit une distribution comme étant une forme linéaire sur D(Ω), dont
la restriction à DK(Ω) est continue pour tout compact non vide K de Ω. La topologie
de DK(Ω) est, elle, bien plus gentille : elle se comporte bien par changement de compact
(voir l’exemple (4) du paragraphe 2.3), est métrisable (voir l’exemple 3.2 du paragraphe
2.2), et nous montrerons même que DK(Ω) est un espace de Fréchet (voir l’exemple (3) du
paragraphe 5.1).

2.6 Topologie quotient

Soient X un ensemble et R ⊂ X × X une relation d’équivalence sur X. On note
Y = X/R l’ensemble des classes d’équivalences de R et

π : X → X/R = Y

la projection canonique, qui à x ∈ X associe sa classe d’équivalence R(x), que l’on notera
souvent [x] s’il n’y a pas d’ambiguité. On rappelle la propriété universelle des quotients :
pour tout ensemble Z et pour toute application f : X → Z constante sur chaque classe
d’équivalence de R, il existe une et une seule application f ′ : X/R → Z telle que f = f ′◦π,
i.e. telle que le diagramme

X
f−→ Z

π ↓ րf ′

X/R

commute. On dit que f ′ est l’application obtenue par passage au quotient de f .

SiX est un espace topologique, alors la topologie finale sur Y définie par π est appelée la
topologie quotient. Sauf mention contraire, tout ensemble quotient sera muni de la topologie
quotient.

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies finales, la première étant à
retenir comme la définition de la topologie quotient la plus souvent utilisée :

• une partie U de Y est ouverte si et seulement si π−1(U) est ouvert dans X ;
• une partie F de Y est fermée si et seulement si π−1(F ) est fermé dans X ;
• la projection canonique π est continue, et la topologie quotient est la topologie la

plus fine sur Y rendant continue π ;
• pour tout espace topologique Z, une application f : Y → Z est continue si et

seulement si f ◦ π : X → Z est continue.
En particulier, toute application obtenue par passage au quotient d’une application conti-
nue est encore continue.

Exercice E.28 Soient X un espace topologique, Y un espace topologique quotient de X,
et π : X → Y la projection canonique.

(i) Montrer que si X est connexe (resp. connexe par arcs), alors Y l’est aussi.
(ii) Montrer que si π est ouverte, et si X est localement connexe (resp. localement

connexe par arcs), alors Y l’est aussi.
(iii) Soient Z un espace topologique, f : X → Z une application constante sur les

classes d’équivalence, et f : Y → Z l’application obtenue par passage au quotient. Montrer
que si f est ouverte, alors f est aussi ouverte.
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Soit A une partie de X. Le saturé de A par R est la partie de X définie par

RA =
⋃

a∈A
R(a) = π−1(π(A)) .

La partie A est dite saturée si A = RA.

Remarques. (1) Si A est ouvert (respectivement fermé) et saturé dans X, alors π(A) est
ouvert (respectivement fermé) dans Y , car alors π−1(π(A)) = A. En général, l’hypothèse
“saturée” ne peut être omise.

(2) L’image réciproque par la projection canonique est une bijection entre les parties
de X/R et les parties saturées de X, qui préserve les opérations booléennes usuelles (in-
tersection, union, complémentaire).

Proposition 2.15 L’espace topologique quotient Y est séparé si et seulement si pour tous
x et y dans X n’appartenant pas à la même classe d’équivalence, il existe deux ouverts U
et V saturés disjoints contenant xet y respectivement.

Preuve. On suppose la condition vérifiée. Soient x′ et y′ dans Y tels que x′ 6= y′. Soient x
et y dans X tels que π(x) = x′, π(y) = y′. Soient U et V comme ci-dessus. Alors π(U) et
π(V ) sont des ouverts (car leurs préimages par π sont U et V , qui sont ouverts), disjoints
et contenant x′ et y′ respectivement. Donc Y est séparé.

Réciproquement, si Y est séparé, si x, y ∈ X ne sont pas équivalents, alors x′ = π(x) 6=
π(y) = y′. Soient U ′ et V ′ deux ouverts disjoints de Y contenant x′ et y′ respectivement.
Alors U = π−1(U ′) et V = π−1(V ′) conviennent. �

Le quotient d’un espace séparé n’est pas toujours séparé. Regarder si un quotient est
séparé ou non doit devenir un réflexe.

Exemple. Soient n ∈ N − {0} et R la relation d’équivalence sur Rn définie par

x R y ⇐⇒ x− y ∈ Zn .

On note Tn ou Rn/Zn (voir aussi le paragraphe 2.9) l’espace topologique quotient Rn/R,
que l’on appelle tore de dimension n. Soit π : Rn → Tn la projection canonique. On identifie
R2 avec C par (x, y) 7→ x+ iy. L’application

φ : Rn −→ (S1)
n

(t1, ..., tn) 7→ (e2πit1 , ..., e2πitn )

est continue, surjective, et induit par passage au quotient une bijection

φ : Tn −→ (S1)
n

[(t1, ..., tn)] 7→ (e2πit1 , ..., e2πitn ) .

Cette bijection est continue, car φ ◦ π = φ l’est. L’espace quotient Tn est séparé par la
proposition 2.15 (car si x, y ∈ Rn ne sont pas équivalents, alors, en utilisant la distance
euclidienne, si ǫ = d(y, x + Zn), qui est strictement positif car x + Zn est fermé, alors⋃
k∈Zn B(x+ k, ǫ/2) et

⋃
k∈Zn B(y+ k, ǫ/2) sont des voisinages ouverts saturés disjoints de

x et y), voir aussi l’exercice E.29 ci-dessous. Il découlera de la remarque suivant le théorème
4.13 que φ est un homéomorphisme.
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Exercice E.29 Soient X un espace topologique et R une relation d’équivalence sur X.
(1) Montrer que si X/R est séparé, alors R ⊂ X ×X est fermé.
(2) Montrer que si R ⊂ X ×X est fermé et si π : X → X/R est ouverte, alors X/R

est séparé.
(3) Montrer que si X ′ est un espace topologique séparé, si f : X → X ′ est une appli-

cation continue et si x R y ⇔ f(x) = f(y), alors X/R est séparé.

La réciproque de la première assertion de l’exercice précédent n’est pas vraie en général,
la seconde assertion donnant une condition supplémentaire suffisante pour qu’elle devienne
correcte (voir par exemple la proposition 2.25 pour une application fréquente).

Exercice E.30 Soient X un espace topologique et R une relation d’équivalence sur X
différente de X × X (i.e. ayant au moins deux classes d’équivalence). Montrer que si
l’une des classes d’équivalence de R est dense, alors la topologie quotient sur X/R n’est
pas séparée. Montrer que si toutes les classes d’équivalence sont denses, alors la topologie
quotient sur X/R est la topologie grossière.

Exercice E.31 Soient X un espace topologique et R une relation d’équivalence sur X. On
note π : X → X/R la projection canonique. Soient A une partie de X et RA = R∩(A×A)
la relation d’équivalence induite sur A. On a une application injective continue évidente
A/RA →֒ X/R. Montrer que sous l’une des conditions suivantes, la topologie quotient de
A/RA coïncide avec la topologie induite par celle de X/R :

– tout ouvert saturé de A est la trace sur A d’un ouvert saturé de X ;
– A est ouvert et π est ouverte ;
– A est fermé et π est fermée ;
– π|A : A→ X/R est fermée.

Que se passe-t-il si X = R, x R y ⇔ x− y ∈ Z, et A = [0, 1[ ou [0, 1] ?

Exercice E.32 Soient X et Y deux espaces topologiques munis de relations d’équivalence
RX et RY respectivement.

(1) On note πX : X → X/RX et πY : Y → Y/RY les projections canoniques. Soit R

la relation d’équivalence sur X × Y définie par (x, y) R (x′, y′) si et seulement si x RX x′

et y RY y′. Montrer que l’application de X × Y dans (X/RX) × (Y/RY ) définie par
(x, y) 7→ (πX(x), πY (y)) induit par passage au quotient une application

ϕ : (X × Y )/R −→ (X/RX) × (Y/RY )

qui est une bijection continue. Montrer que si πX et πY sont ouvertes, alors ϕ est un
homéomorphisme.

(2) Montrer que si πX est ouverte, si R′ est la relation sur l’ensemble produit X × Y
définie par (x, y) R′ (x′, y′) si et seulement si x RX x′ et y = y′, alors R′ est une relation
d’équivalence sur X × Y telle que les espaces topologiques (X × Y )/R′ et (X/RX ) × Y
soient homéomorphes (voir [Bou1, page 35]).

Soient E un ensemble et ∼ ⊂ E ×E une relation sur E (on note souvent x ∼ y au lieu
de (x, y) ∈ ∼). On appelle relation d’équivalence engendrée par ∼ l’intersection de toutes
les relations d’équivalence contenant ∼. C’est la plus petite (pour l’inclusion) relation d’é-
quivalence contenant ∼. On montre facilement que c’est la relation d’équivalence R définie
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par x R y si et seulement s’il existe n ∈ N et x0, x1, . . . , xn dans E tels que x0 = x, xn = y
et pour tout i ∈ {1, . . . , n}

xi−1 ∼ xi ou xi ∼ xi−1 ou xi = xi−1.

Exemple. Soient I1 et I2 deux copies de l’intervalle [0, 1].
Soit R la relation d’équivalence sur la somme disjointe
I1

‘

I2 engendrée par la relation t ∈ I1 ∼ t ∈ I2 pour tout
t > 0. Alors (I1

‘

I2)/R (muni de la topologie quotient de la
topologie somme disjointe) n’est pas séparé (et est homéo-
morphe à l’espace de l’exercice E.11).

π

0

0

0+

0−
0

I1

I2

1

1

1

Exercice E.33 Soient π : R2 → T2 = R2/Z2 la projection canonique, et α ∈ R ∪ {∞}.
1. Soit D une droite de pente α dans R2. Montrer que si

α ∈ Q ∪ {∞}, alors π(D) est homéomorphe à un cercle.
Montrer que si α /∈ Q ∪ {∞}, alors π(D) est dense dans
T2 et π|D : D → π(D) est une bijection continue. Est-ce
que π|D est un homéomorphisme sur son image ?

2. Soit ∼ la relation sur T2 définie par x′ ∼ y′ si et seulement
s’il existe une droite D de pente α dans R2 et x, y dans
D tels que π(x) = x′, π(y) = y′. Montrer que ∼ est une
relation d’équivalence, et que l’espace quotient T2/ ∼ est
séparé si et seulement si α ∈ Q. Si α ∈ Q, montrer que
l’espace quotient T2/ ∼ est homéomorphe à un cercle. Si
α /∈ Q, montrer que la topologie (quotient) de T2/ ∼ est
la topologie grossière.

π

R2

Distance quotient d’une pseudo-distance.

Soit E un ensemble, muni d’une pseudo-distance d. Comme vu dans l’exemple (v)
du paragraphe 1.3, celle-ci induit une topologie sur E, de la même manière que pour les
distances, les (pseudo-)boules ouvertes B(x, ǫ) = {y ∈ E : d(x, y) < ǫ} pour x ∈ E et
ǫ > 0 formant une base d’ouverts de la topologie.

Considérons la relation d’équivalence R sur E définie par x ∼ y si et seulement si
d(x, y) = 0 (qui est bien une relation d’équivalence, par les propriétés des pseudo-distances).
Remarquons que si x ∼ x′ et si y ∼ y′, alors d(x, y) = d(x′, y′). L’ensemble quotient E′ =
E/R, muni de l’application d′ : E′ × E′ → [0,+∞[ (bien) définie par d′(x′, y′) = d(x, y)
pour tous x ∈ x′, y ∈ y′, est clairement un espace métrique, appelé l’espace métrique
quotient de l’espace pseudo-métrique (E, d).

Comme les (pseudo-)boules ouvertes pour d sont des ouverts saturés, il est immédiat
que la topologie induite par d′ sur E′ est la topologie quotient de la topologie sur E induite
par d. L’espace topologique E′ est le “plus grand” quotient séparé de E, au sens que si F
est un espace topologique séparé et si f : E → F est une application continue, alors il
existe une application (continue) f ′ : E′ → F telle que le diagramme suivant commute :

E
π ↓ ցf

E′
f ′−→ F .
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En effet, si d(x, y) = 0, alors f(x) = f(y), sinon x et y auraient des voisinages ouverts
disjoints, ce qui n’est pas possible.

Plus généralement, tout espace uniforme admet un « plus grand » espace topologique
quotient séparé, voir par exemple [Bou1, TG II.23].

Par exemple, si E est un espace vectoriel muni d’une semi-norme, alors il existe un
« plus grand » espace vectoriel normé quotient (nous y reviendrons à la fin du paragraphe
2.9). Pour tout p ∈ [0,+∞[, pour K = R ou K = C, pour tout ouvert Ω non vide
de Rr, où r ∈ N − {0}, il sera vu en cours d’Intégration et probabilité que, sur l’espace
vectoriel Lp(Ω,K) des applications mesurables de Ω dans K de puissance p-ème intégrable,
l’application

|| · ||p : f 7→
( ∫

x∈Ω
|f(x)|p dx

)1/p

est une semi-norme, et l’espace vectoriel normé quotient est noté Lp(Ω,K) : la relation
d’équivalence identifie deux fonctions si elles différent d’une fonction presque partout nulle.

Constructions topologiques par quotients.

La topologie quotient est l’une des plus utile en mathématiques (parfois tellement
naturelle que l’on n’y pense même pas). Elle permet en particulier de donner un sens précis
à de nombreuses notions de recollements, pincements et autres modifications topologiques,
pour construire de nouveaux espaces topologiques à partir d’espaces topologiques donnés.
Nous indiquons ci-dessous quelques exemples.

Exemple (1) : les cônes. Soit X un espace topologique. Le cône sur X est l’espace
topologique quotient

CX = (X × [0, 1])/R

où R est la relation d’équivalence engendrée par (x, 1) ∼ (x′, 1) pour tous x, x′ dans X.

0

1

X X × [0, 1] CX

X

On vérifie que x 7→ [(x, 0)] est un homéomorphisme sur son image, permettant d’identifier
X avec une partie de CX, et que si f : X → Y est une application continue, alors
l’application Cf : CX → CY définie par [(x, t)] 7→ [(f(x), t)] est continue. L’image de
X × {1} dans CX est réduite à un point, appelé sommet du cône. Si f : X → Y et
g : Y → Z sont des applications continues, alors C(g ◦f) = (Cg)◦(Cf) et C(idX) = idCX .

Exemple (2) : les suspensions. Soit X un espace topologique. La suspension de X est
l’espace topologique quotient

SX = (X × [−1, 1])/R

où R est la relation d’équivalence engendrée par (x, 1) ∼ (x′, 1) et (x,−1) ∼ (x′,−1) pour
tous x, x′ dans X.
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1

XX

X × [−1, 1]
−1

SX

On vérifie que x 7→ [(x, 0)] est un homéomorphisme sur son image, permettant d’identifier
X avec une partie de SX, et que si f : X → Y est une application continue, alors
l’application Sf : SX → SY définie par [(x, t)] 7→ [(f(x), t)] est continue. Si f : X → Y et
g : Y → Z sont des applications continues, alors S(g ◦ f) = (Sg) ◦ (Sf) et S(idX) = idSX .

Exemple (3) : les écrasements. Soient X un espace topologique et A une partie de X.
L’écrasement de A dans X, noté X/〈A〉, est l’espace topologique quotient X/R où R est
la relation d’équivalence engendrée par x ∼ x′ pour tous x, x′ dans A.

A

X

X/〈A〉

On vérifie que si A est ouvert ou fermé, alors la restriction à X − A de la projection
canonique π : X → X/〈A〉 est un homéomorphisme sur son image. Par exemple, CX/〈X〉
et SX sont homéomorphes.

Exercice E.34 Pour tout n dans N, soit Sn = {(x0, . . . , xn) ∈ Rn+1 : x2
0 + · · ·+x2

n = 1}
la sphère unité usuelle de Rn+1. Montrer que les espaces topologiques S(Sn) et Sn+1 sont
homéomorphes.

Exemple (4) : les recollements. Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie
de X et f : A→ Y une application continue. Le recollement de X sur Y par f est l’espace
topologique quotient

X∪fY = (X
‘

Y )/R

où R est la relation d’équivalence engendrée par x ∼ f(x) pour tout x dans A.

X∪fY
f

X

Y

A

On vérifie que si A est fermé (resp. ouvert), et si π : X
‘

Y → X ∪f Y est la projection
canonique, alors π|Y : Y → X ∪f Y est un homéomorphisme sur son image, qui est fermée
(resp. ouverte). On vérifie que si A est non vide, et si X,Y sont connexes (resp. connexes
par arcs), alors X ∪f Y est connexe (resp. connexe par arcs). Si u : X → Z et v : Y → Z
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sont deux applications continues, telles que u(x) = v(f(x)) pour tout x dans A, alors il
existe une unique application continue w : X∪f Y → Z telle que w◦π|X = u et w◦π|Y = v.
Si Y est réduit à un point ∗, alors f est l’application constante de A dans Y si A est non
vide, et l’inclusion de X dans X ‘ {∗} induit un homéomorphisme

X/〈A〉 ≃ X ∪f {∗} .

Exercice E.35 Vérifier les affirmations des exemples ci-dessus.

Exercice E.36 Pour tout i ∈ S1, soit Ri une copie de [0,+∞[. Sur la somme disjointe
X =

∐
i∈S1

Ri, on note R la relation d’équivalence engendrée par 0 ∈ Ri ∼ 0 ∈ Rj
pour tous i, j dans S1. Montrer que l’espace topologique quotient X/R est homéomorphe à
l’ensemble R2 muni de la topologie faible définie par la famille des rayons vectoriels de R2.

Topologie limite inductive.

Soit I un ensemble muni d’un ordre � filtrant croissant (rappelons que cela signifie que
pour tous i, j dans I, il existe k tel que i � k et j � k) ; pour tout i ∈ I, soit Xi un espace
topologique ; pour tous i, j ∈ I tels sur i � j, soit fji : Xi → Xj une application continue ;
supposons que fii = id si i ∈ I et que

fkj ◦ fji = fki

si i � j � k. Une telle donnée ((Xi), (fij)) est appelée un système inductif d’espaces
topologiques.

On note lim
−→

Xi l’ensemble quotient de l’ensemble somme disjointe
∐
i∈I Xi par la

relation d’équivalence ∼ définie par, pour i, j ∈ I et xi ∈ Xi, xj ∈ Xj ,

xi ∼ xj ⇐⇒ ∃k ∈ I, i � k, j � k, fki(xi) = fkj(xj)

(on vérifie facilement que ∼ est bien une relation d’équivalence). Pour tout i dans I, on
note fi : Xi → lim

−→
Xi la composition de l’inclusion canonique Xi → ∐

i∈I Xi avec la

projection canonique
∐
i∈I Xi → lim

−→
Xi, qui vérifie

fj ◦ fji = fi

si i � j. La topologie finale sur lim
−→

Xi définie par (fi)i∈I est appelée la topologie limite

inductive. Sauf mention contraire, l’ensemble lim
−→

Xi sera muni de cette topologie.

Les propriétés des topologies finales, et celles des espaces topologiques sommes disjointes
et des espaces topologiques quotients, donnent des propriétés des espaces topologiques
limites inductives. En particulier,

• la topologie limite projective est la topologie la plus fine fine rendant continue les
applications fi : Xi → lim

−→
Xi ; elle coïncide avec la topologie quotient sur lim

−→
Xi de la

topologie somme disjointe sur
∐
i∈I Xi ;

• une partie A de lim
−→

Xi est ouverte (respectivement fermée) si et seulement si f−1
i (A)

est un ouvert (respectivement fermé) de Xi pour tout i ∈ I ;
• si Z est un espace topologique et g : lim

−→
Xi → Z est une application, alors g est

continue si et seulement si, pour tout i dans I, l’application g ◦ fi : Xi → Z est continue.
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Exemples. (1) Soit X un ensemble, union croissante d’une famille (Xn)n∈N de parties de
X, munies chacune d’une topologie, telle que la topologie induite sur Xn par la topologie
de Xn+1 soit la topologie de Xn. Si n ≤ m, notons fmn : Xn → Xm l’inclusion. Ainsi,
((Xn), (fm,n)) est un système inductif d’espaces topologiques, et on note fn : Xn → lim

−→
Xn

l’application associée comme ci-dessus. On identife X avec lim
−→

Xn par la bijection (qui en

est bien une) de X dans lim
−→

Xi définie par x 7→ fn(x) si x ∈ Xn. Alors la topologie limite

inductive sur X coïncide avec la topologie faible définie par la famille de parties (Xn)n∈N,
car pour toute partie A dans X et tout n dans N, on a f−1

n (A) = A ∩Xn. C’est l’exemple
le plus fréquent de topologie limite inductive que l’on rencontre.

(2) Les ouverts convexes de la topologie de Schwartz sur D(Ω) sont exactement les
ouverts convexes de la topologie limite inductive, lorsque K varie sur les compacts de
Ω, des topologies des DK(Ω) (muni de la topologie définie par la famille de semi-norme
||f ||m de l’exemple 3.2 du paragraphe 2.2), par la proposition 2.13. Si (Kn)n∈N est une
suite exhaustive de compacts de Ω, alors les topologies limites inductives sur lim

−→
K

DK(Ω) et

lim
−→
n

DKn(Ω) coïncident (une fois ces deux ensembles identifiés à D(Ω) comme ci-dessus).

2.7 Groupes et corps topologiques

Groupes topologiques.

Un groupe topologique est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une
structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que l’application

G×G −→ G
(x, y) 7→ xy−1

soit continue. (L’ensemble produit G×G est bien sûr muni de la topologie produit.) Par
composition d’applications continues, il revient au même de demander que les applications
d’inverse x 7→ x−1 (composée de x 7→ (e, x), où e est l’élément neutre, et de (x, y) 7→ xy−1)
et de multiplication (x, y) 7→ xy (composée de (x, y) 7→ (x, y−1) et de (x, y) 7→ xy−1) soient
continues.

Un morphisme de groupes topologiques entre deux groupes topologiques est un mor-
phisme de groupes qui est continu. Un isomorphisme de groupes topologiques est un iso-
morphisme de groupes qui est un homéomorphisme. Deux groupes topologiques sont iso-
morphes s’il existe un isomorphisme de groupes topologiques de l’un sur l’autre.

La composante neutre d’un groupe topologique est la composante connexe de son élé-
ment neutre.

Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Définissons la translation à gauche
Lg : G→ G et la translation à droite Rg : G→ G, respectivement par x 7→ gx et x 7→ xg−1.
Ces applications sont des homéomorphismes, car continues et bijectives d’inverses Lg−1 et
Rg−1 respectivement. Il est à remarquer que ces applications commutent : pour tous g, h
dans G,

Rg ◦ Lh = Lh ◦Rg .
Si f : G → G′ est un morphisme de groupes, avec G′ un groupe topologique, alors, pour
tout g dans G,

f ◦ Lg = Lf(g) ◦ f .
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Donc un morphisme de groupes entre deux groupes topologiques est continu si et seulement
s’il est continu en l’élément neutre.

Si Homéo(G) désigne le groupe des homéomorphismes de G, alors les applications de
G dans Homéo(G) définies par g 7→ Lg et g 7→ Rg sont des morphismes de groupes :

Lgh = Lg ◦ Lh, Rgh = Rg ◦Rh .

(C’est pour cette dernière propriété que l’on définit de la manière ci-dessus la translation
à droite. Certains ouvrages notent à tort Rg l’application x 7→ xg.) En particulier, Le =
id, (Lg)

−1 = Lg−1 , Re = id, (Rg)
−1 = Rg−1 .

Exemples.
(1) Soit G un groupe. Muni de la topologie discrète, G est un groupe topologique. Un

groupe topologique, dont la topologie est discrète, est appelé un groupe discret.
(2) Les groupes (R,+), (R∗,×), (C,+), (C∗,×), munis de leur topologie usuelle, sont

des groupes topologiques (abéliens).
(3) Un sous-groupe d’un groupe topologique, muni de la structure de groupe induite et

de la topologie induite, est un groupe topologique. Par exemple, si S1 = {z ∈ C : |z| = 1},
alors (S1,×) est un groupe topologique.

(4) Il découle immédiatement de la définition de la topologie produit que si (Gi)i∈I
est une famille de groupes topologiques alors l’ensemble produit G =

∏
i∈I Gi, muni de la

structure de groupe produit (de loi terme à terme ((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7→ (xiyi)i∈I) et de la
topologie produit, est un groupe topologique, appelé groupe topologique produit.

(5) Soit ((Gi), (fij)) un système projectif de groupes topologiques, i.e. (I,�) est un
ensemble ordonné ; Gi est un groupe topologique pour tout i ∈ I ; fij : Gj → Gi est
un morphisme de groupes topologiques pour tous i, j ∈ I tels que i � j ; et ces données
vérifient que fii = id si i ∈ I et fij ◦ fjk = fik si i � j � k. Alors, muni de la topologie
limite projective et de la structure de groupe limite projective (sous-groupe du groupe
produit

∏
i∈I Gi), l’ensemble limite projective lim

←−
Gi est un groupe topologique.

Nous renvoyons au paragraphe 2.9 suivant pour la notion de groupe topologique quo-
tient.

(6) Par continuité de l’application (x, y) 7→ xy−1, l’adhérence d’un sous-groupe d’un
groupe topologique est encore un sous-groupe.

(7) La multiplication de deux matrices carrées réelles (resp. complexes) est polynomiale
en les coefficients, donc continue. Par la formule M−1 = 1

det M
tComatrice(M) exprimant

l’inverse d’une matrice inversible, l’inverse d’une matrice carrée inversible réelle (resp. com-
plexe) est rationnelle (de dénominateur ne s’annulant pas) en les coefficients, donc continue.
Donc, pour K = R ou K = C, le groupe GLn(K), muni de sa structure de sous-espace
topologique de l’espace vectoriel normé Mn(K) = Kn2

, est un groupe topologique.
(8) Les applications exponentielles x 7→ ex de (R,+) dans (R∗+,×) et de (C,+) dans

(C∗,×) sont des morphismes de groupes topologiques. Les applications déterminants x 7→
det x de GLn(R) dans (R∗,×) et de GLn(C) dans (C∗,×) (qui sont polynomiales en les
coefficients) sont des morphismes de groupes topologiques.

(9) Pour tout g dans un groupe topologique G, la conjugaison ig : G → G définie par
x 7→ gxg−1 est un isomorphisme de groupes topologiques (d’inverse ig−1).

Proposition 2.16 Si G0 est la composante neutre d’un groupe topologique G, alors
• G0 est un sous-groupe distingué de G,
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• les composantes connexes de G sont les classes à gauche (ainsi que les classes à
droite) de G modulo G0,

• si G0 est ouverte, alors le groupe topologique quotient (i.e. l’ensemble quotient muni
des structures de groupe quotient et d’espace topologique quotient – qui est un groupe
topologique, voir le paragraphe 2.9 –) G/G0 est discret.

Preuve. L’application de G0 × G0 dans G définie par (x, y) 7→ xy−1 est continue, donc
son image est contenue dans G0 par connexité, donc G0 est un sous-groupe. Pour tout g
dans G, l’application de G0 dans G définie par x 7→ gxg−1 est continue, donc son image
est contenue dans G0 par connexité, donc G0 est distingué. En particulier classes à gauche
et classes à droite coïncident.

Les translations à gauche étant des homéomorphismes, pour tout g dans G, la classe à
gauche gG0 est le plus grand connexe contenant g, donc est égal à la composante connexe
de g.

Les images réciproques des singletons par la projection canonique G → G/G0 sont les
classes à gauche deG0. Comme une composante connexe est fermée (voir le paragraphe 2.3),
si G0 est ouverte, alors les classes à gauches sont ouvertes et fermées, donc les singletons
de G/G0 sont ouverts et fermés, et G/G0 est discret. �

Exercice E.37 Montrer que tout groupe topologique connexe est engendré par tout voisi-
nage de son élément neutre.

Montrer qu’un groupe topologique est séparé si et seulement si {e} est fermé.

Si X est un espace topologique et G un groupe topologique, si f, g : X → G sont deux
applications continues, alors l’application produit fg : X → G définie par x 7→ f(x)g(x)
est continue, par composition d’applications continues (l’application x 7→ (f(x), g(x)) est
continue de X dans G × G). De même, l’application x 7→ f(x)−1 est continue (on fera
attention à ne pas confondre les applications réciproques et les inverses des éléments).

Les groupes classiques.

Nous renvoyons à [MT] pour tout complément sur ce paragraphe.

Soit n ∈ N − {0}. On note GLn(C) le groupe linéaire complexe des matrices complexes
n-n inversibles et GLn(R) son sous-groupe des matrices à coefficients réels, appelé le groupe
linéaire réel, muni de leur structure de groupe topologique vue dans l’exemple (7) ci-dessus
(ce sont des ouverts de Mn(C) = Cn2

et Mn(R) = Rn2
). Une matrice A de Mn(C) est dite

hermitienne si A∗ = A où A∗ = tA est la matrice adjointe de A
Soient

SLn(C) = {x ∈ GLn(C) : det x = 1}
le groupe spécial linéaire complexe,

U(n) = {x ∈ GLn(C) : x−1 = x∗}
le groupe unitaire, et SU(n) = U(n) ∩ SLn(C) le groupe spécial unitaire. Soient

SLn(R) = {x ∈ GLn(R) : det x = 1}
le groupe spécial linéaire réel,

O(n) = {x ∈ GLn(R) : x−1 = tx}
le groupe orthogonal, et SO(n) = O(n) ∩ SLn(R) le groupe spécial orthogonal.
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Exercice E.38 1. Montrer que SLn(C),U(n),SU(n),GLn(R),SLn(R),O(n) ainsi que
SO(n) sont des sous-groupes fermés de GLn(C).

2. Montrer que les groupes topologiques SO(2) et U(1) sont isomorphes au groupe topo-
logique (S1,×).

3. Montrer que U(n),SU(n),SO(n) sont connexes par arcs, et que O(n) possède deux
composantes connexes, donc deux composantes connexes par arcs.

4. Soit H (respectivement H +) le sous-espace topologique de l’espace vectoriel normé
usuel Mn(C) = Cn2

formé des matrices hermitiennes (respectivement hermitiennes
définies positives). Montrer que l’application exponentielle est un homéomorphisme
de H sur H +. Montrer qu’il existe un homéomorphisme x 7→ √

x et un seul de H +

dans lui-même tel que (
√
x )2 = x pour tout x dans H +. Montrer que l’application

H + × U(n) → GLn(C) définie par (x, y) 7→ xy est un homéomorphisme (appelé

décomposition polaire de GLn(C)), d’inverse x 7→ (
√
x∗ x,

√
x∗ x

−1
x). En déduire

que GLn(C) est homéomorphe à U(n)×R n2
, que SLn(C) est homéomorphe à SU(n)×

R n2−1, que GLn(R) est homéomorphe à O(n)×R
n(n+1)

2 , que SLn(R) est homéomorphe

à SO(n) × R
n(n+1)

2
−1. En particulier, en déduire que SL2(R) est homéomorphe à

S1 × R2.

Anneaux et corps topologiques.

Un anneau topologique est un ensemble A muni d’une structure d’anneau et d’une
structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que les applications

A×A −→ A
(x, y) 7→ x− y

et
A×A −→ A
(x, y) 7→ xy

soient continues. En particulier, le groupe additif (A,+) est un groupe topologique. Un
morphisme (d’anneaux topologiques) entre deux anneaux topologiques est un morphisme
d’anneaux qui est continu. Un isomorphisme d’anneaux topologiques est un isomorphisme
d’anneaux qui est un homéomorphisme. Deux anneaux topologiques sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme d’anneaux topologiques de l’un sur l’autre.

Tout sous-anneau d’un anneau topologique, muni de la topologie induite, est un an-
neau topologique. Le produit d’une famille d’anneaux topologiques, muni des structures
d’anneau produit et d’espace topologique produit, est un anneau topologique. Par conti-
nuité des opérations, l’adhérence d’un sous-anneau d’un anneau topologique est encore un
sous-anneau.

Exemple. Muni de la topologie discrète, tout anneau, et en particulier l’anneau Z/pnZ,
est un anneau topologique. Muni de la structure de sous-anneau de l’anneau produit∏
n∈N Z/pnZ, l’espace topologique limite projective Zp = lim

←−
Z/pnZ, défini à la fin du

paragraphe 2.4, est un anneau topologique.

Un corps topologique est un ensemble K muni d’une structure de corps (commutatif)
et d’une structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que les applications

K ×K −→ K
(x, y) 7→ x− y

,
K ×K −→ K

(x, y) 7→ xy
et

K∗ −→ K∗

x 7→ x−1
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soient continues, où K∗ = K − {0}. En particulier, le groupe additif sous-jacent (K,+)
est un groupe topologique, l’anneau sous-jacent est un anneau topologique, et le groupe
multiplicatif (K∗,×) est un groupe topologique. Toute application polynomiale P : Kn →
K est continue.

Un morphisme (de corps topologiques) entre deux corps topologiques est un morphisme
de corps qui est continu. Un isomorphisme de corps topologiques est un isomorphisme de
corps qui est un homéomorphisme. Deux corps topologiques sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de corps topologiques de l’un sur l’autre.

Exemples.
• Le corps C, muni de sa topologie usuelle, est un corps topologique.
• Tout sous-corps d’un corps topologique, muni de la topologie induite, est un corps

topologique (par exemple Q et R !). Par continuité des opérations, l’adhérence d’un sous-
corps d’un corps topologique est encore un sous-corps.

• Si K est un corps topologique séparé, alors la topologie produit sur Kn est plus fine
que la topologie de Zariski sur An(K) = Kn, pour la même raison que lorsque K = R : les
polynômes sont continus et le singleton {0} est un fermé de K (voir le paragraphe 2.1).

• Si K est un corps topologique, alors l’anneau des matrices carrées n-n sur K, muni
de la topologie produit de Mn(K) = Kn2

, est un anneau topologique. Le groupe GLn(K),
muni de la topologie induite par celle de Mn(K), est un groupe topologique. L’application
déterminant x 7→ det x de GLn(K) dans (K∗,×) est un morphisme de groupes topolo-
giques. (Tout ceci pour les mêmes raisons que lorsque K = R.)

Corps valués.

Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application | · | de K dans [0,+∞[
telle que, pour tous x, y dans K,

(i) |x| = 0 si et seulement si x = 0,

(ii) |xy| = |x||y|,
(iii) |x+ y| ≤ |x| + |y| .

Par (ii), on a |x| = |1||x|, et comme K contient un élément non nul, (i) implique que
|1| = 1. Donc | − 1|2 = 1 et | − 1| = 1.

Par (ii) encore, on en déduit que | − x| = |x|.
Toujours par (ii), nous avons |x−1| = 1

|x| .

On montre comme pour les distances que
∣∣ |x| − |y|

∣∣ ≤ |x− y|.
Une valeur absolue est dite ultramétrique si la troisième condition est remplacé par la

condition (qui implique (iii) bien sûr)

|x+ y| ≤ max{|x|, |y|} .

Une valeur absolue est dite triviale si elle est constante égale à 1 en dehors de l’élément
neutre.

Un corps valué est un corps muni d’une valeur absolue. Il est dit non discret si sa valeur
absolue n’est pas triviale. Un isomorphisme de corps valués d’un corps valué K dans un
corps valué K ′ est un isomorphisme de corps f : K → K ′ tel que |f(x)| = |x| pour tout x
dans K.
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Par exemple, les valeurs absolues usuelles sur R et C sont des valeurs absolues, et R et
C (qui seront munis, sauf mention contraire, de leur valeur absolue usuelle) sont des corps
valués.

L’application d : K × K → [0,+∞[ définie par d(x, y) = |x − y| est une distance sur
K, qui est ultramétrique si la valeur absolue l’est. La topologie induite par cette distance
munit K d’une structure de corps topologique (la preuve est la même que celle pour C). Un
corps valué sera muni de la topologie induite par la distance associée à sa valeur absolue.
Ainsi, un corps valué est un corps topologique.

Exercice E.39 Montrer que la topologie d’un corps valué K est la topologie discrète si et
seulement si la valeur absolue de K est triviale.

Exemples.
(1) Soit p un entier naturel premier. Tout rationnel non nul r s’écrit de manière unique

pna/b avec n ∈ Z, a ∈ Z − {0}, b ∈ N − {0} tels que a et b soient premiers entre eux et ne
soient pas divisibles par p. Posons alors νp(r) = n, et par convention νp(0) = +∞. Il n’est
pas difficile de montrer que l’application νp : Q → (Z ∪ {+∞}) vérifie, pour tous x, y dans
Q,

(i) νp(x) = +∞ si et seulement si x = 0,

(ii) νp(xy) = νp(x) + νp(y),

(iii) νp(x+ y) ≥ min{νp(x), νp(y)} .

On appelle valeur absolue p-adique l’application | · |p de Q dans [0,+∞[ définie par

|r|p = p−νp(r)

(avec la convention usuelle p−∞ = 0). Par les propriétés de νp, l’application | · |p est
une valeur absolue ultramétrique. Remarquons que |pn|p = 1

pn pour tout n dans N, donc
(pn)n∈N converge vers 0 dans Q pour la valeur absolue p-adique (alors qu’elle converge vers
+∞ pour la valeur absolue usuelle de Q !).

(2) Soient K un corps et K(X) le corps des fractions rationnelles à coefficients dans K
à une indéterminée X. Pour x = P

Q dans K(X), avec P et Q des polynômes en X, posons

ν∞(x) = deg Q− deg P .

Il n’est pas difficile de montrer que l’application ν∞ : K(X) → (Z ∪ {+∞}) vérifie, pour
tous x, y dans K(X),

(i) ν∞(x) = +∞ si et seulement si x = 0,

(ii) ν∞(xy) = ν∞(x) + ν∞(y),

(iii) ν∞(x+ y) ≥ min{ν∞(x), ν∞(y)} .

L’application | · |∞ de K(X) dans [0,+∞[ définie par

|x|∞ = e−ν∞(x)

pour tout x dans K(X) (avec la convention usuelle e−∞ = 0) est une valeur absolue
ultramétrique sur K(X).
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Exercice E.40 Montrer que la restriction au sous-corps K des fractions rationnelles cons-
tantes de K(X) est la valeur absolue triviale de K, donc que le sous-espace K est discret.

(3) Soient K un corps et K̂ = K((X−1)) le corps des séries formelles de Laurent,
i.e. des expressions formelles

+∞∑

i=n

aiX
−i

où n ∈ Z et ai ∈ K pour n ≤ i < ∞, muni de l’addition et de la multiplication des séries.
Pour x =

∑+∞
i=n aiX

−i dans K̂ − {0}, posons ν∞(x) la borne inférieure des i ∈ Z tels que
ai 6= 0, et par convention ν∞(0) = +∞. Il n’est pas difficile de montrer que l’application
ν∞ : K̂ → (Z ∪ {+∞}) vérifie, pour tous x, y dans K̂,

(i) ν∞(x) = +∞ si et seulement si x = 0,

(ii) ν∞(xy) = ν∞(x) + ν∞(y),

(iii) ν∞(x+ y) ≥ min{ν∞(x), ν∞(y)} .

L’application | · |∞ de K̂ dans [0,+∞[ définie par

|x|∞ = e−ν∞(x)

pour tout x dans K̂ (avec la convention usuelle e−∞ = 0) est une valeur absolue ultramé-
trique sur K̂.

Nous construirons d’autres exemples dans le paragraphe 5.3.

2.8 Espaces vectoriels topologiques

Soit K un corps topologique. Un espace vectoriel topologique sur K est un ensemble E
muni d’une structure d’espace vectoriel sur le corps K et d’une structure d’espace topolo-
gique compatibles, i.e. telles que les applications

E × E −→ E
(x, y) 7→ x− y

et
K × E −→ E
(λ, y) 7→ λy

soient continues. En particulier, le groupe additif (E,+) est un groupe topologique. Les
translations tx : y 7→ y + x, où x ∈ E, sont des homéomorphismes. Les homothéties
hλ : y 7→ λy, où λ ∈ K∗, sont des homéomorphismes. Sauf quelques exemples, tous les
espaces vectoriels topologiques de ce cours seront réels ou complexes.

Un morphisme d’espaces vectoriels topologiques entre deux espaces vectoriels topolo-
giques est une application linéaire qui est continue. Un isomorphisme d’espaces vectoriels
topologiques est un isomorphisme linéaire qui est un homéomorphisme. Deux espaces vec-
toriels topologiques sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels topo-
logiques de l’un sur l’autre.

Exemples.
• Un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel topologique, muni de la structure de

sous-espace topologique, est un espace vectoriel topologique.
• Si (Ei)i∈I est une famille d’espaces vectoriels topologiques sur un corps topologique

K, alors l’ensemble produit E =
∏
i∈I Ei, muni de la structure d’espace vectoriel produit
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sur K (de lois terme à terme ((xi)i∈I , (yi)i∈I) 7→ (xi + yi)i∈I et (λ, (xi)i∈I) 7→ (λxi)i∈I) et
de la topologie produit, est un espace vectoriel topologique.

• Soit ((Ei), (fij)) un système projectif d’espaces vectoriels topologiques, i.e. (I,�) est
un ensemble ordonné ; Ei est un espace vectoriel topologique pour tout i ∈ I ; fij : Ej → Ei
est un morphisme d’espaces vectoriels topologiques pour tous i, j ∈ I tels que i � j ; et
ces données vérifient fii = id si i ∈ I et fij ◦ fjk = fik si i � j � k. Alors, muni de
la topologie limite projective et de la structure d’espace vectoriel limite projective (sous-
espace vectoriel de l’espace vectoriel produit

∏
i∈I Ei), l’ensemble limite projective lim

←−
Ei

est un espace vectoriel topologique.
Nous renvoyons au paragraphe 2.9 suivant pour la notion d’espace vectoriel topologique

quotient.

Soit K un corps topologique. Une algèbre topologique sur K est un ensemble E muni
d’une structure d’algèbre sur le corps K et d’une structure d’espace topologique compa-
tibles, i.e. telles que les applications

E × E −→ E
(x, y) 7→ x− y

,
E × E −→ E
(x, y) 7→ xy

et
K × E −→ E
(λ, y) 7→ λy

soient continues. En particulier, l’anneau sous-jacent est un anneau topologique, et l’ex-
pace vectoriel sous-jacent est un espace vectoriel topologique. Par exemple, si K est un
corps topologique, alors l’algèbre des matrices carrées n-n sur K, muni de la topologie
produit de Mn(K) = Kn2

, est une algèbre topologique. Nous verrons d’autres exemples
aux paragraphes 5.1 et 5.2.

Remarques. (1) Si X est un espace topologique et E un espace vectoriel topologique,
si f, g : X → E et h : X → K sont des applications continues, alors les applications
f + g : X → E et hf : X → E définies par x 7→ f(x) + g(x) et x 7→ h(x)f(x) sont
continues, par composition d’applications continues.

(2) Par continuité des applications de différence et de multiplication externe, l’adhé-
rence d’un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel topologique est un sous-espace vec-
toriel. De même, l’adhérence d’une sous-algèbre d’une algèbre topologique est une sous-
algèbre.

(3) Rappelons qu’un convexe dans un espace vectoriel réel ou complexe E est une
partie P de E telle que, pour tous x, y dans P et pour tout t ∈ [0, 1], le point tx+ (1− t)y
appartienne encore à P .

Tout convexe d’un espace vectoriel topologique (réel ou complexe) E est connexe par
arcs, donc connexe : pour tous x, y dans E, l’application t 7→ tx+ (1 − t)y est continue.

L’adhérence d’un convexe d’un espace vectoriel topologique est convexe : pour tout
t ∈ [0, 1], l’application f de E × E dans E définie par (x, y) 7→ tx+ (1 − t)y est continue,
et donc f(C × C ) = f(C × C ) ⊂ f(C × C) ⊂ C.

L’intérieur d’un convexe C d’un espace vectoriel topologique est convexe : si x et y
appartiennent à l’intérieur de C, alors pour tout t > 0, l’ensemble des (1 − t)x+ tz, pour
z dans un voisinage ouvert de y contenu dans C, est un voisinage ouvert de (1 − t)x+ ty
contenu dans C, par continuité de l’application w 7→ 1

t (w − (1 − t)x).

(4) Une application linéaire f : E → F entre espaces vectoriels topologiques est continue
si et seulement si elle est continue en 0 (c’est une propriété des groupes topologiques sous-
jacent).
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En particulier, deux structures d’espaces vectoriels topologiques sur un même espace
vectoriel coïncident si et seulement si tout voisinage de 0 pour l’une contient un voisinage
de 0 pour l’autre, et réciproquement.

Espaces vectoriels normés sur un corps valué.

La classe la plus importante d’espaces vectoriels topologiques est bien sûr fournie par
celle des espaces vectoriels normés. Ce paragraphe généralise à un corps valué quelconque
l’exemple (iii) du paragraphe 1.3.

Soit K un corps muni d’une valeur absolue | · |.
Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une application || · || de E dans

[0,+∞[ telle que, pour tous x, y dans E et tout λ dans K,

(i) ||x|| = 0 si et seulement si x = 0,

(ii) ||λx|| = |λ| ||x||,
(iii) ||x+ y|| ≤ ||x|| + ||y|| .

Cette norme est ultramétrique si la troisième condition est remplacée par

||x+ y|| ≤ max{||x||, ||y||}

(qui implique (iii) bien sûr).

Exemples de normes.
• La valeur absolue de K est une norme sur l’espace vectoriel (de dimension 1) K sur

K, qui est ultramétrique si et seulement si la valeur absolue l’est.
• La restriction d’une norme à un sous-espace vectoriel F de E est une norme sur F .

Sauf mention contraire, lorsque E est muni d’une norme, nous munirons tout sous-espace
vectoriel de la norme restreinte.

• Pour tout n ∈ N − {0}, et pour tout p dans [1,+∞], la formule

||(x1, . . . , xn)||p =
( n∑

i=1

|xi|p
)1/p

pour p 6= +∞, et ||(x1, . . . , xn)||∞ = sup1≤i≤n |xi|, définit une norme sur l’espace vectoriel
Kn (pour les mêmes raisons que lorsque K = C).

• Pour pour tout p dans [1,+∞], la formule

||(xi)i∈N||p =
( +∞∑

i=0

|xi|p
)1/p

pour p 6= +∞, et ||(xi)i∈N||∞ = supi∈N |xi|, définit une norme sur l’espace vectoriel ℓp(K)
des suites à coefficients dans K, dont la somme des puissances p-èmes des termes est
convergente si p 6= +∞ et qui sont bornées si p = +∞ (pour les mêmes raisons que lorsque
K = C).

La distance définie par la norme || · || est l’application d : E ×E → [0,+∞[ définie par

d(x, y) = ||x− y|| ,
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qui est bien une distance sur l’ensemble E (ultramétrique si la norme l’est).
Une semi-norme sur E est une application ||·|| de E dans [0,+∞[ vérifiant les propriétés

ci-dessus des normes, où l’on remplace la propriété (i) par celle, plus faible,

(i’) si x = 0 alors ||x|| = 0.

La topologie définie par une famille de semi-normes (|| · ||α)α∈A sur E est la topologie
initiale définie par la famille d’applications

(
x 7→ ||x−x0||x0,α

)
x0∈E,α∈A

de E dans [0,+∞[,
qui vérifie les mêmes propriétés que celles qui ont été énoncées, lorsque K = R, dans
l’exemple (2) du paragraphe 2.2

Un espace vectoriel normé sur K est un espace vectoriel sur K muni d’une norme.
Lorsque K est R ou C avec leurs valeurs absolues usuelles, cette définition est celle déjà
vue. Sauf quelques exemples, tous les espaces vectoriels normés de ce cours seront réels ou
complexes. Sauf mention contraire, nous munirons tout espace vectoriel normé sur K de
la distance définie par sa norme, et de la topologie définie par cette distance.

Remarques.
• Un espace vectoriel normé, muni donc de la topologie induite par sa norme, est un

espace vectoriel topologique (la preuve est la même que celle pour l’espace vectoriel C sur
le corps C, et est un cas particulier de celle qui suit).

• Un espace vectoriel E, muni de la topologie définie par une famille de semi-normes
(|| · ||α)α∈A (et en particulier un espace vectoriel normé, ainsi qu’un espace vectoriel muni
d’une topologie normable, voir l’exercice E.7), est un espace vectoriel topologique.

En effet, par continuité des translations pour une topologie définie par une famille de
semi-normes et les propriétés des topologies initiales, il suffit de montrer que pour tout
α ∈ A , les application (x, y) 7→ ||x − y||α et (t, x) 7→ ||tx||α sont continues en (0, 0) et en
(t0, 0) respectivement. Ceci découle des inégalités

||x− y||α ≤ ||x||α + ||y||α

et
||tx||α = |t| ||x||α ≤ (|t0| + |t− t0|)||x||α .

• En particulier, l’espace de Schwartz S (Rr) des applications réelles lisses à décrois-
sance rapide dans Rr, où r ∈ N − {0}, est un espace vectoriel topologique (voir l’exemple
3.1 du paragraphe 2.2). Sa topologie n’est pas induite par une norme (voir l’exercice E.7).

• Pour K = R ou K = C, pour tout ouvert Ω non vide de Rr, où r ∈ N − {0}, pour
tout compact non vide K dans Ω, l’espace vectoriel DK(Ω) des applications C∞ de Ω dans
K dont le support est contenu dans K, muni de la topologie définie dans l’exemple 3.2 du
paragraphe 2.2, est un espace vectoriel topologique sur K.

• Avec K et Ω comme ci-dessus, l’espace vectoriel D(Ω) des applications lisses de Ω
dans K, à support compact dans Ω, muni ou bien de la topologie de Whitney ou bien de
la topologie de Schwartz (voir l’exemple (2) du paragraphe 1.4), est un espace vectoriel
topologique (ces topologies sont définies par des familles de semi-normes, voir l’exemple
3.3 du paragraphe 2.2). Mais ces topologies ne sont pas métrisables (voir l’exercice E.9),
donc elles ne peuvent pas être induite par une norme.

Espaces vectoriels topologiques localement convexes.

Voici une classe d’espaces vectoriels qui joue un rôle important en analyse fonctionelle.
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Un espace vectoriel topologique réel ou complexe E est dit localement convexe si le
vecteur nul admet un système fondamental de voisinages convexes.

Bien sûr, par continuité des translations et puisque l’intérieur d’un convexe est convexe,
tout point admet alors un système fondamental de voisinages convexes ouverts.

Lemme 2.17 Soient E un espace vectoriel topologique sur K = R ou K = C, et C un
voisinage convexe de 0. Appelons jauge de C l’application || · ||C : E → [0,+∞[ définie par

||x||C = inf
{
t > 0 :

1

t
x ∈ C

}
.

Elle vérifie les propriétés suivantes.
(1) ∀ x, y ∈ E, ∀ λ > 0, ||λx||C = λ||x||C et ||x+ y||C ≤ ||x||C + ||y||C .
(2) L’application || · ||C est continue. En particulier, si E est un espace vectoriel normé,

alors il existe M ≥ 0 tel que

∀ x ∈ E, ||x||C ≤M ||x|| .

(3) Si C est ouvert, alors

C = {x ∈ E : ||x||C < 1} .

(4) Si K = R et si C est symétrique i.e. si −x appartient à C pour tout x dans C,
alors la jauge de C est une semi-norme sur E.

(5) Si C ′ est un voisinage convexe de 0 tel que C ′ ⊂ C, alors || · ||C ≤ || · ||C′ .
(6) Si (Cα)α∈A est une famille de convexes de E telle que

⋂
α∈A

Cα soit un voisinage
de 0, alors

|| · ||T
α∈A

Cα
= sup

α∈A

|| · ||Cα .

(7) Pour tous λ > 0 et x ∈ E,

||x||λC =
1

λ
||x||C .

Preuve. Montrons les assertions (1) et (4). Comme C est un voisinage de 0, pour tout
x dans E, pour t assez grand, 1

tx appartient à C, donc ||x||C est bien défini. La jauge
de C est nulle sur le vecteur nul (ainsi que sur tout éventuel vecteur non nul x tel que
le rayon R+x soit contenu dans C), et vérifie par construction la propriété d’homogénéité
||λx||C = |λ| ||x||C pour tout réel λ > 0 (et elle vérifie aussi cette formule pour λ < 0 si C
est symétrique car alors || − x||C = ||x||C).

Montrons que || · ||C est sous-additive. Soient x et y dans E. Pour tous s, t > 0 tels que
1
sx,

1
t y ∈ C, soit u = s

s+t ∈ [0, 1]. Par convexité de C, on a

1

s+ t
(x+ y) =

u

s
x+

1 − u

t
y ∈ C .

Donc ||x+y||C ≤ s+ t. En prenant la borne inférieure sur s et sur t, on a donc ||x+y||C ≤
||x||C + ||y||C .

(2) Comme pour les normes, on déduit de la sous-additivité de || · ||C que

∀ x, y ∈ E,
∣∣ ||x||C − ||y||C

∣∣ ≤ ||x− y||C .
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Donc la continuité de || · ||C en un point quelconque de E découle de sa continuité en 0.
Montrons la continuité de || · ||C en 0. Soit ǫ > 0. Comme C est un voisinage de 0 et

puisque 1
ǫx tend vers 0 quand x tend vers 0, il existe un voisinage V de 0 tel que, pour tout

x ∈ V , on ait 1
ǫx ∈ C. Par définition de la jauge, on a alors ||x||C ≤ ǫ pour tout x dans V ,

ce qu’il fallait démontrer. L’assertion concernant le cas particulier des espaces vectoriels
normés s’en déduit par homogénéité de || · ||C . (On peut aussi dire que si E est un espace
vectoriel normé, alors comme C est un voisinage de 0, il existe ǫ > 0 tel que B(0, ǫ) ⊂ C.
En posant M = 1

ǫ , on a donc par construction ||x||C ≤M ||x|| pour tout x dans E.)
(3) Pour tout x dans C, comme C est ouvert, si ǫ est assez petit, alors (1 + ǫ)x ∈ C,

donc ||x||C ≤ 1
1+ǫ < 1. Réciproquement, si x ∈ E et ||x||C < 1, alors il existe t ∈ ]0, 1[ tel

que 1
tx ∈ C, et donc par convexité x = t(1

tx) + (1 − t)0 ∈ C.
L’assertion (5) est évidente, par définition de la jauge d’un convexe.
(6) Notons C =

⋂
α∈A

Cα, qui est un voisinage convexe de 0. Par (5), nous avons
supα∈A || · ||Cα ≤ || · ||C . Réciproquement, soient x dans E, ǫ > 0 et t = supα∈A ||x||Cα + ǫ.
Alors pour tout α ∈ A , nous avons t > ||x||Cα , donc 1

tx ∈ Cα. Par conséquent, 1
tx ∈ C, et

||x||C ≤ t = supα∈A ||x||Cα + ǫ. Le résultat en découle en faisant tendre ǫ vers 0.
L’assertion (7) est évidente, par définition de la jauge d’un convexe. �

Théorème 2.18 Un espace vectoriel topologique réel ou complexe est localement convexe
si et seulement si sa topologie est définie par une famille de semi-normes.

Un espace vectoriel topologique réel ou complexe admet un système fondamental dénom-
brable de voisinages convexes de 0 si et seulement si sa topologie est définie par une famille
dénombrable de semi-normes.

Preuve. Si (|| · ||α)α∈A est une famille de semi-normes sur un espace vectoriel réel ou
complexe E, alors d’après le paragraphe 2.2, l’ensemble des parties

{x ∈ E : ∀α ∈ F, ||x||α < ǫ} ,

où F est une partie finie de A et ǫ > 0, est un système fondamental de voisinages (dénom-
brable si la famille de semi-normes l’est et en ne prenant que les ǫ rationnels) de 0 pour la
topologie définie par cette famille de semi-normes. Comme toute semi-norme || · || vérifie
||tx + (1 − t)y|| ≤ t||x|| + (1 − t)||y|| pour tout t ∈ [0, 1], ces parties sont convexes, et E,
muni de la topologie définie par (|| · ||α)α∈A , est localement convexe.

Réciproquement, soit E un espace vectoriel topologique localement convexe réel. Si C
est un voisinage ouvert convexe de 0, alors C∩(−C) est encore un voisinage ouvert convexe
de 0, qui est symétrique et contenu dans C. L’ensemble des voisinages ouverts convexes
symétriques de 0 est donc un système fondamental de voisinages de 0 dans E.

Soit V un système fondamental de voisinages ouverts convexes symétriques de 0. Mon-
trons que la topologie définie par la famille de semi-normes

(
||·||C

)
C∈V

(qui est dénombrable
si V l’est) coïncide avec la topologie originelle de E. Ces deux topologies faisant de E un
espace vectoriel topologique, il suffit de montrer que tout voisinage de 0 pour l’une est un
voisinage de 0 pour l’autre, et réciproquement.

Pour tout C ∈ V , on a C = {x ∈ E : ||x||C < 1} par le lemme 2.17 (3), donc tout
voisinage de 0 pour la topologie originelle est un voisinage de 0 pour la topologie définie
par

(
|| · ||C

)
C∈V

.
Réciproquement, pour tout C ∈ V et tout ǫ > 0, nous avons {x ∈ E : ||x||C < ǫ} = 1

ǫC
et les homothéties sont des homéomorphismes fixant le vecteur nul. Donc tout voisinage
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de 0 pour la topologie définie par
(
|| · ||C

)
C∈V

est un voisinage de 0 pour la topologie
originelle.

Supposons finalement que E soit un espace vectoriel topologique localement convexe
complexe. La preuve ci-dessous utilise des notions de compacité et d’uniforme continuité,
qui seront étudiées dans les chapitres 4 et 5. Le lecteur se convaincra facilement qu’il n’y a
pas de boucle logique ! Soit V un système fondamental de voisinages ouverts convexes de
0. Notons S1 = {λ ∈ C : |λ| = 1}. Pour tous C ∈ V et x ∈ E, définissons

||x||′C = sup
λ∈S1

||λx||C .

L’application λ 7→ ||λx||C de C dans R est continue, par composition d’applications conti-
nues (voir le lemme 2.17 (2)). Par compacité de S1 (voir le corollaire 4.15), la borne supé-
rieure définissant ||x||′C est atteinte, et en particulier, ||x||′C est fini. Il est alors immédiat,
par construction et par le lemme 2.17 (1), que l’application || · ||′C : E → [0,+∞[ est une
semi-norme.

Montrons que la topologie définie par la famille de semi-normes
(
|| · ||′C

)
C∈V

(qui est
dénombrable si V l’est) coïncide avec la topologie originelle de E.

Pour tout x dans E, si ||x||′C < 1, alors ||x||C < 1, donc x ∈ C par le lemme 2.17 (3).
Donc tout voisinage de 0 pour la topologie originelle contient un voisinage de 0 pour la
topologie définie par

(
|| · ||′C

)
C∈V

.
Réciproquement, comme l’application de S1 × E → E définie par (λ, x) 7→ λx est

continue et puisque S1 est compact, il découle de la proposition 5.5 (2) que l’application
x 7→ λx est continue uniformément en λ. Donc pour tout C ∈ V , et tout ǫ > 0, il existe
C ′ ∈ V tel que pour tout x ∈ C ′ et pour tout λ ∈ S1, nous avons λx ∈ 2

ǫC, c’est-à-
dire ||λx||C < ǫ

2 . Ceci implique que C ′ est contenu dans {x ∈ E : ||x||′C < ǫ}. Donc
(en passant aux intersections finies), tout voisinage de 0 pour la topologie définie par(
|| · ||′C

)
C∈V

contient un voisinage de 0 pour la topologie originelle. �

Exemples. Les exemples suivants sont des cas particuliers d’espaces vectoriels réels ou
complexes, munis de topologies définies par une famille de semi-normes, pour lesquels on
applique le théorème 2.18.

• Les espaces vectoriels normés réels ou complexes sont localement convexes.
• L’espace de Schwartz S (Rn) des fonctions lisses à décroissance rapide sur Rn est

localement convexe.
• Pour tout ouvert Ω non vide de Rr, où r ∈ N − {0}, pour tout compact non vide K

dans Ω, les espaces vectoriels réels ou complexes D(Ω) et DK(Ω) sont localement convexes.

Remarque. Il découle de la proposition 2.13 (voir aussi le tout dernier exemple du para-
graphe 2.6) que si E est un espace vectoriel topologique localement convexe, et f : D(Ω) →
E est une application linéaire, alors f est continue pour la topologie de Schwartz sur D(Ω)
si et seulement si, pour tout compact non vide K de Ω, la restriction f|DK(Ω) : DK(Ω) → E
est continue pour la topologie de DK(Ω) (définie par la famille de semi-normes (||·||m)m∈Rr).
Le corollaire 2.14 est un cas particulier de cette remarque.

Continuité des applications linéaires et multilinéaires.
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Soit K un corps muni d’une valeur absolue non triviale | · |. Soient E,F deux espaces
vectoriels normés sur K. Pour toute application linéaire f : E → F , on pose

||f || = sup
x∈E−{0}

||f(x)||
||x|| .

Lorsque K = R ou K = C, on a aussi

||f || = sup
x∈E, ||x||=1

||f(x)|| = sup
x∈E, ||x||≤1

||f(x)|| .

Si F = K = R, c’est-à-dire lorsque f est une forme linéaire réelle, on a aussi, par invariance
de la sphère unité et de la boule unité par passage à l’opposé,

||f || = sup
x∈E, ||x||=1

f(x) = sup
x∈E, ||x||≤1

f(x) .

Proposition 2.19 Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) f est continue en 0 ;

(2) f est continue ;

(3) ||f || est fini.

C’est à cause de l’équivalence entre (1) et (3) que les termes « application linéaire
bornée » et « application linéaire continue » sont parfois employés comme synomymes.

La preuve a déjà été vue dans le cas K = R ou K = C. L’équivalence des deux premières
assertions est une propriété des espaces vectoriels topologiques.

Preuve. Supposons que (3) soit vérifié, et montrons (2). Nous pouvons supposer que
||f || 6= 0, car sinon f est l’application nulle, qui est continue. Si ||x − x0|| < ǫ

||f || , alors
||f(x) − f(x0)|| < ǫ, donc (2) est vérifié. Il est immédiat que (2) implique (1).

Montrons que (1) implique (3). Comme la valeur absolue de K est non triviale (et en
considérant les inverses), il existe t dans K tel que |t| > 1. Soit ǫ > 0 tel que si ||x|| ≤ ǫ,
alors ||f(x)|| ≤ 1. Pour tout y dans E, soit n ∈ Z tel que ǫ|t|n−1 ≤ ||y|| ≤ ǫ|t|n. Alors

||f(y)||
||y|| =

||f(t−ny)||
||t−ny|| ≤ |t|

ǫ
. �

Exercice E.41 Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques réels ou complexes dont
les topologies sont définies par les familles de semi-normes (|| · ||i)i∈I et (|| · ||j)j∈J respec-
tivement, et soit f : E → F une application linéaire. Montrer que f est continue si et
seulement si

∀ j ∈ J, ∃ i1, . . . , ik ∈ I, ∃ c ≥ 0, ∀ x ∈ E, ||f(x)||j ≤ c (||x||i1 + · · · + ||x||ik) .

Notons L (E,F ) l’espace vectoriel sur K des applications linéaires continues de E dans
F . La proposition suivante est immédiate (et sa preuve est la même que celle pour K = R
ou K = C, déjà vue l’année dernière).
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Proposition 2.20 (i) L’application f 7→ ||f || est une norme sur L (E,F ), appelée norme
d’opérateur.

(ii) Si f ∈ L (E,F ) et g ∈ L (F,G), alors

||g ◦ f || ≤ ||g|| ||f || .

(iii) Si E 6= {0}, alors ||id|| = 1. �

En particulier, si V est un espace vectoriel normé, alors l’espace vectoriel E nd(V )
des endomorphismes continus de V est un espace vectoriel normé pour la norme définie
ci-dessus.

Il découle de la proposition 2.20 (ii) que si f ∈ L (E,E), alors

||fn|| ≤ ||f ||n .

Pour tout f dans L (E,F ), la composition à droite par f , c’est-à-dire l’application linéaire
de L (F,G) dans L (E,G) définie par

g 7→ g ◦ f ,

est continue, de norme inférieure ou égale à ||f ||. De même, pour tout g dans L (F,G), la
composition à gauche par g, c’est-à-dire l’application linéaire de L (E,F ) dans L (E,G)
définie par

f 7→ g ◦ f
est continue, de norme inférieure ou égale à ||g||.
Remarque. Si E est un espace vectoriel normé sur K, alors l’application de E dans
L (K, E) définie par x 7→ {ϕx : t 7→ tx} est un isomorphisme linéaire isométrique (la
norme d’opérateur de ϕx est égale à la norme de x).

Soient E1, . . . , En, F,G des espaces vectoriels normés sur K. Comme ci-dessus, une
application multilinéaire u de E1 × · · · ×En dans F est continue si et seulement si elle est
continue en (0, . . . , 0), et si et seulement s’il existe c ≥ 0 tel que

∀ x1 ∈ E1, . . . , ∀ xn ∈ En, ||u(x1, . . . , xn)|| ≤ c ||x1|| . . . ||xn|| .

Notons
L (E1, . . . , En;F )

l’espace vectoriel sur K des applications multilinéaires continues de E1 × · · · ×En dans F .
Muni de la norme

||u|| = sup
x1∈E1−{0}, ... , xn∈En−{0},

||u(x1, . . . , xn)||
||x1|| . . . ||xn||

,

c’est un espace vectoriel normé sur K. Lorsque K = R ou K = C, on a aussi

||u|| = sup
||x1||=1, ... , ||xn||=1

||u(x1, . . . , xn)|| = sup
||x1||≤1, ... , ||xn||≤1

||u(x1, . . . , xn)|| .
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Si F = K = R, c’est-à-dire lorsque u est une forme multilinéaire réelle, on a aussi, par
invariance de la sphère unité et de la boule unité par passage à l’opposé,

||u|| = sup
||x1||=1, ... , ||xn||=1

u(x1, . . . , xn) = sup
||x1||≤1, ... , ||xn||≤1

u(x1, . . . , xn) .

Comme dans la proposition 2.20 (ii), si f ∈ L (E1, . . . , En;F ) et si g ∈ L (F,G), alors
g ◦ f ∈ L (E1, . . . , En;G) et

||g ◦ f || ≤ ||g|| ||f || .
En particulier, l’application de L (E1, . . . , En;F )×L (F,G) dans L (E1, . . . , En;G) définie
par

(f, g) 7→ g ◦ f
est bilinéaire, continue, de norme inférieure ou égale à 1.

Proposition 2.21 Soient E,F,G trois espaces vectoriels normés sur K. Alors l’applica-
tion de L (E,F ;G) dans L (E,L (F,G)) définie par

u 7→
{
x 7→ (ux : y 7→ u(x, y))

}

est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie pour les normes.

Par récurrence, il existe donc une isométrie linéaire entre les espaces vectoriels normés
L (E1, . . . , En;F ) et L (E1,L (E2, . . . ,L (En, F )) . . . ).

Preuve. Comme
||ux(y)|| = ||u(x, y)|| ≤ ||u|| ||x|| ||y|| ,

l’application linéaire ux : F → G est continue, et ||ux|| ≤ ||u|| ||x||. Donc l’application
linéaire x 7→ ux est continue, de norme au plus ||u||. Comme

sup
x∈E−{0}

||ux||
||x|| = sup

x∈E−{0}
sup

y∈F−{0}

||ux(y)||
||x|| ||y|| = ||u|| ,

l’application considérée est bien une isométrie. Enfin, montrons qu’elle est surjective. Si
v ∈ L (E,L (F,G)), alors l’application u : (x, y) 7→ v(x)(y) est clairement bilinéaire, et
comme

||v(x)(y)|| ≤ ||v(x)|| ||y|| ≤ ||v|| ||x|| ||y|| ,
l’application u est continue, et v(x) = ux, ce qui démontre le résultat. �

Nous terminons ce paragraphe par deux constructions d’espaces vectoriels topologiques,
qui sont très importantes en analyse.

Topologie faible.

Soit E un espace vectoriel topologique sur un corps topologique K (par exemple un
espace vectoriel normé réel ou complexe). La topologie de E (par exemple celle induite par
la distance induite par la norme, le cas échéant) est aussi appelée la topologie forte, et une
application continue de E, muni de la topologie forte, dans un espace topologique est dite
fortement continue. Le dual topologique E′ (aussi noté E∗, voire Ě, le plus simple est de
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toujours préciser si l’on prend le dual algébrique ou topologique) de E est l’espace vectoriel
des formes linéaires fortement continues sur E.

La topologie initiale sur E définie par la famille (ℓ)ℓ∈E′ est appelée la topologie faible
sur E, voire pour préciser la topologie faible σ(E,E′). Par définition, la topologie faible sur
E est la topologie la moins fine rendant continues les formes linéaires fortement continues.

Remarque. Pour tout ℓ dans E′, l’application de E dans [0,+∞[ définie par x 7→ |ℓ(x)| est
clairement une semi-norme sur E, par linéarité de ℓ. La topologie faible sur E coïncide avec
la topologie définie par la famille de semi-normes

(
x 7→ |ℓ(x)|

)
ℓ∈E′ (toujours par linéarité

des ℓ ∈ E′).

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies initiales, ou sont élémen-
taires :

• si x0 ∈ E, alors l’ensemble des parties de la forme

Vǫ,ℓ1,...,ℓn(x0) = {x ∈ E : |ℓi(x) − ℓi(x0)| < ǫ, 1 ≤ i ≤ n}

lorsque ǫ > 0, n ∈ N − {0} et ℓ1, ..., ℓn ∈ E′, est un système fondamental de voisinages de
x0 dans E pour la topologie faible ;

• les ouverts pour la topologie faible sont les unions d’intersections finies de parties de
la forme ℓ−1(O) avec O ouvert de K et ℓ ∈ E′ ;

• la topologie forte sur E est plus fine que la topologie faible (car la topologie forte
rend continue les formes linéaires fortement continues, par définition) ;

• l’espace vectoriel E, muni de la topologie faible, est un espace vectoriel topologi-
que (par la linéarité des applications définissant la topologie initiale) ; si K est R ou C,
alors comme les voisinages Vǫ,ℓ1,...,ℓn(0) sont convexes, par linéarité des ℓi, l’espace vectoriel
topologique E est localement convexe ;

• si E est un espace vectoriel normé sur K = R ou K = C de dimension finie n, alors
la topologie forte et la topologie faible coïncident.

En effet, lorsque nous aurons montré (voir le corollaire 4.16) que deux espaces vectoriels
normés sur K de même dimension finie sont homéomorphes, cela découlera du fait que
sur Kn muni de la norme ||(x1, . . . , xn)||∞ = max1≤i≤n |xi|, si ℓ1, . . . , ℓn sont les formes
linéaires coordonnées (qui sont continues, car de norme 1), alors la boule ouverte de centre
0 et de rayon ǫ > 0 est égale à

⋂n
i=1 ℓ

−1
i ({x ∈ K : |x| < ǫ}), donc est un ouvert faible, ce

qui conclut par les deux points précédents.

Exercice E.42 Soit E un espace vectoriel normé réel ou complexe.
(1) Montrer que si E est de dimension infinie, alors la topologie forte et la topologie

faible sont distinctes.
(2) Quel est l’intérieur, pour la topologie faible, de la boule unité ouverte de l’espace

vectoriel normé E ? Quelle est l’adhérence, pour la topologie faible, de la sphère unité de
E ?

Nous reviendrons sur cet exemple dans le chapitre 6, en montrant que bien que la
topologie faible d’un espace vectoriel normé soit séparée, elle n’est ni égale à la topologie
forte ni métrisable en dimension infinie.

Topologie faible-étoile.
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Soient E un espace vectoriel topologique sur un corps topologique K, et E∗ le dual
topologique de E. La topologie faible-étoile est la topologie initiale sur E∗ définie par la
famille d’applications (ϕx : E∗ → K)x∈E , où ϕx : ℓ 7→ ℓ(x). Attention, c’est une topologie
sur E∗, pas sur E. C’est donc la topologie la moins fine sur E∗ rendant continue les
applications d’évaluation en tout point de E des formes linéaires fortement continues sur
E.

Remarque. Pour tout x dans E, l’application de E∗ dans [0,+∞[ définie par ℓ 7→ |ℓ(x)|
est clairement une semi-norme sur E∗, par linéarité de ϕx. La topologie faible-étoile sur E
coïncide avec la topologie définie par la famille de semi-normes

(
ℓ 7→ |ℓ(x)|

)
x∈E (toujours

par linéarité des ϕx).

Si ℓ0 ∈ E∗, alors par les propriétés des topologies initiales, l’ensemble des parties de la
forme

Vǫ,x1,...,xn(ℓ0) = {ℓ ∈ E∗ : ∀ i = 1, ..., n, |ℓ(xi) − ℓ0(xi)| < ǫ}
lorsque ǫ > 0, n ∈ N − {0} et x1, ..., xn ∈ E, est un système fondamental de voisinages de
ℓ0 dans E∗ pour la topologie faible-étoile.

L’espace vectoriel E∗, muni de la topologie faible-étoile, est un espace vectoriel to-
pologique (par la linéarité des applications définissant la topologie initiale). Si K est R
ou C, alors comme les voisinages Vǫ,x1,...,xn(0) sont clairement convexes, l’espace vectoriel
topologique E∗ est localement convexe.

Proposition 2.22 La topologie faible-étoile sur E∗ est séparée.

La famille des semi-normes
(
ℓ 7→ |ℓ(x)|

)
x∈E est clairement séparante, donc ceci est un

cas particulier de la proposition 2.1 (1).

Preuve. Si ℓ′ et ℓ′′ sont deux éléments distincts de E∗, alors il existe un élément x dans
E tel que ǫ = |ℓ′(x) − ℓ′′(x)| > 0. Par conséquent {ℓ ∈ E∗ : |ℓ(x) − ℓ′(x)| < ǫ

2}
et {ℓ ∈ E∗ : |ℓ(x) − ℓ′′(x)| < ǫ

2} sont deux voisinages ouverts disjoints de ℓ′ et ℓ′′

respectivement, pour la topologie faible-étoile. �

Soit E un espace vectoriel normé réel. Pour tout ℓ dans E∗, posons

||ℓ|| = sup
x∈E , ||x||≤1

|ℓ(x)| = sup
x∈E , ||x||≤1

ℓ(x) .

Par la proposition 2.20, l’application ℓ 7→ ||ℓ|| est une norme sur E∗, appelée la norme duale.
Donc (E∗, || ||) un espace vectoriel réel normé. Il est facile de voir que toute application
ϕx, pour x ∈ X, est une forme linéaire fortement continue sur E∗ pour cette norme :
|ℓ(x)| ≤ ||x|| ||ℓ|| pour tout ℓ dans E∗. La topologie faible-étoile de E∗ est donc moins fine
que la topologie faible de E∗ (qui elle-même est moins fine que la topologie forte de E∗).
Lorsque E est de dimension finie, il est facile de montrer que ces trois topologies sur E∗

coïncident. Nous y reviendrons ultérieurement.

Proposition 2.23 Soit E un espace vectoriel normé réel, D une partie de E, et OD la
topologie initiale sur E∗ définie par (ϕx : E∗ → R)x∈D. Alors OD est moins fine que la
topologie faible-étoile sur E∗. De plus, si D est dense dans E, alors sur tout borné (pour
la norme duale) de E∗, les restrictions des topologies OD et faible-étoile coïncident.
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Preuve. La première assertion est immédiate.
Par les propriétés des topologies initiales, pour tout ℓ0 ∈ E∗, l’ensemble des parties de

la forme

Vǫ,x1,...,xn(ℓ0) = {ℓ ∈ E∗ : ∀ i ∈ {1, . . . , n}, |ℓ(xi) − ℓ0(xi)| < ǫ}

lorsque ǫ > 0, n ∈ N et x1, . . . , xn ∈ D, est un système fondamental de voisinages de ℓ0
pour OD.

Pour tous ℓ, ℓ0 ∈ E∗ de normes duales au plus c, et pour tous x, y ∈ E, nous avons

|ℓ(x) − ℓ0(x)| ≤ |ℓ(x) − ℓ(y)| + |ℓ(y) − ℓ0(y)| + |ℓ0(y) − ℓ0(x)|
≤ ||ℓ|| ||x − y|| + |ℓ(y) − ℓ0(y)| + ||ℓ0|| ||x − y||
≤ |ℓ(y) − ℓ0(y)| + 2c ||x − y|| .

Le résultat en découle. �

Nous reviendrons plus longuement sur les propriétés topologiques des espaces vectoriels
normés dans le chapitre 6.

En analyse, on considère fréquemment des espaces vectoriels topologiques d’applications
à valeurs réelles ou complexes, que l’on appelle souvent espaces fonctionnels, ainsi que des
applications linéaires entre espaces fonctionnels, que l’on appelle souvent opérateurs. Nous
y reviendrons au chapitre 6.

2.9 Espace quotient d’une action de groupe

Un exemple important d’ensemble quotient est l’ensemble des orbites de l’action d’un
groupe sur un ensemble. Il est important d’étudier les topologies quotients dans ce cadre.

Nous renvoyons au cours d’Algèbre I pour les notions d’actions de groupes sur des en-
sembles. Soient G un groupe topologique et X un espace topologique. Une action continue
(à gauche) de G sur X est une action (à gauche) de G sur X qui est continue, i.e. c’est une
application continue de l’espace topologique produit G ×X dans X, notée (g, x) 7→ g · x
ou tout simplement (g, x) 7→ gx s’il y a pas de risque de confusion, telle que

∀ x ∈ X, ∀ g, h ∈ G, e · x = x, et (gh) · x = g · (h · x) .

Dans toute la suite de ce texte et sauf mention contraire, toute action d’un groupe topolo-
gique sur un espace topologique sera une action continue (à gauche). Notons qu’alors, pour
tout g dans G, l’application x 7→ g ·x est un homéomorphisme de X, d’inverse x 7→ g−1 ·x,
et que l’application du groupe G dans le groupe des homéomorphismes de X défini par
g 7→ (x 7→ g · x) est un morphisme de groupes.

Par exemple, si G est un groupe topologique, si H est un sous-groupe de G, alors les
actions de H sur G par translations à gauche (h, g) 7→ hg et par translations à droite
(h, g) 7→ gh−1 sont clairement continues.

Soient G un groupe topologique etX un espace topologique muni d’une action (continue
à gauche) de G. Notons R la relation d’équivalence définie par xR y si et seulement si x et
y sont dans la même orbite, i.e. s’il existe g dans G tel que y = gx. Notons G\X = X/R
l’ensemble quotient de cette action et π : X → G\X la projection canonique. Chaque
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orbite sera, sauf mention contraire, munie de la topologie induite, et l’ensemble quotient
G\X sera muni de la topologie quotient.

La projection canonique π est alors continue par définition de la topologie quotient,
mais elle est de plus ouverte, par la proposition 2.24 ci-dessous.

En particulier, si H est un sous-groupe de G, nous notons respectivement H\G et G/H
les espaces topologiques quotients des actions par translations à gauche et par translations
à droite. Nous verrons dans le corollaire 2.26 ci-dessous que l’action de G par translations
à gauche sur l’espace topologique quotient G/H, définie par

G×G/H → G/H
(g, g′H) 7→ gg′H ,

et l’action de G par translations à droite sur l’espace topologique quotient H\G, définie
par

G×H\G → H\G
(g,Hg′) 7→ Hg′g−1 ,

sont continues.

Proposition 2.24 Pour toute action continue d’un groupe topologique G sur un espace
topologique X, la projection canonique π : X → G\X est ouverte.

Preuve. Pour tout ouvert U deX, son image π(U) est un ouvert de G\X, car π−1(π(U)) =⋃
g∈G gU , qui est une union d’ouverts, car G agit par homéomorphismes. �

Voici un critère simple (cas particulier de l’exercice E.29) pour savoir quand l’espace
quotient d’une action est séparé.

Proposition 2.25 L’espace topologique quotient G\X est séparé si et seulement si R est
un fermé de X ×X. Dans ce cas, toute orbite de G dans X est fermée.

Preuve. Soient x et y deux points de X qui ne sont pas dans la même orbite.
Si G\X est séparé, alors il existe deux ouverts saturés disjoints U et V contenant

respectivement x et y. Donc U × V est un voisinage de (x, y) dans X ×X ne rencontrant
pas R, et R est fermé.

Réciproquement, si R est fermé, alors il existe des voisinages ouverts U de x et V de
y tels que (U × V ) ∩ R = ∅. Comme π est ouverte, π(U) et π(V ) sont deux voisinages
ouverts de π(x) et π(y) respectivement, qui sont disjoints par construction. Donc G\X est
séparé.

Comme les singletons d’un espace séparé sont fermés, l’image réciproque d’un fermé
par une application continue est un fermé, la dernière assertion est claire. �

Porisme 2.26 Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe, et π : G → G/H la
projection canonique. Alors

• l’application π est continue et ouverte, et l’action de G sur G/H par translations à
gauche est continue ;

• si H est distingué, alors le groupe quotient G/H (muni de la topologie quotient) est
un groupe topologique ;

• l’espace topologique quotient G/H est séparé si et seulement si H est fermé.
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Ce résultat est bien sûr encore valable en remplaçant G/H par H\G et translations à
gauche par translations à droite.

Preuve. Le résultat découle des propositions 2.24 et 2.25, par les trois remarques suivantes.
(1) Soit ψ : G × G/H → G/H l’action de G sur G/H, définie par (g, g′H) 7→ gg′H.

Pour tout ouvert U de G/H, l’ensemble

V = {(g, g′) ∈ G×G : gg′ ∈ π−1(U)}

est ouvert, car la multiplication dans G et l’application π sont continues. Par l’exercice
(corrigé) E.20, l’application π′ : (G × G) → (G ×H\G) définie par (g, g′) 7→ (g, g′H) est
ouverte, car g′ 7→ g′H l’est par la proposition 2.24. Donc ψ−1(U) = π′(V ) est ouvert, et ψ
est continue.

(2) Par ce qui précède et par composition, l’application de G×G/H dans G/H définie
par (g, g′H) 7→ g−1g′H est continue, donc, par passage au quotient si H est distingué,
l’application de G/H ×G/H dans G/H définie par (x, y) 7→ x−1y est continue.

(3) Soient R la relation d’équivalence « être dans la même classe à droite par H » sur
G, et φ : G × G → G l’application continue (x, y) 7→ x−1y. Alors R = φ−1(H). De plus,
H est l’orbite de e pour l’action par translations à gauche de H sur G. �

Exemples.

(1) Pour tout n dans N, pour tout corps topologique K, le groupe multiplicatif K× =
(K∗,×) agit (continuement à gauche) sur l’espace topologique Kn+1 − {0} par la
restriction de la multiplication scalaire (λ, x) 7→ λx. La relation d’équivalence définie
par cette action est formée des couples (x, y) de vecteurs non nuls colinéaires deKn+1,
donc ses classes d’équivalences sont les droites vectorielles (privées de 0). On note
Pn(K) (ou parfois KPn) et on appelle espace projectif de Kn+1 l’espace topologique
quotient K×\(Kn+1 −{0}). On appelle Pn(R) l’espace projectif réel de dimension n.
On appelle Pn(C) l’espace projectif complexe de dimension n.

(1’) Pour tout n dans N, le groupe (discret) multiplicatif {±1} agit (continuement à
gauche) sur la sphère Sn par x 7→ ±x, et la relation d’équivalence définie par cette
action, qui est formée des couples (x, y) avec y = ±x, est fermée. Donc {±1}\Sn est
un espace topologique séparé.
L’inclusion de Sn dans Rn+1 − {0} est continue, et induit par passage aux quotients
une bijection continue f de {±1}\Sn sur Pn(R). Son inverse, qui est l’application
induite par passage aux quotients de l’application continue de Rn+1 − {0} dans Sn
définie par x 7→ x/||x||, est encore continue. Donc f est un homéomorphisme (et on
identifie souvent {±1}\Sn et Pn(R) par cette application).

(2) Soient n ∈ N et p ∈ N−{0}. Le groupe (discret) Up = {λ ∈ C : λp = 1} des racines
p-èmes de l’unité agit (continuement à gauche) sur la sphère de dimension impaire

S2n+1 = {(z0, . . . , zn) ∈ Cn+1 : |z0|2 + · · · + |zn|2 = 1}

par (λ, (z0, . . . , zn)) 7→ (λz0, . . . , λzn). Il est facile de vérifier que la relation d’équi-
valence définie par cette action est fermée. Donc l’espace quotient Ln,p = Up\S2n+1

est un espace topologique séparé. Il est appelé un espace lenticulaire.

(3) Soit n ∈ N. Le sous-groupe Zn de Rn est fermé, donc l’espace quotient Tn = Rn/Zn

est séparé (ce que nous avions déjà montré dans l’exemple E.29).
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Étudions la topologie quotient de G/H dans le cas particulier où G est le groupe
additif d’un espace vectoriel topologique, et où H est le sous-groupe additif d’un sous-
espace vectoriel. Notons qu’alors l’espace vectoriel quotient G/H, muni de la topologie
quotient, est un espace vectoriel topologique, par le second point du corollaire 2.26 et par
continuité du passage au quotient de la multiplication externe.

Soit E un espace vectoriel topologique réel ou complexe, dont la topologie est définie
par une famille de semi-normes (ni)i∈I , et F un sous-espace vectoriel. Pour tout x = x+F
dans l’espace vectoriel quotient E/F , notons

ni(x) = inf
y∈F

ni(x+ y) .

qui ne dépend pas du choix d’un représentant. On appelle l’application ni la semi-norme
quotient de ni, qui est bien une semi-norme par le résultat suivant. En particulier, si (E, ||·||)
est un espace vectoriel normé, alors on appelle norme quotient l’application encore notée
|| · || de E/F dans [0,+∞[ définie par

|| x || = inf
y∈F

||x+ y|| .

Sauf mention contraire, nous munirons E/F de la norme quotient, qui est bien une norme
lorsque F est fermé, par le résultat suivant.

Proposition 2.27 Avec les notations ci-dessus, ni est une semi-norme sur E/F . De plus,
la topologie sur E/F définie par la famille de semi-normes (ni)i∈I est moins fine que la
topologie quotient, et coïncide avec elle si I ne contient qu’un élément.

Si E est un espace vectoriel normé, et si F est un sous-espace vectoriel fermé, alors la
norme quotient est une norme.

Preuve. Il est immédiat que l’application ni : E/F → [0,+∞[ s’annule sur le vecteur nul
0, et vérifie ni(λx) = |λ|ni(x), par invariance par homothéties de F . Pour tous x, x′ dans E,
pour tout ǫ > 0, soient y, y′ dans F tels que ni(x+y) ≤ ni(x)+ ǫ et ni(x′+y′) ≤ ni(x′)+ ǫ.
Alors, par inégalité triangulaire,

ni(x+ x′) = ni(x+ x′ ) ≤ ni((x+ x′) + (y + y′)) ≤ ni(x+ y) + ni(x
′ + y′)

≤ ni(x) + ni(x′) + 2ǫ ,

d’où l’inégalité triangulaire de ni en faisant tendre ǫ vers 0.
La topologie quotient sur l’espace vectoriel topologique E/F rend les applications ni

continues (car les ni : E → [0,+∞[ le sont). Donc la topologie quotient est plus fine que
la topologie définie par la famille de semi-normes (ni)i∈I .

L’image par π de la (pseudo-)boule ouverte de centre x et de rayon ǫ pour la pseudo-
distance associée à ni est égale à la (pseudo-)boule ouverte de centre π(x) et de rayon ǫ
pour la pseudo-distance associée à ni. Donc lorsque I = {i} est un singleton, si U est un
ouvert de E/F pour la topologie quotient, alors π−1(U) est une union de (pseudo-)boules
ouverte pour ni, donc U = π(π−1(U)) est une union de (pseudo-)boules ouverte pour ni.
Les deux topologies coïncident donc.

Enfin, si || · || est la norme quotient d’une norme sur E, il suffit par ce qui précède
de montrer qu’elle vérifie l’axiome de séparation pour montrer qu’elle est une norme. Si
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|| x || = 0, alors il existe une suite (yn)n∈N dans F qui converge vers −x. Comme F est
(stable par l’opposé et) fermé, le point x appartient à F , et donc x = 0. �

Exemples. (1) Soient E un espace vectoriel, || · || une semi-norme sur E, et F = {x ∈ E :
||x|| = 0}. Il est immédiat de vérifier que F est un sous-espace vectoriel fermé de E muni
de la topologie (d’espace vectoriel topologique) définie par la semi-norme, et que la semi-
norme quotient est une norme (qui induit la topologie quotient E/F , par la proposition
précédente).

(2) Dans l’énoncé de la proposition 2.27, si I n’est pas un singleton, alors la topologie
quotient ne coïncide pas forcément avec la topologie définie par la famille des semi-normes
quotients.

|y| < ǫ

|y − x| < ǫ

ǫ

x

y

−ǫ

ǫ

−ǫ

Par exemple, dans E = R2, la topologie définie par les deux semi-normes (x, y) 7→ |y−x|
et (x, y) 7→ |y| est la topologie usuelle (les parallélogrammes intersections des pseudo-boules
de centre (0, 0) et de rayon ǫ pour ces deux semi-normes forment un système fondamental
de voisinage de (0, 0) pour la topologie usuelle). Mais si F est le sous-espace vectoriel
{0} × R de E, alors les deux semi-normes quotients sur E/F sont les semi-normes nulles.
Donc la topologie définie par la famille des semi-normes quotient est la topologie grossière.
Elle est strictement moins fine que la topologie quotient, qui est la topologie usuelle sur
E/F ≃ R.

2.10 Indications pour la résolution des exercices

Schème E.15 L’application g est bien définie, car f|A∩A′ = f ′|A∩A′ et X = A ∪ A.

Soit F un fermé de Y , alors f−1(F ) et f ′−1(F ) sont, par continuité, des fermés de A et
de A′ respectivement, donc de X, car A et A′ sont fermés. Par conséquent, g−1(F ) =
f−1(F ) ∪ f ′−1(F ) est fermé, et g est continue.

Schème E.19 L’application φj est injective, et continue car pri ◦ φj est continue pour
tout i. Sa réciproque est la restriction à l’image de φj de la j-ème projection, donc est
continue.

Schème E.20 Comme la réunion et l’image directe par une application commutent, il
suffit de montrer que l’image d’un ouvert élémentaire par f est un ouvert élémentaire, ce
qui est immédiat par construction de f , puisque les fi sont ouvertes et surjectives. (NB :
il n’y a pas besoin de la surjectivité si l’ensemble des indices I est fini.)
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Schème E.23 Soit X =
∏
i∈I Xi un espace topologique produit.

Supposons que Xi soit connexe pour tout i ∈ I, et soit f : X → {0, 1} une application
continue (où {0, 1} est muni de la topologie discrète). Soit x dans X, montrons que f(z) =
f(x) pour tout z dans X, ce qui montre que X est connexe (par la caractérisation (5) du
paragraphe 1.9).

Pour tout y = (yi)i∈N dans X et pour tout j ∈ I, nous avons vu (dans la preuve
de la proposition 2.7 et l’exercice E.19) que l’application φy,j de Xj dans X définie par
t 7→ (xi)i∈I où xj = t et xi = yi pour tout i 6= j, est continue (car pri◦φy,j est continue pour
tout i ∈ I). Alors f ◦ φy,j : Xj → {0, 1} est continue, donc constante. Donc f(y′) = f(y)
si y′ et y ne diffèrent qu’en une composante, et par récurrence, f(y) = f(y′) si y et y′

ne diffèrent qu’en un nombre fini de composantes. Comme f est continue, il existe un
voisinage V de x tel que f(y) = f(x) pour tout y dans V . Or, par définition de la topologie
produit, pour tout z dans X, il existe une partie finie J de I telle que si z′ est obtenu
en remplaçant la j-ème composante zj de z par xj pour tout j ∈ J , alors z′ ∈ V . Donc
f(z) = f(z′) = f(x), et f est constante.

Soit x ∈ X. Comme l’ensemble des
∏
i∈I Vi, où J est une partie finie de I, Vj est

un élément d’un système fondamental de voisinages de prj(x) dans Xj pour tout j ∈
J , et Vi = Xi si i /∈ J , est un système fondamental de voisinages de x, et comme un
produit d’ensembles connexes est connexe par ce qui précède, il en découle qu’un produit
d’ensembles connexes et localement connexes est localement connexe.

Supposons que Xi soit connexe par arcs, pour tout i dans I. Soient x = (xi)i∈I et
y = (yi)i∈I deux points de X, et, pour tout i dans I, soit γi : [0, 1] → Xi un chemin
(continu) de xi à yi. Alors l’application γ : [0, 1] → X, définie par t 7→ (γi(t))i∈I , est
continue (car pour tout i ∈ I, l’application pri ◦ γ = γi l’est). Donc X est connexe par
arcs.

Le même argument que ci-dessus montre qu’un produit d’ensembles connexes par arcs
et localement connexes par arcs est localement connexe par arcs.

La dernière assertion de l’exercice E.23 découle du fait que les projections canoniques
d’un produit d’ensembles non vides sont surjectives, et que l’image d’un connexe (res-
pectivement connexe par arcs) par une application continue est connexe (respectivement
connexe par arcs).

Schème E.25 Soient (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques métrisables, et X l’espace
topologique somme disjointe. Soit di une distance sur Xi induisant la topologie de Xi, alors
d′i = min{1, di} est une distance topologiquement équivalente à di, bornée par 1, sur Xi

d’après l’exemple (v) du paragraphe 1.3. Pour tous x, y dans X, notons d(x, y) = d′i(x, y)
s’il existe i dans I tel que x et y appartiennent à Xi, et d(x, y) = 1 sinon. Il est immédiat
que d est positive ou nulle, nulle exactement sur la diagonale, et symétrique. En distinguant
des cas, il est facile de montrer qu’elle vérifie l’inégalité triangulaire. (C’est la même preuve
que pour montrer que la distance discrète (voir l’exemple (i) du paragraphe 1.3) sur un
ensemble est bien une distance.)

Schème E.28 (iii) Pour toute partie U de Y , nous avons f(U) = f(π−1(U)).

Schème E.29 (1) Montrons que le complémentaire de R est ouvert. Soit (x, y) /∈ R.
Alors π(x) 6= π(y), donc il existe des voisinages ouverts disjoints U et V de π(x) et π(y)
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respectivement. Par conséquent π−1(U)×π−1(V ) est un voisinage ouvert (élémentaire) de
(x, y), disjoint de R.

(2) Soient x′ 6= y′ dans X/R, et x, y dans X tels que π(x) = x′, π(y) = y′. Alors
(x, y) /∈ R, donc il existe un voisinage ouvert U de x et un voisinage ouvert V de y tels
que U × V ne rencontre pas R. Alors π(U) et π(V ) sont des voisinages ouverts disjoints
de x′ et y′ respectivement dans X/R.

(3) Soient x′ 6= y′ dans X/R, et x, y dans X tels que π(x) = x′, π(y) = y′. Alors
f(x) 6= f(y), donc il existe des voisinages ouverts disjoints U ′ et V ′ de f(x) et f(y)
respectivement dans X ′. Par conséquent, f−1(U ′) et f−1(V ′) sont des voisinages ouverts
saturés disjoints de x et y respectivement. Le résultat en découle, par la proposition 2.15.

Schème E.30 S’il existe une classe d’équivalence dense, alors deux ouverts non vides
saturés la rencontrent tous les deux, donc leurs images dans le quotient ne peuvent pas
être disjointes.

Si toute classe d’équivalence est dense, alors un fermé saturé non vide est égal à tout
l’ensemble.

On conclut par la bijection entre ouverts saturés/fermés saturés de l’ensemble et ou-
verts/fermés du quotient.

Schème E.32 Le fait que R soit bien une relation d’équivalence est immédiat. Le fait que
l’application ϕ′ : (x, y) 7→ (πX(x), πY (y)) passe au quotient en une bijection est immédiat
par construction de R. La continuité de ϕ découle de celle de ϕ′ par les propriétés des
topologies quotient.

Si πX et πY sont ouvertes, alors ϕ′ est ouverte, par l’exercice E.20. Ceci implique que
ϕ est ouverte par l’exercice E.28 (iii) : si π : (X × Y ) → (X × Y )/R est la projection
canonique, et si U est un ouvert de (X × Y )/R, alors ϕ(U) = ϕ′(π−1(U)).

Donc ϕ est un homéomorphisme.

Schème E.37 Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Soit H le sous-groupe
de G engendré par un voisinage V de e. Alors H est ouvert, car si h ∈ H, alors V h est
un voisinage de h, contenu dans H. De plus, le complémentaire de H est ouvert, car si
g ∈ G, et si V g ∩ H est non vide, alors il existe v ∈ V et h ∈ H tel que vg = h, donc
g = v−1h ∈ H.

Si G est séparé, alors {e}, comme tout singleton de G, est fermé. Réciproquement,
si {e} est fermé, alors tout singleton est fermé, car les translations à gauche sont des
homéomorphismes. Soient g 6= g′ ∈ G. Alors e ∈ c{g′g−1}, donc il existe un voisinage
ouvert V de e ne contenant pas g′g−1. Soit U un voisinage de e tel que U−1U = {x−1y :
x, y ∈ U} soit contenu dans V (qui existe par continuité en (e, e) de l’application (x, y) 7→
x−1y). Alors Ug et Ug′ sont des voisinages ouverts disjoints de g et g′.

Schème E.41 La seconde condition implique que l’application linéaire f est continue en
0, donc est continue.

Réciproquement, si f est continue, alors pour tout j dans J , l’application x 7→ ||f(x)||j
est une semi-norme continue. Une démonstration analogue à celle pour les espaces vecto-
riels normés conclut alors. En effet, par continuité en 0 de cette application, soit ǫ > 0
et I ′ une partie finie de I telle que si ||x||I′ =

∑
i∈I′ ||x||i ≤ ǫ, alors ||f(x)||j ≤ 1. Pour

tout x dans E, pour tout λ > 0 tel que ||λx||I′ = λ||x||I′ ≤ ǫ, on a ||f(λx)||j ≤ 1, donc
||f(x)||j ≤ 1

λ . Si ||x||I′ = 0, on peut prendre λ arbitrairement gand, et donc ||f(x)||j = 0.
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Sinon, on prend λ = ǫ
||x||I′

, et ||f(x)||j ≤ 1
ǫ ||x||I′ . En posant dans les deux cas c = 1

ǫ , le
résultat en découle.
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3 Limites et valeurs d’adhérence

La bonne notion de limite se construit à l’aide de filtres. Bien que pas spécialement
compliqués, les filtres (et les ultrafiltres, tellement pratiques), seraient une notion de plus
dans un cours déjà riche, et nous renvoyons donc à [Dix, Bou1] pour toute information. Nous
nous contenterons d’un cas particulier de filtre, suffisant pour de nombreuses applications.

Les références recommandées pour ce chapitre sont [Bou1, Dix, Dug, Die2].

3.1 Limites

Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, a ∈ A, ℓ ∈ Y et f : B → Y
une application avec A ⊂ B ⊂ X (en particulier, f n’est pas forcément définie en a).

a

X

A

B

Y

f

f(A)

On dit que f(x) converge vers ℓ quand x tend vers a dans A (ou que ℓ est une limite
de f(x) quand x tend vers a dans A) si pour tout voisinage V de ℓ, il existe un voisinage
U de a tel que

f(U ∩A) ⊂ V .

On note alors f(x) −→
x→a, x∈A

ℓ (ou lim
x→a, x∈A

f(x) = ℓ si un tel ℓ est unique).

Lorsque A est sous-entendu, par exemple quand A vaut le domaine de définition de f ,

on dit que f converge vers ℓ en a et que ℓ est une limite de f en a, et on note f(x) −→
x→a

ℓ

ou lim
a
f = ℓ lorsque cette limite est unique.

Exemples.
• Une application g : X → Y est continue en un point x0 de X si et seulement si g(x)

converge vers g(x0) quand x tend vers x0 (par définition de la continuité en un point, voir
le paragraphe 1.8).

• Si O ′ est une topologie sur Y moins fine que la topologie originelle O de Y , si f(x)
converge vers ℓ quand x tend vers a dans A pour la topologie O, alors f(x) converge aussi
vers ℓ quand x tend vers a dans A pour la topologie O ′ (car tout voisinage de ℓ pour O ′

est un voisinage de ℓ pour O).

• Si X = R, et A =





[a, a+ ǫ[
]a, a+ ǫ[
[a− ǫ, a[
]a− ǫ, a[

, on note alors ℓ =





lim
x→ a, x≥a

f(x)

lim
x→ a+

f(x) (limite à droite)

lim
x→ a, x≤a

f(x)

lim
x→ a−

f(x) (limite à gauche)

, qui

ne dépend pas de la valeur de ǫ > 0.
• Si X = R, si A est une partie non majorée de R, et si a = +∞, on note lim

x→+∞ , x∈A
f(x)

(ou lim
+∞

f si A est sous-entendu) une limite de f(x) quand x tend vers +∞ dans A. De
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même pour −∞. Bien sûr,

ℓ = lim
+∞

f ⇐⇒ ∀ V ∈ V (ℓ), ∃ R ∈ R, ∀ x > R (x ∈ A =⇒ f(x) ∈ V ) .

• Si X = R, si A = N et si a = +∞, une application f : A → Y est une suite (xn)n∈N

à valeurs dans Y , et on note xn −→
n→+∞

ℓ (ou ℓ = lim
+∞

xn, voire ℓ = limxn, si cette limite

est unique) si f admet ℓ pour limite en +∞. Quand nous dirons qu’une suite converge, il
s’agira de la convergence en ce sens. Bien sûr,

xn −→
n→+∞

ℓ ⇐⇒ ∀ V ∈ V (ℓ), ∃ N ∈ N, ∀ n ≥ N, xn ∈ V .

La définition suivante dit que l’on ne change pas la définition d’une limite en demandant
à U et V de rester dans des systèmes fondamentaux de voisinages prescrits de a et de ℓ.

Proposition 3.1 Soient U et W un système fondamental de voisinages de a et ℓ dans X
et Y respectivement. Alors

f(x) −→
x→a, x∈A

ℓ ⇐⇒ ∀ V ′ ∈ W , ∃ U ′ ∈ U , f(U ′ ∩A) ⊂ V ′ .

Preuve. Si l’assertion de gauche est vérifiée, alors pour tout V ′ dans W , il existe U dans
V (a) tel que f(U ∩A) ⊂ V ′. Soit U ′ dans U tel que U ′ ⊂ U . Alors f(U ′ ∩A) ⊂ V ′, ce qui
montre l’assertion de droite.

Réciproquement, si l’assertion de droite est vérifiée, pour tout V dans V (ℓ), soit V ′

dans W tel que V ′ ⊂ V , et soit U ′ dans U tel que f(U ′ ∩ A) ⊂ V ′. Alors U ′ ∈ V (a) et
f(U ′ ∩A) ⊂ V , ce qui montre l’assertion de gauche. �

Exemple. Si Y est un espace métrique, alors f(x) converge vers ℓ quand x tend vers a
dans A si et seulement si pour tout ǫ > 0, il existe un voisinage U de a dans X tel que
pour tout x dans U ∩A, on ait d(f(x), ℓ) < ǫ.

Si X et Y sont des espaces métriques, alors

f(x) −→
x→a, x∈A

ℓ ⇐⇒ ∀ ǫ > 0, ∃ δ > 0, ∀ x ∈ A dX(x, a) < δ =⇒ dY (f(x), ℓ) < ǫ .

Et on peut bien sûr demander à ǫ et à η d’être de la forme 1/n pour n dans N−{0}, voire
d’appartenir à n’importe quelle paire de suites convergeant vers 0 ; et remplacer inégalité
stricte par inégalité large.

En particulier, une suite (xn)n∈N dans un espace métrique converge vers ℓ si et seule-
ment si

∀ ǫ > 0, ∃ N ∈ N, ∀ n ∈ N, n ≥ N =⇒ d(xn, ℓ) < ǫ .

Proposition 3.2 Toute suite croissante majorée dans R est convergente. Toute suite dé-
croissante minorée dans R est convergente. Donc toute suite monotone bornée dans R est
convergente.
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Preuve. Ce résultat a déjà été vu en classe préparatoire, comme découlant du théorème
1.1 : une suite réelle croissante majorée (xn)n∈N converge vers sa borne supérieure ℓ =
supn∈N xn, car pour tout ǫ > 0, il existe N dans N tel que ℓ − ǫ ≤ xN et donc pour tout
n ≥ N , on a ℓ− ǫ ≤ xN ≤ xn ≤ ℓ. De même, une suite réelle décroissante minorée (xn)n∈N

converge vers sa borne inférieure ℓ = infn∈N xn. �

Propriétés des limites

Tout au long de cette sous-partie, on conserve les notations X,Y, a,A,B, f du début
du paragraphe.

Une limite n’est pas toujours unique. Si Y est l’espace topologique construit dans
l’exercice E.11, alors la suite xn = 1

n+1 converge à la fois vers 0+ et 0−. Pour les espaces
séparés (par exemple métrisables), ce problème n’arrive pas :

Proposition 3.3 Si Y est séparé, si f(x) admet une limite quand x tend vers a dans A,
alors cette limite est unique.

Preuve. Si ℓ, ℓ′ sont deux limites distinctes, alors soient V, V ′ deux voisinages disjoints de
ℓ, ℓ′ respectivement. Par définition d’une limite, il existe U et U ′ deux voisinages de a tels
que f(U ∩ A) ⊂ V et f(U ′ ∩ A) ⊂ V ′. Comme U ∩ U ′ est un voisinage de a et puisque a
est adhérent à A, l’ensemble U ∩ U ′ ∩ A est non vide. Donc f(U ∩ U ′ ∩ A) est non vide.
Comme f(U ∩ U ′ ∩A) ⊂ V ∩ V ′, l’ensemble V ∩ V ′ est non vide, contradiction. �

Porisme 3.4 (Passage à la limite des égalités) Si lim
x→a, x∈A

f(x) = ℓ, si g : B′ → Y

est une application où A ⊂ B′ ⊂ X, s’il existe un voisinage U de a dans X tel que
f(x) = g(x) pour tout x dans U ∩A, et si Y est séparé, alors lim

x→a, x∈A
g(x) = ℓ.

Preuve. Si f et g coïncident sur un voisinage de a dans A, alors (puisque l’ensemble
des voisinages d’un point contenus dans un voisinage donné de ce point est un système
fondamental de voisinages de ce point, et par la proposition 3.1) toute limite de f(x)
quand x tend vers a dans A est une limite de g(x) quand x tend vers a dans A. Par unicité
de la limite, le résultat en découle. �

Proposition 3.5 Si f(x) converge vers ℓ quand x tend vers a dans A, alors ℓ ∈ f(A).

Preuve. Pour tout voisinage V de ℓ, soit U un voisinage de a tel que f(U ∩ A) ⊂ V .
Comme a ∈ A, l’ensemble U ∩ A est non vide, donc f(A) ∩ V , qui contient f(U ∩ A), est
aussi non vide. �

En particulier, si A est une partie d’un espace topologique X, s’il existe une suite
(xn)n∈N dans A qui converge vers ℓ ∈ X, alors ℓ appartient à A. La réciproque de cette
assertion est fausse dans les espaces topologiques généraux (et c’est l’une des raisons d’uti-
liser plutôt des filtres pour définir la convergence), mais elle reste bien sûr vraie, par les
propriétés des adhérences, si ℓ admet un système fondamental dénombrable de voisinages,
comme par exemple dans un espace topologique métrisable.

Comme l’adhérence de ]0,+∞[ dans R est [0,+∞[, le corollaire suivant découle immé-
diatement de la proposition 3.5.
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Porisme 3.6 (Passage à la limite des inégalités, 1) Si Y = R, si lim
x→a, x∈A

f(x) = ℓ,

s’il existe un voisinage U de a dans X tel que f(x) > 0 (resp. f(x) ≥ 0) pour tout x dans
U ∩A, alors ℓ ≥ 0. �

On prendra donc bien garde que les inégalités strictes passent à la limite en des inégalités
larges.

Proposition 3.7 (Composition des limites) Soient Z un espace topologique, A′ ⊂
B′ ⊂ Y , ℓ′ ∈ Z, et g : B′ → Z une application, tels que f(A) ⊂ A′. Si f(x) −→

x→a, x∈A
ℓ et

si g(y) −→
y→ℓ, y∈A′

ℓ′, alors g ◦ f(x) −→
x→a, x∈A

ℓ′.

Preuve. On remarque d’abord, par la proposition 3.5, que ℓ ∈ f(A) ⊂ A′. Soit W un
voisinage de ℓ′ dans Z. Il existe un voisinage V de ℓ dans Y tel que g(V ∩ A′) ⊂ W . Il
existe un voisinage U de a tel que f(U ∩A) ⊂ V . Donc

g ◦ f(U ∩A) ⊂ g(V ∩ f(A)) ⊂ g(V ∩A′) ⊂W . �

Le résultat suivant en découle immédiatement (avec le premier exemple de limite donné
en début de paragraphe 3.1).

Porisme 3.8 Soient Z un espace topologique et g : Y → Z une application. Si nous avons

f(x) −→
x→a, x∈A

ℓ et si g est continue en ℓ, alors g ◦ f(x) −→
x→a, x∈A

g(ℓ). �

En particulier, si G est un groupe topologique d’élement neutre e (par exemple le groupe
additif (E,+) d’un espace vectoriel topologique), et si f est à valeurs dans G, alors

f(x) −→
x→a, x∈A

ℓ ⇐⇒ f(x)ℓ−1 −→
x→a, x∈A

e ⇐⇒ ℓ−1f(x) −→
x→a, x∈A

e .

Dans certains espaces topologiques, on peut définir la topologie (par l’ensemble de ses
fermés), ainsi que les limites et la continuité, à l’aide de la convergence des suites, comme
le montre la proposition suivante.

Proposition 3.9 Soient Z et Z ′ deux espaces topologiques, x un élément de Z, ℓ un élé-
ment de Z ′ et C une partie de Z. Supposons que tout point de Z admette un système
fondamental dénombrable de voisinages (ceci est le cas par exemple lorsque Z est métri-
sable).

• Le point x appartient à C si et seulement s’il existe une suite (xn)n∈N dans C qui
converge vers x.

• La partie C est fermée si et seulement si pour toute suite (xn)n∈N dans C qui converge
vers un élément x de Z, on a x ∈ C.

• Soit f : B → Z ′ une application, où A ⊂ B ⊂ Z et x ∈ A. Alors f(t) converge vers
ℓ quand t tend vers x dans A si et seulement si pour toute suite (xn)n∈N dans A
convergeant vers x, la suite

(
f(xn)

)
n∈N

converge vers ℓ.
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• Une application f : Z → Z ′ est continue en x si et seulement si pour toute suite
(xn)n∈N convergeant vers x, la suite

(
f(xn)

)
n∈N

converge vers f(x).

Preuve. Soit (Vn)n∈N un système fondamental dénombrable de voisinages de x dans Z,
que l’on peut supposer décroissant, quitte à remplacer Vn par

⋂n
k=0 Vk.

Si x ∈ C, alors, en prenant xn ∈ Vn∩C, la suite (xn)n∈N converge vers x. La réciproque
du premier point a été vue (proposition 3.5).

Le second point découle du premier en utilisant qu’une partie est fermée si et seulement
si elle est égale à son adhérence.

Si f(t) ne converge pas vers ℓ quand t tend vers x dans A, alors il existe un voisinage
U de f(x) tel que pour tout n dans N, il existe xn dans Vn ∩ A tel que f(xn) /∈ U . En
particulier, la suite (xn)n∈N dans A converge vers x, et

(
f(xn)

)
n∈N

ne converge pas vers ℓ.
La réciproque découle du corollaire 3.8.

La dernière assertion découle de la précédente, par le premier exemple du paragraphe
3.1. �

En général, deux topologies différentes sur un même ensemble peuvent avoir les mêmes
suites convergentes (vers les mêmes limites). C’est par exemple le cas des topologies de
Schwartz et de Whitney sur D(Ω) (voir l’exercice E.44 ci-dessous). Par contre, deux dis-
tances qui ont les mêmes suites convergentes (vers les mêmes limites) induisent la même
topologie, par le second point de la proposition précédente.

Proposition 3.10 Soit (Yi)i∈I une famille d’espaces topologiques, supposons que la topo-
logie de Y soit la topologie initiale définie par une famille d’applications (fi : Y → Yi)i∈I .

Alors f(x) −→
x→ a, x∈A

ℓ si et seulement si fi ◦ f(x) −→
x→ a, x∈A

fi(ℓ) pour tout i dans I.

Preuve. Le sens direct découle de la continuité de fi et du corollaire 3.8. Réciproquement,
par la caractérisation des voisinages pour une topologie initiale, si V est un voisinage de
ℓ dans Y , alors il existe une partie finie J de I et des voisinages Vj de fj(ℓ) pour tout j
dans J tels que V contienne

⋂
j∈J f

−1
j (Vj). Comme fj ◦ f(x) converge vers fj(ℓ), il existe

un voisinage Uj de a dans X tel que fj ◦ f(A∩ Uj) ⊂ Vj. Mais alors f(A∩⋂j∈J Uj) ⊂ V ,
ce qui montre le résultat, car

⋂
j∈J Uj est un voisinage de a. �

Exemples.
• Si Y est un espace topologique produit

∏
i∈I Yi, si les pri : (xi)i∈I 7→ xi sont ses

projections canoniques, et si fi = pri ◦ f est l’application i-ème composante de f , alors

f(x) −→
x→ a, x∈A

(ℓi)i∈I si et seulement si fi(x) −→
x→ a, x∈A

ℓi pour tout i dans I.

• En utilisant cette caractérisation des limites à valeurs dans un produit et la composi-
tion d’une limite par une application continue (voir le corollaire 3.8), les résultats suivants
en découlent. Supposons que lim

x→a, x∈A
f(x) = ℓ et lim

x→a, x∈A
g(x) = ℓ′ où g : B′ → Y est

une application telle que A ⊂ B′ ⊂ X.
Si Y est un groupe topologique, alors

lim
x→a, x∈A

f(x)g(x) = ℓℓ′ et lim
x→a, x∈A

f(x)−1 = ℓ−1 .
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Si Y est un espace vectoriel topologique sur un corps topologique K, si lim
x→a, x∈A

λ(x) = ℓ′′

où λ : B′′ → K est une application telle que A ⊂ B′′ ⊂ X, alors

lim
x→a, x∈A

f(x) − g(x) = ℓ− ℓ′, et lim
x→a, x∈A

λ(x)f(x) = ℓ′′ℓ .

Si Y est un corps topologique, alors

lim
x→a, x∈A

f(x) − g(x) = ℓ− ℓ′, lim
x→a, x∈A

f(x)g(x) = ℓℓ′ et lim
x→a, x∈A

f(x)−1 = ℓ−1 ,

cette dernière assertion sous la condition que ℓ 6= 0.
En appliquant ceci et le corollaire 3.6 à la fonction f − g, on en déduit le résultat

suivant.

Porisme 3.11 (Passage à la limite des inégalités, 2) Si Y = R, si lim
x→a, x∈A

f(x) =

ℓ, si g : B′ → Y est une application où A ⊂ B′ ⊂ X telle que lim
x→a, x∈A

g(x) = ℓ′, et s’il

existe un voisinage U de a dans X tel que f(x) < g(x) (resp. f(x) ≤ g(x)) pour tout x
dans U ∩A, alors ℓ ≤ ℓ′. �

On prendra donc bien garde que les inégalités strictes entre applications à valeurs réelles
passent à la limite en des inégalités larges.

• Si Y est un espace topologique dont la topologie est définie par une famille de pseudo-

distances (di)i∈I , alors f(x) −→
x→ a, x∈A

ℓ si et seulement si di(f(x), ℓ) −→
x→ a, x∈A

0 pour tout i

dans I. (La preuve est semblable à celle du critère de continuité des applications à valeurs
dans un espace muni d’une topologie initiale, voir l’exemple 2 du paragraphe 2.2.)

• Comme cas particulier du précédent, si Y est un espace vectoriel topologique sur
un corps valué dont la topologie est définie par une famille de semi-norme (|| · ||i)i∈I , alors

f(x) −→
x→ a, x∈A

ℓ si et seulement si ||f(x) − ℓ||i −→
x→ a, x∈A

0 pour tout i dans I.

En particulier, avec les notations de l’exemple (iii) du paragraphe 1.3, pour tout r ∈
N − {0}, une suite (fn)n∈N, dans l’espace de Schwartz S (Rr) des applications lisses à
décroissance rapide sur Rr, converge vers une application f de S (Rr) si et seulement si
pour tout k dans N et tout m dans Nr, on a

lim
n→+∞

max
x∈Rr

(1 + ||x||k) | ∂mfn(x) − ∂mf(x) | = 0 .

Avec les notations de l’exemple (2) du paragraphe 1.4, pour K = R ou K = C, pour
tout compact K d’un ouvert non vide Ω de Rr, une suite (fn)n∈N, dans l’espace DK(Ω) des
applications lisses de Ω dans K à support contenu dans K, converge vers une application
f de DK(Ω) si et seulement si pour tout k dans N et tout m dans Nd, on a

lim
n→+∞

max
x∈K

| ∂mfn(x) − ∂mf(x) | = 0 .

De même, une suite (fn)n∈N dans l’espace D(Ω) des applications lisses de Ω dans K à
support compact contenu dans Ω, converge vers une application f de D(Ω) si et seulement
si pour tout ε ∈ C 0

0,+(Ω), avec les notations de l’exemple 3.3 du paragraphe 2.2,

lim
n→+∞

||fn − f ||ε = 0 .
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• Soient E un espace vectoriel topologique réel ou complexe, E∗ son dual topologique,
(xn)n∈N une suite dans E et x ∈ E. On note

xn ⇀ x

la convergence de la suite (xn)n∈N vers x pour la topologie faible, pour bien la distinguer
de la convergence pour la topologie forte. En dimension finie, elles sont identiques, car ces
topologies coïncident (voir le paragraphe 2.8).

Plus généralement, soient X un espace topologique, A et B deux parties de X telles
que A ⊂ B, a ∈ A, b ∈ E et f : B → E une application. On note, le cas échéant,

f(x) ⇀x→a,x∈A b

la convergence de f(x) vers b quand x tend vers a dans A pour la topologie faible. Comme
les suites sont fréquemment utilisées, nous donnons les propriétés de la convergence faible
pour les suites, mais le lecteur n’aura aucun mal à les étendre aux limites générales de
fonctions.

(i) On a xn ⇀ x (pour la topologie faible, donc) si et seulement si ℓ(xn) −→ ℓ(x) (dans
R ou C) pour tout ℓ dans E∗.

(ii) Si xn → x fortement alors xn ⇀ x faiblement.

• Soient E un espace vectoriel topologique, E∗ son dual topologique, (ℓn)n∈N une suite
dans E∗ et ℓ ∈ E∗. On note

ℓn
∗
⇀ ℓ

la convergence de la suite (ℓn)n∈N vers ℓ pour la topologie faible-étoile, pour bien la dis-
tinguer de la convergence pour les topologies forte et faible sur E∗ lorsque E∗ est munie
de la norme duale d’une norme sur E.

Plus généralement, soient X un espace topologique, A et B deux parties de X telles
que A ⊂ B, a ∈ A, ℓ ∈ E∗ et f : B → E∗ une application. On note, le cas échéant,

f(x)
∗
⇀x→a,x∈A ℓ

la convergence de f(x) vers ℓ quand x tend vers a dans A pour la topologie faible-étoile.
Comme les suites sont fréquemment utilisées, nous donnons les propriétés de la convergence
faible-étoile pour les suites, mais le lecteur n’aura aucun mal à les étendre aux limites
générales de fonctions.

(i) On a ℓn
∗
⇀ ℓ si et seulement si ℓn(x) −→ ℓ(x)(dans R ou C) pour tout x dans E.

(ii) Si E est un espace vectoriel normé, et si ℓn ⇀ ℓ faiblement (i.e. pour la topologie
faible σ(E∗, E∗∗) ), alors ℓn

∗
⇀ ℓ.

(iii) Si E est un espace vectoriel normé et si ℓn −→ ℓ pour la norme duale, alors ℓn
∗
⇀ ℓ.

(Ceci découle bien sûr de (ii) juste ci-dessus et du (ii) dans le point précédent.)

Exercice E.43 Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X, X/R
l’espace topologique quotient, π la projection canonique, B ⊂ X/R, b ∈ B et a ∈ X tel que
π(a) = b. On suppose que π est ouverte. Montrer que a ∈ π−1(B). Montrer de plus que

f(y) −→
y→ b, y∈B

ℓ si et seulement si f ◦ π(x) −→
x→ a, x∈π−1(B)

ℓ.
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Exercice E.44 Montrer, pour les topologies de Schwartz et de Whitney sur D(Ω) (voir
l’exemple (2) du paragraphe 1.4), qu’une suite (fn)n∈N dans D(Ω) converge pour l’une vers
un élément g de D(Ω) si et seulement si elle converge pour l’autre vers g, et si et seulement
s’il existe un compact K de Ω tel que g et les fn soient nulles en dehors de K, et que les
∂mfn convergent uniformément sur K vers ∂mg pour tout m dans Nd.

3.2 Comparaison asymptotique : notation de Landau

Soient X un espace topologique, A une partie de X et a ∈ A. Soient K le corps R ou
C (ou plus généralement un corps valué), E,F deux espaces vectoriels normés sur K et
f : B → E, g : B → F deux applications, où A ⊂ B ⊂ X.

On dit que f est asymptotiquement dominée par g au voisinage de a dans A (ou au
voisinage de a tout court si A est sous-entendu, par exemple quand A = B) s’il existe c ≥ 0
et U un voisinage de a dans X tels que

∀ x ∈ U ∩A, ||f(x)|| ≤ c ||g(x)|| .

On note alors
f = O(g)

ou parfois par abus f(x) = O(g(x)) (en précisant au voisinage de a dans A si ce n’est pas
clair dans le contexte). Si F = K et s’il existe un voisinage U0 de a tel que g(x) soit non nul
pour tout x dans U0 ∩A, alors f est asymptotiquement dominée par g si et seulement s’il
existe un voisinage U de a contenu dans U0 tel que l’application de U ∩A dans R définie
par x 7→ f(x)

g(x) soit bornée.

On dit que f est asymptotiquement négligeable devant g au voisinage de a dans A si
pour tout ǫ > 0, il existe un voisinage U de a dans X tel que

∀ x ∈ U ∩A, ||f(x)|| ≤ ǫ ||g(x)|| .

On note alors
f = o(g)

ou parfois par abus f(x) = o(g(x)) (en précisant au voisinage de a dans A si ce n’est pas
clair dans le contexte). On fera bien attention à ne pas confondre O « grand o » et o « petit
o ». Si F = K, et s’il existe un voisinage U0 de a tel que g(x) soit non nul pour tout x dans
U0 ∩A, alors f est asymptotiquement négligeable devant g si et seulement

lim
x→a, x∈A

f(x)

g(x)
= 0 .

Notons que f = O(g) si et seulement si f = O(||g||), si et seulement si ||f || = O(||g||),
et de même en remplaçant O par o, la première notation étant plus courte.

Remarquons que si f = O(g) et f ′ = O(g), alors pour tous λ, µ dans K, on a λf+µf ′ =
O(g) par l’inégalité triangulaire de la norme (et puisque l’intersection de deux voisinages
de a est encore un voisinage de a). De même, si f = o(g) et f ′ = o(g), alors pour tous
λ, µ ∈ K, on a λf + µf ′ = o(g). Si E et F valent K, alors si f = O(g) et f ′ = O(g)
(resp. f = o(g) et f ′ = O(g′)), alors ff ′ = O(gg′) (resp. ff ′ = o(gg′)), par multiplicativité
de la valeur absolue et puisque l’intersection de deux voisinages de a est encore un voisinage
de a.
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Il est immédiat que les relations « être asymptotiquement dominé par » et « être asymp-
totiquement négligeable devant » sont transitives. De plus, si f = O(g) et g = o(h), alors
f = o(h) ; si f = o(g) et g = O(h), alors f = o(h).

Si E = F , on dit que f est asymptotiquement équivalent (ou équivalent tout court) à g
au voisinage de a dans A si f − g = o(g). On note alors

f ∼ g

(en précisant au voisinage de a dans A si ce n’est pas clair dans le contexte). Comme
||g(x)|| ≤ ||g(x) − f(x)|| + ||f(x)||, si ||f(x) − g(x)|| ≤ ǫ||g(x)|| et ǫ < 1, alors ||g(x) −
f(x)|| ≤ ǫ

1−ǫ ||f(x)||. On en déduit facilement que la relation d’équivalence asymptotique
au voisinage de a dans A est une relation d’équivalence sur les applications de B dans E.
Par l’inégalité triangulaire inverse, si f ∼ g, alors ||f || ∼ ||g||.

Si E = F = K, s’il existe un voisinage U0 de a tel que g(x) soit non nul pour tout x
dans U0 ∩A, alors f est asymptotiquement équivalent à g si et seulement si

lim
x→a, x∈A

f(x)

g(x)
= 1 .

Ceci entraîne qu’il existe aussi un voisinage U de a dans X tel que f ne s’annule pas sur
U ∩A.

Les équivalents ne se comportent pas bien additivement, par exemple f(x) = x2+x sinx
est équivalente à g(x) = x2 au voisinage de +∞, mais f(x)−g(x) n’a pas de limite quand x
tend vers +∞ (en fait, l’ensemble des valeurs d’adhérence (voir le paragraphe 3.3 suivant)
de f(x) − g(x) quand x tend vers +∞ est égal à R tout entier).

Si E = F = K, si f ∼ g et f ′ ∼ g′, s’il existe un voisinage U0 de a tel que g(x) et g′(x)
soient non nuls pour tout x dans U0 ∩ A, alors il découle des propriétés des limites que
ff ′ ∼ gg′.

Pour les exemples et les pièges de ces notations, nous renvoyons au cours de l’année
précédente pour les applications d’une partie de R dans R.

3.3 Valeurs d’adhérence

Soient X et Y deux espaces topologiques, A et B deux parties de X telles que A ⊂ B,
a ∈ A, ℓ ∈ Y et f : B → Y une application (en particulier, f n’est pas forcément définie
en a).

On dit que ℓ est une valeur d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A (ou de
f en a si A est sous-entendu) si pour tout voisinage V de ℓ, pour tout voisinage U de a,
l’ensemble f(U ∩A) ∩ V est non vide.

U

V

ℓa

f

A
f(U ∩A)

X

U ∩A
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Remarque. Si U et V sont deux systèmes fondamentaux de voisinages de a et ℓ dans
X et Y respectivement, alors il est immédiat que ℓ ∈ Y est une valeur d’adhérence de
f(x) quand x tend vers a dans A si et seulement si pour tout V ∈ V , pour tout U ∈ U ,
l’ensemble f(U ∩A) ∩ V est non vide.

Par exemple, si X et Y sont deux espaces métriques, alors ℓ est une valeur d’adhérence
de f en a si et seulement si

∀ ǫ > 0, ∀ δ > 0, ∃ x ∈ A, d(a, x) < δ et d(f(x), ℓ) < ǫ .

(et il suffit en fait de vérifier que ∀ ǫ > 0, ∃ x ∈ A, d(a, x) < ǫ et d(f(x), ℓ) < ǫ.)

Exemples. (1) Si O ′ est une topologie sur Y moins fine que la topologie originelle O de
Y , si ℓ est une valeur d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A pour la topologie
O, alors ℓ est une valeur d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A pour la topologie
O ′ (car tout voisinage de ℓ pour O ′ est un voisinage de ℓ pour O).

(2) Si (xn)n∈N est une suite dans Y , si x ∈ Y , si V est un système fondamental de
voisinages de x (par exemple l’ensemble V (x) de tous les voisinages de x ou O(x) de tous
les voisinages ouverts de x) alors x est une valeur d’adhérence de (xn)n∈N si et seulement
si

∀ V ∈ V , ∀ N ∈ N, ∃ n ≥ N xn ∈ V .

En particulier, toute limite d’une sous-suite de (xn)n∈N est une valeur d’adhérence de
(xn)n∈N. La réciproque est fausse en général. Si x admet un système fondamental dénom-
brable de voisinages dans X (par exemple si X est métrisable), alors il est immédiat que
x est une valeur d’adhérence de la suite si et seulement si x est limite d’une sous-suite.

Proposition 3.12 (1) Pour tout système fondamental U de voisinages de a dans X,
l’ensemble des valeurs d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A est

⋂

U∈U

f(U ∩A) .

(2) Si f(x) admet pour limite ℓ quand x tend vers a dans A, alors ℓ est une valeur
d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A. Si de plus Y est séparé, alors ℓ est
l’unique valeur d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A.

Preuve. (1) Soit ℓ ∈ Y . Alors, en rappelant que V (ℓ) est l’ensemble des voisinages de ℓ
dans Y ,

ℓ ∈
⋂

U∈U

f(U ∩A) ⇐⇒ ∀ U ∈ U , ℓ ∈ f(U ∩A) ⇐⇒

∀ U ∈ U , ∀ V ∈ V (ℓ) f(U ∩A) ∩ V 6= ∅ ⇐⇒ ℓ est valeur d′adhérence de f en a.

(2) On suppose que f(x) −→
x→a, x∈A

ℓ. Soient V un voisinage de ℓ et U un voisinage de a.

Alors il existe un voisinage U ′ de a tel que f(U ′∩A) ⊂ V . Comme U ∩U ′ est un voisinage
de a ∈ A, l’ensemble U ∩ U ′ ∩A est non vide. Donc

f(U ∩A) ∩ V ⊃ f(U ∩ U ′ ∩A) ∩ V = f(U ∩ U ′ ∩A) 6= ∅ .

Par l’absurde, si ℓ′ est une valeur d’adhérence de f en a, distincte de ℓ, soient V et V ′ deux
voisinages disjoints de ℓ et ℓ′ respectivement. Soit U un voisinage de a tel que f(U∩A) ⊂ V .
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Alors f(U ∩A) ∩ V ′ est vide, ce qui contredit le fait que ℓ′ est une valeur d’adhérence de
f en a. �

Exemples.
(1) Si (xn)n∈N est une suite dans Y , alors l’ensemble des valeurs d’adhérence de (xn)n∈N

est ⋂

N∈N

{xn : n ≥ N} .

Si Y est séparé et si limxn = x, alors x est l’unique valeur d’adhérence de (xn)n∈N.

(2) Si X = R, A = ]0,+∞[, a = 0 ∈ A et f : A →
R est l’application x 7→ sin 1

x , alors l’ensemble des valeurs
d’adhérence de f en 0 est [−1, 1].

−1

1

En particulier, ceci permet de montrer que l’adhérence F du graphe de f n’est pas
connexe par arcs. En effet, supposons par l’absurde qu’il existe un chemin γ : [0, 1] → F
entre le point ( 1

2π , 0) et (0, 0). Comme tout point du graphe de f sépare le graphe en
deux composantes connexes quand on l’enlève, l’image de γ doit contenir le graphe de
f| ]0, 1

2π
]. Mais si t est la borne supérieure des s ∈ [0, 1] tels que γ(s) appartienne au graphe

de f| ]0, 1
2π

], alors γ(s) admet une infinité de valeurs d’adhérence quand s tend vers t par
valeurs strictement inférieures, ce qui contredit la continuité de γ en t.

(3) Soit f : [0,+∞[→ C l’application

θ 7→ e
1

θ+1
+2iπθ

(dont l’image est la courbe spiralante vers le cercle ci-
contre). Alors l’ensemble des valeurs d’adhérence de f
en +∞ est exactement le cercle unité de C.

3.4 Complétude

Suites de Cauchy

La notion de complétude n’est pas une propriété des espaces topologiques généraux.
Le bon cadre est celui des espaces uniformes, mais vu le programme à couvrir, nous nous
restreindrons ici au cas des espaces métriques et des groupes topologiques (qui ont tous
deux une structure d’espace uniforme), en renvoyant à l’excellent [Bou1] pour la notion de
structure uniforme.

Soit (X, d) un espace métrique. Une suite de Cauchy dans X est une suite (xn)n∈N dans
X telle que

∀ ǫ > 0, ∃ N ∈ N, ∀ m,n ≥ N, d(xn, xm) < ǫ .

On peut remplacer inégalité stricte par inégalité large, et demander à ǫ de prendre ses
valeurs dans une partie fixée de ]0,+∞[ contenant 0 dans son adhérence.
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Soient X et Y deux espaces métriques. Les propriétés suivantes sont faciles, et ont déjà
été vues dans le cas des espaces vectoriels normés réels ou complexes.

• L’image par une application isométrique f : X → Y d’une suite de Cauchy de X est
une suite de Cauchy de Y . (Nous reviendrons dans le paragraphe 5.3 sur la bonne notion
d’application préservant les suites de Cauchy)

• Si d et d′ sont deux distances équivalentes sur un ensemble E, alors toute suite de
Cauchy pour l’une est une suite de Cauchy pour l’autre. En particulier, (les distances
induites par) deux normes sur un espace vectoriel de dimension finie ont les mêmes suites
de Cauchy (voir le corollaire 4.16 (2)).

Si d est une distance sur un ensemble E, et si d′ est la distance min{1, d} sur E, alors
toute suite de Cauchy pour d est encore de Cauchy pour d′, et réciproquement.

• Toute suite de Cauchy dans X est bornée.
• Toute suite convergente dans X est de Cauchy, par inégalité triangulaire (soit x la

limite d’une suite (xn)n∈N dans X ; pour tout ǫ > 0, soit N ∈ N tel que d(xn, x) < ǫ
2 pour

tout n ≥ N ; alors pour m,n ≥ N , nous avons d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) < ǫ).
• Si une suite de Cauchy (xn)n∈N dans X admet une valeur d’adhérence ℓ, alors elle

converge vers ℓ. En effet, pour tout ǫ > 0, soit N dans N tel que d(xn, xm) < ǫ
2 si

n,m ≥ N , et soit n0 ≥ N dans N tel que d(xn0 , ℓ) <
ǫ
2 . Alors pour tout n ≥ N , on

a d(xn, ℓ) ≤ d(xn, xn0) + d(xn0 , ℓ) < ǫ.

Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e (par exemple le groupe additif
d’un corps topologique, ou le groupe additif d’un espace vectoriel topologique). Une suite
(xn)n∈N dans G est de Cauchy (à gauche (resp. à droite)) si pour tout voisinage V de
l’élément neutre e dans G (ou, de manière équivalente, pour tout élément V d’un système
fondamental de voisinages de e dans G fixé), il existe N dans N tel que pour tous m,n ≥ N ,
on ait (xm)−1xn ∈ V (resp. xm(xn)

−1 ∈ V ). Nous ne considèrerons que les suites de Cau-
chy à gauche. Lorsque G est commutatif, par exemple si G est le groupe additif d’un espace
vectoriel topologique, les suites de Cauchy à gauche et à droite coïncident bien sûr. Mais
en général, elles diffèrent, voir par exemple [Bou1, TG III.73, exerc. 4].

Exemples. (1) Si E est un espace vectoriel topologique sur un corp valué dont la topologie
est définie par une famille de semi-normes

(
|| · ||α

)
α∈A

, alors une suite (xn)n∈N dans E est
de Cauchy si et seulement si

∀ α ∈ A , ∀ ǫ > 0, ∃ N ∈ N, ∀ m,n ≥ N, ||xn − xm||α < ǫ .

(2) L’image par un morphisme de groupes topologiques f : G → G′ d’une suite de
Cauchy de G est une suite de Cauchy de G′. En particulier, si G est un sous-groupe
topologique de G′, alors toute suite de Cauchy de G est une suite de Cauchy de G′.

En effet, pour tout voisinage V de e dans G′, le sous-ensemble f−1(V ) est un voisinage
de e dans G par continuité de f . Donc si (xn)n∈N est une suite de Cauchy dans G, alors il
existe N dans N tel que pour tous m,n ≥ N , on ait (xm)−1xn ∈ f−1(V ). Comme f est un
morphisme de groupes, ceci implique que (f(xm))−1f(xn) ∈ V . Donc la suite (f(xn))n∈N

est de Cauchy dans G.

Proposition 3.13 Soit G un groupe topologique. Toute suite convergente dans G est de
Cauchy. Si une suite de Cauchy dans G admet une valeur d’adhérence ℓ dans G, alors elle
converge vers ℓ.
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Preuve. Pour tout voisinage ouvert V de l’élément neutre e dans G, soit U un voisinage
ouvert de e tel que U−1U = {x−1y : x, y ∈ U} soit contenu dans V (qui existe par
continuité en (e, e) de l’application (x, y) 7→ x−1y). Soit (xn)n∈N une suite convergeant
vers ℓ dans G. Puisque ℓU est un voisinage ouvert de ℓ, il existe N ∈ N tel que ℓ−1xn ∈ U
pour tout n ≥ N . Alors pour m,n ≥ N , on a x−1

n xm = (ℓ−1xn)
−1(ℓ−1xm) ∈ V .

La preuve de la seconde assertion est similaire. �

Remarques. (1) Plus généralement, soit X un espace topologique dont la topologie est
définie par une famille de pseudo-distances (dα)α∈A . Une suite de Cauchy dans X est une
suite (xn)n∈N dans X telle que

∀ α ∈ A , ∀ ǫ > 0, ∃ N ∈ N, ∀ m,n ≥ N, dα(xn, xm) < ǫ .

Remarquons que si la famille est séparante et si A = N, alors une suite est de Cauchy
dans X si et seulement si elle est de Cauchy pour la distance d =

∑
i∈N 2−i max{1, di}.

Les deux dernières propriétés des suites de Cauchy dans les espaces métriques sont
vraies (avec preuve tout à fait analogue) pour les espaces topologiques dont la topologie
est définie par une famille de pseudo-distances.

(2) Une pseudo-distance d : G × G → R sur un groupe G est dite invariante (par
translations) à gauche si pour tous x, y, g ∈ G, nous avons

d(gx, gy) = d(x, y) .

Par exemple, la (pseudo-)distance induite par une (semi-)norme sur un espace vectoriel
sur un corps valué est invariante par translations. Si G est un groupe topologique dont
la topologie est définie par une famille de pseudo-distances invariantes par translations à
gauche (dα)α∈A (par exemple si G est le groupe additif d’un corps valué, ou le groupe
additif d’un espace vectoriel sur un corps valué muni de la topologie définie par une famille
de semi-normes), alors le groupe topologique G et l’ensemble G muni de la topologie définie
par (dα)α∈A ont les mêmes suites de Cauchy. En particulier, pour les espaces vectoriels
normés (qui sont à la fois des espaces métriques et des groupes topologiques), les deux
définitions précédentes coïncident.

Espaces complets, de Banach, de Fréchet

Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy dans cet espace est conver-
gente. Un espace topologique est dit métrisable complet si sa topologie est induite par une
distance complète.

L’un des intérêts principaux de cette notion est que dans un espace métrique connu
pour être complet, pour montrer qu’une suite est convergente, il n’y a pas besoin d’exhiber
a priori la limite, il suffit de montrer que la suite est de Cauchy.

Exemples. (1) Un ensemble muni de la distance discrète (voir l’exemple (i) du para-
graphe 1.3) est complet (les suites de Cauchy, comme les suites convergentes, sont les
suites constantes à partir d’un certain rang). Mais l’ensemble X = { 1

n+1 : n ∈ N} (muni
de la distance induite par celle de R) est un espace métrique discret, qui n’est pas complet,
la suite ( 1

n+1)n∈N de X étant de Cauchy, mais non convergente dans X.
(2) Le lecteur sait depuis sa plus tendre enfance que R (pour sa valeur absolue usuelle)

est complet (et en fait, c’est l’une des manières de construire le corps R, voir [Bou1, TG
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III.3] ou la fin du paragraphe 5.3) : une suite de Cauchy réelle étant bornée admet une
sous-suite monotone bornée, qui converge par la proposition 3.2, donc la suite de Cauchy
dans R est convergente (par le dernier point ci-dessus).

(3) Le sous-espace R − {0} n’est pas complet (la suite
(

1
n+1

)
n∈N

est de Cauchy, mais
non convergente). Il existe un moyen canonique de rendre complet un espace métrique,
voir la fin du paragraphe 5.3.

(4) Les espaces métriques R et ]0, 1[ sont homéomorphes, mais le premier est complet,
et le second ne l’est pas.

Un groupe topologique (par exemple un corps topologique ou un espace vectoriel topolo-
gique) est dit séquentiellement complet si chacune de ses suites de Cauchy est convergente.

La bonne notion de complétude sur les espaces uniformes nécessite, outre la notion
d’espace uniforme, la notion de filtre. Mais dans le cas des espaces uniformes dont tout point
admet un système fondamental dénombrable de voisinages, la notion de complétude (que
nous ne définissons pas) et de séquentielle complétude sont équivalentes. Nous renvoyons
à l’excellent [Bou1] pour un complément d’information.

Par exemple, un groupe topologique discret est séquentiellement complet.

Remarque 3.14 Si la topologie d’un groupe topologique G est définie par une famille
dénombrable séparante (di)i∈N de distances invariantes par translations à gauche, alors le
groupe topologique G est séquentiellement complet si et seulement si l’espace métrique
(G, d), où d est la distance

∑
i∈N 2−i max{1, di}, est complet, car par la remarque précé-

dente, toute suite de Cauchy pour d est de Cauchy dans le groupe topologique G.

Un espace vectoriel normé E sur un corps valué non discret K est un espace de Banach
s’il est complet. Nous reviendrons au paragraphe 6.1 sur les espaces de Banach.

Remarquons que comme l’application λ 7→ λv est un isomorphisme de groupes topolo-
giques du groupe additif de K sur son image dans E pour tout vecteur v de E de norme 1,
qui est une isométrie, si E est un espace de Banach de dimension au moins 1 sur K, alors
K est aussi complet.

Exemple. Pour p ∈ [1,+∞[ et K un corps valué complet non discret, l’espace ℓp(K) des
suites à valeurs dans K, de puissance p-ème sommables, muni de la norme

||(xn)n∈N||p =
(∑

n∈N

|xn|p
)1/p

,

est un espace de Banach. En effet, si
(
(xn,k)n∈N

)
k∈N

est une suite de Cauchy dans ℓp(K),
alors comme les projections canoniques sont 1-lipschitiziennes (voir la définition dans le
paragraphe 5.3), pour tout n fixé dans N, la suite (xn,k)k∈N est de Cauchy dans K, donc
converge vers xn ∈ K. Un argument d’inégalité triangulaire et de passage à la limite dans
la formule exprimant que

(
(xn,k)n∈N

)
k∈N

est de Cauchy permet alors de montrer que la
suite (xn)n∈N appartient à ℓp(K), et que

(
(xn,k)n∈N

)
k∈N

converge vers (xn)n∈N dans ℓp(K).

Définition 3.15 Soit E un espace vectoriel topologique réel ou complexe. On dit que E
est un espace de Fréchet s’il vérifie l’une des trois conditions équivalentes suivantes.

(1) E est séparé, séquentiellement complet et le vecteur nul admet un système fondamen-
tal dénombrable de voisinages convexes ;
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(2) E est séquentiellement complet, et sa topologie est définie par une famille dénombrable
séparante de semi-normes ;

(3) E est localement convexe, et sa topologie est définie par une distance complète inva-
riante par translations.

Preuve. Montrons que (1) implique (2). Par le théorème 2.18, puisque le vecteur nul de
E admet un système fondamental dénombrable de voisinages convexes, la topologie de
E est définie par une famille dénombrable de semi-normes. Celle-ci est séparante par la
proposition 2.1 (1), car E est séparé.

Montrons que (2) implique (3). Soit (|| · ||n)n∈N une famille dénombrable séparante
de semi-normes, définissant la topologie de E. Par le théorème 2.18, l’espace vectoriel
topologique E est localement convexe. Par la preuve de la proposition 2.1 (2), l’application
d : E × E → R définie par d(x, y) =

∑
n∈N min{1, ||x − y||n} est une distance induisant la

topologie de E. Elle est clairement invariante par translations. La remarque 3.14 entraîne
que d est complète, car E est séquentiellement complet.

Montrons que (3) implique (1). Tout espace métrisable est séparé. La remarque 3.14
entraîne que E est séquentiellement complet. Enfin, soit (Cα)α∈A un système fondamen-
tal de voisinages convexes de 0, et (puisque tout point d’un espace métrisable admet un
système fondamental dénombrable de voisinages), soit (Vn)n∈N un système fondamental
dénombrable de voisinages de 0. Pour tout n dans N, soit αn ∈ A tel que Cαn soit contenu
dans Vn. Alors (Cαn)n∈N est un système fondamental dénombrable de voisinages convexes
de 0. �

Tout espace de Banach est un espace de Fréchet, en utilisant l’une quelconque de ces
définitions. Mais nous verrons plus tard que, par exemple, l’espace de Schwartz S (Rr) des
fonctions à décroissance rapide sur Rr pour tout r ∈ N−{0} est un espace de Fréchet, qui
n’est pas un espace de Banach par l’exercice E.7.

Par contre, la topologie d’un espace de Fréchet E n’est pas forcément, comme dans le
cas des espaces de Banach, définie par une distance à la fois invariante par translations
(rappelons que cela signifie que d(x+z, y+z) = d(x, y) pour tous x, y, z ∈ E) et homogène
(i.e. vérifiant d(λx, λy) = |λ|d(x, y) pour tout réel ou complexe λ et tous x, y ∈ E), voir
l’exercice E.7.

Voici quelques propriétés des espaces complets.

Proposition 3.16 (1) Un sous-espace fermé F d’un espace métrique complet X est com-
plet.

Un sous-groupe fermé d’un groupe topologique séquentiellement complet est séquentiel-
lement complet.

(2) Un sous-espace complet F d’un espace métrique X est fermé.
Un sous-groupe séquentiellement complet d’un groupe topologique séparé, dont l’élément

neutre admet un système fondamental dénombrable de voisinages, est fermé.
(3) Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach.
Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.

Preuve. (1) Une suite de Cauchy dans F est encore de Cauchy dans X, donc converge
dans X, mais la limite appartient à F car F est fermé. La preuve de la seconde assertion
est analogue.
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(2) On utilise la caractérisation séquentielle des fermés. Une suite dans F qui converge
vers un élément x dans X est de Cauchy, donc converge dans F vers un élément de F , qui
est x par unicité des limites dans X. La preuve de la seconde assertion est analogue.

(3) La première affirmation découle de la première affirmation de (1).
La restriction à un sous-espace vectoriel d’une distance invariante par translations est

encore une distance invariante par translations sur ce sous-espace. Comme l’intersection
de deux convexes est encore convexe, la topologie induite sur un sous-espace vectoriel d’un
espace vectoriel topologique localement convexe est encore localement convexe. En utilisant
la définition 3.15 (3) d’un espace de Fréchet, la seconde affirmation découle donc aussi de
la première affirmation de (1). �

Proposition 3.17 (i) Le produit d’une famille dénombrable d’espaces métriques complets,
muni de la distance produit définie dans la preuve de la proposition 2.9 du paragraphe 2.4
dans le cas d’un produit infini, ou de l’une des distances produits de l’exemple (iv) du
paragraphe 1.3 dans le cas d’un produit fini, est un espace métrique complet.

(ii) Le produit d’une famille de groupes topologiques séquentiellement complets est un
groupe topologique séquentiellement complet.

(iii) Le produit d’une famille dénombrable d’espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.
(iv) Si le produit d’une famille dénombrable d’espaces métriques non vides est complet,

alors chaque espace de cette famille est complet.
(v) La limite projective d’un système projectif de groupes topologiques séparés et séquen-

tiellement complets est un groupe topologique séparé et séquentiellement complet.

En particulier, Rn est complet pour tout n dans N. En particulier, C est un corps
topologique complet.

Par exemple, l’anneau topologique Zp = lim
←−

Z/pnZ est séparé complet.

Preuve. (i) et (ii). L’idée clef est que les projections sont (localement) lipschitziennes (voir
le paragraphe 5.3) pour ces distances. Pour tous x = (xi)i∈N et y = (yi)i∈N dans le produit
d’une suite d’espaces métriques, pour la distance produit

d(x, y) =
∑

i∈N

2−i min{1, d(xi, yi)} ,

nous avons min{1, d(xi, yi)} ≤ 2id(x, y), et donc d(xi, yi) ≤ 2id(x, y) si d(x, y) < 2−i.
Par conséquent, l’image d’une suite de Cauchy par chacune des projections canoniques est
une suite de Cauchy, donc converge. Il en est de même pour le produit d’un nombre fini
d’espaces métriques, pour l’une des distances produits (équivalentes) dp pour p ∈ [1,+∞].

De même, comme les projections canoniques d’un produit de groupes topologiques sont
des morphismes de groupes topologiques, l’image d’une suite de Cauchy par chacune des
projections canoniques est une suite de Cauchy, donc converge.

On conclut alors par la caractérisation des suites convergentes à valeurs dans un produit
(voir le premier exemple suivant la proposition 3.10).

(iii) En utilisant la définition 3.15 (2) d’un espace de Fréchet, cette assertion découle
de (ii) et du fait que si (Ei)i∈N est une famille dénombrable d’espaces vectoriels topologi-
ques, telle que, pour tout i ∈ N, la topologie de Ei soit définie par la famille dénombrable
de semi-normes (|| · ||i,j)j∈N, alors la topologie de l’espace vectoriel topologique produit∏
i∈NEi est définie par la famille des semi-normes

(
x 7→ ||pri(x)||i,j

)
i,j∈N

.
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(Nous pouvions aussi utiliser le fait qu’un produit d’espaces vectoriels topologiques lo-
calement convexes est encore un espace vectoriel topologique localement convexe (car les
ouverts élementaires construits à partir des ouverts convexes de chaque facteur forment un
système fondamental de voisinages convexes), et que la distance produit usuelle de distances
complètes invariantes par translations dans chaque facteur est complète et invariante par
translations dans le produit.)

(iv) Cette assertion vient du fait que si (Xi)i∈I est une famille dénombrable d’espaces
métriques non vides, et si xi est un point de Xi, alors pour tout j dans I, l’application
φj : Xj →

∏
i∈I Xi qui à x dans Xj associe la famille (yi)i∈I , où yi = xi si i 6= j et yj = x,

est une isométrie de Xj (quitte à multiplier sa distance dj par une constante strictement
positive et la remplacer par la distance tronquée min{1, dj}, ce qui ne change pas les suites
de Cauchy) sur son image dans l’espace topologique produit

∏
i∈I Xi (pour les distances

ci-dessus).

(v) Par la proposition 2.10, ceci découle de l’assertion (ii) et la proposition 3.17 (1). �

Proposition 3.18 Si E est un espace de Banach et si F est un sous-espace vectoriel fermé,
alors l’espace vectoriel normé quotient E/F (voir la proposition 2.27) est aussi complet.

Preuve. Notons π : E → E/F la projection canonique. Soit (π(xi))i∈N une suite de
Cauchy pour la norme quotient ||π(x)|| = inff∈F ||x+ f || dans E/F . Pour tout n dans N,
il existe in dans N tel que pour tous j ≥ in, on ait ||π(xin)− π(xj)|| < 1

2n , ce qui implique
qu’il existe yn,j dans F tel que ||xin − xj − yn,j|| ≤ 1

2n . On peut supposer que la suite
(in)n∈N est strictement croissante. Posons

x′n = xin +

n−1∑

k=0

yk,ik+1
,

qui vérifie π(x′n) = π(xin). Alors

||x′n+1 − x′n|| ≤ ||xin+1 − xin + yn,in+1|| ≤
1

2n
.

Donc par inégalité triangulaire,

||x′n+p − x′n|| =
∣∣∣
∣∣∣
n+p−1∑

k=n

(x′k+1 − x′k)
∣∣∣
∣∣∣ ≤

n+p−1∑

k=n

1

2k
≤ 1

2n−1
.

En particulier, la suite (x′n)n∈N est de Cauchy dans E, donc converge vers x. La projection
canonique π est continue (nous avons vu que la topologie induite par la norme quotient
sur E/F est la topologie quotient, mais on peut aussi remarquer que π est 1-lipschitzienne
(donc continue, nous reviendrons là-dessus dans le paragraphe 5.3) : ||π(x) − π(y)|| =
||π(x − y)|| ≤ ||x − y|| par définition de la norme quotient). Donc la suite (π(xin))n∈N

converge vers π(x). Comme toute suite de Cauchy, dont une suite extraite converge, est
convergente, le résultat s’en déduit. �

Exercice E.45 (i) Montrer que l’espace quotient E/F d’un espace de Fréchet E par un
sous-espace vectoriel fermé F est un espace de Fréchet.

(ii) Montrer qu’un espace vectoriel topologique est un espace de Fréchet si et seulement
s’il est isomorphe à un sous-espace vectoriel fermé d’un produit dénombrable d’espaces de
Banach.
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Nous donnerons de nombreux exemples d’espaces complets dans les paragraphes 5.1,
5.3 et 6.1.

Théorème du point fixe des applications contractantes

Théorème 3.19 (Théorème du point fixe de Banach) Soit X un espace topologique
non vide, tel que la topologie de X soit définie par une famille séparante de pseudo-distances
(dα)α∈A , qui est séquentiellement complet. Soit f : X → X une application telle que

∀ α ∈ A ,∃ kα ∈ [0, 1[ , ∀ x, y ∈ X, dα(f(x), f(y)) ≤ kα dα(x, y) .

Alors f admet un unique point fixe dans X.
De plus, pour tous α ∈ A et x0 ∈ X, si f(x) = x, alors

dα(x0, x) ≤
1

1 − k
dα(x0, f(x0)) .

Preuve. L’unicité est immédiate : si x et y sont des points fixes distincts, soit α ∈ A

tel que dα(x, y) 6= 0. Alors dα(x, y) = dα(f(x), f(y)) ≤ kα dα(x, y), contredit le fait que
0 ≤ kα < 1.

L’existence utilise une méthode itérative, dite de Picard. Soit x0 un point de X, on
considère la suite (xn)n∈N définie par x0 et la relation de récurrence xn+1 = f(xn). Mon-
trons que cette suite converge vers un point fixe de f .

Soit α ∈ A . Pour tout n ∈ N, puisque dα(f(xn+1), f(xn)) ≤ kα dα(xn+1, xn), on a par
récurrence

dα(xn+1, xn) ≤ knα dα(x1, x0) .

Donc par inégalité triangulaire, pour tous n, p ∈ N,

dα(xn+p, xn) ≤
p−1∑

k=0

dα(xn+k+1, xn+k) ≤
knα

1 − kα
dα(x1, x0) . (1)

Par conséquent, comme 0 ≤ kα < 1, la suite (xn)n∈N est de Cauchy dans X, donc converge
vers un point x de X. L’application f étant continue, par passage à la limite dans l’équation
xn+1 = f(xn), on a (par unicité des limites, l’espace X étant séparé) x = f(x), ce qui
montre le résultat.

En prenant n = 0 dans la formule (1), et en faisant tendre p vers +∞, la dernière
assertion en découle. �

Bien sûr, la version la plus connue de ce théorème est le cas particulier suivant, déjà
vu l’année précédente.

Porisme 3.20 Soient X un espace métrique complet non vide, et f : X → X une appli-
cation strictement contractante, i.e.

∃ k ∈ [0, 1[ , ∀ x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) ≤ k d(x, y) .

Alors f admet un unique point fixe dans X.
De plus, pour tout x0 ∈ X, si f(x) = x, alors

d(x0, x) ≤
1

1 − k
d(x0, f(x0)) . �
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Le résultat suivant est un corollaire du théorème de point fixe pour des espaces vecto-
riels topologiques, en particulier vrai pour les espaces de Fréchet.

Porisme 3.21 Soit E un espace vectoriel topologique dont la topologie est définie par une
famille séparante de semi-normes (|| · ||α)α∈A , qui est séquentiellement complet. Soient
k ∈ [0, 1[ et f : E → E une application telle que

∀ α ∈ A , ∀ x, y ∈ E, ||f(x) − f(y)||α ≤ k ||x− y||α .

Alors f admet un unique point fixe dans E. �

Les applications en analyse fonctionnelle du théorème de point fixe de Banach sont
nombreuses, nous n’en citons qu’une.

Porisme 3.22 Soit E un espace de Banach sur un corps K muni d’une valeur absolue non
triviale, et f : E → E une application linéaire continue. Alors il existe K ≥ 0 tel que, pour
tout λ ∈ K tel que |λ| > K, pour tout a dans E, l’équation

f(x) − λx = a

(d’inconnue x ∈ E) admet une unique solution J(a), et a 7→ J(a) est continue.

Preuve. Puisque f est continue et linéaire, il existe K tel que ||f(x)− f(y)|| ≤ K||x− y||
pour tous x, y dans E. Pour tout λ ∈ K tel que |λ| > K, l’application ga : E → E définie
par ga(x) = a−f(x)

λ est strictement contractante, car pour tous x, y dans E,

||ga(x) − ga(y)|| =
∣∣∣
∣∣∣
f(x) − f(y)

λ

∣∣∣
∣∣∣ ≤ K

|λ| ||x− y|| .

Par le théorème du point fixe des applications contractantes, soit J(a) l’unique point fixe
de ga. Nous avons, pour tous a, b dans E,

|λ| ||J(a) − J(b)|| = ||λ ga(J(a)) − λ gb(J(b))|| = ||a− b− f(J(a)) + f(J(b))||
≤ ||a− b|| + ||f(J(a)) − f(J(b))|| ≤ ||a− b|| +K||J(a) − J(b)|| .

Donc ||J(a) − J(b)|| ≤ 1
|λ|−K ||a− b||, ce qui montre le résultat. �

Cette preuve montre que J est en fait lipschitzienne (voir le paragraphe 5.3), et que le
résultat est encore vrai si l’on suppose seulement que f est une application K-lipschitzienne.

Exercice E.46 (Opérateurs intégraux sur L1) Soit Ω un ouvert non vide de Rr, où
r ∈ N−{0}. Soit E l’espace de Banach réel (ou complexe) L1(Ω) (voir le paragraphe 6.1).
Soit K ∈ L1(Ω×Ω) tel que supy∈Ω

∫
x∈Ω |K(x, y)| dx soit fini. Soit f : E → E l’application

linéaire définie par

∀ u ∈ E, ∀ y ∈ Ω, f(u)(y) =

∫

x∈Ω
K(x, y)u(x) dx

Montrer que f est continue, et que pour tout réel (ou complexe) λ de valeur absolue assez
grande, pour tout u0 dans E, l’équation

f(u) + λu = u0

(d’inconnue u ∈ E) admet une et une seule solution.
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3.5 Indications pour la résolution des exercices

Schème E.43 Si U est un voisinage ouvert de a, alors π(U) est un voisinage ouvert de b,
donc π(U) ∩B 6= ∅, donc U ∩ π−1(B) 6= ∅, ce qui montre la première affirmation.

Le sens direct découle de la continuité de π et de la composition de limites (voir le
corollaire 3.8).

Réciproquement, pour tout voisinage V de ℓ, soit U un voisinage ouvert de a tel que
f ◦ π(U ∩ π−1(B)) ⊂ V . Alors f(π(U) ∩ B) ⊂ V , puisque π est surjective. Comme π(U)

est un voisinage ouvert de b, le fait que f(y) −→
y→ b, y∈B

ℓ en découle.

Schème E.44 Il suffit de s’intéresser aux suites qui convergent vers la fonction nulle 0.
Il est facile de voir que la topologie de Whitney (comme nous l’avons vu pour celle de

Schwartz au paragraphe 2.3) induit sur DK(Ω) la topologie de DK(Ω). Donc si (fn)n∈N

est une suite dans DK(Ω) convergeant vers 0 dans DK(Ω), alors elle converge vers 0 dans
D(Ω) à la fois pour la topologie de Schwartz et celle de Whitney

Réciproquement, comme la topologie de Schwartz est plus fine que celle de Whitney,
une suite convergeant vers 0 pour la topologie de Schwartz converge aussi vers 0 pour la
topologie de Whitney. Soit (Kn)n∈N une suite exhaustive de compacts dans Ω. Il suffit de
montrer que si une suite (fk)k∈N dans D(Ω) converge vers 0 pour la topologie de Whitney,
alors il existe N dans N tel que le support de fk soit contenu dans KN pour tout k. Sinon,
quitte à extraire, il existe xn dans cKn tel que ǫn = |fn(xn)| > 0. On construit facilement
(en s’inspirant par exemple de l’exercice E.9) un élement ε dans C 0

0,+(Ω) tel que ε(xn) < ǫn
2

pour tout n. Mais alors le voisinage ouvert B′0,ε,0 de 0 pour la topologie de Whitney ne
contient aucun élément de la suite (fk)k∈N, ce qui contredit sa convergence vers 0.

Schème E.45 (i) Notons π : E → E/F la projection canonique. Montrons que E/F
vérifie toutes les propriétés de la définition 3.15 (1). Comme F est fermé, l’espace quotient
E/F est séparé (voir le corollaire 2.26).

Soit (Cn)n∈N un système fondamental dénombrable de voisinages convexes de 0, que
nous pouvons supposer ouverts, puisque l’intérieur d’un convexe est convexe. Puisque π est
ouverte (voir le corollaire 2.26 (1)) et linéaire, les π(Cn) sont ouverts et convexes. Puisque π
est continue,

(
π(Cn)

)
n∈N

est un système fondamental dénombrable de voisinages convexes
de 0 dans E/F .

Le fait que E/F soit séquentiellement complet se démontre de manière très semblable
dans l’esprit à la proposition 3.18. Par récurrence sur n ∈ N, on construit une application
strictement croissante ϕ : N → N telle que

Cϕ(n+1) ⊂ Cn+1 ∩
1

2
Cϕ(n) .

En particulier, comme les homothéties sont des homéomorphismes, pour tout t > 0, la
famille (tCϕ(n))n∈N est encore un système fondamental de voisinages de 0.

Soit
(
π(xn)

)
n∈N

une suite de Cauchy dans l’espace vectoriel topologique E/F . Pour
tout n dans N, il existe in dans N tel que pour tous j ≥ in, on ait π(xin)−π(xj) ∈ π(Cϕ(n)),
ce qui implique qu’il existe yn,j dans F tel que xin − xj − yn,j ∈ Cϕ(n). On peut supposer
que la suite (in)n∈N est strictement croissante. Posons

x′n = xin +
n−1∑

k=0

yk,ik+1
,
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qui vérifie π(x′n) = π(xin). Notons || · ||n la jauge du convexe ouvert Cn (voir le lemme
2.17). Comme Cϕ(n+p) ⊂ 1

2pCϕ(n), nous avons || · ||ϕ(n) ≤ 1
2p || · ||ϕ(n+p) par les assertions

(5) et (7) du lemme 2.17. Alors

||x′n+1 − x′n||ϕ(n) = ||xin+1 − xin + yn,in+1||ϕ(n) < 1 ,

par l’assertion (3) du lemme 2.17. Donc par l’inégalité triangulaire des jauges (voir l’asser-
tion (1) du lemme 2.17), pour tout p ∈ N, nous avons

||x′n+p−x′n||ϕ(n) ≤
p−1∑

k=0

||x′n+k+1−x′n+k||ϕ(n) ≤
p−1∑

k=0

1

2k
||x′n+k+1−x′n+k||ϕ(n+k) <

p−1∑

k=0

1

2k
≤ 2 .

Par l’assertion (3) du lemme 2.17, nous avons donc x′n+p−x′n ∈ 2Cϕ(n) pour tous n, p ∈ N.
En particulier, la suite (x′n)n∈N est de Cauchy dans E, donc converge vers x. Puisque π
est continue, la suite (π(xin))n∈N converge vers π(x). Comme toute suite de Cauchy, dont
une suite extraite converge, est convergente, le résultat s’en déduit.

(ii) Par les propositions 3.17 (iii) et 3.16 (3), tout sous-espace vectoriel fermé d’un
produit dénombrable d’espaces de Banach est un espace de Fréchet.

Réciproquement, soit E un espace de Fréchet. Par la définition 3.15 (2), soit
(
|| · ||i

)
i∈N

une famille dénombrable séparante de semi-normes sur E, et Fi = {x ∈ E : ||x||i = 0}.
Alors Fi est un sous-espace vectoriel fermé de E, et l’espace vectoriel topologique quotient
E/Fi est séquentiellement complet par (i). Donc, muni de la norme quotient de la semi-
norme || · ||i, qui induit la topologie quotient (voir l’exemple (1) suivant la proposition
2.27), E/Fi est un espace de Banach.

Considérons l’application θ de E dans l’espace vectoriel topologique produit
∏
i∈N E/Fi

définie par x 7→ (x+Fi)i∈N. Cette application θ est clairement linéaire, continue, et injective
(car la famille de semi-normes est séparante). Soit (xk)k∈N une suite dans E telle que(
θ(xk)

)
k∈N

converge vers y dans
∏
i∈N E/Fi. En particulier, la suite

(
θ(xk)

)
k∈N

est de
Cauchy dans

∏
i∈N E/Fi. Par la définition des normes quotients et des suites de Cauchy

dans un espace vectoriel dont la topologie est définie par une famille de semi-normes, la
suite (xk)k∈N est alors de Cauchy dans E, donc converge dans x ∈ E. Par continuité de
θ, ceci montre que θ(x) = y, donc que θ est un homéomorphisme sur son image, qui est
fermée.
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4 Compacité

Les références recommandées pour ce chapitre sont [Bou1, Dix, Dug].

4.1 Espace compact

Soient X un ensemble et B une partie de X. Une famille (Ai)i∈I de parties de X est un
recouvrement de B (ou recouvre B) si B ⊂ ⋃i∈I Ai (et donc

⋃
i∈I Ai = X si B = X). Un

sous-recouvrement d’un recouvrement (Ai)i∈I est une sous-famille (Aj)j∈J (avec J ⊂ I)
qui recouvre encore B. Si X est un espace topologique, un recouvrement (Ai)i∈I de B est
dit ouvert (resp. fermé) si tous les Ai sont ouverts (resp. fermés).

Définition 4.1 Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et si tout recou-
vrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini.

Certains ouvrages, en particulier anglo-saxons, omettent (à tort !) la condition de sépa-
ration. Nous verrons plus loin que la compacité peut s’exprimer en termes de suites pour
les espaces métrisables.

Par passage au complémentaire, le résultat suivant est immédiat.

Proposition 4.2 Un espace topologique séparé X est compact si et seulement si toute
famille de fermés de X d’intersection vide admet une sous-famille finie d’intersection vide.
�

En particulier, dans un espace topologique compact, toute intersection décroissante de
fermés non vides est non vide.

La propriété « être compact » est invariante par homéomorphismes (au sens du para-
graphe 1.2).

Exemple. Un espace discret est compact si et seulement s’il est fini, car la famille de ses
singletons est un recouvrement ouvert.

Exercice E.47 Montrer que l’ensemble ordonné des ordinaux inférieurs ou égaux à un
ordinal donné, muni de la topologie de l’ordre (voir l’exemple (3) du paragraphe 1.4), est
compact.

Soient X un espace topologique et A une partie de X. Comme les ouverts du sous-
espace topologique A sont les traces sur A des ouverts de X, les assertions suivantes sont
équivalentes :

– le sous-espace topologique A est compact ;
– le sous-espace topologique A est séparé, et tout recouvrement de A par des ouverts

de X admet un sous-recouvrement fini ;
– le sous-espace topologique A est séparé, et toute famille de fermés de X dont l’inter-

sectin ne rencontre pas A admet une sous-famille finie dont l’intersection ne rencontre
pas A.
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On dit alors que A est une partie compacte deX, ou tout simplement un compact deX. Si Y
est un sous-espace topologique de X, et si A est contenu dans Y , alors la topologie induite
sur A par la topologie de Y est la topologie sur A induite par la topologie de X, donc
tout compact de Y est un compact de X (il n’y a pas besoin d’hypothèse supplémentaire
sur Y : la propriété d’être compact est dite intrinsèque, au sens qu’elle ne dépend pas de
l’espace ambiant dans lequel on plonge l’espace considéré comme sous-espace).

Proposition 4.3 (1) Si X est un espace topologique séparé, si A est une partie compacte
de X, alors A est fermée dans X.

(2) Un sous-espace fermé d’un espace compact est compact.

(3) Si X est un espace topologique séparé, alors une union finie de compacts de X est
compacte.

Preuve. (1) On montre que X − A est ouvert. Soit x ∈ X − A. Comme X est séparé,
pour tout y dans A, il existe Uy, Vy deux ouverts disjoints tels que x ∈ Uy et y ∈ Vy. En
particulier, (Vy)y∈A est un recouvrement de A par des ouverts de X. Par compacité de A,
il existe y1, ..., yn dans A tels que A ⊂ Vy1 ∪ ...∪ Vyn . Alors U =

⋂n
i=1 Uyi

est un ouvert de
X, tel que U ∩A = ∅ et x ∈ U . Donc X −A est ouvert.

(2) On a déjà démontré qu’un sous-espace d’un espace séparé est séparé. Soit A un
fermé d’un espace compact X. Soit (Fi)i∈I une famille de fermés de A, d’intersection vide.
Puisque A est fermé, Fi est aussi fermé dans X, donc par compacité de X, il existe une
sous-famille finie (Fi)i∈I dont l’intersection est vide.

(3) Une union finie d’ensembles finis est finie. �

Remarquons que la séparation est une hypothèse nécessaire dans (1), car si X est
l’espace non séparé {0−, 0+}∪ ]0, 1] de l’exercice E.11, alors le sous-espace A = {0+}∪ ]0, 1]
est compact (car homéomorphe à l’intervalle réel [0, 1], que nous montrerons être compact
dans le paragraphe suivant), mais n’est pas fermé (par exemple parce que tout voisinage de
0−, qui n’appartient pas à A, rencontre A, ou parce que la suite

(
1

n+1

)
n∈N

dans A converge
vers 0− /∈ A, bref parce que A est dense mais pas égal à l’espace tout entier).

De même, l’hypothèse de séparation dans (3) est nécessaire, car toujours dans le
même espace non séparé X = {0−, 0+}∪ ]0, 1] de l’exercice E.11, les deux parties A− =
{0−}∪ ]0, 1] et A+ = {0+}∪ ]0, 1] sont compactes (homéomorphes à l’intervalle réel [0, 1]),
mais leur réunion est tout X, qui n’est pas séparé.

Exercice E.48 Soit X un espace topologique séparé. Montrer que deux compacts disjoints
de X ont des voisinages disjoints.

En déduire qu’un espace topologique compact est normal (voir la définition dans le
paragraphe 1.8).

En déduire que si X est un espace compact et si F et F ′ sont des fermés disjoints de
X, alors il existe une application continue f : X → [0, 1] telle que f(x) = 0 pour tout x
dans F et f(x′) = 1 pour tout x′ dans F ′.

4.2 Compacité et valeurs d’adhérence

Nous donnons ci-dessous une caractérisation séquentielle de la compacité dans le cas des
espaces métriques. Pour les espaces topologiques généraux, une caractérisation analogue (et
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bien pratique) existe en utilisant les filtres (et surtout les ultrafiltres), mais nous renvoyons
par exemple à [Bou1, Dug] pour cela.

Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, a ∈ A et f : B → Y une
application, où A ⊂ B ⊂ X.

Proposition 4.4 Supposons que Y soit compact.
• L’application x 7→ f(x) admet au moins une valeur d’adhérence quand x tend vers

a dans A.
• L’ensemble de ces valeurs d’adhérence est compact.
• Pour tout ouvert V de Y contenant l’ensemble des valeurs d’adhérences, il existe un

voisinage U de a dans X tel que f(U ∩A) ⊂ V .
• De plus, si f admet une unique valeur d’adhérence ℓ en a, alors f(x) admet ℓ pour

limite quand x tend vers a dans A.

Preuve. Par la proposition 3.12 (1), l’ensemble des valeurs d’adhérence est
⋂
U∈V (a) f(U ∩A),

qui est fermé, donc compact par la proposition 4.3 (2). Si cet ensemble est vide, par com-
pacité de Y , comme les f(U ∩A) sont fermés, il existe des voisinages U1, ..., Un de a tels
que f(U1 ∩A) ∩ ... ∩ f(Un ∩A) = ∅. Comme

f(U1 ∩ ... ∩ Un ∩A) ⊂ f(U1 ∩A) ∩ ... ∩ f(Un ∩A) ⊂ f(U1 ∩A) ∩ ... ∩ f(Un ∩A) ,

on a donc U1 ∩ ... ∩ Un ∩A = ∅. Comme U1 ∩ ... ∩ Un est un voisinage de a, ceci contredit
le fait que a ∈ A.

Soit V un voisinage ouvert de l’ensemble des valeurs d’adhérence. Alors (Y − V ) ∩⋂
U∈V (a) f(U ∩A) est vide, et les Y − V , f(U ∩A) sont fermés. Par compacité, il existe

donc des voisinages U1, ..., Un de a tels que (Y − V ) ∩ f(U1 ∩A) ∩ ... ∩ f(Un ∩A) = ∅. Si
U = U1 ∩ ... ∩ Un, qui est un voisinage de a, alors

f(U ∩A) ⊂ f(U1 ∩A) ∩ ... ∩ f(Un ∩A) ⊂ V .

Si l’ensemble des valeurs d’adhérence est réduit à un singleton {ℓ}, ceci montre que f
admet ℓ pour limite en a. �

Porisme 4.5 Dans un espace topologique compact, toute suite admet au moins une valeur
d’adhérence. Si elle est unique, alors la suite converge vers elle. �

Théorème 4.6 (Théorème de Bolzano-Weierstrass) Soit X un espace métrique. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) X est compact ;

(2) toute suite dans X admet une sous-suite convergente ;

(3) X est complet et pour tout ǫ > 0, il existe un recouvrement fini de X par des boules
de rayon ǫ.

Pour tout ǫ > 0, une partie A d’un espace métrique X est dite ǫ-dense si Vǫ(A) = X,
autrement dit si les boules de rayons ǫ centrées aux points de A recouvrent X. La troisième
condition s’énonce aussi :

(3)’ X est complet et pour tout ǫ > 0, il existe une partie finie ǫ-dense.
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Preuve. L’affirmation que (1) implique (2) découle du corollaire 4.5 précédent (avec bien
sûr la caractérisation des valeurs d’adhérence des suites dans un espace métrique comme
les limites des sous-suites, voir le paragraphe 3.3).

Montrons que (2) implique (3). La complétude découle du fait que si une suite de
Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge (voir le paragraphe 3.4).

Soit ǫ > 0. Par l’absurde, supposons que X n’admette pas de recouvrement fini par des
boules de rayon ǫ. Montrons par récurrence sur n qu’il existe une suite de points (xn)n∈N

tels que pour n ≥ 1, xn /∈
⋃n−1
i=0 B(xi, ǫ). Par l’hypothèse, X est non vide, soit x0 dans X.

Soit n ≥ 1, supposons construits x0, . . . , xn−1. Par l’hypothèse, les boules ouvertes de centre
x0, . . . , xn−1 et de rayon ǫ ne recouvrent pas X. Il suffit de prendre xn n’appartenant à
aucune de ces boules. Mais alors (xn)n∈N est une suite dans X dont deux éléments (d’indice
distincts) sont à distance au moins ǫ, et donc ne peut admettre une sous-suite convergente,
contradiction.

Montrons que (2) implique (1). Un espace métrique est séparé. Soit (Ui)i∈I un recou-
vrement ouvert de X.

Montrons qu’il existe ǫ > 0 tel que pour tout x dans X, il existe i dans I tel que la
boule B(x, ǫ) soit contenue dans Ui. Sinon, pour tout n dans N, il existe xn dans X tel que
la boule B(xn,

1
n+1) ne soit contenue dans aucun Ui. Par (2), soit x une valeur d’adhérence

de la suite (xn)n∈N, et i0 dans I tel que x ∈ Ui0 . Alors pour n assez grand, B(xn,
1

n+1) est
contenue dans l’ouvert Ui0 , contradiction.

Il suffit donc de montrer que X peut être recouvert par un nombre fini de boules de
rayon ǫ, ce qui découle de la preuve que (2) implique (3).

Montrons enfin que (3) implique (2). Soit S = (xn)n∈N une suite dans X. Pour tout k,
il existe une famille finie de boules de rayon 1

k+1 recouvrant X. Donc par récurrence, pour
tout k ∈ N, il existe une sous-suite (xn,k)n∈N de S, qui est une sous-suite de (xn,k−1)n∈N

si k ≥ 1, et qui est contenue dans une boule de rayon 1
k+1 . Par extraction diagonale, la

sous-suite (yn = xn,n)n∈N de S est telle que d(yn, ym) ≤ 2
m si m ≤ n. Par complétude, la

suite de Cauchy (yn)n∈N converge, ce qui montre le résultat. �

Remarque. (1) Comme vu les années précédentes, les compacts de R sont donc les fermés
bornés. Ceci se montre en utilisant l’assertion (3) du théorème précédent, car les parties
complètes de l’espace R sont les fermés, et les parties bornées sont celles contenues dans
un intervalle de longueur bornée, donc sont celles que l’on peut recouvrir, pour tout ǫ > 0,
par un nombre fini d’intervalles ouverts de longueur ǫ/2.

(2) Il découle de l’assertion (3) par exemple qu’un espace métrique compact est borné
(i.e. de diamètre fini).

Exercice E.49 Soit X un espace métrique compact. Soit Pc(X) l’ensemble des fermés
non vides de X, muni de la distance de Hausdorff dH définie dans l’exemple (viii) du
paragraphe 1.3. Montrer que l’espace métrique (Pc(X), dH ) est compact.

Porisme 4.7 Tout espace métrique compact X est séparable.

Preuve. Pour tout n ∈ N, soit Fn une partie finie de X telle que les boules de rayon 1
n+1

centrées aux points de Fn recouvrent X. Alors F =
⋃
n∈N Fn est une partie dénombrable

dense de X. �
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4.3 Compacité et produits

Soit E un ensemble muni d’une relation d’ordre (partielle) �. Un élément x de E est
dit maximal s’il n’y a pas d’élément de E strictement plus grand que x, c’est-à-dire si

∀ y ∈ E x � y ⇒ y = x .

Soit F une partie de E, un élément x de E est un majorant de F si

∀ y ∈ F y � x .

Une partie F de E est totalement ordonnée si l’ordre restriction à F de l’ordre de E est
total, c’est-à-dire si

∀ x, y ∈ F x � y ou y � x .

Par récurrence, pour toute partie finie P de F admet alors un majorant appartenant à P .
L’ensemble ordonné (E,�) est dit inductif si toute partie totalement ordonnée admet un
majorant.

Théorème 4.8 (Théorème de Zorn) Tout ensemble ordonné inductif non vide possède
un élément maximal. �

Ce théorème est admis (voir par exemple [Kri]), il est équivalent à l’axiome du choix.

Lemme 4.9 Soit X un espace topologique. Un mauvais recouvrement de X est un recou-
vrement n’admettant pas de sous-recouvrement fini. Soit P une prébase d’ouverts de X.
Si X admet un mauvais recouvrement ouvert, alors il admet un mauvais recouvrement par
des éléments de P.

Preuve. Soit M l’ensemble supposé non vide des mauvais recouvrements ouverts de X,
partiellement ordonné par l’inclusion. Montrons qu’il est inductif. Soit (Uα)α∈A une fa-
mille totalement ordonnée d’éléments de M . Soit U =

⋃
α∈A

Uα. Alors U est un majo-
rant des Uα. C’est un mauvais recouvrement ouvert de X, sinon il contiendrait un sous-
recouvrement fini {V1, ..., Vn} ; si Vi ∈ Uαi

et si β ∈ A vérifie Uαi
⊂ Uβ pour tout i, alors

Uβ aurait un sous-recouvrement ouvert fini, contradiction. Nous avons bien montré que
M est inductif.

Par le théorème de Zorn, soit U ∗ un élément maximal de M . En particulier, pour tout
ouvert V /∈ U ∗, le recouvrement U ∗∪{V } n’est pas mauvais, donc il existe U1, ..., Un dans
U ∗ tels que {V,U1, ..., Un} recouvre X.

Lemme 4.10 Pour tous les ouverts V, V ′ de X, si V /∈ U ∗ et V ′ /∈ U ∗, alors V ∩V ′ /∈ U ∗.

Preuve. Soient U1, ..., Un, U
′
1, ..., U

′
n′ dans U ∗ tels que {V,U1, ..., Un} et {V ′, U ′1, ..., U ′n′}

recouvrent X. Alors {V ∩V ′, U1, ..., Un, U
′
1, ..., U

′
n′} recouvre X, et comme U ∗ est mauvais,

V ∩ V ′ /∈ U ∗. �

Lemme 4.11 Pour tous les ouverts V, V ′ de X, si V /∈ U ∗ et V ⊂ V ′, alors V ′ /∈ U ∗.
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Preuve. Si {V,U1, ..., Un} recouvre X, alors {V ′, U1, ..., Un} recouvre X aussi. �

Montrons maintenant que P ∩ U ∗ recouvre X. Soit x0 dans X. Comme U ∗ recouvre
X, il existe U ∈ U ∗ tel que x0 ∈ U . Comme P est une prébase, il existe V1, ..., Vn dans
P tels que x0 ∈ V1 ∩ ... ∩ Vn ⊂ U . Par les lemmes précédents, il existe i tel que Vi ∈ U ∗.
Donc x0 ∈ Vi ∈ P ∩ U ∗.

Enfin, comme U ∗ est mauvais, P ∩ U ∗ l’est aussi. �

Théorème 4.12 (Théorème de Tychonov) Tout produit d’espaces compacts est com-
pact.

Preuve. Nous savons déjà qu’un produit d’espaces séparés est séparé (voir la proposition
2.7). Soit X =

∏
i∈I Xi un produit d’espaces compacts. Par les propriétés de la topologie

produit, l’ensemble P des pr−1
j (V ), où j ∈ I et V est un ouvert de Xj , est une prébase

d’ouverts de X. Si X n’est pas compact, alors par le lemme technique 4.9, il existe un
mauvais recouvrement U de X par des éléments de P. Pour j ∈ I, soit Pj l’ensemble des
ouverts V de Xj tels que pr−1

j (V ) ∈ U . Si Pj recouvre Xj , par compacité de Xj , il existe
V1, ..., Vn dans Pj recouvrant Xj . Mais alors pr−1

j (V1) ∪ ... ∪ pr−1
j (Vn) = pr−1

j (Xj) = X,
ce qui contredit le fait que U est mauvais. Soit donc xj dans Xj tel que xj /∈ ⋃

Pj.
Posons x = (xj)j∈I . Comme U recouvre X, il existe j ∈ I et V ouvert de Xj tel que
x ∈ pr−1

j (V ) ∈ U . Ceci contredit le fait que xj /∈
⋃

Pj. �

Exemples. (1) Soit X un espace topologique compact, et I un ensemble. Alors l’ensemble
produit XI des familles indexées par I d’éléments de X, muni bien sûr de la topologie pro-
duit, est compact, par le théorème de Tychonov 4.12. En particulier, si F est un ensemble
fini discret, alors F I est compact.

L’espace XI est métrisable par la proposition 2.9 (donc séparable par le corollaire 4.7)
si I est dénombrable et X métrisable. Mais XI n’est pas métrisable si X contient au moins
deux points et si I est non dénombrable, voir [Dug, page 189].

On peut montrer (voir [Dug, page 175]) que si (Xi)i∈I est une famille d’espaces topolo-
giques ayant au moins deux points, alors l’espace topologique produit

∏
i∈I Xi est séparable

si et seulement si Card I ≤ 2ℵ0 et Xi est séparable pour tout i dans I.
Par exemple, si {0, 1} est muni de la topologie discrète, alors {0, 1}N est compact,

métrisable, séparable. Par contre {0, 1}R est compact, séparable, mais pas métrisable. Et
{0, 1}{0,1}R est compact, mais ni séparable, ni à base dénombrable d’ouverts (il serait alors
séparable, par la proposition 1.6), ni métrisable (par le corollaire 4.7).

(2) L’anneau topologique Zp = lim
←−

Z/pnZ est compact, car il est fermé (voir la propo-

sition 2.10) dans l’espace topologique produit
∏
n∈N Z/pnZ, qui est compact car Z/pnZ est

discret et fini, en appliquant la proposition 4.3 (2).

(3) Si (Gi)i∈I est une famille de groupes topologiques compacts, alors le groupe to-
pologique produit

∏
i∈I Gi est un groupe topologique compact. En particulier, pour tout

ensemble I, si G est un groupe topologique compact (par exemple un groupe discret fini, ou
un sous-groupe fermé d’un groupe orthogonal SO(n)), alors GI est un groupe topologique
compact (pas forcément métrisable, ni séparable, même si G l’est, si I est assez gros).

4.4 Compacité et continuité

Théorème 4.13 Soient X un espace compact, Y un espace séparé et f : X → Y une
application continue. Alors
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(1) l’espace f(X) est compact ;

(2) si f est bijective, alors f est un homéomorphisme.

Preuve. (1) D’abord, f(X) est séparé car Y l’est. Pour tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I
de f(X), la famille (f−1(Ui))i∈I est un recouvrement ouvert de X, donc admet un sous-
recouvrement fini (f−1(Uj))j∈J . D’où f(X) ⊂ ⋃j∈J Uj . Par conséquent, f(X) est compact.

(2) Il suffit de montrer que f−1 est continue, c’est-à-dire que f est fermée. Si F est un
fermé de X, alors F est compact dans X, donc f(F ) est compact dans Y par (1), donc
fermé dans Y car Y est séparé, par la proposition 4.3 (1). �

Remarque. Les hypothèses que X est compact et Y séparé sont nécessaires pour (2).
D’une part, la restriction à [0, 1[ (qui n’est pas compact) de la projection canonique π :
R → R/Z dans le cercle (qui est compact, donc séparé) est une bijection continue qui n’est
pas un homéomorphisme.

D’autre part, si X est l’ensemble {0, 1} muni de la topologie discrète (qui est compact),
et si Y est l’ensemble {0, 1} muni de la topologie grossière (qui n’est pas séparée), alors
l’identité de X dans Y est une bijection continue qui n’est pas un homéomorphisme.

Porisme 4.14 Soient X un espace topologique compact, Y un espace topologique séparé,
et f : X → Y une application injective continue. Alors f est un homéomorphisme sur son
image.

Preuve. Comme tout sous-espace d’un espace séparé est séparé, le résultat découle du
théorème 4.13 (2), en considérant l’image de f . �

Voici une conséquence de la partie (1) du théorème 4.13, et du fait que les compacts
de R sont les fermés bornés de R (voir la remarque (1) suivant le théorème de Bolzano-
Weiertrass 4.6).

Porisme 4.15 Toute application continue définie sur un compact, à valeurs dans R, est
d’image un fermé borné de R, donc admet un maximum et un minimum. �

Porisme 4.16 Soit E un espace vectoriel, réel ou complexe, normé, de dimension finie.
(1) Les parties compactes de E sont les fermés bornés de E.
(2) Deux normes sur E sont équivalentes.
(3) E est complet.

Ainsi un tel espace vectoriel est muni d’une topologie, dite usuelle, définie par n’importe
quelle norme. Tout isomorphisme linéaire entre deux tels espaces est un homéomorphisme
(pour les topologies usuelles). En particulier, deux espaces vectoriels normés (réels ou
complexes) de dimension finie sont homéomorphes si et seulement s’ils ont même dimension.

Il découle de la proposition 3.16 (2) que tout sous-espace vectoriel de dimension finie
d’un espace vectoriel normé (réel ou complexe) est fermé.

Preuve. Il suffit de considérer le cas des espaces vectoriels réels, en considérant l’espace
vectoriel réel sous-jacent à un espace vectoriel complexe. Comme tout espace vectoriel
réel normé de dimension finie est isométrique (par un isomorphisme linéaire) à l’espace
vectoriel réel Rn muni d’une certaine norme (la norme image par l’isomorphisme linéaire),
nous pouvons supposer que l’espace vectoriel E est Rn.

127



Rappelons la définition de la norme ||(x1, . . . , xn)||∞ = max1≤i≤n |xi| sur Rn, qui induit
la topologie produit.

(1) Montrons d’abord (1) pour cette norme || · ||∞. Soit A un fermé borné pour cette
norme. Alors A est contenu dans un produit de fermés bornés, donc compacts, de R (par la
remarque (1) suivant le théorème de Bolzano-Weiertrass 4.6). Donc A est contenu dans un
compact, par le théorème de Tychonov 4.12. Comme tout fermé d’un compact est compact,
A est compact. Réciproquement, un compact dans un espace séparé est fermé, et la norme
est continue (par l’inégalité triangulaire inverse), donc reste bornée sur tout compact de
E.

(2) Si || · || est une autre norme sur Rn, en notant (e1, . . . , en) la base canonique de Rn

et c = ||e1|| + · · · + ||en||, on a

||(x1, . . . , xn)|| ≤ |x1| ||e1|| + · · · + |xn| ||en|| ≤ c ||(x1, . . . , xn)||∞ .

En particulier, la norme || · || est continue sur Rn munie de la topologie induite par || · ||∞.
Elle atteint donc son maximum et son minimum (strictement positifs) sur la sphère unité
de || · ||∞, qui est compacte par ce qui précède. Par homogénéité, on en déduit que || · || et
|| · ||∞ sont équivalentes, ce qui montre (2). L’assertion (1) pour une norme quelconque sur
Rn en découle, deux distances équivalentes étant topologiquement équivalentes.

(3) Nous avons déjà vu que Rn muni de la norme || · ||∞ est complet (voir la proposition
3.17). Le résultat général découle alors de (2). �

Exemples.

(1) Les groupes orthogonaux, spéciaux orthogonaux, unitaires, spéciaux unitaires (définis
au paragraphe 2.7) sont des fermés bornés d’un espace vectoriel normé de dimension
finie, donc sont des groupes topologiques compacts.

(2) Pour tout n dans N, l’espace projectif réel Pn(R) = R×\(Rn+1 − {0}) est séparé
(car l’ensemble des couples de vecteurs non nuls colinéaires dans (Rn+1 − {0})2 est
fermé, voir la proposition 2.25), et image du (fermé borné donc) compact Sn, donc
est compact. De même, l’espace projectif complexe Pn(C) = C×\(Cn+1 − {0}) est
séparé, et image du compact S2n+1, donc est compact.

(3) Pour tout n dans N, l’espace quotient {±1}\Sn est compact, car séparé par l’exemple
(1’) du paragraphe 2.9, et image du compact Sn par la projection canonique, continue.
(On retrouve l’exemple précédent, voir aussi l’exemple (1’) du paragraphe 2.9.)

(4) Pour tous n ∈ N et p ∈ N − {0}, l’espace lenticulaire Ln,p = Up\S2n+1 est compact,
car séparé par l’exemple (2) du paragraphe 2.9, et image du compact S2n+1 par la
projection canonique, continue.

(5) Pour tout n dans N, identifions le groupe spécial orthogonal SO(n) avec son image

dans SO(n+ 1) par l’application diagonale x 7→
(

1 0
0 x

)
(qui est un isomorphisme

de groupes topologiques sur son image). Alors SO(n) est un sous-groupe fermé de
SO(n + 1), donc l’espace topologique quotient SO(n + 1)/SO(n) est séparé (voir le
corollaire 2.26), donc compact car SO(n + 1) est compact par (1). L’application de
SO(n+ 1) dans Sn, définie par g 7→ g(1, . . . , 0, . . . , 0) (restriction de l’action linéaire
des rotations sur Rn+1), est continue, et induit par passage au quotient une bijection
continue SO(n + 1)/SO(n) → Sn. Comme la source est compacte et le but séparé,
cette bijection continue est un homéomorphisme.
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(6) L’application φ : Tn = Rn/Zn → (S1)
n, avec [(t1, ..., tn)] 7→ (e2πit1 , ..., e2πitn ), qui

est continue, bijective, de but séparé, de source compacte (car séparée par l’exemple
(3) du paragraphe 2.9 (ou par l’exercice E.29), et image du compact [0, 1]n par la
projection canonique π : Rn → Rn/Zn qui est continue), est un homéomorphisme.

Voici un résultat généralisant l’exemple (4), et qui sera généralisé encore par le théorème
5.51 (car l’image d’un compact par une application continue à valeurs dans un espace séparé
est compact).

Théorème 4.17 Soit G un groupe topologique compact, et X un espace topologique sé-
paré, muni d’une action à gauche (resp. droite) continue de G. Soit Gx le sous-groupe des
élements g ∈ G tels que gx = x (resp. xg = x). Pour tout x dans X, l’application de G
dans X définie par g 7→ gx (resp. g 7→ xg) induit un homéomorphisme Θx : G/Gx → Gx
(resp. Θx : Gx\G→ xG).

Preuve. Supposons l’action à gauche, l’autre cas se traitant de même.
Les applications g 7→ gx et g 7→ x de G dans X sont continues, et comme X est

séparé, Gx est un sous-groupe fermé (voir l’exercice E.77 dans le chapitre 8). Donc l’espace
topologique quotient G/Gx est séparé par le corollaire 2.26, donc compact par le théorème
4.13 (1) car G est compact, et la projection canonique G→ G/Gx est continue.

Par les propriétés des actions de groupes, l’application g 7→ gx induit par passage au
quotient une bijection Θx de G/Gx dans Gx. Celle-ci est continue, par passage au quotient
d’une application continue. Comme la source est compacte et le but séparé (car X l’est),
Θx est un homéomorphisme par le théorème 4.13 (2). �

4.5 Espaces localement compacts

Un espace topologique est localement compact s’il est séparé et si tout point admet un
voisinage compact. Certains ouvrages, en particulier anglo-saxons, omettent (bien sûr à
tort !) la condition de séparation, pourtant fort utile comme nous le verrons.

Exemples.

(1) Tout espace discret est localement compact.

(2) Tout espace compact est localement compact.

(3) L’espace R est localement compact (mais pas compact) : pour tout x0 dans R, l’in-
tervalle [x0 − 1, x0 + 1] est un voisinage compact de x0.

(4) Un sous-espace fermé F d’un espace localement compact est localement compact
(pour tout x0 dans F , si K est un voisinage compact de x0 dans X, alors F ∩K est
un voisinage compact (par définition de la topologie induite et la proposition 4.3 (2))
de x0 dans F ).

(5) Un produit fini d’espaces localement compacts est localement compact (car le pro-
duit de voisinages compacts de chaque composante d’un point x est un voisinage
élémentaire de x (puisque le produit est fini), qui est compact par le théorème de
Tychonov).

(6) L’espace RN n’est pas localement compact, car si V est un voisinage compact de
x = (xi)i∈N ∈ RN, alors V contient un voisinage élémentaire

]x0 − ǫ, x0 + ǫ[×...× ]xn − ǫ, xn + ǫ[×R × R × R × ... .
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Alors prn+1(V ) = R est non compact, ce qui contredit la continuité de prn+1.

(7) Un groupe topologique (par exemple le groupe additif d’un espace vectoriel topologi-
que) est localement compact si et seulement si son élément neutre admet un voisinage
compact.

Théorème 4.18 (Théorème de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé réel ou com-
plexe. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) E est localement compact ;
(2) la boule unité fermée de E est compacte ;
(3) E est de dimension finie.

Preuve. Il suffit de considérer le cas réel, en considérant l’espace vectoriel normé réel
sous-jacent. Si E est de dimension finie, les assertions (1) et (2) découlent des exemples
(3) et (5) ci-dessus et du corollaire 4.16 (1).

Réciproquement, si E est localement compact, alors la boule unité fermée

B = {x ∈ E : ||x|| ≤ 1}

est compacte (car les homothéties sont des homéomorphismes). Par le théorème de Bolzano-
Weierstrass, soient x1, . . . , xn dans B telles que les boules de rayon 1/2 et de centre xi
recouvrent B. Notons F le sous-espace vectoriel de E engendré par x1, . . . , xn, qui est
fermé (car complet par la proposition 4.16 (3), et en appliquant la proposition 3.16 (2)).
Montrons que E = F , ce qui montrera que E est de dimension finie. Sinon, soient x ∈
E − F et ǫ = d(x, F ) > 0 (car F est fermé). Soit y ∈ F tel que ǫ ≤ d(x, y) < 2ǫ. Soit
z = (x−y)/||x−y||, qui appartient à B. Soit i tel que d(z, xi) ≤ 1

2 . Comme y+||x−y||xi ∈ F ,
on a d(x, y + ||x− y||xi) ≥ ǫ, donc

2 ǫ > ||x− y|| ≥ 2 ||z − xi|| ||x− y|| = 2 ||x − y − ||x− y||xi|| ≥ 2 ǫ ,

contradiction. �

Proposition 4.19 Dans un espace localement compact X, tout point admet un système
fondamental de voisinages compacts.

Preuve. Soient x ∈ X et F un voisinage compact de x. Pour tout ouvert U tel que
x ∈ U ⊂ F , il suffit de montrer qu’il existe un voisinage fermé W de x, contenu dans U ,
donc dans F , ce qui implique que W est compact.

Comme X est séparé, si y ∈ X − {x}, alors il existe des voisinages V et V ′ de x et y
respectivement tels que V ∩V ′ = ∅. Alors y /∈ V . Donc

⋂
V ∈V (x) V = {x}. Par conséquent,

(X − U)∩⋂V ∈V (x) V = ∅. Par compacité de F , il existe des voisinages V1, ..., Vn de x tels

que (X −U)∩ V1 ∩ ...∩ Vn ∩F = ∅. Alors W = V1 ∩ ...∩ Vn ∩F est un voisinage fermé de
x contenu dans U . �

Exercice E.50 Montrer que tout compact K d’un espace localement compact X admet un
système fondamental de voisinages compacts.

Porisme 4.20 Tout ouvert d’un espace localement compact est localement compact. En
particulier, si X est compact et x ∈ X, alors X−{x} est un espace localement compact. �
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Exercice E.51 (Compactifié d’Alexandrov) Soit X un espace localement compact, ∞
un ensemble n’appartenant pas à X et X̂ = X ∪ {∞}.

1. Montrer que l’ensemble des parties de X̂ de la forme U , avec U ouvert de X, ou
(X −K)∪ {∞}, avec K compact de X, est une topologie sur X̂. (L’espace X̂, muni
de cette topologie, est appelé le compactifié d’Alexandrov de X et ∞ son point à
l’infini.)

2. Montrer que la topologie induite sur X par celle de X̂ est la topologie usuelle de
X. En particulier, montrer que X est ouvert dans X̂. Montrer que si X n’est pas
compact, alors X est dense dans X̂.

3. Montrer que X̂ est compact.

4. (Unicité) Soient Y un espace topologique compact et φ : X → Y un homéomorphisme
sur son image, tel que φ(X) = Y −{y}. Montrer que l’application φ̂ : X̂ → Y définie
par x 7→ φ(x) si x ∈ X et ∞ 7→ y, est un homéomorphisme.

5. (Fonctorialité) Montrer que si Y est un espace localement compact, et si f : X → Y
est un homéomorphisme, alors l’application f̂ : X̂ → Ŷ , où f̂ |X= f et f̂(∞) = ∞,
est un homéomorphisme.

6. (Extension) Montrer que si Y est un espace localement compact, et si f : X → Y est
une application continue propre (voir le paragraphe 4.4 ci-dessous), alors l’application
f̂ : X̂ → Ŷ , où f̂ |X= f et f̂(∞) = ∞, est continue.

7. Montrer que si X est compact, alors X̂ est homéomorphe à l’espace topologique somme
disjointe X ‘ {∞}.

8. Montrer que le compactifié d’Alexandrov
de Rn est homéomorphe à la sphère Sn.
(On regarde Rn contenu dans Rn+1 comme
l’hyperplan des n premières coordonnées.
Si N est le pôle nord de Sn, on utilisera la
propriété 4 d’unicité, en montrant que la
projection stéréographique π : Sn−{N} →
Rn, qui à x associe le point d’intersection
avec Rn de la droite passant par N et x,
est un homéomorphisme.)

N

x
Sn

Rn

π(x)

Applications propres

Soient X,Y deux espaces topologiques séparés, et f : X → Y une application. On
dit que f est propre si f est fermée et si l’image réciproque par f de tout point de Y
est un compact de X. La condition que f est fermée est, dans la pratique, difficile à
vérifier. Lorsque les espaces sont localement compacts, on utilisera presque exclusivement
la caractérisation qui découle de la proposition suivante : une application entre espaces
topologiques localement compacts est propre si et seulement si l’image réciproque de tout
compact est compact.

Proposition 4.21 Si f est propre, alors l’image réciproque par f de tout compact de Y
est un compact de X. Si Y est localement compact, et si l’image réciproque par f de tout
compact de Y est un compact de X, alors f est propre.
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Preuve. Si f est propre, soient K un compact de Y et (Fi)i∈I une famille de fermés de
f−1(K), d’intersection vide. On suppose par l’absurde que CJ =

⋂
j∈J Fj 6= ∅ pour toute

partie finie J de I. Alors f(CJ) est un fermé de Y , donc de K. Pour toute famille finie
(Jα) de parties finies de I, on a

⋂

α

f(CJα) ⊃ f(
⋂

j∈S

Jα

Fj) 6= ∅ .

Comme K est compact, il existe au moins un point y dans l’intersection des ensembles
f(CJ) pour toutes les parties finies J dans I. Pour toute partie finie J dans I, on a donc

f−1(y) ∩
⋂

j∈J
Fj = f−1(y) ∩ CJ 6= ∅ .

Puisque f−1(y) est compact, on a donc f−1(y) ∩⋂i∈I Fi 6= ∅, ce qui contredit le fait que
la famille (Fi)i∈I est d’intersection vide.

Réciproquement, on suppose que Y est localement compact, et que l’image réciproque
par f de tout compact de Y est un compact de X. Alors le singleton {y} est compact dans
Y , donc f−1(y) est compact. Soit F un fermé de X et y ∈ f(F ). Soit W un voisinage
compact de y. Soit (Vi)i∈I un système fondamental de voisinages compacts (donc fermés
car Y est séparé) de y contenus dans W . Le fermé Fi = f−1(Vi) ∩ F de X est contenu
dans le compact f−1(W ) ∩ F . L’intersection

⋂
j∈J Fj est non vide pour toute partie finie

J de I, car
⋂
j∈J Vj est un voisinage de y. Par compacité de f−1(W )∩F , il existe donc un

point x dans
⋂
i∈I Fi. Donc f(x) ∈ ⋂i∈I Vi = {y}. D’où f(x) = y et f est fermée. �

Exemple. Soient E,F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, X un fermé de
E et f : X → F une application continue. Alors f est propre si et seulement si pour toute

suite (xi)i∈N dans X telle que ||xi|| −→
i→+∞

+ ∞, on a ||f(xi)|| −→
i→+∞

+ ∞. Ceci découle

du fait que les compacts de E,F sont leurs fermés bornés, et du fait que l’image réciproque
d’un fermé de F par f est un fermé de X, donc de E.

Proposition 4.22 Soient X,Y deux espaces topologiques séparés, et f : X → Y une
application continue. Si f est bijective et propre, alors f est un homéomorphisme.

Remarquons que la réciproque est vraie.

Preuve. Si f est propre, alors elle est fermée, donc f−1 est continue. (Voici aussi, lorsque
X,Y sont localement compacts, ce qui est le cas dans la plupart des applications, une preuve
utilisant la caractérisation des applications propres entre espaces topologiques localement
compacts. Il suffit de montrer que f−1 est continue en tout point y de Y . Soit V un voisinage
compact de y. Alors U = f−1(V ) est un voisinage de x = f−1(y) car f est continue, qui
est compact car f est propre. Donc f |U : U → V est une bijection continue entre espaces
compacts, donc un homéomorphisme par le théorème 4.13 (2). Comme U et V sont des
voisinages de x et y respectivement, ceci implique que f−1 est continue en y.) �

L’espace des bouts d’un espace localement compact

Une partie d’un espace topologique est dite relativement compacte si son adhérence est
compacte. Par exemple, dans un espace vectoriel normé (réel ou complexe) de dimension
finie, les parties relativement compactes sont les parties bornées.
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Un espace topologique est dit σ-compact s’il est séparé et réunion d’une famille dénom-
brable de parties compactes.

Un espace topologique X est dit dénombrable à l’infini s’il est séparé et s’il existe une
suite exhaustive de compacts, i.e. une suite de compacts (Kn)n∈N recouvrant X telle que

Kn ⊂
◦

Kn+1 pour tout n dans N. Par exemple, dans un espace vectoriel normé (réel ou
complexe) de dimension finie, la suite des boules fermées centrées au vecteur nul et de
rayon n est une suite exhaustive de compacts.

Plus généralement, un espace métrique est dit propre si ses boules fermées sont com-
pactes. Par exemple, tout fermé d’un espace vectoriel normé de dimension fini est propre.
Un espace métrique propre X est dénombrable à l’infini, il suffit de prendre pour une suite
exhaustive de compacts, si X est non vide, la suite des boules fermées de rayon n centrées
en un point x0 fixé de X.

Proposition 4.23 Soit X un espace topologique. Alors X est dénombrable à l’infini si et
seulement s’il est localement compact et σ-compact.

Preuve. Soit (Kn)n∈N une suite exhaustive de compacts. Alors Kn+1 est un voisinage
compact de tout point de Kn. Donc si X est dénombrable à l’infini, alors X est localement
compact et réunion dénombrable de compacts.

Réciproquement, supposons X localement compact. Tout compact K de X admet un
voisinage compact : il suffit de prendre la réunion d’un nombre fini de voisinages compacts
de points deK qui recouvrent K. Si de plusX est réunion d’une suite (K ′n)n∈N de compacts,
alors on construit une suite exhaustive de compacts (Kn)n∈N en prenant par récurrence
pour Kn un voisinage compact de K ′n ∪Kn−1 (en posant K−1 = ∅). �

Soit X un espace localement compact. Pour tout compact K de X, notons π′0(X −K),
l’ensemble des composantes connexes non relativement compactes du complémentaire de K
dans X, muni de la topologie discrète. Si K et K ′ sont deux compacts de X, avec K ⊂ K ′,
alors notons fK,K ′ : π′0(X−K ′) → π′0(X−K) l’application qui à une composante connexe
non relativement compacte de X −K ′ associe l’unique composante connexe de X −K qui
la contient (elle n’est pas relativement compacte). Il est immédiat que

( (π′0(X −K))K , (fK,K ′)K,K ′ )

est un système projectif d’espaces topologiques.
L’espace des bouts de X est l’espace topologique limite projective (voir la fin du para-

graphe 2.4) de ce système projectif, noté

Bout(X) = lim
←−

π′0(X −K ′) .

Par exemple, si X est compact, alors Bout(X) est vide. On appelle nombre de bouts de X
le cardinal de Bout(X) (qui peut être infini).

Un produit d’espaces discrets (comme
∏
π′0(X − K), où le produit est pris sur tous

les compacts de X) est totalement discontinu (voir la fin du paragraphe 2.3 pour une
définition, ainsi que l’exercice E.91 du paragraphe 8.1), et tout sous-espace d’un espace
totalement discontinu est totalement discontinu. Donc Bout(X) est totalement discontinu.

Si K est un compact de X, l’ensemble π′0(X −K) n’est pas toujours fini.
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Proposition 4.24 Soit X un espace topologique localement compact, connexe par arcs,
localement connexe. Alors pour tout compact K de X, l’ensemble π′0(X −K) est fini. En
particulier, Bout(X) est compact.

Les conditions sont nécessaires. Si X est l’ensemble R2 muni de la distance SNCF
(définie dans l’exemple (vi) du paragraphe 1.3, qui n’est pas localement compact) et K =
{0}, alors π′0(X −K) est l’ensemble des rayons ouverts de R2, qui est non dénombrable.
Si X = Z × R et K = ∅, alors X est localement compact (comme produit de deux
espaces localement compacts), localement connexe (par arcs), mais admet une infinité de
composantes connexes non relativement compactes. Le sous-espace topologique

X = ([0, 1]×{0}) ∪ ({0}×R) ∪ ⋃
n∈N

({
1

n+1

}
×R

)
0 11

2
1
3

de l’espace usuel R2 est localement compact (car fermé dans l’espace localement compact
R2), connexe par arcs, mais pas localement connexe, et si K = [0, 1] × {0}, alors K est
compact, et π′0(X −K) est infini.

Preuve. Supposons par l’absurde que π′0(X−K) soit infini. Soient x∗ ∈ K, V un voisinage
compact de K, et W un voisinage compact de V . Soient (Cn)n∈N une suite de composantes
connexes non relativement compactes deux à deux distinctes de X − K, et xn un point

de Cn − W . Par connexité par arcs de X, il existe un point yn dans Cn ∩
( ◦
W −V

)
.

Par compacité de W , quitte à extraire, la suite (yn)n∈N converge vers y ∈ W−
◦
V , qui

n’appartient pas à K, car V est un voisinage de K. Pour tout voisinage ouvert U de y
disjoint de K, les composantes connexes de U contenant yn sont deux à deux distinctes,
ce qui contredit le fait que X est localement connexe.

La dernière assertion découle (par la proposition 2.10) du fait qu’un fermé d’un produit
de compacts, qui est compact par le théorème de Tychonov, est compact. �

Si X est dénombrable à l’infini, et si (Kn)n∈N est une suite exhaustive de compacts dans

X, alors tout compact de X est contenu dans un compact Kn (car les
◦
Kn recouvrent X).

Donc l’application naturelle de Bout(X) dans lim
←−

π′0(X −Kn), restriction de la projection

canonique ∏

K

π′0(X −K) →
∏

n∈N

π′0(X −Kn) ,

(définie par (xK)K 7→ (xKn)n∈N) est un homéomorphisme, par lequel Bout(X) est identifié
à l’ensemble des suites (Un)n∈N, où Un est une composante connexe non relativement
compacte de X −Kn et Un+1 ⊂ Un, muni de la topologie dont un système fondamental de
voisinages de (Un)n∈N est l’ensemble des

VN
(
(Un)n∈N

)
= {(U ′n)n∈N ∈ Bout(X) : U ′n = Un, 1 ≤ n ≤ N} .

pour N ∈ N. Comme tout sous-espace d’un espace métrisable est métrisable, et tout
produit dénombrable d’espaces métrisables est métrisable, si X est dénombrable à l’infini,
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connexe par arcs et localement connexe, alors Bout(X) est un espace métrisable, totalement
discontinu, et compact par la proposition précédente.

Par exemple, Bout(R) = {−∞,+∞} est un ensemble à deux points, munis de la to-
pologie discrète. Donc R a deux bouts. Si n ≥ 2, alors Bout(Rn) est un singleton, car
Rn − B(0, k) n’a qu’une seule composante connexe pour tout k ∈ N, qui est non bornée.
Donc Rn a un seul bout, si n ≥ 2.

R
0

−k k

0

k

Soit V l’ensemble des suites finies de 0 et 1, notées

∅, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, . . . .

On note ℓ(x) la longueur de ce mot. On munit V de la topologie discrète. On construit un
arbre d’ensemble des sommets V en recollant à V un intervalle [0, 1] entre chaque élément
x de V et chacun de ses deux enfants x0 et x1.

Plus précisément, pour tout x dans V , notons Ix une copie de l’intervalle [0, 1], et soit
fx : {0, 1} ⊂ Ix → V l’application 0 7→ x0 et 1 7→ x1. On note

T2 = (
∐

x∈V
Ix) ∪(

‘

x∈V fx) V

l’espace topologique obtenu par recollement de l’espace somme disjointe
∐
x∈V Ix sur V

par les applications fx.
On appelle T2 l’arbre binaire. On identifie V avec son image dans T2 par la projection

canonique. L’arbre binaire est métrisable par l’unique distance de longueur (voir l’exemple
(vii) du paragraphe 1.3) d, telle que l’application canonique Ix → T2 soit une isométrie
sur son image pour tout x dans V . En particulier, si x, x′ ∈ V et si x ∧ x′ est le sous-mot
initial maximal commun à x et à x′, alors

d(x, x′) = ℓ(x) + ℓ(x′) − ℓ(x ∧ x′) .

0 1

01 11

∅

00

000

10

111
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L’exercice suivant montre en particulier que l’arbre binaire a une infinité (non dénom-
brable) de bouts.

Exercice E.52 Montrer que T2 est un espace topologique localement compact, dénom-
brable à l’infini, connexe par arcs, localement connexe par arcs. Montrer que Bout(T2) est
homéomorphe à l’espace triadique de Cantor (i.e. à l’espace produit {0, 1}N où {0, 1} est
muni de la topologie discrète).

Exercice E.53 Montrer que pour tout espace métrique compact totalement discontinu K,
il existe un espace topologique dénombrable à l’infini X tel que Bout(X) et K soient ho-
méomorphes.

4.6 Théorèmes de point fixe.

Nous donnons ci-dessous une liste de théorèmes de point fixe, sans démonstration mais
avec références, faisant intervenir de manière plus ou moins essentielle des arguments de
compacité.

Pour tout n ≥ 0, notons Bn la boule unité fermé de l’espace euclidien usuel Rn.

Théorème 4.25 (Théorème du point fixe de Brouwer) Toute application continue
de Bn dans Bn admet un point fixe.

Preuve. Voir [Godb, page 182], [Hat, page 114], [Spa, page 194]. �

Théorème 4.26 (Théorème du point fixe de Tychonov) Soient E un espace vecto-
riel topologique localement convexe, et C un convexe compact de E. Alors toute application
continue de C dans C admet un point fixe.

Preuve. Voir [Dug, page 182] pour une preuve, qui utilise le théorème de Brouwer précé-
dent. �

En analyse, il est souvent plus pratique d’utiliser le corollaire suivant du théorème du
point fixe de Tychonov, qui ne nécessite pas la compacité de la source.

Théorème 4.27 (Théorème du point fixe de Schauder) Soient C un convexe fermé
non vide d’un espace de Banach E, et f : C → C une application continue. Si f(C) est
compact, alors f admet un point fixe.

Preuve. Pour toute partie A de E, notons ConvA l’enveloppe convexe fermée de A,
i.e. l’intersection de tous les convexes fermés contenant A, qui est le plus petit convexe
fermé contenant A. Cette enveloppe convexe fermée est croissante pour l’inclusion : si
A ⊂ B, alors ConvA ⊂ ConvB. De plus, ConvA = A si et seulement si A est convexe
fermé.

Exercice E.54 Montrer que l’enveloppe convexe fermée d’un compact de E est encore un
compact de E.

Puisque f(C) est compact, Conv f(C) = Conv f(C) l’est encore, par cet exercice.
Puisque Conv f(C) ⊂ ConvC = C, la restriction de f à Conv f(C) envoie Conv f(C) dans
Conv f(C). Donc le résultat découle du théorème 4.26 du point fixe de Tychonov. �
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4.7 Indications pour la résolution des exercices

Schème E.48 Soient K et K ′ deux compacts disjoints de X. Pour tous les x dans K
et x′ dans K ′, soient Ux,x′ et Vx,x′ des voisinages ouverts disjoints de x et x′, qui existent
par séparation de X. Par compacité de K ′, pour tout x ∈ K, il existe x′1, . . . , x

′
k′ dans K ′

tels que K ′ ⊂ Vx =
⋃k′

i=1 Vx,x′i . Soit Ux =
⋂k′

i=1 Ux,x′i, qui est un voisinage ouvert de x.

Par compacité de K, il existe x1, . . . , xk dans K tels que K ⊂ U =
⋃k
j=1 Uxj

. Alors U et

V =
⋂k
j=1 Vxj

sont des voisinages ouverts disjoints de K et K ′.
Les deux dernières conclusions découlent alors de la proposition 4.3 (2) par la définition

d’un espace normal (voir l’alinéa précédant la proposition 1.12), et du lemme d’Urysohn
(théorème 1.13) respectivement.

Schème E.49 Nous utilisons le théorème de Bolzano-Weierstrass 4.6, en vérifiant sa
troisième assertion.

Montrons tout d’abord que la distance de Hausdorff est complète. Soit (Kn)n∈N une
suite de Cauchy pour dH . Notons K l’ensemble des valeurs d’adhérences des suites (xn)n∈N

dans X telles que xn ∈ Kn pour tout n dans N. Par compacité, K est non vide car les
Kn le sont. Il est fermé (en utilisant les suites, et un procédé diagonal). Montrons que
(Kn)n∈N converge vers K. Pour tout ǫ > 0, soit N ∈ N tel que pour tous n,m ≥ N , Kn ⊂
Vǫ(Km) et Km ⊂ Vǫ(Kn). Soit n ≥ N . Comme

⋃
m≥nKm ⊂ Vǫ(Kn), on a K ⊂ V ǫ(Kn).

Réciproquement, si x ∈ Kn, pour tout m ≥ N , soit xm ∈ Km tel que d(xm, x) ≤ ǫ. Soit
y ∈ K une valeur d’adhérence de la suite (xm)m∈N (complétée arbitrairement par le choix
d’un xm ∈ Km si 0 ≤ m < N). Alors par passage à la limite d(x, y) ≤ ǫ. Par conséquent
Kn ⊂ V ǫ(K). Nous avons bien montré que (Kn)n∈N converge vers K.

Soit ǫ > 0. Montrons maintenant qu’il existe une partie finie ǫ-dense pour la distance de
Hausdorff dans Pc(X). Comme X est métrique compact, il existe un ensemble fini ǫ-dense
F dans X. Notons E l’ensemble des parties non vides de F (qui sont fermées, car X est
séparé). Montrons que E est ǫ-dense pour la distance de Hausdorff. Soit K un fermé non
vide de X. Pour tout x dans K, soit ax ∈ F tel que d(x, ax) < ǫ, et FK = {ax : x ∈ K}.
Alors FK est un élément de E, et par construction, K ⊂ Vǫ(FK) et FK ⊂ Vǫ(K), donc
dH(K,FK) < ǫ, ce qui prouve le résultat.

Schème E.50 Pour tout x dans K et tout voisinage ouvert U de K, par la proposition
4.19, soient Ux un voisinage ouvert de x et Vx un voisinage compact de x tels que Ux ⊂
Vx ⊂ U . Comme K ⊂ ⋃

x∈K Ux et par compacité, il existe x1, . . . , xn dans K tels que
K ⊂ Ux1 ∪· · ·∪Uxn . Alors Vx1 ∪· · ·∪Vxn est un voisinage compact de K (par la proposition
4.3 (3)) contenu dans U .
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5 Topologie fonctionnelle

Les objets d’étude préférés de l’analyse sont les fonctions (et les suites sont des fonctions
particulières, et les séries des suites particulières ...), qu’elles soient à valeurs réelles, ou à
valeurs dans des espaces plus gros que R, et qu’elles viennent toutes seules, ou dans des
espaces de fonctions très gros.

D’un autre côté, une manière souvent fructueuse d’étudier une fonction individuelle est
d’étudier l’espace de fonctions naturel dans lequel elle vit, et en particulier les propriétés
globales de cet espace peuvent nous renseigner sur les comportements individuels.

Le chapitre qui suit est donc l’un des plus importants de ce cours d’analyse. Comme
l’analyse ne se contente souvent pas d’une notion qualitative de la proximité, nous travaille-
rons plus souvent avec des espaces métriques que d’habitude, pour établir quantitativement
la proximité relative d’objets.

Soient X et Y deux ensembles, on note F (X,Y ) ou Y X l’ensemble des applications de
X dans Y .

Soient X et Y deux espaces topologiques, on note C (X,Y ) l’ensemble des applications
continues de X dans Y .

5.1 Topologie de la convergence uniforme

Le cadre naturel pour la notion de convergence uniforme est celui des espaces uniformes
(voir par exemple [Bou1]). Nous nous contenterons ici du cas particulier des espaces mé-
triques.

Soient X un ensemble et Y un espace métrique. Pour f, g ∈ F (X,Y ), posons

d(f, g) = min
{
1, sup
x∈X

d(f(x), g(x))
}
.

Alors d est clairement une distance sur F (X,Y ), appelée la distance de la convergence
uniforme (ou distance uniforme) sur F (X,Y ). La topologie sur F (X,Y ) induite par cette
distance est appelée la topologie de la convergence uniforme (ou topologie uniforme) sur
F (X,Y ).

Remarque 5.1 Si X ′ est une partie de X, alors l’application de restriction de F (X,Y )
dans F (X ′, Y ), qui à f : X → Y associe f|X′ : X ′ → Y , est continue pour les topologies
uniformes (car 1-lipschitzienne au sens du paragraphe 5.3 pour les distances uniformes :
d(f|X′ , g|X′ ) ≤ d(f, g)).

Si X est un espace topologique, alors la topologie sur C (X,Y ) induite par la topologie
uniforme sur F (X,Y ) est encore appelée la topologie de la convergence uniforme (ou topo-
logie uniforme) sur C (X,Y ), et la restriction à C (X,Y ) de la distance uniforme est encore
appelée la distance de la convergence uniforme (ou distance uniforme) sur C (X,Y ).

Si Z est un espace topologique, si A ⊂ B sont des parties de Z, si a ∈ A et si
ϕ : B → F (X,Y ) est une application, alors une limite ℓ, pour cette topologie, de ϕ(x)
quand x tend vers a dans A est appelée une limite uniforme de ϕ(x) quand x tend vers a
dans A, et on dit alors que ϕ(x) converge uniformément vers ℓ quand x tend vers a dans
A.
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Par exemple, une suite (fn)n∈N dans F (X,Y ) converge uniformément vers un élément
f ∈ F (X,Y ) si et seulement si la suite des supx∈X d(fn(x), f(x)) converge vers 0, c’est-à-
dire

∀ ǫ > 0, ∃ N ∈ N, ∀ n ≥ N, ∀ x ∈ X, d(fn(x), f(x)) < ǫ .

0

f0,001

f100

1

Pour un exemple concret, si pour tout ǫ > 0, on considère l’application fǫ : R → R
définie par x 7→ e−ǫ(x

2+1). Alors fǫ converge uniformément vers l’application nulle quand ǫ
tend vers +∞ (car e−ǫ(x

2+1) ≤ e−ǫ, qui tend vers 0 quand ǫ→ +∞), mais fǫ ne converge
pas uniformément vers l’application constante 1 quand ǫ tend vers 0+ (car fǫ(1/ǫ) tend
vers 0 quand ǫ → 0+). Nous verrons comment contourner le problème lié à ce second
phénomène dans le paragraphe 5.2.

Proposition 5.2 (1) Pour tout x dans X, l’application f 7→ f(x) de F (X,Y ) dans Y est
continue (pour la topologie uniforme sur F (X,Y )).

(2) Si Y est complet, alors F (X,Y ), muni de la distance uniforme, est complet.

Preuve. (1) L’application d’évaluation en un point x est en fait localement 1-lipschitzienne
au sens du paragraphe 5.3 (car d(f(x), g(x)) ≤ supy∈X d(f(y), g(y)) si d(f, g) < 1 ) donc
continue.

(2) Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans F (X,Y ). Comme les applications d’éva-
luation sont localement 1-lipschitziennes, pour tout x dans X, la suite (fn(x))n∈N est de
Cauchy dans l’espace métrique complet Y . Elle converge donc vers un élément f(x) de
Y . Pour tout ǫ > 0, soit N dans N tel que pour m,n ≥ N , on ait, pour tout x dans
X, l’inégalité d(fm(x), fn(x)) ≤ ǫ. En fixant x et en faisant tendre m vers +∞, on a par
passage à la limite d(fn(x), f(x)) ≤ ǫ. Donc (fn)n∈N converge uniformément vers f . �

La seconde assertion du résultat suivant dit qu’une limite uniforme d’applications conti-
nues est continue.

Théorème 5.3 Soient X un espace topologique et Y un espace métrique.
(1) Si Z est un espace topologique, si A et B sont des parties de Z telles que A ⊂ B, si

a ∈ A et si z 7→ fz est une application de B dans F (X,Y ), telle que fz soit continue pour
tout z dans B, et converge uniformément vers f ∈ F (X,Y ) quand z tend vers a dans A,
alors f est continue.

(2) Le sous-espace C (X,Y ) de F (X,Y ), muni de la topologie uniforme, est fermé.
(3) Si Y est complet, alors C (X,Y ), muni de la distance uniforme, est complet.

Preuve. (1) Soit x0 ∈ X, montrons que f est continue en x0. Pour tout ǫ > 0, soit U
un voisinage de a dans Z tel que pour tout z dans U ∩ A, on ait, pour tout x dans X,
l’inégalité d(fz(x), f(x)) < ǫ

3 . Soit z0 ∈ U ∩ A (qui existe car a ∈ A). Puisque fz0 est
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continue en x0, soit V un voisinage de x0 dans X tel que, pour tout x dans V , on ait
d(fz0(x), fz0(x0)) <

ǫ
3 . Alors, pour tout x dans V ,

d(f(x), f(x0)) ≤ d(f(x), fz0(x)) + d(fz0(x), fz0(x0)) + d(fz0(x0), f(x0)) < ǫ .

Ceci montre la continuité de f en tout x0, donc la continuité de f .
(2) La seconde assertion découle de la première par la caractérisation séquentielle de la

fermeture dans un espace métrique (voir le paragraphe 1.6) : par la première assertion, si
une suite (fn)n∈N d’applications continues de X dans Y converge uniformément vers une
application f de X dans Y , alors f est continue.

(3) La troisième assertion découle de la seconde par la proposition 3.16 (1) et la pro-
position 5.2 (2). �

Une suite (fn)n∈N dans C (X,Y ) est dite uniformément de Cauchy si elle est de Cauchy
pour la distance uniforme, i.e. si

∀ ǫ > 0, ∃ N ∈ N, ∀ n,m ≥ N, ∀ x ∈ X, d(fn(x), fm(x)) < ǫ .

Il découle du résultat précédent qu’une suite uniformément de Cauchy dans C (X,Y )
converge uniformément vers une application dans C (X,Y ) (en particulier qui est continue).
Ceci est parfois une manière bien pratique de montrer qu’une suite de fonctions converge,
sans avoir à exhiber auparavant sa limite.

Théorème 5.4 (Théorème d’interversion des limites) Soient X,Y des espaces to-
pologiques, A ⊂ X, B ⊂ Y , a ∈ A, b ∈ B, Z un espace métrique complet, et f : A×B → Z
une application. On suppose que

(1) pour tout x fixé dans A, alors f(x, y) converge vers g(x) quand y tend vers b dans
B ;

(2) l’application y 7→ f(x, y) dans F (B,Z) converge uniformément, quand x tend vers
a dans A, vers h ∈ F (B,Z).

Alors il existe ℓ ∈ Z tel que g(x) converge vers ℓ quand x tend vers a dans A, tel que
h(y) converge vers ℓ quand y tend vers b dans B, et tel que f(x, y) converge vers ℓ quand
(x, y) tend vers (a, b) dans A×B.

Autrement dit, les limites suivantes existent et sont égales

lim
x→a

lim
y→b

f(x, y) = lim
y→b

lim
x→a

f(x, y) = lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) .

En particulier, si (xn,k)(n,k)∈N2 est une famille indexée par N × N dans un espace mé-
trique complet Z, telle que, d’une part pour tout n fixé, la suite (xn,k)k∈N converge, et
d’autre part la suite (xn,k)n∈N converge uniformément en k, alors les limites suivantes
existent et sont égales

lim
n→∞

lim
k→∞

xn,k = lim
k→∞

lim
n→∞

xn,k .

Preuve. Nous ne ferons la preuve de ce résultat que si b admet un système fondamental
dénombrable de voisinages, ce qui est le cas si Y est métrisable (voir par exemple [Dix,
page 83] pour le cas général). Ceci nous permet d’utiliser le critère séquentiel du troisième
point de la proposition 3.9 pour calculer les limites.
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Notons fx : y 7→ f(x, y). Soit ǫ ∈ ]0, 1[. Par (2), soit U un voisinage de a dans X tel
que si x ∈ U ∩A, alors d(fx, h) ≤ ǫ/3. Fixons x0 ∈ U ∩A. En particulier, pour tout y dans
B,

d(fx0(y), h(y)) ≤ ǫ/3 . (∗)
Par (1), soit V un voisinage de b dans Y tel que pour tous y, y′ dans V ∩B, on ait

d(fx0(y), fx0(y
′)) ≤ ǫ/3 .

Alors pour tous y, y′ dans V ∩B,

d(h(y), h(y′)) ≤ d(h(y), fx0(y)) + d(fx0(y), fx0(y
′)) + d(fx0(y

′), h(y′))

≤ ǫ/3 + ǫ/3 + ǫ/3 = ǫ . (∗∗)

Donc pour toute suite (yn)n∈N dans B convergeant vers b, la suite
(
h(yn)

)
n∈N

est de
Cauchy, donc converge puisque Z est complet, et la limite ℓ ne dépend pas de (yn)n∈N par
(**).

Pour tout x0 dans U ∩ A, quand y tend vers b dans B, le couple (fx0(y), h(y)) dans
Z×Z converge donc vers (g(x0), ℓ). Donc par passage à la limite dans l’inégalité (*), nous
avons d(g(x0), ℓ) ≤ ǫ/3. Donc g(x) converge vers ℓ quand x tend vers a dans A.

Enfin, notons que (a, b) ∈ A×B = A×B, donc nous pouvons bien étudier l’existence de
limites quand le couple (x, y) de l’espace topologique produit X×Y tend vers (a, b) dans la
partie A×B. Pour tout x ∈ U∩A, pour tout y dans V ∩B, nous avons d(f(x, y), h(y)) ≤ ǫ/3
et d(h(y), ℓ) ≤ ǫ/3. Donc pour tout (x, y) ∈ (U × V ) ∩ (A×B), nous avons, par inégalité
triangulaire, d(f(x, y), ℓ) ≤ 2ǫ/3. Par conséquent, f(x, y) converge aussi vers ℓ quand (x, y)
tend vers (a, b) dans A×B. �

Voici une application du théorème d’interversion des limites 5.4 au problème de la
continuité en deux variables.

Soient X et Y des espaces topologiques, Z un espace métrique et f : X × Y → Z une
application. Nous dirons que l’application y 7→ f(x, y) est continue (en la seconde variable)
en un point y0 ∈ Y uniformément en (la première variable) x ∈ X si l’application de Y
dans F (X,Z) définie par y 7→ f(x, y) est continue en y0 (pour la topologie uniforme sur
F (X,Z)), c’est-à-dire si

∀ ǫ > 0, ∃ V ∈ V (y0), ∀ y ∈ V, ∀ x ∈ X, d(f(x, y), f(x, y0)) < ǫ .

Nous dirons que l’application y 7→ f(x, y) est continue (en la seconde variable) unifor-
mément en (la première variable) x ∈ X si, pour tout y0 ∈ Y , elle est continue en y0

uniformément en x ∈ X.
Une application de deux variables, séparément continue (i.e. continue en chacune des

variables), n’est pas forcément continue. Voici un critère pour obtenir la continuité en le
couple de variables : il suffit que la continuité en l’une des deux variables soit uniforme en
l’autre variable. La réciproque est vraie, sous des hypothèses de compacité.

Proposition 5.5 Soient X un espace topologique, Y et Z des espaces métriques, et f :
X × Y → Z une application.

(1) Si x 7→ f(x, y) est continue pour tout y dans Y , et si y 7→ f(x, y) est continue
uniformément en x ∈ X, alors f : X × Y → Z est continue.

(2) Si X est compact, si f : X × Y → Z est continue, alors y 7→ f(x, y) est continue
uniformément en x ∈ X.
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Preuve. (1) Par la caractérisation de la continuité par les limites, la première assertion
est une application immédiate du théorème d’interversion des limites 5.4. Voici une autre
preuve. Soient (x0, y0) ∈ X × Y et ǫ > 0. Par les hypothèses de la première assertion, il
existe η > 0 tel que si d(y, y0) < η, alors

∀x ∈ X, d(f(x, y), f(x, y0)) <
ǫ

2
,

et il existe un voisinage V de x0 tel que si x ∈ V , alors

d(f(x, y0), f(x0, y0)) ≤
ǫ

2
.

Alors pour tout (x, y) ∈ V ×B(y0, η), on a par l’inégalité triangulaire

d(f(x, y), f(x0, y0)) ≤ d(f(x, y), f(x, y0)) + d(f(x, y0), f(x0, y0)) < ǫ .

Le résultat en découle.

(2) Soient y0 ∈ Y et ǫ > 0. Si f : X × Y → Z est continue, alors pour tout x dans X,
il existe un voisinage Vx de x dans X et ηx > 0 tels que pour tout (x′, y) ∈ Vx×B(y0, ηx),
on ait

d(f(x′, y), f(x, y0)) <
ǫ

2
.

Ceci implique par l’inégalité triangulaire (et comme y0 ∈ B(y0, ηx)),

d(f(x′, y), f(x′, y0)) ≤ d(f(x′, y), f(x, y0)) + d(f(x, y0), f(x′, y0)) < ǫ .

Par compacité de X, il existe x1, . . . , xn dans X tels que X = Vx1 ∪ · · · ∪ Vxn . Posons
η = min{ηx1 , . . . , ηxn} > 0. Alors pour tout y ∈ B(y0, η), et pour tout x′ dans X, nous
avons par ce qui précède

d(f(x′, y), f(x′, y0)) < ǫ .

Le résultat en découle. �

Le résultat suivant est un critère pour savoir quand on peut permuter une limite et
une intégrale (ne pas oublier que le théorème de convergence monotone et le théorème
de convergence dominée sont souvent les plus pratiques, voir le cours d’Intégration et
probabilité ou [Coh]).

Théorème 5.6 Soient X un espace topologique, A et B deux parties de X telles que
A ⊂ B, a un élément de A, (Y, µ) un espace mesuré de masse totale finie, E un espace
de Banach, et f : B × Y → E une application. On suppose que pour tout x dans A,
l’application y 7→ f(x, y) est intégrable, et converge uniformément vers une application
intégrable h : Y → E quand x tend vers a dans A.

Alors
∫
y∈Y f(x, y) dµ converge vers

∫
y∈Y h(y) dµ quand x tend vers a dans A.

En particulier (et ceci aussi découle du théorème de convergence dominée), si une suite
(fn : Y → E)n∈N d’applications intégrables converge uniformément vers une application
intégrable f : Y → E, alors

∫
fn converge vers

∫
f .

Preuve. Notons || · || la norme de E. Pour tout ǫ > 0, soit U un voisinage de a dans X
tel que supy∈Y ||f(x, y) − h(y)|| ≤ ǫ pour tout x dans U . Alors
∣∣∣
∣∣∣
∫

y∈Y
f(x, y) dµ(y) −

∫

y∈Y
h(y) dµ(y)

∣∣∣
∣∣∣ ≤

∫

y∈Y
||f(x, y) − h(y)|| dµ(y) ≤ ǫ µ(Y ) ,
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ce qui montre le résultat. �

Nous renvoyons au paragraphe 7.1 pour un critère de permutation de limite et de
dérivation (théorème 7.4), dont nous énonçons juste un corollaire ici qui nous sera utile
pour les exemples suivants.

Porisme 5.7 Soit I un intervalle ouvert borné de R, et pour tout n dans N, soit fn une
application dérivable de I dans R ou C. On suppose qu’il existe t0 dans I tel que la suite
(fn(t0))n∈N converge, et que la suite des applications (f ′n)n∈N de I dans R ou C converge
uniformément vers une application g de I dans R ou C.

Alors pour tout t dans I, la suite (fn(t))n∈N converge vers une limite f(t), et l’appli-
cation f de I dans R ou C est dérivable, de dérivée égale à g.

Preuve. Voir le théorème 7.4. �

Exemples d’espaces fonctionnels complets.
(1) Soient X un ensemble non vide et E un espace vectoriel normé sur un corps valué

K (par exemple E = R sur K = R ou E = C sur K = C), posons, pour tout f ∈ F (X,E),

||f ||∞ = sup
x∈X

||f(x)|| .

Alors || · ||∞ est une norme sur l’espace vectoriel sur K, noté Fb(X,E), des applications
bornées de X dans E, appelée la norme uniforme. La topologie induite par cette norme
coïncide avec la topologie induite sur Fb(X,E) par la distance uniforme.

Proposition 5.8 Soient X un espace topologique non vide et E un espace de Banach
sur un corps valué non discret K. Alors l’espace vectoriel Cb(X,E) sur K des fonctions
continues bornées de X dans E, muni de la norme uniforme, est un espace de Banach.

En particulier, pour tout ensemble A (par exemple A = N) et tout corps valué non
discret K (par exemple K = R ou K = C), alors ℓ∞(A ,K) (ou ℓ∞ lorsque A = N et K = R
ou K = C sont sous-entendus) désigne l’espace vectoriel sur K des familles (xi)i∈A bornées
(supi∈A |xi| est fini) à valeurs dans K, muni de la norme uniforme

||(xi)i∈A ||∞ = sup
i∈A

|xi| .

En particulier (mais cela découle directement du théorème 5.3 (3)), si X est un es-
pace topologique compact, alors toute fonction continue de X dans E est bornée, et donc
C (X,E), muni de la norme uniforme, est un espace de Banach.

Si E = K est un corps valué non discret, alors Cb(X,E), muni en plus de la multipli-
cation point par point de deux applications, est une algèbre de Banach.

Preuve. Il est immédiat que ||f ||∞ est une norme sur Cb(X,E), et que la topologie induite
par cette norme coïncide avec la topologie induite sur Cb(X,E) par la distance uniforme
(car si d est une distance, alors d et min{1, d} induisent la même topologie). Si une suite
(fn)n∈N d’applications bornées de X dans E tend uniformément vers f ∈ C (X,E), alors
f est aussi bornée (car toute application à distance uniforme au plus 1 d’une application
bornée par C est bornée par C+1). Donc Cb(X,E) est fermé dans C (X,E), qui est complet
par le théorème 5.3 (3). Ceci montre le résultat, par la proposition 3.16 (1). �
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Porisme 5.9 Soient X et Y deux espaces topologiques, tels que Y soit compact, et soit E
un espace de Banach. Alors l’application Φ de l’espace de Banach Cb(X×Y,E) dans l’espace
de Banach Cb(X,C (Y,E)) définie par f 7→

(
x 7→ {y 7→ f(x, y)}

)
est un isomorphisme

linéaire isométrique.

Preuve. Si f ∈ Cb(X × Y,E), alors fx : y 7→ f(x, y) est bien dans C (Y,E) (qui est un
espace de Banach car Y est compact) par composition d’applications continues. Puisque

|| fx − fx0 || = sup
y∈Y

|| f(x, y) − f(x0, y) || ,

l’application x 7→ fx appartient à Cb(X,C (Y,E)), par continuité uniforme en y de l’appli-
cation x 7→ f(x, y). L’application Φ est donc bien définie, clairement linéaire. Pour tout
g ∈ Cb(X,C (Y,E)), l’application f : (x, y) 7→ g(x)(y) est continue par la proposition 5.5
(1), car continue en y, et continue en x uniformément en y. Donc Φ est bijective, d’inverse
g 7→

{
(x, y) 7→ g(x)(y)

}
. De plus

sup
(x,y)∈X×Y

|| f(x, y) || = sup
x∈X

sup
y∈Y

|| f(x, y) || ,

donc Φ est isométrique. �

Porisme 5.10 Si K est un corps valué non discret, si E est un espace vectoriel normé
sur K et si F est un espace de Banach sur K, alors l’espace vectoriel normé L (E,F ) des
applications linéaires continues de E dans F est un espace de Banach.

En particulier, L (E) est une algèbre de Banach si E est un espace de Banach sur un
corps valué non discret.

Preuve. Soit B la boule unité fermée de E. Il résulte de la définition de la norme d’une
application linéaire continue de E dans F que l’application f 7→ f|B de L (E,F ) dans
l’espace Cb(B,F ) muni de la norme uniforme, est une application linéaire isométrique. De
plus son image est fermée, car si g ∈ Cb(B,F ) est dans l’adhérence de l’image, alors en
posant g′(x) = λg( 1

λx) pour n’importe quel λ ∈ K tel que |λ| > ||x||, l’application g′ est
bien définie, linéaire et étend g. Le résultat découle donc de la proposition 5.8. �

(2) L’espace de Schwartz S (Rr) des fonctions lisses de Rr dans K = R ou K = C à
décroissance rapide (voir l’exemple (iii) du paragraphe 1.3 et l’exemple 3.1 du paragraphe
2.2) est un espace de Fréchet.

Preuve. Nous avons vu que la topologie de S (Rr) est définie par la famille dénombrable
séparante de semi-normes ||f ||k,m = supx∈Rr (||x||k + 1)|∂mf(x)| pour k ∈ N et m ∈ Nr.
D’après la définition 3.15 (2), il suffit donc de montrer que S (Rr) est (séquentiellement)
complet.

Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy dans S (Rr). Pour tous k ∈ N et m ∈ Nr, la suite(
x 7→ (||x||k+1) ∂mfn(x)

)
n∈N

est de Cauchy dans Cb(R
r,K) pour la norme uniforme, donc

converge uniformément vers gk,m ∈ Cb(R
r,K). Posons g = g0,0. Il découle par récurrence du

corollaire 5.7 que g est lisse (car ses dérivées partielles existent et sont continues, voir aussi
le théorème 7.4), et que pour tout m dans Nr, la suite (∂mfn)n∈N converge uniformément
vers ∂mg = g0,m. Puisque

(
x 7→ (||x||k + 1) ∂mfn(x)

)
n∈N

converge uniformément vers gk,m
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et puisque
(
(||x||k + 1) ∂mfn(x)

)
n∈N

tend vers (||x||k + 1) ∂mg(x) pour tout x, on a donc
gk,m(x) = (||x||k + 1) ∂mg(x), et en particulier g ∈ S (Rr)

Donc pour tous k ∈ N et m ∈ Nr, la suite
(
x 7→ (||x||k + 1) ∂mfn(x)

)
n∈N

converge
uniformément vers x 7→ (||x||k+1) ∂mg(x), ce qui est exactement dire que (fn)n∈N converge
vers g dans S (Rr). �

(3) L’espace DK(Ω) (voir l’exemple (2) du paragraphe 1.4 et l’exemple 3.2 du para-
graphe 2.2), est un espace de Fréchet (par une preuve analogue à celle pour S (Rr)).

(4) L’espace D(Ω), muni de la topologie de Schwartz (voir l’exemple (2) du paragraphe
1.4 et l’exemple 3.3 du paragraphe 2.2), est un espace vectoriel topologique localement
convexe (car sa topologie est définissable par une famille de semi-normes, par l’exemple
3.3 du paragraphe 2.2), séparé (par la proposition 2.2), séquentiellement complet (par une
preuve analogue à celle de la complétude de S (Rr)) (et même complet au sens approprié,
voir [Sch]), mais n’est pas un espace de Fréchet (car non métrisable par l’exercice E.9).

Relation avec la convergence simple.

Soient X un ensemble et Y un espace topologique. Rappelons qu’une famille indexée
par X d’éléments de Y n’est pas autre chose qu’une application de X dans Y , ce qui
explique la notation Y X pour l’ensemble des applications de X dans Y . La topologie de la
convergence simple sur Y X est la topologie produit de Y X . On dit convergence simple et
limite simple pour convergence et limite pour la topologie de la convergence simple.

On notera en général Y X quand on considère la topologie de la convergence simple, et
F (X,Y ) quand on considère la topologie de la convergence uniforme, si Y est un espace
métrique.

Si Y est un espace métrique, la topologie de la
convergence simple est (strictement) moins fine que la
topologie de la convergence uniforme. En particulier,
toute suite d’applications convergeant uniformément
converge aussi simplement. Mais par exemple, la suite
d’applications x 7→ e−x

2/n de [−1, 1] dans R converge
simplement vers la fonction nulle en dehors de 0 et va-
lant 1 en 0, mais ne converge pas uniformément (sinon
la limite simple serait continue, ce qui n’est pas).

0

1

Les propriétés suivantes découlent du paragraphe 2.4 sur la topologie produit.
• Si Y est séparé, alors Y X est séparé pour la topologie de la convergence simple.
• Si Z est un espace topologique, si A et B sont des parties de Z telles que A ⊂ B, si

a ∈ A et si z 7→ fz est une application de B dans Y X , alors fz converge simplement vers
f ∈ Y X quand z tend vers a dans A si et seulement si pour tout x dans X, fz(x) converge
vers f(x) dans Y quand z tend vers a dans A. En particulier, une suite d’applications
(fn)n∈N dans Y X converge simplement vers f ∈ Y X si et seulement si pour tout x dans
X, la suite (fn(x))n∈N converge vers f(x) dans Y .

• Pour tout x dans X, l’application f 7→ f(x) de Y X dans Y est continue pour la
topologie de la convergence simple.

Exercice E.55 Montrer que si X est non dénombrable, et si Y contient au moins deux
points, alors la topologie de la convergence simple sur Y X n’est pas métrisable.
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Théorème 5.11 (Théorème de Dini, 1) Soit X un espace compact. Supposons qu’une
suite (fn)n∈N dans C (X,R) soit monotone et converge simplement vers f ∈ C (X,R). Alors
elle converge uniformément vers f .

Preuve. Nous pouvons supposer la suite croissante, i.e. fn+1 ≥ fn pour tout n dans N.
Posons gn = f − fn. Les gn sont continues, positives ou nulles, et tendent simplement vers
0. Soit ǫ > 0, et Fn = {x ∈ X : gn(x) ≥ ǫ}. Alors (Fn)n∈N est une suite décroissante de
fermés, d’intersection vide par convergence simple de g vers 0. Donc par compacité de X,
il existe N ∈ N tel que Fn soit vide pour n ≥ N . Donc pour n ≥ N , et pour tout x dans
X,

|fn(x) − f(x)| ≤ gn(x) ≤ ǫ ,

et le résultat en découle. �

5.2 Topologie compacte-ouverte

Comme remarqué précédemment, la topologie de la convergence uniforme est parfois
trop restrictive sur F (X,Y ), lorsque X est un espace topologique non compact. De plus,
elle nécessite une distance fixée sur l’espace but Y , ce qui n’est pas toujours disponible
ou souhaitable. Dans ce paragraphe, nous indiquons brièvement comment contourner ces
problèmes. Le point important est la notion de convergence uniforme sur les compacts.

Soient X et Y deux espaces topologiques. On appelle topologie compacte-ouverte sur
F (X,Y ) la topologie engendrée par les parties de la forme

O(K,U) = {f ∈ F (X,Y ) : f(K) ⊂ U}

pour K compact de X et U ouvert de Y . Intuitivement, il s’agit de dire que si deux
applications sont “proches” pour cette topologie, alors sur tout compact, leurs valeurs sont
proches. On appelle aussi topologie compacte-ouverte sur C (X,Y ) la topologie induite par la
topologie compacte-ouverte sur F (X,Y ). Sauf mention contraire, l’ensemble C (X,Y ) sera
muni de cette topologie. Cette définition sera surtout intéressante lorsque X est localement
compact (et en particulier séparé), car cette hypothèse implique qu’il y a suffisamment de
compacts dans X pour que cette topologie soit utile (voir par exemple la proposition 5.14
(1) et l’exercice E.57 (1)).

Remarque 5.12 Si X ′ est une partie de X, alors l’application de restriction de F (X,Y )
dans F (X ′, Y ), qui à f : X → Y associe f|X′ : X ′ → Y , est continue pour les topologies
compactes-ouvertes, car tout compact de X ′ est un compact de X (voir l’alinéa précédant
la proposition 4.3).

Proposition 5.13 (1) Si Y est séparé, alors la topologie compacte-ouverte sur C (X,Y )
est aussi séparée.

(2) Si Y est un espace métrique, alors la topologie compacte-ouverte sur C (X,Y ) est
moins fine que la topologie de la convergence uniforme sur C (X,Y ).

Si de plus X est compact, alors ces deux topologies coïncident.
(3) Si X est dénombrable à l’infini, si Y est métrisable, alors la topologie compacte-

ouverte sur C (X,Y ) est métrisable.
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En particulier, si Ω est un ouvert non vide d’un espace vectoriel normé de dimension
finie, et si K = R ou K = C, alors la topologie compacte-ouverte sur C (Ω,K) est métrisable.

Preuve. (1) Pour f 6= g dans C (X,Y ), il existe x dans X tel que f(x) 6= g(x). Par sépa-
ration de Y , soient U et V des voisinages ouverts disjoints de f(x) et g(x) respectivement.
Alors O({x}, U) et O({x}, V ) sont des voisinages ouverts disjoints de f et g respectivement
(les singletons sont compacts).

(2) Il suffit de montrer que pour tout f dans C (X,Y ), tout voisinage de f pour la
topologie compacte-ouverte contient un voisinage de f pour la topologie de la convergence
uniforme, et réciproquement si X est compact.

Soient K un compact de X et U un ouvert de Y tels que f ∈ O(K,U). Notons que K
est compact, Y est séparé et f est continue. Donc f(K) est un compact, disjoint du fermé
Y −U . La fonction distance à Y −U , étant continue, atteint sa borne inférieure sur f(K).
Donc ǫ = d(f(K), Y − U) > 0. Pour tout g dans C (X,Y ), si supx∈X d(g(x), f(x)) < ǫ,
alors g ∈ O(K,U), ce qui montre le premier résultat.

Réciproquement, supposons X compact. Pour tout ǫ > 0 et pour tout x dans X, par
continuité de f , soit Kx un voisinage compact de x contenu dans f−1

(
B(f(x), ǫ2)

)
. Par

compacité de X, soient x1, . . . , xn dans X tels que les Kxi
pour i ∈ {1, . . . , n} recouvrent

K. Soit g appartenant à
⋂n
i=1O

(
Kxi

, B(f(xi),
ǫ
2)
)
. Pour tout x dans X, soit i ∈ {1, . . . , n}

tel que x ∈ Kxi
. Alors g(x) ∈ B(f(xi),

ǫ
2) et f(x) ∈ B(f(xi),

ǫ
2 ). Donc (par inégalité

triangulaire et en prenant la borne supérieure sur x ∈ X) supx∈X d(g(x), f(x)) ≤ ǫ. Le
résultat en découle.

(3) Rappelons (voir la fin du paragraphe 4.5 et en particulier la proposition 4.23) que
X est dit dénombrable à l’infini s’il est séparé et s’il existe une suite de compacts (Kn)n∈N

recouvrant X telle que Kn ⊂
◦

Kn+1 pour tout n dans N. Notons dn la distance uniforme
sur C (Kn, Y ), et pour f et g dans C (X,Y ),

dC (X,Y )(f, g) =
∑

n∈N

2−ndn(f|Kn
, g|Kn

) ,

qui est l’une des distances associées à la famille dénombrable séparante de pseudo-distances(
(f, g) 7→ dn(f|Kn

, g|Kn
)
)
n∈N

, voir l’exemple (v) du paragraphe 1.3.
Soient K un compact de X, U un ouvert de Y , et f ∈ O(K,U) ∩ C (X,Y ). Montrons

que O(K,U) contient un voisinage de f pour la distance dC (X,Y ). Soit n ∈ N tel que
K ⊂ Kn. Comme dans (2), soit ǫ = d(f(K), Y −U) > 0. Si dC (X,Y )(f, g) < 2−n min{1, ǫ},
alors supx∈Kn

d(g(x), f(x)) < ǫ, donc g ∈ O(K,U), ce qui montre le résultat.
Réciproquement, soient ǫ ∈ ]0, 1] et f ∈ C (X,Y ), montrons que la boule B(f, ǫ) pour la

distance dC (X,Y ) contient un voisinage de f pour la topologie compacte-ouverte. Soit n ∈ N

tel que
∑+∞

k=n 2−k ≤ ǫ
2 . Par (2), puisqueKn est compact, il existe des compacts K ′1, . . . ,K

′
m

dans Kn donc dans X et des ouverts U1 . . . , Um dans Y tels que f ∈ ⋂m
i=1O(K ′i, Ui) et

pour tout g dans
⋂m
i=1O(K ′i, Ui), on ait supx∈Kn

d(f(x), g(x)) ≤ ǫ
2 . Alors B(f, ǫ) contient⋂m

i=1O(K ′i, Ui), ce qui montre le résultat. �

Exercice E.56 Si Y est un espace vectoriel normé sur un corps valué K, montrer que
l’espace vectoriel C (X,Y ), muni de la topologie compacte-ouverte, est un espace vectoriel
topologique, qui est un espace de Fréchet si X est dénombrable à l’infini, si Y est un espace
de Banach et si K = R ou K = C. Montrer que si Y = K, alors C (X,Y ), muni de sa
structure usuelle d’algèbre sur K, est une algèbre topologique.
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Soient X un espace topologique et Y un espace métrique. Une suite (fn)n∈N dans
F (X,Y ) converge uniformément sur les compacts vers f ∈ F (X,Y ) si pour tout compact
K de X, la suite des restrictions (fn|K )n∈N converge uniformément sur K vers f|K .

Le résultat suivant dit qu’une limite uniforme sur les compacts d’applications continues
est encore continue, si l’espace de départ est localement compact, et que la convergence pour
la topologie compacte-ouverte est exactement la convergence uniforme sur les compacts.

Proposition 5.14 Soient X un espace topologique et Y un espace métrique.
(1) Si X est localement compact, si une suite (fn)n∈N dans C (X,Y ) converge unifor-

mément sur les compacts vers f ∈ F (X,Y ), alors f ∈ C (X,Y ).
(2) Soit (fn)n∈N une suite dans C (X,Y ), elle converge uniformément sur les compacts

vers f ∈ C (X,Y ) si et seulement si elle converge vers f pour la topologie compacte-ouverte.
(3) Si X est dénombrable à l’infini, si Y est complet, alors la topologie compacte-ouverte

sur C (X,Y ) est métrisable complète.

C’est à cause de l’assertion (2) que la topologie compacte-ouverte s’appelle aussi la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

Preuve. (1) Pour tout x dans X, soit V un voisinage compact de x. Alors (fn|V )n∈N

converge uniformément vers f|V , donc f|V est continue en x par le théorème 5.3 (2), donc
f est continue en x, car V est un voisinage de x. D’où f est continue.

(2) Si (fn)n∈N converge vers f pour la topologie compacte-ouverte, alors par continuité
des restrictions pour la topologie compacte-ouverte (voir la remarque 5.12), pour tout com-
pact K de X, la suite (fn|K)n∈N converge vers f|K pour la topologie compacte-ouverte sur
C (K,Y ), donc par la proposition 5.13 (2), la suite (fn|K)n∈N converge uniformément vers
f|K , pour tout K, ce qui veut exactement dire que (fn)n∈N converge vers f uniformément
sur les compacts.

Réciproquement, supposons que (fn)n∈N converge vers f uniformément sur les com-
pacts. Soient K un compact de X et U un ouvert de Y tels que f ∈ O(K,U). Comme dans
la preuve de la proposition 5.13 (2) ci-dessus, pour n assez grand, pour tout x dans K, on
a d(fn(x), f(x)) < d(f(K), Y − U), donc fn ∈ O(K,U).

(3) Reprenons la suite de compacts (Kn)n∈N et la distance dC (X,Y ) introduites dans
la preuve de la proposition 5.13 (3). Soit (fk)k∈N une suite de Cauchy dans C (X,Y )
pour la distance dC (X,Y ). Alors par la forme de cette distance, pour tout n dans N, la
suite (fk |Kn

)k∈N est une suite (uniformément) de Cauchy dans C (Kn, Y ) pour la dis-
tance uniforme dn, donc converge uniformément vers gn ∈ C (Kn, Y ). Il est immédiat que
gn+1|Kn

= gn par unicité des limites et continuité de la restriction à Kn pour la distance
uniforme (voir la remarque 5.1). Donc les applications gn se recollent pour définir une ap-
plication g de X dans Y , qui est continue (car les intérieurs des Kn recouvrent X). De plus,
la suite (fk)k∈N converge uniformément sur les compacts vers g (car tout compact de X est
contenu dans l’un des Kn). Donc elle converge vers g pour la topologie compacte-ouverte,
par (2). �

Le résultat suivant, qui est une conséquence immédiate du théorème 5.11 et de la
définition de la convergence uniforme sur les compacts, donne un critère pour savoir quand
une suite, qui converge simplement, converge uniformément sur les compacts.

Théorème 5.15 (Théorème de Dini, 2) Soit X un espace topologique. Supposons
qu’une suite (fn)n∈N dans C (X,R) soit monotone et converge simplement vers un élément
f ∈ C (X,R). Alors elle converge uniformément sur les compacts vers f . �
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Les applications de composition à droite et de composition à gauche sont continues
pour la topologie compacte-ouverte, si les espaces sont séparés. Plus précisément, on a le
résultat suivant.

Proposition 5.16 (1) Soient X,Y,Z trois espaces topologiques et g ∈ C (X,Y ). L’applica-
tion f 7→ f ◦g de C (Y,Z) dans C (X,Z) est continue pour les topologies compactes-ouvertes
si Y est séparé. L’application f 7→ g ◦ f de C (Z,X) dans C (Z, Y ) est continue pour les
topologies compactes-ouvertes.

(2) Pour tout x dans X, l’application f 7→ f(x) de C (X,Y ) dans Y est continue pour
la topologie compacte-ouverte.

En particulier, avec les hypothèses de la proposition, si Z est un espace métrique, si
une suite (fn)n∈N dans C (Y,Z) converge uniformément sur les compacts vers f ∈ C (Y,Z),
si Y est séparé, alors (fn ◦ g)n∈N converge uniformément sur les compacts vers f ◦ g dans
C (X,Z). Si X,Y sont des espaces métriques, si une suite (fn)n∈N dans C (Z,X) converge
uniformément sur les compacts vers f ∈ C (Z,X), alors (g ◦fn)n∈N converge uniformément
sur les compacts vers g ◦ f dans C (Z, Y ).

Preuve. (1) Pour tout compact K de X et tout ouvert U de Z, l’image g(K) est compacte
dans Y car Y est séparé et g continue ; si f ∈ O(g(K), U) alors f ◦g ∈ O(K,U). De même,
pour tout compact K de Z et tout ouvert U de Y , l’image g−1(U) est ouverte dans X car
g est continue ; si f ∈ O(K, g−1(U)), alors g ◦ f ∈ O(K,U).

(2) Si X ′ est un singleton, l’application de Y dans C (X ′, Y ), qui à un élément y de Y
associe l’application de X ′ dans Y valant y, est un homéomorphisme, donc (2) découle de
la première assertion de (1), par composition avec l’application (continue) de X dans {x}.
�

Mais en général, l’application de composition n’est pas continue en les couples d’appli-
cations (voir [Dug, page 260]).

Exercice E.57 Soient X et Y deux espaces topologiques, tels que X soit localement com-
pact.

1. Montrer que l’application d’évaluation C (X,Y ) ×X → Y définie par (f, x) 7→ f(x)
est continue, où C (X,Y ) est muni de la topologie compacte-ouverte.

2. Soit Z un espace topologique, montrer que l’application

C (Z ×X,Y ) −→ C (Z,C (X,Y ))
f 7→ {z 7→ fz : x 7→ f(z, x)}

est une bijection, où C (X,Y ) est muni de la topologie compacte-ouverte.

3. Montrer que la topologie compacte-ouverte sur C (X,Y ) est la seule topologie sur
cet ensemble telle que pour tout espace topologique Z, l’application C (Z ×X,Y ) →
C (Z,C (X,Y )) ci-dessus soit une bijection.

5.3 Continuité uniforme

SoientX et Y deux espaces métriques. Une application f deX dans Y est uniformément
continue si

∀ ǫ > 0, ∃ η > 0, ∀ x, y ∈ X, d(x, y) < η =⇒ d(f(x), f(y)) < ǫ .
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On peut remplacer toute inégalité stricte par une inégalité large, et demander à ǫ et à η
d’être chacun dans une partie de ]0,+∞[ contenant 0 dans son adhérence.

Les propriétés suivantes sont immédiates.
•• Une application uniformément continue est continue.
•• L’image d’une suite de Cauchy de X par une application uniformément continue de

X dans Y est une suite de Cauchy de Y .
•• Si f : X → Y est un homéomorphisme uniformément continu, et si Y est complet,

alors X est complet (si (xn)n∈N est une suite de Cauchy dans X, alors (f(xn))n∈N est une
suite de Cauchy dans Y car f est uniformément continue, donc converge vers y ∈ Y car Y
est complet, donc (xn)n∈N converge vers f−1(y) car f−1 est continue).

Exemples. Les exemples suivants ont été vus l’année précédente. Si α ∈ ]0, 1], alors les
applications de R dans R définies par

x 7→ |x|α, x 7→ sinx, x 7→ cos x

sont uniformément continues.

0 x

x0

sinx
0 < α < 1

xα

Exemples d’applications uniformément continues

Si α ∈ ]1,+∞], alors les applications de R dans R définies par

x 7→ |x|α, x 7→ ex

ainsi que les applications x 7→ 1
xβ de ]0,+∞[ dans R pour β ∈ ]0,+∞[, ne sont pas

uniformément continues.

0
x

0
x

0
x

α > 1

xα xα

α < 0

ex

Exemples d’applications non uniformément continues

Encore une fois, la notion d’uniforme continuité n’est pas propre aux espaces métriques,
mais relève des espaces uniformes (voir [Bou1]). Nous donnons un autre exemple.

Soient G et G′ deux groupes topologiques (par exemple les groupes additifs de deux
espaces vectoriels topologiques). Une application f de G dans G′ est uniformément continue
si pour tout voisinage V ′ de l’identité dans G′, il existe un voisinage V de l’identité dans
G tel que si x−1y ∈ V , alors f(x)−1f(y) ∈ V ′.
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Remarque. Si les topologies de G et G′ sont définies par des distances invariantes par
translations à gauche, alors les deux définitions coïncident, en considérant les voisinages
de l’élément neutre qui sont les boules ouvertes. (C’est par exemple le cas lorsque G et G′

sont (les groupes additifs de) deux espaces vectoriels normés).

Les propriétés suivantes sont immédiates.
•• Une application uniformément continue est continue.
•• L’image d’une suite de Cauchy de G par une application uniformément continue de

G dans G′ est une suite de Cauchy de G′.
•• Si f : G → G′ est un homéomorphisme uniformément continu, et si G′ est séquen-

tiellement complet, alors X est séquentiellement complet.
•• Pour un morphisme de groupes f de G dans G′, les propriétés suivantes sont équi-

valentes :
(i) f est continu en l’élément neutre de G,
(ii) f est un morphisme de groupes topologiques,
(iii) f est uniformément continu.

(Chacune implique la précédente, et par la propriété de morphisme de groupes, la première
implique la troisième.) Attention, exp : (R,+) → (R∗+,×) est un morphisme de groupes
continu donc uniformément continu au sens des groupes topologiques, mais n’est pas une
application uniformément continue pour les distances euclidiennes usuelles à la source et au
but. (Il n’y a pas de contradiction avec la remarque précédente, car la distance euclidienne
sur R∗+ n’est pas invariante par homothéties).

En particulier, si E et F sont des espaces vectoriels topologiques (en particulier normés,
mais alors ce qui suit découle aussi de la proposition 2.19), les propriétés suivantes d’une
application linéaire f : E → F sont équivalentes :

(i) f est continue en 0,
(ii) f est continue,
(iii) f est uniformément continue.

Soit f : X → Y une application, posons ωf (0) = 0 et, pour tout h > 0,

ωf (h) = sup
x, y ∈X, d(x,y)<h

d(f(x), f(y)) .

L’application ωf : [0,+∞[ → [0,+∞] est appelée le module de continuité de f . Par exemple,
si f est une isométrie et si l’application d est surjective, alors ωf = id[0,+∞[. Par définition,
l’application f est uniformément continue si et seulement si son module de continuité est
continu en 0.

Remarques. (1) L’application ωf est croissante : si h ≤ h′, alors l’ensemble sur lequel
on prend la borne supérieure pour calculer ωf (h) est contenu dans celui pour ωf (h′). De
même, si X ′ est une partie de X, alors ωf|X′ ≤ ωf .

(2) Si X est un espace de longueur (par exemple un convexe d’un espace vectoriel
normé, voir l’exemple (vii) du paragraphe 1.3), alors ωf est sous-additive, i.e.

∀ h, h′ ≥ 0, ωf (h+ h′) ≤ ωf (h) + ωf (h
′) .

En effet, si x, y ∈ X et d(x, y) < h+ h′, alors il existe un chemin de x à y de longueur au
plus h+ h′. Par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un point z sur ce chemin
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tel que d(x, z) < h et d(z, y) < h′ (si X est un convexe d’un espace vectoriel normé et si
x 6= y, il suffit de prendre z = tx+ (1 − t)y où t = ||h′||

||y−x||). Par inégalité triangulaire, on a

d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), f(z)) + d(f(z), f(y)) ≤ ωf (h) + ωf (h
′) ,

et le résultat en découle par (2) en prenant une borne supérieure sur le membre de gauche.

(3) Toujours si X est un espace de longueur, pour tout h ≥ 0, on a, si f est continue,

ωf (h) = sup
x, y ∈X, d(x,y)≤h

d(f(x), f(y)) .

En effet, le membre de gauche est clairement inférieur ou égal au membre de droite. Soient
ǫ > 0 et x, y ∈ X tels que d(x, y) = h > 0. Par continuité de f , soit η ∈ ]0, h[ tel que si
z ∈ B(y, η), alors d(f(z), f(y)) ≤ ǫ. En considérant un chemin de x à y de longueur au
plus d(x, y) + η

2 , il existe, par le théorème des valeurs intermédiaires, un point z sur ce
chemin tel que d(x, z) < h et d(z, y) < η. Par inégalité triangulaire, on a

d(f(x), f(y)) ≤ d(f(x), f(z)) + d(f(z), f(y)) ≤ ωf (h) + ǫ .

D’où supx, y ∈X, d(x,y)≤h d(f(x), f(y)) ≤ ωf (h)+ǫ, et le résultat en découle en faisant tendre
ǫ vers 0.

Exemples. • Soit α > 0. Une application f : X → Y est α-höldérienne s’il existe une
constante c ≥ 0 telle que

∀ x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) ≤ c d(x, y)α .

De manière équivalente, il est facile de vérifier, en utilisant le fait que d(f(x), f(y)) ≤
ωf (d(x, y) + ǫ) pour tout ǫ > 0, que f est α-höldérienne si et seulement si son module
de continuité vérifie ωf (h) = O(hα) (sous-entendu quand h tend vers 0). Une application
f : X → Y est höldérienne s’il existe α > 0 tel que f soit α-höldérienne.

• Soit λ ≥ 0. Une application f : X → Y est λ-lipschitzienne si

∀ x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) ≤ λ d(x, y) .

Une application f : X → Y est lipschitzienne si elle est 1-höldérienne, i.e. s’il existe λ ≥ 0
tel que f soit λ-lipschitzienne, ou, de manière équivalente si son module de continuité
vérifie ωf (h) = O(h).

Par exemple, si E et F sont des espaces vectoriels normés et si f : E → F est une ap-
plication linéaire continue, alors f est λ-lipschitzienne où λ = ||f || est la norme d’opérateur
de f :

∀ x, y ∈ E, ||f(x) − f(y)|| ≤ ||f || ||x− y|| .

Théorème 5.17 (Théorème de Heine) Soient X et Y deux espaces métriques, tels
que X soit compact. Toute application continue de X dans Y est uniformément continue.

La démonstration de ce théorème dans le cas des espace métriques compacts quel-
conques est complètement analogue à celle pour les compacts des espaces vectoriels normés
de dimension finie, vue l’année précédente.
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Si X n’est pas supposé compact, la conclusion du théorème de Heine n’est plus vraie.
Mais par continuité des restrictions d’applications continues, on en déduit immédiatement
que si X et Y sont deux espaces métriques, alors toute application continue de X dans Y
est uniformément continue sur tout compact de X.

Preuve. Supposons par l’absurde qu’il existe ǫ > 0 et deux suites (xn)∈N, (yn)∈N dans X
telles que d(xn, yn) ≤ 1

n et d(f(xn), f(yn)) ≥ ǫ. Par compacité, quitte à extraire, les suites
(xn)∈N et (yn)∈N convergent vers x et y respectivement dans X. Par passage à la limite,
x = y et, comme f est continue, d(f(x), f(y)) ≥ ǫ > 0, contradiction. �

Exercice E.58 Montrer que toute application continue f de R dans R périodique (i.e. telle
qu’il existe T > 0 tel que f(t+T ) = f(t) pour tout t ∈ R) est uniformément continue. Plus
généralement, soit X un espace métrique localement compact, muni d’une action isomé-
trique d’un groupe Γ telle qu’il existe un compact K de X tel que X =

⋃
γ∈Γ γK. Montrer

que si f : X → R est une application continue Γ-invariante (i.e. f(γx) = f(x) pour tous
x dans X et γ dans Γ), alors f est uniformément continue.

Théorème 5.18 (Théorème de prolongement) Soient X et Y deux espaces métri-
ques, tels que Y soit complet, et soit A une partie dense de X. Toute application uni-
formément continue f de A dans Y se prolonge, de manière unique, en une application
continue g de X dans Y . De plus, g est uniformément continue sur X, avec même module
de continuité que f .

Pour mémoire, dire que g prolonge f signifie que g(x) = f(x) pour tout x dans A. On
note souvent encore f le prolongement obtenu. Par passage à la limite, si f : A → Y est
une application isométrique, alors g : X → Y est aussi une application isométrique.

La fonction (continue, mais pas uniformément continue) x 7→ sin 1
x du sous-espace dense

]0, 1] de [0, 1] dans l’espace complet R ne se prolonge pas continuement à [0, 1].

Preuve. Supposons que g1 et g2 soient deux prolongements continus de f . Pour tout x
dans X, soit (xn)n∈N une suite dans A qui converge vers x. Alors la suite (f(xn))n∈N

converge vers g1(x) et vers g2(x) par continuité de g1 et g2, donc g1(x) = g2(x) par unicité
des limites. Ceci montre l’unicité de g.

Montrons l’existence d’un prolongement uniformément continu. Pour tout x dans X,
fixons une suite (ax,n)n∈N dans A qui converge vers x. La suite (f(ax,n))n∈N est de Cauchy
dans Y , par uniforme continuité de f sur A. Elle converge donc vers un point g(x) de Y ,
car Y est complet, avec g(x) = f(x) si x ∈ A, par continuité de f sur A. Montrons que
l’application g convient.

Soit h > 0. Nous avons ωf (h) ≤ ωg(h) puisque g prolonge f . Pour tout ǫ > 0, pour
tous x, y dans X tels que d(x, y) < h, si n est assez grand, alors d(ax,n, ay,n) < h et

d(g(x), g(y)) ≤ d(f(ax,n), f(ay,n)) + ǫ ≤ ωf (h) + ǫ .

En prenant la borne supérieure, on a ωg(h) ≤ ωf (h)+ ǫ. En prenant la limite quand ǫ tend
vers 0, on en déduit que ωg(h) = ωf (h). Donc g a même module de continuité que f , et en
particulier est uniformément continue. �

Ce résultat (sauf ce qui concerne le module de continuité) est encore vrai pour les appli-
cations uniformément continues entre espaces uniformes (voir [Bou1]). Nous ne montrons
que le cas particulier ci-dessous.
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Proposition 5.19 Toute application linéaire continue f sur un sous-espace vectoriel dense
A d’un espace vectoriel topologique réel ou complexe E, à valeurs dans un espace de Fréchet
réel ou complexe F (comme R ou C), se prolonge, de manière unique, en une application
linéaire continue de E dans F .

Preuve. Si g1 et g2 sont deux prolongements continus de f , alors l’ensemble {x ∈ E :
(g1 − g2)(x) = 0} est fermé, par continuité de g1, g2 (et par séparation de F ), et dense, car
il contient A. Il est donc égal à E, et g1 = g2.

Soit d une distance complète sur F , invariante par translations, induisant la topologie
de F . Par continuité de f en 0, pour tout n dans N, soit Vn un voisinage ouvert de 0 dans
E tel que d(f(y), 0) ≤ 1

n+1 pour tout y dans Vn ∩ A. Pour tout n dans N, soit Wn un
voisinage de 0 dans E tel que {x± y : x, y ∈Wn} ⊂ Vn, et Wn ⊂Wn−1 si n ≥ 1.

Fixons x dans E. Pour tout n dans N, puisque x+Wn est un voisinage de x, il existe
xn ∈ Wn tel que x + xn ∈ A. Si m ≥ n, alors xm − xn = (x + xn) − (x + xm) ∈ Vn ∩ A,
donc par linéarité de f sur A et par invariance par translations de d,

d(f(x+ xn), f(x+ xm)) = d(f(xn − xm), 0) ≤ 1

n+ 1
.

La suite (f(x+xn))n∈N est donc une suite de Cauchy dans F . Elle converge par conséquent
vers un élément de F , que nous notons g(x). Cet élément ne dépend pas du choix d’une
suite (xn)n∈N comme ci-dessus, car si (x′n)n∈N est un autre choix, alors, comme ci-dessus,
d(f(x + xn), f(x + x′n)) ≤ 1

n+1 . En particulier, si x ∈ A, alors la suite nulle est un choix
possible pour x, et donc g(x) = f(x).

Montrons que g est linéaire. Pour tous x, y ∈ E et tout scalaire λ, nous pouvons choisir
des suites (xn)n∈N et (yn)n∈N pour x, y telles que xn + λyn ∈Wn. Donc (xn + λyn)n∈N est
un choix convenable pour x+λy. Comme f((x+λy)+(xn+λyn)) = f(x+xn)+λf(y+yn),
par passage à la limite, nous avons donc g(x+ λy) = g(x) + λg(y).

Montrons que g est continue en 0, donc est continue. Si x ∈Wn, alors pour tout m ≥ n,
nous avons x + xm ∈ Vn ∩ A, donc d(f(x + xm), 0) ≤ 1

n+1 . Par passage à la limite quand
m→ +∞, nous avons d(g(x), 0) ≤ 1

n+1 , ce qui montre le résultat. �

Complété d’un espace métrique. Corps valués complets.

Le résultat suivant dit qu’il existe une manière naturelle de plonger isométriquement
un espace métrique donné dans un espace métrique complet. Rappelons qu’une injection
isométrique d’un espace métrique dans un autre est une application f : X → Y entre deux
espaces métriques telle que

∀ x, y ∈ X, d(f(x), f(y)) = d(x, y) ,

c’est-à-dire une application qui est une isométrie sur son image.

Théorème 5.20 Soit X un espace métrique. Il existe un espace métrique complet X̂ et
une injection isométrique i : X → X̂ d’image dense. Si X̂ ′ est un autre espace métrique
complet muni d’une injection isométrique i′ : X → X̂ ′ d’image dense, alors il existe une
unique isométrie j : X̂ → X̂ ′ telle que j ◦ i = i′, ou autrement dit telle que le diagramme
suivant soit commutatif

X
i−→ X̂

i′ ց ↓j
X̂ ′ .

154



Tout tel couple (i, X̂) (et par abus X̂) est appelé un complété de X. On identifie X avec
son image dans X̂ par i. La propriété d’unicité modulo unique isomorphisme des complétés
fait que l’on peut parler du complété au lieu d’un complété : on identifie deux complétés
de X par l’unique telle isométrie j.

Preuve. La propriété d’unicité est immédiate par le théorème de prolongement 5.18 :
l’application de i(X) dans i′(X) définie par i(x) 7→ i′(x) pour tout x dans X est une
isométrie, donc se prolonge de manière unique en une application continue j de X̂ dans
X̂ ′, qui est une application isométrique par passage à la limite. En appliquant le même
raisonnement en échangeant i et i′, et comme la seule application continue de X̂ dans X̂
(resp. de X̂ ′ dans X̂ ′) étendant l’identité de i(X) (resp. i′(X)) est l’identité de X̂ (resp. X̂ ′),
on en déduit que j est bijective, donc une isométrie.

Pour montrer l’existence de (i, X̂), nous pouvons supposer que X est non vide. No-
tons d la distance de X. Munissons l’espace vectoriel Cb(X,R) de la norme uniforme, qui
est complète par la proposition 5.8 (i). Soit x0 dans X, et notons φ : X → Cb(X,R)
l’application

x 7→ φx : z 7→ d(z, x) − d(z, x0) .

Remarquons que φx est continue, par continuité de la distance à un point, et bornée par
d(x, x0), par l’inégalité triangulaire inverse. Pour tous x, y dans X, on a

||φx − φy||∞ = sup
z∈X

|φx(z) − φy(z)| = sup
z∈X

|d(z, x) − d(z, y)| ≤ d(x, y)

par l’inégalité triangulaire inverse. En prenant z = x, la dernière inégalité est en fait une
égalité. Donc φ est une injection isométrique. Posons X̂ = φ(X), qui est complet, car
fermé dans l’espace de Banach Cb(X,R). Avec i : X → X̂ la restriction de φ, le résultat en
découle. �

Par exemple, soient X un espace métrique complet, et A une partie de X (munie de la
distance induite). Alors l’adhérence A de A dans X est le complété de A.

Proposition 5.21 Si X et Y sont deux espaces métriques et si f : X → Y est une
application uniformément continue, alors il existe une unique application continue f̂ : X̂ →
Ŷ prolongeant f .

Preuve. Ceci découle du théorème de prolongement 5.18. �

Proposition 5.22 Si (Xα)α∈A est une famille dénombrable d’espaces métriques, et si
(iα, X̂α) est le complété de Xα, alors le complété de l’espace métrique produit

∏
α∈A

Xα

est l’espace produit
∏
α∈A

X̂α muni de l’injection isométrique i : (xα)α∈A 7→ (iα(xα))α∈A .

On utilise bien sûr la même formule de distance produit sur
∏
α∈A

Xα et sur
∏
α∈A

X̂α.

Preuve. L’espace métrique
∏
α∈A

X̂α est complet, par la proposition 3.17. Comme les
iα sont des injections isométriques, l’application i est une injection isométrique, par la
formule des distances produits. Comme les iα sont d’image dense, il découle de la for-
mule

∏
α∈A

Aα =
∏
α∈A

Aα, où Aα est une partie d’un espace métrique Yα, vue dans le
paragraphe 2.4, que l’image de i est dense. �

Un corps valué est dit complet si son groupe topologique additif est complet, ou, de
manière équivalente, si la distance définie par sa valeur absolue est complète.
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Théorème 5.23 Soit K un corps valué. Il existe un corps valué complet K̂ et un mor-
phisme de corps isométrique i : K → K̂ d’image dense. Si K̂ ′ est un autre corps valué
complet muni d’un morphisme de corps isométrique i′ : K → K̂ ′ d’image dense, alors il
existe un unique isomorphisme de corps valué j : K̂ → K̂ ′ tel que j ◦ i = i′.

Tout tel couple (i, K̂) (et par abus K̂) est appelé un complété de K. On identifie K
avec son image dans K̂ par i. En particulier, comme K est un sous-corps de K̂, les corps
K et K̂ ont la même caractéristique.

On identifie deux complétés de K par l’unique tel isomorphisme j, ce qui permet de
parler du complété de K. On note souvent par le même symbole la valeur absolue de K et
celle de son complété K̂.

Preuve. Soit K̂ un complété de K pour la distance définie par sa valeur absolue, avec K
une partie dense de K̂. Les applications (x, y) 7→ x+ y de K ×K dans K, x 7→ −x de K
dans K, et x 7→ |x| de K dans R sont uniformément continues (car 1-lipschitziennes) : en
effet, pour tous x, y, x′, y′ dans K, par les propriétés des valeurs absolues,

|(x+ y) − (x′ + y′)| ≤ |x− x′| + |y − y′|, |(−x) − (−x′)| = |x− x′|,
∣∣ |x| − |y|

∣∣ ≤ |x− y| .

Donc par les propositions 5.21 et 5.22, ces applications se prolongent en des applications
continues + : K̂ × K̂ → K̂, − : K̂ → K̂ et | · | : K̂ → R, respectivement. Par passage à
la limite des identités, ceci munit K̂ d’une structure de groupe topologique abélien, et la
distance de K̂ est (x, y) 7→ |x− y|.

De plus, l’application (x, y) 7→ xy de K × K dans K est uniformément continue sur
tout borné de K ×K ; l’application x 7→ x−1 de K dans K est uniformément continue en
dehors d’un voisinage de 0 ; en effet, pour tous x, y, z, x′, y′, z′ dans K, tels que z, z′ 6= 0,
par les propriétés des valeurs absolues,

|xy − x′y′| ≤ |x− x′||y| + |y − y′||x′|, |z−1 − z′−1| ≤ |z − z′|/(|z||z′|) .

Donc en se restreignant à un produit de boules fermées pour la première, et au complé-
mentaire d’une boule ouverte pour la seconde, toujours par 5.21 et 5.22, ces applications
se prolongent en des applications continues · : K̂ × K̂ → K̂, −1 : K̂ → K̂. Par passage à la
limite des identités, ceci munit K̂ d’une structure de corps valué complet. Le résultat en
découle facilement. �

Exemples. (1) Le corps valué R est le complété du corps valué Q pour la valeur absolue
usuelle sur Q.

(2) Soit p un nombre premier. On note (Qp, | · |p) le corps valué (de caractéristique 0),
complété du corps Q muni de la valeur absolue | · |p définie dans le paragraphe 2.7.

Exercice E.59 (i) On note Zp l’adhérence de Z ⊂ Q dans Qp. Montrer que

Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1} ,

et que Zp est un sous-anneau ouvert et compact dans Qp. En déduire que Qp est localement
compact.

(ii) Montrer que pour toute suite (ai)i∈N dans {0, 1, 2, . . . , p − 1}, la série
∑

i∈N aip
i

converge dans Zp pour la distance définie par la valeur absolue | · |p. Montrer que pour
tout x dans Zp, il existe une unique suite (ai)i∈N dans {0, 1, 2, . . . , p − 1} telle que x =
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∑
i∈N aip

i. Montrer que la bijection ainsi définie de {0, 1, 2, . . . , p − 1}N dans Zp est un
homéomorphisme (où {0, 1, 2, . . . , p − 1} est muni de la topologie discrète et le produit
{0, 1, 2, . . . , p− 1}N de la topologie produit). Montrer qu’un élement x de Zp est inversible
dans Zp si et seulement si son coefficient a0 est non nul, ou si et seulement si |x|p = 1.

(iii) Montrer que l’anneau topologique Zp est isomorphe à l’anneau topologique limite
projective lim

←−
Z/pnZ, défini à la fin du paragraphe 2.4 (voir aussi le paragraphe 2.7).

(iv) Montrer que tout élément non nul x de Qp s’écrit comme la somme d’une série
convergente ∑

i∈Z , i≥k
aip

i ,

où k ∈ Z, ak 6= 0 et ai ∈ {0, 1, 2, . . . , p− 1} pour tout i ≥ k.
(v) Soient A un anneau topologique (unitaire, commutatif) intègre, et F (A) son corps

des fractions. Rappelons que F (A) = (A×A− {0})/R où R est la relation d’équivalence

(x, y) R (x′, y′) ⇐⇒ xy′ = x′y ,

que l’on note x/y la classe d’équivalence de (x, y), et que F (A) est un corps pour les lois
d’addition x/y + x′/y′ = (xy′ + x′y)/(yy′) et de multiplication (x/y)(x′/y′) = (xx′)/(yy′)
(voir par exemple [Per]).

Montrer que F (A), muni de la topologie quotient, est un corps topologique. Montrer que
le corps topologique Qp est isomorphe au corps des fractions de l’anneau topologique Zp.

Exercice E.60 Soit K un corps (commutatif). Montrer que le corps des séries formelles
de Laurent K((X−1)) (à coefficients dans K à une indéterminée X−1), muni de la valeur
absolue | · |∞ définie au paragraphe 2.7, est isomorphe au complété du corps des fractions
rationnelles K(X) (à coefficients dans K à une indéterminée X) pour la valeur absolue
| · |∞ définie au paragraphe 2.7.

Théorème 5.24 Soit K un corps valué complet (par exemple R ou C). Soit E un espace
vectoriel normé sur K. Il existe un espace de Banach Ê sur K et une application linéaire
isométrique i : E → Ê d’image dense. Si Ê′ est un autre espace de Banach sur K muni
d’une application linéaire isométrique i′ : E → Ê′ d’image dense, alors il existe un unique
isomorphisme linéaire j : Ê → Ê′ tel que j ◦ i = i′.

Tout tel couple (i, Ê) (et par abus Ê) est appelé un complété de E. On identifie E avec
son image dans Ê par i.

On identifie deux complétés de E par l’unique tel isomorphisme j, ce qui permet de
parler du complété de E. On note souvent par le même symbole la norme de E et celle de
son complété Ê.

Preuve. Soit Ê un complété de E pour la distance définie par sa norme, avec E une partie
dense de Ê. Les applications (x, y) 7→ x + y de E × E dans E, x 7→ −x de E dans E,
(λ, x) 7→ λx de K×E dans E, et x 7→ ||x|| de E dans R sont uniformément continues (car
1-lipschitziennes) sur tous bornés : en effet, pour tous x, y, x′, y′ dans E, par les propriétés
des normes,

||(x+ y) − (x′ + y′)|| ≤ ||x− x′|| + ||y − y′|| , ||(−x) − (−x′)|| = ||x− x′|| ,

||λx− λ′x′|| ≤ |λ− λ′| ||x|| + |λ′| ||x− x′|| ,
∣∣ ||x|| − ||y||

∣∣ ≤ ||x− y|| .
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Donc par les propositions 5.21 et 5.22, ces applications se prolongent en des applications
continues + : Ê×Ê → Ê, − : Ê → Ê, · : K×Ê → Ê, et || · || : Ê → R, respectivement. Par
passage à la limite des identités, ceci munit Ê d’une structure d’espace vectoriel normé, et
la distance de Ê est (x, y) 7→ ||x− y||. Le résultat en découle facilement. �

5.4 Semi-continuité

Quand on considère des applications à valeurs réelles (et même à valeurs dans R),
l’ordre de R (étendu à R ) permet de définir des notions de limite inférieure et supérieure,
et de continuité inférieure et supérieure, ce qui est parfois très utile en analyse.

Limites inférieures et supérieures.

Soient X un espace topologique, A et B des parties de X avec A contenue dans B,
a ∈ A et f : B → R une application. Soit K l’ensemble des valeurs d’adhérences de f(x)
quand x tend vers a dans A (voir le paragraphe 3.3), qui est compact et non vide dans
R par la proposition 4.4. Le plus petit (respectivement grand) élément de K est appelé la
limite inférieure (respectivement supérieure) de f(x) quand x tend vers a dans A. Ils sont
notés

lim inf
x→a, x∈A

f(x) et lim sup
x→a, x∈A

f(x)

respectivement, avec les conventions analogues à celles des limites.

Exemples. (1) Si f(x) converge vers ℓ quand x tend vers a dans A, alors

lim inf
x→a, x∈A

f(x) = lim sup
x→a, x∈A

f(x) = lim
x→a, x∈A

f(x) .

(2) Par l’exemple de la fin du paragraphe 3.3, on a

lim inf
x→ 0+

sin
1

x
= −1 et lim sup

x→0+

sin
1

x
= +1 .

−1

1

(3) (Même cet exemple est explicitement marqué hors programme de classe prépara-
toire.)

0 1 2 3

xn

lim inf xn

lim supxn

n

Si (xn)n∈N est une suite réelle, alors ses plus petite et plus grande valeurs d’adhérence sont

lim inf
n→+∞

xn = inf{ǫ ∈ R : ∀ N ∈ N, ∃ n ≥ N, xn ≤ ǫ}

lim sup
n→+∞

xn = sup{ǫ ∈ R : ∀ N ∈ N, ∃ n ≥ N, xn ≥ ǫ}
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avec les conventions usuelles sup
∅

= −∞ et inf
∅

= +∞. Comme les valeurs d’adhérences

d’une suite dans un espace métrisable sont les limites de ses sous-suites, lim infn→+∞ xn
est la plus petite limite d’une suite extraite de (xn)n∈N, et lim supn→+∞ xn est la plus
grande limite d’une suite extraite de (xn)n∈N.

Les limites inférieures et supérieures existent toujours, contrairement aux limites. Bien
sûr,

lim sup
x→a, x∈A

f(x) = − lim inf
x→a, x∈A

−f(x)

et
lim inf
x→a, x∈A

f(x) ≤ lim sup
x→a, x∈A

f(x)

avec égalité si et seulement si f admet une limite quand x tend vers a dans A (par la
dernière assertion de la proposition 4.4), et alors la limite est égale à la valeur commune
des membres de droite et de gauche. Ceci est d’ailleurs une méthode parfois utile pour
montrer qu’une fonction à valeurs réelles admet une limite : on montre que les limites
inférieures et supérieures coïncident, et alors la limite est la valeur commune.

Proposition 5.25 Soient X un espace topologique, A et B des parties de X avec A conte-
nue dans B, a ∈ A et f, g : B → R deux applications.

(i) Soit V un système fondamental de voisinages de a dans X. Alors

lim inf
x→a, x∈A

f(x) = sup
V ∈V

inf
x∈V ∩A

f(x)

lim sup
x→a, x∈A

f(x) = inf
V ∈V

sup
x∈V ∩A

f(x) .

(ii) Si f(x) ≤ g(x) pour tout x dans B, alors

lim inf
x→a, x∈A

f(x) ≤ lim inf
x→a, x∈A

g(x) et lim sup
x→a, x∈A

f(x) ≤ lim sup
x→a, x∈A

g(x) .

(iii) Notons ⊙ ou bien l’addition d’un couple d’éléments de R qui n’est pas de la forme
(−∞,+∞) ou (+∞,−∞), ou bien le produit de deux élements de [0,+∞] qui ne sont pas
de la forme (0,+∞) ou (+∞, 0), ou bien le maximum de deux éléments de R, ou bien le
minimum de deux éléments de R. Alors

lim inf
x→a, x∈A

f(x) ⊙ g(x) ≥
(

lim inf
x→a, x∈A

f(x)
)
⊙
(

lim inf
x→a, x∈A

g(x)
)
,

lim sup
x→a, x∈A

f(x) ⊙ g(x) ≤
(

lim sup
x→a, x∈A

f(x)
)
⊙
(

lim sup
x→a, x∈A

g(x)
)
,

De plus, les inégalités de (iii) sont des égalités lorsque l’une des limites inférieures/supé-
rieures du membre de droite est une limite.

Remarque. Si dans (i) nous prenons V = {Vn : n ∈ N} avec Vn+1 ⊂ Vn pour tout n, alors
la suite

(
infx∈Vn∩A f(x)

)
n∈N

est croissante (car (Vn)n∈N est décroissante), donc converge
dans R vers sa borne supérieure. D’où par (i)

lim inf
x→a, x∈A

f(x) = lim
n→+∞

inf
x∈Vn∩A

f(x) .
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De même, la suite
(
supx∈Vn∩A f(x)

)
n∈N

est décroissante, et

lim sup
x→a, x∈A

f(x) = lim
n→+∞

sup
x∈Vn∩A

f(x) .

En particulier, si (xn)n∈N est une suite réelle, alors, le point +∞ dans R admettant le
système fondamental dénombrable de voisinages

(
[N,+∞]

)
N∈N

, et en prenant A = B =

N ⊂ R, on obtient
lim inf
n→+∞

xn = sup
N∈N

inf
n≥N

xn = lim
N→+∞

inf
n≥N

xn ,

lim sup
n→+∞

xn = inf
N∈N

sup
n≥N

xn = lim
N→+∞

sup
n≥N

xn .

Preuve. Quitte à changer f en −f , il suffit de vérifier ces propriétés pour la limite in-
férieure, sauf quand ⊙ est le produit dans (iii), mais cette situation se traite de manière
semblable.

(i) Soient
s = lim inf

x→a, x∈A
f(x) et t = sup

V ∈V

inf
x∈V ∩A

f(x) .

Puisque s est une valeur d’adhérence, pour tout V dans V , on a s ∈ f(V ∩A) (voir la
proposition 3.12). Donc

s ≥ inf f(V ∩A) = inf f(V ∩A) ,

et en prenant la borne supérieure sur les V dans V , on a s ≥ t. Supposons par l’absurde
que s > t. Soit u ∈ ]t, s[, ce qui entraîne que ]u,+∞] est un voisinage de l’ensemble des
valeurs d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A. Par la troisième assertion de
la proposition 4.4, soit U un voisinage de a dans X tel que f(U ∩ A) ⊂ ]u,+∞] . Alors
t ≥ inf f(U ∩A) ≥ u, contradiction.

(ii) Ceci découle de (i) par passage des inégalités à la borne inférieure et supérieure. Pour
faire les choses en détail, pour tout V dans V et tout y dans V ∩A, on a infx∈V ∩A f(x) ≤
f(y) ≤ g(y). Par conséquent en prenant la borne inférieure sur y, pour tout V dans V

inf
x∈V ∩A

f(x) ≤ inf
y∈V ∩A

g(y) .

Donc, pour tout V dans V ,

inf
x∈V ∩A

f(x) ≤ sup
V ′∈V

inf
y∈V ′∩A

g(y) .

En prenant la borne supérieure sur V , et par (i), on a bien

lim inf
x→a, x∈A

f(x) ≤ lim inf
x→a, x∈A

g(x) .

(iii) Nous ne faisons la preuve de l’assertion (iii) que si a admet un système fondamental
dénombrable de voisinages, que l’on peut supposer décroissant, noté (Vn)n∈N, en renvoyant
par exemple à [Dix, §7.3] pour le cas général. Il suffit de considérer le cas de la somme, les
autres se traitent de manière analogue. Pour tout n dans N, et tout y dans Vn ∩A, on a

f(y) + g(y) ≥ inf
x∈Vn∩A

f(x) + inf
x∈Vn∩A

g(x) .
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Donc, en prenant la borne inférieure sur y, pour tout n dans N, on a

inf
y∈Vn∩A

f(y) + g(y) ≥ inf
x∈Vn∩A

f(x) + inf
x∈Vn∩A

g(x) .

Donc par un passage à la limite quand n tend vers +∞ en utilisant la remarque suivant
l’énoncé, on a

lim inf
x→a, x∈A

f(x) + g(x) ≥ lim inf
x→a, x∈A

f(x) + lim inf
x→a, x∈A

g(x) . �

Remarque. On ne peut pas remplacer les inégalités dans l’assertion (iii) par des égalités.
Par exemple, si (xn)n∈N est la suite réelle définie par x3k = 0, x3k+1 = 1, x3k+2 = 1/4 pour
tout k ∈ N, et si (yn)n∈N est la suite réelle définie par y3k = 1, y3k+1 = 0, y3k+2 = 1/4
pour tout k ∈ N, alors

lim inf
n→+∞

xn + yn = 1/2 > 0 = lim inf
n→+∞

xn + lim inf
n→+∞

yn .

Semi-continuité inférieure et supérieure.

Soient X un espace topologique, x0 ∈ X et f une application de X dans R. Notons
V (x0) l’ensemble des voisinages de x0 dans X.

x0
x

f(x0)

f(x)

applications semi-continues inférieurement
x0

x

f(x0)

f(x)

L’application f est dite semi-continue inférieurement en x0 si

∀ λ < f(x0), ∃ V ∈ V (x0), ∀ x ∈ V, f(x) ≥ λ .

On peut comme d’habitude remplacer V (x0) par n’importe quel système fondamental de
voisinages de x0 dans X. En particulier, si X est un espace métrique, alors f est semi-
continue inférieurement en x0 si et seulement si

∀ λ < f(x0), ∃ ǫ > 0, ∀ x ∈ X, d(x, x0) < ǫ =⇒ f(x) ≥ λ .

Par définition d’une limite inférieure, f est semi-continue inférieurement en x0 si et seule-
ment si

lim inf
x→x0, x 6=x0

f(x) ≥ f(x0) .

De même, l’application f est dite semi-continue supérieurement en x0 si

∀ λ > f(x0), ∃ V ∈ V (x0), ∀ x ∈ V, f(x) ≤ λ .
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On peut comme d’habitude remplacer V (x0) par n’importe quel système fondamental de
voisinages de x0 dans X. En particulier, si X est un espace métrique, alors f est semi-
continue supérieurement en x0 si et seulement si

∀ λ > f(x0), ∃ ǫ > 0, ∀ x ∈ X, d(x, x0) < ǫ =⇒ f(x) ≤ λ .

Par définition d’une limite supérieure, f est semi-continue supérieurement en x0 si et
seulement si

lim sup
x→x0, x 6=x0

f(x) ≤ f(x0) .

Bien sûr, f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en un point de X si et
seulement si −f est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement) en ce point.

Pour éviter de confondre les notions, il est conseillé de retenir la définition d’une ap-
plication semi-continue inférieurement, et de prendre pour définition d’une application
semi-continue supérieurement f l’assertion « −f est semi-continue inférieurement ». Dans
de nombreux exemples d’analyse (par exemple de minimisation de fonctionnelles), ce sont
de toutes façons les applications semi-continues inférieurement qui apparaissent le plus
fréquemment.

Remarque. Remarquons que f est continue en x0 si et seulement si f est semi-continue
inférieurement et supérieurement en x0.

Cette remarque anodine fournit une méthode de démonstration de la continuité en
un point d’une application à valeurs réelles : bien souvent l’une des semi-continuités en
un point est immédiate pour des raisons générales (voir ci-dessous), et il suffit alors de
montrer l’autre.

Exemples. L’application de R dans R nulle en dehors de 0 et valant −1 en 0 est semi-
continue inférieurement, mais pas supérieurement, en 0.

Pour tout n dans N, soit fn : t 7→ e−nt
2
, qui est continue en 0, donc semi-continue

inférieurement en 0. L’application f = infn∈N fn, qui est nulle en dehors de 0 et vaut 1
en 0, n’est pas semi-continue inférieurement. En particulier, on ne peut pas remplacer la
borne supérieure par la borne inférieure dans la seconde assertion du résultat suivant.

x0

1

x 7→ e−n x2

Proposition 5.26 Si f, g : X → R sont semi-continues inférieurement (resp. supérieure-
ment) en x0, alors les applications max{f, g}, min{f, g}, f + g, ainsi que fg si f et g sont
positives ou nulles, sont semi-continues inférieurement (resp. supérieurement) en x0.

Si (fi)i∈I est une famille d’applications de X dans R, semi-continues inférieurement
en x0, alors f = supi∈I fi est semi-continue inférieurement en x0.

Si (fi)i∈I est une famille d’applications de X dans R, semi-continues supérieurement
en x0, alors f = infi∈I fi est semi-continue supérieurement en x0.
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En particulier, la borne supérieure d’une famille d’applications continues est semi-
continue inférieurement (mais elle n’est en général pas continue, par exemple en considérant
la suite des fn : t 7→ −e−nt2 , dont la borne supérieure est l’application nulle en dehors de
0 et valant −1 en 0, qui, si elle est semi-continue inférieurement, n’est pas continue).

Preuve. Il suffit de considérer le cas des applications semi-continues inférieurement. La
première assertion découle de la proposition 5.25 (iii). Pour la seconde, soit t < f(x0) =
supi∈I fi(x0) et i0 ∈ I tel que t < fi0(x0). Puisque fi0 est semi-continue inférieurement, il
existe un voisinage V de x0 tel que si x ∈ V , alors fi0(x) ≥ t. Donc pour tout x ∈ V , on a
f(x) ≥ fi0(x) ≥ t. D’où f est semi-continue inférieurement. �

L’application f est dite semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) si elle est
semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en tout point de X.

Proposition 5.27 Les assertions suivantes sont équivalentes :
• L’application f est semi-continue inférieurement
• Pour tout t dans R, l’ensemble des x dans X tels que f(x) > t est ouvert.
• Pour tout t dans R, l’ensemble des x dans X tels que f(x) ≤ t est fermé.

Preuve. Les deux dernières assertions sont équivalentes par passage au complémentaire.
Montrons que la première implique la seconde. Supposons f semi-continue inférieure-
ment. Alors f−1( ]t,+∞]) est voisinage de chacun de ses points, par définition de la semi-
continuité inférieure, donc est ouvert. La réciproque est aussi claire. �

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et de démontrer les affirmations analogues
dans le cas semi-continu supérieurement.

Exercice E.61 Soit X un espace topologique. Pour toute partie A de X, on note χA (ou
parfois IA) la fonction caractéristique de A, définie par χA(x) = 1 si x ∈ A, et χA(x) = 0
sinon.

Montrer que A est ouvert (respectivement fermé) si et seulement si χA est semi-continue
inférieurement (respectivement supérieurement).

Nous avons vu qu’une application continue d’un compact dans R atteint à la fois sa
borne inférieure et sa borne supérieure. Lorsque l’on s’intéresse uniquement à l’une de
ces deux bornes, il suffit d’une propriété de semi-continuité, comme le montre le résultat
suivant.

Théorème 5.28 Soit X un espace topologique compact non vide, et f : X → R une
application semi-continue inférieurement. Alors f atteint sa borne inférieure : il existe
x0 ∈ X tel que f(x0) = infx∈X f(x).

Preuve. Soit m = infx∈X f(x). Si m = +∞, alors f est l’application constante +∞, et
le résultat est clair. Sinon, soit (λn)n∈N une suite de réels strictement supérieurs à m et
convergeant en décroissant vers m (par exemple λn = m + 1/n si m > −∞ et λn = −n
sinon). L’ensemble Kn = f−1([−∞, λn]) est fermé dans X, par la proposition 5.27, donc
compact, et non vide, car λn > m. L’intersection décroissante de compacts K =

⋂
n∈NKn

est donc non vide, et si x0 est un point deK, alors f(x0) ≤ λn pour tout n, donc f(x0) ≤ m,
donc f(x0) = m. �
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5.5 Théorème d’Arzela-Ascoli

Le but de cette partie est d’essayer de décrire les compacts dans les espaces de fonctions
continues entre deux espaces topologiques.

Soient X un espace topologique et Y un espace métrique. Une partie A de C (X,Y )
est dite équicontinue en un point x0 de X si pour tout ǫ > 0, il existe un voisinage U de
x0 dans X tel que

∀ x ∈ U, ∀ f ∈ A , d(f(x), f(x0)) < ǫ .

Une partie A de C (X,Y ) est dite équicontinue si elle est équicontinue en tout point de
X. Si X est un espace métrique, alors une partie A de C (X,Y ) est dite uniformément
équicontinue si

∀ ǫ > 0, ∃ η > 0, ∀ x, y ∈ X, ∀ f ∈ A , d(x, y) < η =⇒ d(f(x), f(y)) < ǫ .

Par exemple, une partie finie de C (X,Y ) est équicontinue, et un ensemble fini d’applica-
tions uniformément continues est uniformément équicontinu. Si A ′ ⊂ A ⊂ C (X,Y ), où
A est équicontinue (respectivement uniformément équicontinue), alors A ′ l’est aussi.

Si E et F sont des espaces vectoriels normés, alors l’espace vectoriel normé L (E,F )
des applications linéaires continues de E dans F est un sous-ensemble de C (E,F ). Comme
pour les propriétés de continuité des applications linéaires (voir le paragraphe 2.8), les
propriétés suivantes sur une partie A de L (E,F ) sont équivalentes :

• A est équicontinue ;
• A est équicontinue en 0 ;
• il existe c ≥ 0 tel que pour tout u dans A , on ait ||u|| ≤ c.

Le théorème de Heine 5.17 s’étend aux familles équicontinues.

Théorème 5.29 Soient X et Y deux espaces métriques, avec X compact. Toute famille
équicontinue A d’applications de X dans Y est uniformément équicontinue.

Preuve. La preuve est semblable à celle du théorème de Heine. Supposons par l’absurde
qu’il existe ǫ > 0 et des suites (fn)n∈N dans A et (xn)n∈N, (yn)n∈N dans X telles que
d(xn, yn) ≤ 1

n et d(fn(xn), fn(yn)) ≥ ǫ. Par compacité, quitte à extraire, les suites (xn)n∈N

et (yn)n∈N convergent vers un même point x. L’équicontinuité de A au point x implique
que si n est assez grand, alors d(fn(xn), fn(x)) < ǫ

2 et d(fn(yn), fn(x)) < ǫ
2 . Par inégalité

triangulaire, on a donc, pour n assez grand,

d(fn(xn), fn(yn)) ≤ d(fn(xn), fn(x)) + d(fn(x), fn(yn)) < ǫ ,

contradiction. �

L’intérêt de l’équicontinuité vient du fait que toute partie compacte de C (X,Y ) pour
la topologie de la convergence uniforme est équicontinue ; plus précisément, on a le résultat
suivant. Pour comprendre la seconde condition, on peut considérer la suite (fn)n∈N dans
C (R,R) formée des translations fn : t 7→ t+n ; l’ensemble des fn est équicontinu (tous ses
élements sont des isométries) ; mais l’ensemble des images de 0 par les fn, qui est N ⊂ R,
n’est pas borné ; et la suite des fn n’a pas de sous-suite convergente dans C (R,R).
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Proposition 5.30 Soient X un espace topologique, Y un espace métrique, et A une partie
d’adhérence compacte de C (X,Y ) pour la topologie de la convergence uniforme. Alors

• A est équicontinue

• pour tout x dans X, l’ensemble A (x) = {f(x) : f ∈ A } est d’adhérence compacte
dans Y .

Preuve. Nous pouvons supposer A compacte, quitte à la remplacer par son adhérence,
puisque toute partie d’une famille équicontinue est équicontinue, et toute partie d’un sous-
espace d’adhérence compacte est d’adhérence compacte (tout fermé d’un compact est com-
pact). Par continuité de l’application d’évaluation en x (voir la proposition 5.2 (1)) et
puisque Y est séparé, la partie A (x) est alors compacte, ce qui montre le second point.

Montrons que A est équicontinue. Par compacité (et métrisabilité, pour la distance
uniforme d) de A , pour tout ǫ > 0, il existe des éléments f1, . . . , fn dans A tels que pour
tout f dans A , il existe i = if ∈ {1, . . . , n} tel que d(f, fi) < ǫ

3 . Soit x ∈ X. Comme fi est
continue en x, pour tout ǫ > 0, il existe un voisinage Vi de x tel que pour tout y dans Vi,
on ait d(fi(y), fi(x)) < ǫ

3 . Donc par inégalité triangulaire, pour tout y ∈ V1 ∩ · · · ∩ Vn (qui
est un voisinage de x), pour tout f ∈ A , si i = if , alors

d(f(y), f(x)) ≤ d(f(y), fi(y)) + d(fi(y), fi(x)) + d(fi(x), f(x)) <
ǫ

3
+
ǫ

3
+
ǫ

3
= ǫ ,

et A est équicontinu. �

Le théorème suivant donne une réciproque (partielle) à ce théorème.

Théorème 5.31 (Théorème d’Arzela-Ascoli) Soient X un espace topologique séparé
et Y un espace métrique. Soit A une partie de C (X,Y ) telle que

• A est équicontinue,

• pour tout x dans X, l’ensemble A (x) = {f(x) : f ∈ A } est d’adhérence compacte
dans Y .

Alors l’adhérence de A est compacte (et équicontinue) dans C (X,Y ) pour la topologie
compacte-ouverte.

On dit parfois être relativement compact pour «être d’adhérence compacte». Remar-
quons que si Y est compact, alors la seconde condition est automatiquement vérifiée. Si
Y = R (ou si Y est un espace vectoriel normé de dimension finie), pour vérifier la seconde
condition, il suffit de montrer que A (x) est borné.

Preuve. Nous ne montrerons ce résultat que dans le cas où X est un espace compact
et où Y est complet (par exemple Y = R), en renvoyant à [Dug, page 267] pour le cas
général. Si X est compact, par la proposition 5.13 (2), la topologie compacte-ouverte sur
C (X,Y ) coïncide avec la topologie de la convergence uniforme, et nous utiliserons donc
celle-ci. L’équicontinuité de A découlera de la proposition 5.30. L’espace métrique uniforme
C (X,Y ) est complet (voir le théorème 5.3 (3)), donc le fermé A de C (X,Y ) est complet par
la proposition 3.16 (1). Par le théorème de Bolzano-Weierstrass 4.6 (3), il suffit de trouver,
pour tout ǫ > 0, un recouvrement de A par un ensemble fini de parties de diamètres au
plus ǫ.

Pour tout ǫ ∈ ]0, 1] et tout x ∈ X, par équicontinuité de A , soit Ux un voisinage de x
dans X tel que pour tout y ∈ Ux et tout f ∈ A , on ait d(f(y), f(x)) ≤ ǫ

4 . Par compacité
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de X, il existe x1, . . . , xk dans X tels que X soit contenu dans Ux1 ∪ · · · ∪ Uxk
. Comme

Y est séparé, la réunion des adhérences des A (xi) est compacte. Elle est donc contenue
dans une réunion finie de boules B(yj,

ǫ
4), pour y1, . . . , ym dans Y . Soit Φ l’ensemble (fini)

des applications de {1, . . . , k} dans {1, . . . ,m}. Pour tout ϕ ∈ Φ, soit Bϕ l’ensemble des
f dans A telles que f(xi) ∈ B(yϕ(i),

ǫ
4) pour tout i dans {1, . . . , k}. Alors les parties Bϕ

pour ϕ dans Φ recouvrent A par construction. De plus, si f, g ∈ Bϕ, alors pour tout x
dans X, soit i tel que x ∈ Uxi

; alors

d(f(x), g(x)) ≤ d(f(x), f(xi)) + d(f(xi), yϕ(i)) + d(yϕ(i), g(xi)) + d(g(xi), g(x))

≤ ǫ

4
+
ǫ

4
+
ǫ

4
+
ǫ

4
= ǫ .

Donc d(f, g) ≤ ǫ pour la distance unforme d sur C (X,Y ), et le diamètre de Bϕ est au plus
ǫ. �

Les conséquences suivantes sont alors immédiates (voir la proposition 5.13).

Porisme 5.32 Si X est un espace topologique compact, si Y est un espace métrique, alors
les parties de C (X,Y ), qui sont d’adhérence compacte pour la topologie de la convergence
uniforme, sont exactement les parties A telles que

• A est équicontinue,

• pour tout x dans X, l’ensemble A (x) = {f(x) : f ∈ A } est d’adhérence compacte
dans Y . �

Porisme 5.33 Si X est un espace topologique compact, si Y est un espace métrique com-
pact, alors les parties de C (X,Y ), qui sont d’adhérence compacte pour la topologie de la
convergence uniforme, sont exactement les parties équicontinues. �

5.6 Approximation

Soient X un espace topologique et K = R ou K = C. Dans ce paragraphe, nous minis-
sons C (X,K) de la topologie compacte-ouverte (i.e. la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts), qui, si X est compact, coïncide avec la topologie de la convergence uni-
forme (voir la proposition 5.13).

Une partie A de C (X,K) est dite séparante si

∀ x, y ∈ X, ∃ f ∈ A , x 6= y =⇒ f(x) 6= f(y) .

Rappelons que C (X,K) est une algèbre sur K pour les opérations d’addition point par
point, de multiplication point par point et de multiplication par un scalaire point par
point des fonctions. Une partie de C (X,K) est une sous-algèbre unitaire si elle est stable
par ces opérations, et contient la fonction constante 1.

Théorème 5.34 (Théorème de Stone-Weierstrass) Soit X un espace topologique.
Toute sous-algèbre unitaire séparante A de C (X,R) est dense pour la topologie compacte-
ouverte.

On utilise parfois ce résultat sous la forme : étant donnée une partie séparante de
C (X,R), la sous-algèbre unitaire qu’elle engendre est dense dans C (X,R) pour la topologie
convergence uniforme sur les compacts.
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Ce résultat est faux si on remplace R par C. Par exemple, si X = D est le disque
unité ouvert de C, la sous-algèbre unitaire séparante des (restrictions à D des) polynômes
complexes n’est pas dense dans C (D,C) pour la topologie compacte-ouverte, son adhérence
est l’ensemble de toutes les fonctions holomorphes de D dans C, comme vous le verrez en
cours d’Analyse complexe au second semestre.

Il reste par contre vrai si on rajoute, à la sous-algèbre unitaire séparante, l’hypothèse
“stable par conjugaison” (ou de manière équivalente, “stable par partie réelle et partie
complexe”, puisque Re z = (z + z)/2, Im z = (z − z)/(2i) et z = Re z − i Im z ).

En effet, soit A une sous-algèbre unitaire séparante stable par partie réelle et partie
complexe de C (X,C). Soit A ′ l’ensemble des éléments à valeurs réelles de A . Alors A ′

est une sous-algèbre unitaire de C (X,R). Montrons que A ′ est séparante. Si x 6= y ∈ X,
soit f ∈ A telle que f(x) 6= f(y). Alors Re f(x) 6= Re f(y) ou Im f(x) 6= Im f(y). Comme
Re f et Im f appartiennent à A ′, le résultat en découle. Maintenant, soit g ∈ C (X,C).
Par le théorème de Stone-Weierstrass, Re g et Im g sont limites uniformes sur les compacts
de suites d’éléments de A ′, donc g = Re g + i Im g est limite uniforme sur les compacts
d’applications de A .

Remarquons que si A est l’algèbre unitaire engendrée par une partie stable par conju-
gaison, alors elle est stable par conjugaison.

Preuve. La preuve commence par une suite de lemmes.

Lemme 5.35 Si A est une sous-algèbre unitaire séparante de C (X,R), alors pour tous
points distincts x, y de X et pour tous a, b dans R, il existe f dans A telle que f(x) = a
et f(y) = b.

Preuve. Soit g dans A tel que g(x) 6= g(y). Alors, puisque A est une sous-algèbre unitaire,

f = a+
b− a

g(y) − g(x)
(g − g(x))

convient. �

Lemme 5.36 La fonction
√
t sur [0, 1] est limite uniforme de polynômes réels en t.

Preuve. Construisons par récurrence une suite de polynômes réels (Pn)n∈N en posant
P0(t) = 0 et

Pn+1(t) = Pn(t) +
1

2

(
t− Pn(t)

2
)
.

Par récurrence sur k ∈ N, montrons que Pk ≥ Pk−1 sur [0, 1] si k ≥ 1 et que Pk(t) ≤
√
t

sur [0, 1]. En effet, le résultat est vrai pour k = 0. Soit n ≥ 1, et supposons le résultat
vrai au rang n. Montrons qu’il est vrai au rang n + 1. On a Pn(t)

2 ≤ t et Pn+1(t) =
Pn(t) + 1

2(t− Pn(t)
2) ≥ Pn(t). De plus,

Pn+1(t) −
√
t =

(
Pn(t) −

√
t
)(

1 − 1

2
(Pn(t) +

√
t )
)
.

Le premier facteur du membre de droite de cette inégalité est négatif ou nul. Le second
terme est au moins 1 −

√
t, qui est positif sur [0, 1]. Donc Pn+1 ≤

√
t sur [0, 1].

Pour tout t ∈ [0, 1], la suite croissante majorée
(
Pn(t)

)
n∈N

dans [0,
√
t] converge vers

f(t) ≥ 0, qui vérifie par passage à la limite f(t) = f(t)+ 1
2(t− f(t)2). D’où f(t) =

√
t. Par

le théorème de Dini 5.11, la convergence simple de Pn vers f est en fait uniforme. �
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Lemme 5.37 Soit A une sous-algèbre unitaire de C (K,R) pour K un espace compact.
Si f ∈ A , alors |f | ∈ A . De plus, pour tous f1, . . . , fk dans A , les applications

min{f1, . . . , fk} et max{f1, . . . , fk} appartiennent à A .

Rappelons (voir le paragraphe 2.8) que l’adhérence A de A dans l’algèbre topologique
C (K,R) (pour la topologie uniforme) est une sous-algèbre unitaire (par continuité des
opérations).

Preuve. L’application f , continue sur le compact K, est bornée. Par invariance par multi-
plication externe, on peut donc se ramener au cas où −1 ≤ f ≤ 1. Alors 0 ≤ f2 ≤ 1, et en
utilisant les polynômes Pn ci-dessus, les éléments Pn(f2) de A convergent uniformément
sur K vers

√
f2 = |f |.

Le dernier résultat découle alors (par récurrence) du fait que min{u, v} = 1
2(u + v −

|u− v|) et max{u, v} = 1
2(u+ v + |u− v|). �

Revenons maintenant à la preuve du théorème de Stone-Weierstrass 5.34. Soient f ∈
C (X,R), K un compact de X et ǫ > 0. Construisons g ∈ A tel que maxx∈K |f(x)−g(x)| <
ǫ, en deux étapes. Si U est un ouvert de R tel que f ∈ O(K,U), si ǫ est assez petit, ceci
entraîne, comme dans la preuve de la proposition 5.13 (2), que g ∈ O(K,U)∩A , donc que
A (et donc A ) est dense dans C (X,R) pour la topologie compacte-ouverte.

Montrons tout d’abord que pour tout x dans K, il existe gx ∈ A tel que gx(x) = f(x)
et gx(y) < f(y) + ǫ pour tout y dans K.

En effet, par le lemme 5.35, pour tout y dans K, en prenant hy = f si y = x et sinon
un élément hy de A tel que hy(x) = f(x) et hy(y) = f(y), il existe hy dans A tel que
hy(x) = f(x) et hy(y) < f(y) + ǫ

2 . Par continuité de hy − f en y, il existe un voisinage
ouvert Uy de y tel que hy(z) < f(z)+ ǫ pour tout z dans Uy. Par compacité de K, on peut
recouvrir K par {Uy1 , . . . , Uyk

}. Alors gx = min{hy1 , . . . , hyk
}, qui appartient à A par le

lemme 5.37, convient.
Maintenant, pour tout x dans K, par continuité de gx − f en x, il existe un voisinage

Vx de x tel que gx(y) > f(y) − ǫ pour tout y dans Vx. Par compacité de K, on recouvre
K par {Vx1 , . . . , Vxm}. Posons g = max{gx1 , . . . , gxm}, qui appartient à A par le lemme
5.37 et vérifie g(y) < f(y) + ǫ pour tout y dans K, par les propriétés des gx construites
dans la première étape. Pour tout y dans K, soit j ∈ {1, . . . , n} tel que y ∈ Vxj

. Alors
g(y) ≥ gxj

(y) > f(y) − ǫ. Donc |g(y) − f(y)| < 0 pour tout y dans K, ce qui montre le
résultat. �

Le résultat suivant découle immédiatement du théorème de Stone-Weierstrass, car si X
est compact, alors la topologie compacte-ouverte coïncide avec la topologie uniforme sur
C (X,R) (voir la proposition 5.13 (2)).

Porisme 5.38 Soit X un espace topologique compact.
Toute sous-algèbre unitaire séparante de C (X,R) est dense pour la topologie uniforme.
Toute sous-algèbre unitaire séparante, stable par conjugaison, de C (X,C) est dense

pour la topologie uniforme. �

Notons que pour tout n ∈ N−{0}, l’algèbre des applications polynomiales en n variables
à coefficients réels (resp. complexes) est une sous-algèbre unitaire séparante (resp. séparante
et stable par conjugaison) de C (Rn,R) (resp. C (Rn,C)), car si x 6= y, alors, par exemple, il
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existe i ∈ {1, . . . , n} tel que xi 6= yi, et l’application i-ème coordonnée est une application
polynomiale qui sépare x et y.

Le cas particulier suivant du théorème 5.34 avait été démontré par Weierstrass avant
que Stone ne démontre le théorème 5.34.

Porisme 5.39 (Théorème de Weierstrass) L’ensemble des (restrictions à [0, 1] des)
applications polynomiales réelles est dense dans C ([0, 1],R) (pour la topologie de la conver-
gence uniforme). �

Plus généralement, on a le résultat suivant.

Porisme 5.40 Soient n ∈ N−{0}, X une partie compacte de Rn et f ∈ C (X,R) (resp. f ∈
C (X,C)). Alors f est limite uniforme sur X d’une suite d’applications polynomiales en n
variables à coefficients réels (resp. complexes). �

Ce théorème n’est pas effectif, il ne donne pas de résultat de vitesse de convergence
de polynômes vers une fonction arbitraire donnée. La théorie de l’approximation, en par-
ticulier avec ses fameux polynômes orthogonaux, permet d’affiner ce théorème. Mais nous
n’aborderons ici aucun des points de la théorie de l’approximation, voir par exemple [DeL].
Attention, les polynômes d’interpolation de Lagrange ne fournissent pas des approxima-
tions uniformes des fonctions sur [0, 1] (voir le paragraphe 6.1).

Notons C2π-per(R,C) la sous-algèbre unitaire de C (R,C) formé des applications 2π-
périodiques. Un polynôme trigonométrique est une application 2π-périodique continue de
R dans C de la forme

x 7→
n∑

k=−n
ake

ikx ,

où a−n, . . . , an sont des nombres complexes.

Porisme 5.41 L’ensemble des polynômes trigonométriques est dense dans C2π-per(R,C)
pour la topologie de la convergence uniforme.

Preuve. Notons X l’espace topologique quotient R/(2πZ), qui est compact (voir le pa-
ragraphe 4.4, exemple (5)), et p : R → X la projection canonique. L’application φ de
C (X,C) dans C2π-per(R,C) définie par f 7→ f ◦ p est un isomorphisme d’algèbres uni-
taires complexes (la surjectivité vient du fait qu’une application f : R → C, continue et
2π-périodique, induit par passage au quotient une application f : X → C qui est continue
et vérifie f ◦ p = f). De plus, φ est une isométrie pour les normes uniformes.

L’ensemble des polynômes trigonométriques est une sous-algèbre unitaire, stable par
conjugaison, de C2π-per(R,C). Sa préimage par φ est une partie séparante de C (X,C),
car si x, y ∈ R et x 6= y mod 2π, alors eix 6= eiy. En appliquant le théorème de Stone-
Weierstrass (version complexe), le résultat en découle. �

Porisme 5.42 Soit K = R ou K = C.
Si X est un espace métrique compact non vide, alors l’espace vectoriel normé C (X,K)

est séparable (pour la norme uniforme).
Si X est un espace topologique métrisable, à base dénombrable d’ouverts, alors la topo-

logie compacte-ouverte sur C (X,K) est séparable.
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Preuve. La seconde assertion implique la première, car un espace métrique compact est
séparable par le corollaire 4.7, donc à base dénombrable par la proposition 1.6, et car la
topologie compacte-ouverte coïncide avec la topologie uniforme sur un espace compact,
par la proposition 5.13 (2). Montrons donc la seconde assertion.

Soit (Un)n∈N une base dénombrable d’ouverts de X. Pour tout n dans N, l’application
gn : X → K définie par x 7→ d(x, cUn) est continue. Pour tous les x et y distincts dans R,
il existe n ∈ N tel que x ∈ Un et y /∈ Un (car X est séparé). Alors gn(x) 6= 0 (car cUn est
fermé) et gn(y) = 0. Par le théorème de Stone-Weierstrass 5.34, l’algèbre unitaire sur K
engendrée par la partie séparante {gn : n ∈ N} de C (X,K), qui est stable par conjugaison
si K = C, est dense pour la topologie compacte-ouverte. Soit Q une partie dénombrable
dense de K (par exemple Q = Q si K = R et Q = Q[i] si K = C). Alors l’ensemble des
sommes finies d’applications de la forme

x 7→ λ gα1
i1

(x) . . . gαk

ik
(x) ,

où k ∈ N, λ ∈ Q, α1, . . . , αk ∈ N, i1, . . . , ik ∈ N, est une partie dénombrable dense dans
C (X,K). �

Porisme 5.43 Soient X un espace métrique dénombrable à l’infini non vide (par exemple
un ouvert non vide de Rr, où r ∈ N − {0}) et K = R ou K = C, alors l’espace vecto-
riel Cc(X,K) des fonctions continues à support compact, muni de la norme uniforme, est
séparable.

Preuve. Soit (Kn)n∈N une suite de compacts non vides de X tels que Kn ⊂
◦

Kn+1. Comme
Kn est séparable, l’espace métrique X est séparable, donc à base dénombrable d’ouverts
par la proposition 1.6. Par le corollaire 5.42 précédent, la topologie compacte-ouverte sur
C (X,K) est séparable. Soit (gk)k∈N une partie dénombrable dense de C (X,K). Par le
théorème de prolongement d’Urysohn 1.11, il existe une application continue χn : X →
[0, 1] valant 1 sur Kn et nulle en dehors de

◦
Kn+1. Montrons que la famille dénombrable

(gkχn)k,n∈N d’éléments de Cc(X,K) est dense dans Cc(X,K) pour la norme uniforme.
Soit f ∈ Cc(X,K). Soit n ∈ N tel que le support de f , qui est compact et recouvert

par
( ◦
Kn

)
n∈N

, soit contenu dans Kn. Par densité de {gk : k ∈ N} pour la topologie
compacte-ouverte sur C (X,K) (et la proposition 5.14 (2)), soit k ∈ N tel que

sup
x∈Kn+1

|f(x) − gk(x)| ≤ ǫ .

Alors, en distinguant suivant que y ∈ Kn, y ∈ Kn+1 −Kn ou y ∈ cKn+1, nous avons

sup
y∈X

|f(y) − (gkχn)(y)| ≤ ǫ .

Le résultat en découle. �

Donnons une dernière application du théorème de Stone-Weierstrass.

Porisme 5.44 Soient X et Y deux espaces topologiques métrisables, et K = R ou K = C.
L’ensemble des applications à variables séparées, i.e. de la forme

(x, y) 7→
n∑

i=0

fi(x)gi(y)
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où n ∈ N, fi ∈ C (X,K) et gi ∈ C (Y,K) est dense dans C (X × Y,K) pour la topologie
compacte-ouverte.

En particulier, si X et Y sont des espaces métriques compacts, alors tout élément de
C (X × Y,K) est limite uniforme d’applications à variables séparées.

Preuve. L’ensemble A des applications à variables séparées est clairement une sous-
algèbre unitaire, stable par conjugaison si K = C, de C (X × Y,K).

Soient (x, y), (x′, y′) deux éléments distincts de X × Y . Supposons par exemple que
x 6= x′. Par le théorème de prolongement d’Urysohn 1.10, il existe une application continue
f : X → R telle que f(x) = 1 et f(x′) = 0. En posant ϕ : (u, v) 7→ f(u), on a ϕ(x, y) 6=
ϕ(x′, y′). La sous-algèbre A est donc séparante, et on peut bien appliquer le théorème de
Stone-Weierstrass. �

5.7 Théorie de Baire

Dans tout espace topologique X, l’intersection d’une famille finie d’ouverts denses
(Ui)0≤i≤n est encore dense : si V est un ouvert non vide de X, alors V ∩ U0 est un ouvert
non vide car U0 est dense, donc (V ∩ U0) ∩ U1 est un ouvert non vide car U1 est dense, et
par récurrence, V ∩ U0 ∩ · · · ∩ Un est un ouvert non vide.

Mais ceci ne se généralise pas au cas des familles infinies, même dénombrables. Par
exemple, si X est un espace topologique séparé dénombrable sans point isolé (par exemple
X = Q avec la topologie induite de la topologie usuelle de R), alors

(
X −{x}

)
x∈X est une

famille dénombrable d’ouverts denses, dont l’intersection est vide.

Théorème 5.45 (Théorème de Baire) Soit X un espace topologique localement com-
pact, ou un ouvert d’un espace métrique complet. L’intersection d’une famille dénombrable
d’ouverts denses de X est dense dans X.

Preuve. Soient (Un)n∈N une famille dénombrable d’ouverts denses, et O−1 un ouvert non
vide de X. Montrons dans les deux cas que O−1 contient un point de l’intersection de cette
famille, ce qui conclut.

Supposons X localement compact. Puisque U0 est dense, l’ouvert U0 ∩ O−1 est non
vide. Soit O0 un voisinage ouvert d’un point de U0 ∩O−1, d’adhérence compacte contenue
dans U0 ∩ O−1. Par récurrence, soit On un voisinage ouvert d’un point de Un ∩ On−1,
d’adhérence compacte contenue dans Un ∩ On−1. L’intersection décroissante

⋂
n∈NOn de

fermés non vides du compact O0 est non vide, et contenue dans O−1∩
⋂
n∈N Un. Le résultat

en découle.
Supposons X ouvert dans un espace métrique complet E. Soient x0 ∈ X et r0 ∈ ]0, 1]

tels que la boule fermée B(x0, r0) soit contenue dans l’ouvert U0 ∩ O−1, qui est non vide
par densité de U0. Par récurrence, pour tout n ≥ 1, soient xn ∈ X et rn ∈ ]0, 1

n+1 [ tels que
la boule fermée B(xn, rn) soit contenue dans l’ouvert Un ∩B(xn−1, rn−1), qui est non vide
par densité de Un. Alors d(xn, xn+p) ≤ rn ≤ 1

n+1 . Donc la suite (xn)n∈N est de Cauchy
dans E qui est complet, donc elle converge vers un point de E. Pour tout n ∈ N, ce point
appartient au fermé B(xn, rn), qui est contenu dans Un, et dans O−1. Donc il appartient
à O−1 ∩

⋂
n∈N Un. Le résultat en découle. �

Un espace de Baire est un espace topologique dans lequel l’intersection de toute famille
dénombrable d’ouverts denses est encore dense. La propriété « être de Baire » est une
propriété invariante par homéomorphismes.
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Exemples. (1) Par le théorème de Baire 5.45, tout espace topologique localement com-
pact, et tout ouvert d’un espace métrisable complet est de Baire. En particulier tout ouvert
d’un espace de Fréchet est de Baire.

(2) L’espace topologique usuel Q n’est pas de Baire, comme vu ci-dessus.

(3) L’espace R−Q est de Baire (mais il n’est pas localement compact, ni ouvert dans son
complété pour la distance usuelle). En effet, pour tout irrationnel x, notons [n0 : n1, n2, . . . ]
son développement en fraction continue, i.e. n0 ∈ Z, nk ∈ N−{0} pour tout k dans N−{0},
et

x = lim
k→+∞

n0 +
1

n1 +
1

n2 + . . .
+

1

nk−1 +
1

nk

.

Si [n0 : n1, n2, . . . ] et [n′0 : n′1, n
′
2, . . . ] sont les développements en fraction continue de deux

irrationnels x, y, notons

d(x, y) = e− sup{k∈N : ∀ i<k, ni=n
′
i} ,

avec la convention usuelle e−∞ = 0. Il est facile de vérifier que d est une distance sur R−Q,
qui induit la même topologie que la distance euclidienne usuelle, mais qui est complète.
Donc R − Q est bien de Baire.

(4) Le produit d’une famille dénombrable d’espaces métrisables complets est métrisable
complet (voir la proposition 3.17 (i)), donc de Baire. Par exemple, l’ensemble N muni de
la distance discrète est métrique complet, donc NN est un espace de Baire. En utilisant le
développement en fractions continues, il est facile de voir que NN et R − Q sont homéo-
morphes (ce qui découle du fait que l’application de R − Q dans Z × (N − {0})N, qui à
x ∈ R − Q associe (n0, (ni)i∈N−{0}), où [n0 : n1, n2, . . . ] est le développement en fraction
continue de x, est un homéomorphisme : deux irrationnels étant proches si et seulement
si leurs développements en fraction continue coïncident sur un grand segment initial de
termes).

(5) Tout ouvert U d’un espace de Baire X est de Baire. En effet, soit (Un)n∈N une suite
d’ouverts denses de U . Puisque l’adhérence de Un dans le sous-espace topologique U est
U ∩Un, nous avons U ⊂ Un, donc U ⊂ Un, d’où X = Un∪ (X−U ). Par conséquent,

(
Un ∪

(X − U )
)
n∈N

est une suite d’ouverts denses de X. Puisque X est de Baire, l’intersection
de cette suite, qui est

(⋂
n∈N Un

)
∪ (X−U ), est dense dans X. Donc son intersection avec

l’ouvert U , qui est
⋂
n∈N Un, est dense dans U .

Exercice E.62 (i) Soient X un espace de Baire, Y un espace topologique et f : X → Y
une application continue, ouverte, surjective. Montrer que Y est de Baire. En déduire que
l’espace topologique quotient d’une action continue d’un groupe topologique sur un espace
de Baire est encore de Baire.

(ii) Montrer que tout espace topologique, dont tout point admet un voisinage qui est
de Baire (par exemple si ce voisinage est homéomorphe à un ouvert d’un espace métrique
complet), est de Baire.
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Par passage au complémentaire, on obtient immédiatement le résultat suivant.

Porisme 5.46 Soit X un espace de Baire. Une réunion dénombrable de fermés d’intérieur
vide de X est d’intérieur vide dans X.

Preuve. Le complémentaire d’un fermé F d’intérieur vide est un ouvert dense (car X−
◦
F

= X − F ). Le complémentaire d’une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide de
X est donc dense, puisque X est de Baire. Le complémentaire d’une partie dense A est

d’intérieur vide (car
◦

X̂ −A = X −A ). �

On utilise souvent ce résultat sous la forme : si la réunion d’une famille dénombrable de
fermés d’un espace de Baire est d’intérieur non vide, alors l’un de ces fermés est d’intérieur
non vide.

En particulier, un espace de Baire (par exemple localement compact, ou ouvert dans un
espace métrique complet) non vide n’est pas réunion d’une famille dénombrable de fermés
d’intérieurs vides.

En particulier, comme un singleton non isolé est d’intérieur vide, un espace de Baire
non vide sans point isolé est non dénombrable.

Une partie A d’un espace topologique X est dite maigre (ou négligeable au sens de
Baire, et “first category” en anglais) si elle est contenue dans une réunion dénombrable de
fermés d’intérieur vides. Un Gδ-dense dans X est une intersection dénombrable d’ouverts
denses. Par exemple R − Q est un Gδ-dense de R, qui n’est pas un ouvert dense.

Une propriété portant sur les points de X est vraie presque partout au sens de Baire si
elle est vraie en dehors d’un ensemble maigre (donc au moins sur un Gδ-dense). Attention,
un ensemble maigre pour Baire dans Rn peut être gros pour Lebesgue (par exemple de
complémentaire de mesure de Lebesgue nulle), et une propriété presque partout vraie au
sens de Baire (resp. de la mesure de Lebesgue) peut être presque nulle part vraie au sens
de la mesure de Lebesgue (resp. de Baire) (voir le cours d’Intégration et probabilité, et par
exemple [KS]).

Les applications du théorème de Baire sont très nombreuses en analyse. Nous renvoyons
au chapitre 6 pour des applications en analyse fonctionnelle. Nous concluons le chapitre
par des exemples d’applications en analyse classique, ainsi que sur la structure des orbites
d’actions continues de groupes topologiques.

Proposition 5.47 Soient X un espace de Baire, et Y un espace métrique. Soit (fn)n∈N

une suite d’applications continues de X dans Y , convergeant simplement vers une applica-
tion f . Alors f est continue presque partout au sens de Baire.

En particulier, une application de X dans Y nulle part continue n’est pas limite simple
de fonctions continues.

Preuve. Si nous arrivions à montrer que (fn)n∈N converge uniformément vers f sur un
Gδ-dense A de X, alors ceci montrerait que la restriction de f à A est continue, puisqu’une
limite uniforme de fonctions continues est continue. Bien que cela ne conclue pas et puisse
ne pas être le cas, cela donne une piste pour commencer la preuve.
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Pour tous p, q, n ∈ N, on considère les fermés

Fn,p,q =
{
x ∈ X : d(fp(x), fq(x)) ≤

1

n+ 1

}
et Fn,p =

+∞⋂

q=p

Fn,p,q .

Par convergence simple de fn vers f , pour tout x ∈ X, la suite (fk(x))k∈N est de Cauchy,
donc X =

⋃
p∈N Fn,p pour tout n dans N. Pour tout ouvert non vide U de X, puisque U est

un espace de Baire (voir l’exemple (5) ci-dessus) et comme U =
⋃
p∈N Fn,p ∩ U , il découle

du corollaire 5.46 que, pour tout n fixé, l’intérieur dans U de l’un des Fn,p∩U , pour p ∈ N,
est non vide. Comme U est ouvert, cet intérieur est contenu dans l’intérieur de Fn,p. Par
conséquent, la réunion An des intérieurs des Fn,p dans X pour p ∈ N est un ouvert dense.
Montrons que f est continue en tout point du Gδ-dense A =

⋂
n∈NAn.

Remarquons que si y appartient à Fn,p, alors

d(fp(y), f(y)) = lim
q→+∞

d(fp(y), fq(y)) ≤
1

n+ 1
.

Soit x0 ∈ A. Alors pour tout n ∈ N, il existe p ∈ N tel que x0 appartienne à l’intérieur de
Fn,p. Si x est assez proche de x0, alors x appartient aussi à Fn,p et d(fp(x), fp(x0)) ≤ 1

n+1
par continuité de fp en x0. Donc par inégalité triangulaire,

d(f(x), f(x0)) ≤ d(f(x), fp(x)) + d(fp(x), fp(x0)) + d(fp(x0), f(x0)) ≤
3

n+ 1
.

Donc f est continue en x0. �

Porisme 5.48 Soient I un intervalle ouvert de R, F un espace de Banach et f : I → F
une application continue et dérivable (voir le paragraphe 7.1). Alors f ′ est continue presque
partout au sens de Baire.

Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition précédente à fn : x 7→ f(x+ 1
n

)−f(x)
1
n

. �

Théorème 5.49 Il existe (au moins) une application continue et nulle part dérivable de
R dans R.

Il existe des constructions explicites de telles applications, mais ici, nous allons utiliser
un argument de théorie de Baire, qui montrera l’existence d’une multitude de telles appli-
cations. Quand on ne s’intéresse pas à des exemples effectifs, cette méthode est souvent
fructueuse pour construire des applications de comportement prescrit.

Preuve. SoitX l’espace de Banach C ([0, 1],R) (pour la norme uniforme, voir le paragraphe
5.1), qui est de Baire, car métrisable complet. Montrons que l’ensemble A des applications
continues nulle part dérivables à droite de [0, 1] dans R contient un Gδ-dense (donc est non
vide). Ceci implique le résultat.

Pour tout n ∈ N, soit

Fn =
{
f ∈ C ([0, 1],R) : ∃ x ∈ [0, 1− 1

n+ 1
], ∀ h ∈ ]0,

1

n+ 1
],

∣∣∣∣
f(x+ h) − f(x)

h

∣∣∣∣ ≤ n
}
.

Montrons que Fn est un fermé d’intérieur vide pour tout n, ce qui implique que
⋂
n∈N

cFn
est un Gδ-dense. Toute application continue de [0, 1] dans R, ayant une dérivée à droite finie
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en un point de [0, 1[ , est contenue dans
⋃
n∈N Fn. Donc l’ensemble A contient l’intersection⋂

n∈N
cFn, ce qui concluera.

Étape 1 : Montrons que Fn est fermé.

L’application d’évaluation (f, x) 7→ f(x) de C ([0, 1],R)× [0, 1] dans R est continue, car

|f(x) − f0(x0)| ≤ ||f − f0||∞ + |f0(x) − f0(x0)| .

Donc pour tout h0 ∈ ]0, 1
n+1 ], l’application (f, x) 7→ (f(x+h0)−f(x))/h0 de C ([0, 1],R)×

[0, 1 − 1
n+1 ] dans R est continue. Par conséquent,

{
(f, x) :

∣∣∣∣
f(x+ h0) − f(x)

h0

∣∣∣∣ ≤ n
}

est fermé dans C ([0, 1],R) × [0, 1 − 1
n+1 ]. Comme une intersection de fermés est fermée,

l’ensemble {
(f, x) : ∀ h ∈ ]0,

1

n+ 1
],

∣∣∣∣
f(x+ h) − f(x)

h

∣∣∣∣ ≤ n
}

est fermé dans C ([0, 1],R) × [0, 1 − 1
n+1 ]. Comme [0, 1 − 1

n+1 ] est compact, l’ensemble Fn
est donc fermé (utiliser des suites).

Étape 2 : Montrons que l’intérieur de Fn est vide.

Soient f ∈ Fn et ǫ > 0. Montrons que la boule de centre f et de rayon ǫ pour la norme
uniforme contient un élément g n’appartenant pas à Fn (l’idée est d’essayer de l’obtenir
en rajoutant à une petite pertubation lisse de f une petite fonction ayant de nombreux
zigzags). Par le théorème de Weierstrass 5.39, soit P une application polynomiale de [0, 1]
dans R telle que ||f − P ||∞ < ǫ

2 . Par continuité de P ′ sur le compact [0, 1], la norme
uniforme ||P ′||∞ de P ′ est finie.

x0

Λ(x)

ǫ
2

1

Soit Λ : [0, 1] → [0, ǫ2 ] une fonction continue, affine par morceaux de pentes égales en
valeur absolue à ||P ′||∞ + n+ 1, et posons g = P + Λ. Alors

||f − g||∞ ≤ ||f − P ||∞ + ||Λ||∞ <
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ .

De plus, pour tout x dans [0, 1 − 1
n+1 ], il existe h ∈ ]0, 1

n+1 ] tel que
∣∣∣P (x+h)−P (x)

h

∣∣∣ <
|P ′(x)|+1, et que x et x+h soient dans le même sous-intervalle de [0, 1] sur lequel la pente
de Λ est constante ; donc

∣∣∣∣
g(x + h) − g(x)

h

∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣
Λ(x+ h) − Λ(x)

h

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
P (x+ h) − P (x)

h

∣∣∣∣

>
(
||P ′||∞ + n+ 1

)
−
(
||P ′||∞ + 1

)
= n .
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Le résultat en découle. �

De la même manière, on peut montrer le résultat suivant.
L’ensemble C∞([0, 1],R) des applications de classe C∞ de [0, 1] dans R (en considérant

les dérivées à droites en 0 et à gauche en 1) est muni de la famille dénombrable séparante
de semi-normes f 7→ ||f (n)||∞, donc (voir la proposition 2.1) de la distance

dC∞(f, g) =
∑

n∈N

1

2n
min{1, ||f (n) − g(n)||∞} .

Il est facile de montrer que dC∞ est complète (en utilisant la complétude de la norme
uniforme sur C ([0, 1],R) et le corollaire 5.7, comme dans la preuve de la complétude de
l’espace de Schwartz au paragraphe 5.1). En particulier, C∞([0, 1],R) est un espace de
Fréchet, donc de Baire. Il est aussi facile de montrer que l’application de dérivation f 7→ f ′

est continue, ainsi que l’application f 7→ f(t0) d’évaluation en un point t0 ∈ [0, 1].
Une application f : [0, 1] → R est dite analytique réelle en t0 ∈ [0, 1] s’il existe une série

à coefficients réels
∑+∞

n=0 an(t− t0) qui converge vers f(t) pour tout t dans un voisinage de
t0 dans [0, 1]. Ceci implique alors (par le corollaire 5.7) que f est de classe C∞, et que

an =
f (n)(t0)

n!
,

donc que cette série est nécessairement la série de Taylor de f en t0. De plus, si f est
analytique réelle en t0, alors f est analytique réelle en tout point d’un voisinage de t0, par
définition.

Théorème 5.50 Il existe (au moins) une application de classe C∞ de R dans R qui n’est
analytique réelle en aucun point de R.

Nous allons montrer l’assertion beaucoup plus forte (parfois appelée théorème de Mor-
genstern) que presque tout élément au sens de Baire dans C∞([0, 1],R) est nulle part
analytique réel.

Preuve. Si f ∈ C∞([0, 1],R) est analytique réelle en t0 ∈ [0, 1], alors

sup
{

k

√
|f (k)(t0)|/k! : k ∈ N

}

est fini. Pour t0 ∈ [0, 1] et m ∈ N, posons

Ft0,m = {f ∈ C∞([0, 1],R) : ∀ k ∈ N, |f (k)(t0)| ≤ k! mk} .

Donc si f ∈ C∞([0, 1],R) est analytique réelle en t0, alors il existe m ∈ N tel que f ∈
Ft0,m. Comme une application qui est analytique réelle en un point est analytique réelle
en tout point suffisamment voisin, et puisque Q∩ [0, 1] est dense dans [0, 1], l’ensemble des
éléments de C∞([0, 1],R), qui sont nulle part analytiques réels, contient

⋂
r∈Q, m∈N

cFr,m.
Il contiendra donc un Gδ-dense si nous montrons que les Ft0,m sont des fermés d’intérieurs
vides.

Or Ft0,m est fermé, comme intersection de fermés (images réciproques de [0, k! mk] par
les applications continues f 7→ |f (k)(t0)| pour k ∈ N).
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De plus, l’intérieur de Ft0,m est vide. En effet, soient f ∈ Ft0,m et ǫ > 0. Montrons que
la boule de centre f et de rayon ǫ pour la distance dC∞ contient un élément g n’appartenant
pas à Ft0,m, en ajoutant à f une petite pertubation qui oscille très rapidement. Soit n ∈ N
tel que

∑+∞
i=n 2−i < ǫ

2 . Soit ω > 2 tel que ǫ ωn > (2n)! m2n, et posons

g(t) = f(t) + ǫ ω−n cos(ω(t− t0)) .

Alors g est de classe C∞, et ||g(k) − f (k)||∞ ≤ ǫ ωk−n < ǫ2k−n pour tout k < n. Donc

n−1∑

k=0

1

2k
min{1, ||g(k) − f (k)||∞} ≤ n

2n
ǫ ≤ ǫ

2
,

et par conséquent dC∞(g, f) < ǫ. Mais

|g(2n)(t0) − f (2n)(t0)| = ǫωn > (2n)!m2n ,

donc g /∈ Ft0,m. Le résultat en découle. �

Soient X un ensemble muni d’une action à gauche (resp. droite) d’un groupe G. Rap-
pelons que pour tout x dans X, l’orbite de x par G est l’ensemble

Gx = {y ∈ X : ∃ g ∈ G, y = gx} (resp. xG = {y ∈ X : ∃ g ∈ G, y = xg})

et le stabilisateur H de x (souvent noté Gx, et que l’on ne confondra pas avec l’orbite Gx)
est le sous-groupe de G défini par

H = {g ∈ G : gx = x} (resp. H = {g ∈ G : xg = x}) .

L’action est transitive si elle n’a qu’une orbite, i.e. si

∀x, y ∈ X, ∃ g ∈ G, gx = y (resp. xg = y) .

L’application orbitale en un point x de X est l’application G → X définie par g 7→ gx
(resp. g 7→ xg). Soit H le stabilisateur de x. L’application orbitale induit par passage au
quotient une bijection Θx : G/H → Gx (resp. Θx : H\G → xG), dite canonique, qui est
G-équivariante, i.e. Θx(gy) = gΘx(y) (resp. Θx(yg) = Θx(y)g ) pour tout g dans G et y
dans G/H (resp. H\G).

Théorème 5.51 Soient X un espace topologique muni d’une action continue à gauche
(resp. droite) d’un groupe topologique localement compact séparable G, et x ∈ X. Supposons
que l’orbite Gx (resp. xG) soit un espace de Baire séparé (par exemple un espace localement
compact). Alors la bijection canonique Θx : G/Gx → Gx (resp. Θx : Gx\G → xG) est un
homéomorphisme G-équivariant.

Nous renvoyons à [Die1, 12.16.12] pour un énoncé plus général. L’hypothèse sur l’orbite
Gx (resp. xG) est en particulier vérifiée si X est localement compact et si l’action de G est
transitive (et nous aurions pu l’énoncer sous cette forme, mais la formulation précédente
met plus en évidence l’hypothèse cruciale qu’il faudra vérifier dans les exemples). Si G
est compact (pas forcément séparable), ce théorème a déjà été démontré (voir le théorème
4.17).
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Notons qu’une hypothèse sur l’orbite est nécessaire, car si X est le cercle S1 (qui est un
espace topologique compact), si G est le groupe discret Z (qui est un groupe topologique
localement compact séparable), si l’action de G sur X est l’action par une rotation d’angle
irrationnel θ (c’est-à-dire (n, z) 7→ einθz, qui est continue, et libre, i.e. à stabilisateurs de
points triviaux), alors pour tout x dans X, la bijection canonique Θ1 : G → Gx n’est pas
un homéomorphisme, car G est discret et l’orbite Gx (qui est dense dans S1) n’a pas de
point isolé.

Preuve. Quitte à utiliser un passage à l’inverse, il suffit de considérer les actions à gauche.
L’application ϕx : g 7→ gx est continue, donc par passage au quotient, l’application Θx est
une bijection continue. Si nous montrons que ϕx est ouverte, alors Θx sera ouverte (car
si V est un ouvert de G/Gx, alors Θx(V ) = ϕx(π

−1(V )) est ouvert, par continuité de la
projection canonique π : G → G/Gx). Donc la bijection continue et ouverte Θx sera un
homéomorphisme.

Soit U un voisinage de e dans G, montrons que Ux est un voisinage de x dans Gx.
Ceci concluera, car ϕx(Ug) = ϕgx(U) et Ggx = Gx, et puisque, pour tout g dans G,
l’application h 7→ hg est un homéomorphisme de G.

Soit V un voisinage compact de e dans G tel que V −1V ⊂ U , qui existe par continuité
en (e, e) de l’application (x, y) 7→ x−1y. Alors V x = ϕx(V ) est compact (car ϕx est continue
et Gx séparé), donc fermé dans Gx (car Gx est séparé). Comme G est séparable, il existe
une suite (gi)i∈N dans G telle que G =

⋃
i∈N giV . Donc Gx =

⋃
i∈N gi(V x). Si V x était

d’intérieur vide dans Gx, alors gi(V x) serait d’intérieur vide dans Gx pour tout i dans N
(l’application y 7→ giy étant un homéomorphisme de Gx) ; donc l’espace de Baire non vide
Gx serait une union dénombrable d’ensembles fermés d’intérieur vide, ce qui contredit le
(corollaire 5.46 du) théorème de Baire. Soit donc g dans V tel que gx soit un point intérieur
de V x. Alors g−1V x est un voisinage de x, contenu dans Ux, ce qui montre le résultat. �

5.8 Indications pour la résolution des exercices

Schème E.61 Si χA est la fonction caractéristique d’une partie A deX, alors χ−1
A ( ]t,+∞])

vaut X si t < 0, A si t ∈ ]0, 1[ et ∅ si t ≥ 1. De plus, χ−1
A ([−∞, t[ ) vaut X si t > 1, A si

t ∈ ]0, 1[ et ∅ si t ≥ 0. Le résultat découle donc de la proposition 5.27 (et de son analogue
pour la semi-continuité supérieure).

Schème E.62 (i) Soit (Un)n∈N une famille dénombrable d’ouverts denses de Y . Pour
tout n ∈ N, la préimage f−1(Un) est un ouvert (car f est continue) dense (car l’image
par f d’un ouvert non vide est un ouvert non vide). Donc A =

⋂
n∈N f

−1(Un) est dense
dans l’espace de Baire X. Par la continuité de f , l’image f(A) =

⋂
n∈N Un est dense dans

f(X) = Y .
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6 Analyse fonctionnelle

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre seront sur le corps K = R ou K = C, et toutes
les applications linéaires sont linéaires sur K.

Les livres recommandés pour ce chapitre sont [Bre, Die2, Bou3], avec [Rud, Coh] pour
ce qui concerne les rappels de théorie de la mesure et d’intégration.

6.1 Espaces de Banach

Commençons ce paragraphe par un résumé des propriétés des espaces de Banach mon-
trées dans les paragraphes précédents, ainsi que la discussion d’une famille d’exemples.

Rappels et exemples.

Rappelons (voir le paragraphe 3.4) qu’un espace de Banach est un espace vectoriel réel
ou complexe normé complet. Par exemple, l’espace vectoriel K, de dimension 1 sur K, est
un espace de Banach.

Un espace de Fréchet (voir la définition 3.15) est un espace vectoriel topologique réel
ou complexe, localement convexe, métrisable par une distance complète et invariante par
translations.

Soient E,F,G trois espaces vectoriels normés sur K (on notera parfois ||·||E la norme de
E lorsque l’on veut bien préciser de quel espace il s’agit). Nous avons vu aux paragraphes
2.8 et 3.4 les propriétés suivantes.

• Une application linéaire u de E dans F est continue si et seulement si ||u|| =
supx∈E, ||x||≤1 ||u(x)|| est finie.

• L’application u 7→ ||u|| est une norme sur l’espace vectoriel L (E,F ) des applications
linéaires continues de E dans F , appelée norme d’opérateur. Pour tous u ∈ L (F,G) et
v ∈ L (E,F ), nous avons ||u◦v|| ≤ ||u|| ||v||, donc les applications linéaires de composition
à droite u 7→ u ◦ v et de composition à gauche v 7→ u ◦ v, et l’application bilinéaire de
composition (u, v) 7→ u ◦ v sont continues.

• Si F est un espace de Banach, alors L (E,F ) est un espace de Banach (voir le
corollaire 5.10). En particulier, le dual topologique E′ = L (E,K) de E, qui est souvent
noté E∗ (sauf par quelques irréductibles gaulois !), est un espace de Banach pour la norme
duale ||f || = supx∈E, ||x||≤1 |f(x)|. L’espace de Banach E′′ s’appelle le bidual (topologique)
de E.

Si u ∈ L (E,F ), l’adjoint de u est l’application linéaire u′ de F ′ dans E′ définie par
ℓ 7→ ℓ ◦ u. Comme

||u′|| = sup
||ℓ||≤1

||u′(ℓ)|| = sup
||ℓ||≤1

||ℓ ◦ u|| ≤ ||u|| ,

nous avons u′ ∈ L (F ′, E′). En particulier, l’application de L (E,F ) dans L (F ′, E′) dé-
finie par u 7→ u′ est linéaire continue, de norme inférieure ou égale à 1. (Si K = R,
nous montrerons au corollaire 6.7 (4), conséquence du théorème d’Hahn-Banach, qu’en fait
||u′|| = ||u||.)

• Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach (pour
la norme induite). Tout produit fini d’espaces de Banach est un espace de Banach (pour
l’une des normes produits ||(x1, . . . , xn)||p = (||x1||p + · · · + ||xn||p)1/p si p ∈ [1,+∞[ et
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||(x1, . . . , xn)||∞ = max{||x1||, . . . , ||xn||}. Un produit dénombrable d’espaces de Banach
est un espace de Fréchet. Tout quotient d’un espace de Banach E par un sous-espace
vectoriel fermé F est un espace de Banach (pour la norme quotient ||x+F || = infy∈F ||x+
y||).

Voici une propriété qui n’a pas encore été démontrée, mais qui avait été démontrée
l’année dernière (pour les espaces vectoriels normés de dimension finie, mais la preuve
n’utilise que la complétude).

Proposition 6.1 (1) Soit (xn)n∈N une suite dans un espace de Banach E sur K. Si la
série

∑
n∈N xn est normalement convergente (i.e. si la suite réelle

∑
n∈N ||xn|| converge),

alors la série
∑

n∈N xn converge dans E, et

||
∑

n∈N

xn|| ≤
∑

n∈N

||xn|| .

(2) Soient E et F deux espaces de Banach, et G L (E,F ) l’ensemble des isomorphismes
linéaires, continus et d’inverses continus, de E dans F (mais pas nécessairement isométri-
ques). Alors G L (E,F ) est un ouvert de L (E,F ), et l’application u 7→ u−1 de G L (E,F )
dans G L (F,E) est continue.

En particulier, si E est un espace de Banach, alors

G L (E) = G L (E,E)

est un groupe topologique, par l’alinéa précédent la proposition 2.21.

Preuve. (1) La convergence normale de (xn)n∈N implique que la suite tn =
∑n

k=0 ||xn||
est convergente, donc de Cauchy dans R. La suite yn =

∑n
k=0 xn est donc de Cauchy dans

E, car ||yn+p − yn|| ≤ |tn+p − tn| par l’inégalité triangulaire, donc est convergente par
complétude de E.

(2) Commençons la preuve par un lemme.

Lemme 6.2 Soient E un espace de Banach et u ∈ L (E,E). Si ||u|| < 1, alors id−u est
un isomorphisme linéaire de E dans E, d’inverse

∑
n∈N u

n continu.

Preuve. La série
∑
uk dans l’espace de Banach L (E,E) est normalement convergente,

car ||uk|| ≤ ||u||k, donc converge vers v ∈ L (E,E). Comme uv = vu = v − id, l’élément v
est l’inverse de id−u. �

Soient u0 ∈ G L (E,F ), et u ∈ L (E,F ) tels que ||u − u0|| < 1
||u−1

0 ||
. Posons v =

id−u−1
0 u. Alors

||v|| ≤ ||u−1
0 || ||u− u0|| < 1 , (∗)

donc id−v = u−1
0 u est inversible d’inverse continu par le lemme, donc u est inversible et

u−1 = (id−v)−1 ◦ u−1
0 est continu, ce qui montre que G L (E,F ) est voisinage de chacun

de ses points.
Cette expression de u−1 montre aussi que

||u−1 − u−1
0 || ≤ ||(id−v)−1 − id || ||u−1

0 || =
∣∣∣
∣∣∣

+∞∑

n=1

v
∣∣∣
∣∣∣ ||u−1

0 || ≤ ||v|| ||u−1
0 ||

1 − ||v|| ,
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qui tend vers 0 quand u tend vers u0, car alors ||v|| tend vers 0 par (*). La continuité en
tout point de G L (E,F ) de u 7→ u−1 en découle. �

Une algèbre normée est une algèbre E sur K munie d’une norme telle que, pour tous
u, v dans E, on ait

||uv|| ≤ ||u|| ||v|| .
Une algèbre de Banach est une algèbre normée complète. En particulier, si E est un espace
de Banach, alors

L (E) = L (E,E)

est une algèbre de Banach. La preuve du lemme 6.2 s’étend pour montrer que si u est un
élément d’une algèbre de Banach unitaire de norme strictement inférieure à 1, alors 1 − u
est inversible.

Exemples 1. L’une des familles les plus importantes d’exemples d’espaces de Banach en
analyse est la suivante. Nous renvoyons au cours d’Intégration et probabilité ou à [Rud,
Coh] pour les notions nécessaires de théorie de la mesure et d’intégration. En particulier,
une mesure est σ-finie si l’espace est réunion dénombrable de parties mesurables de mesures
finies.

Soient (X,A , µ) un espace mesuré et p ∈ [1,+∞]. On note q, et on appelle exposant
conjugué de p, l’élément de [1,+∞] tel que

1

p
+

1

q
= 1 .

Notons que si p = 1, alors q = +∞ et si p = +∞, alors q = 1.
Si p < +∞, notons Lp(X,A , µ) (ou Lp(µ) si (X,A ) est sous-entendu) l’espace des

classes d’équivalences d’applications f de X dans K, mesurables pour A , telles que |f |p
soit intégrable, modulo la relation d’équivalence f ∼ g si f − g est presque partout nulle.
On pose alors, pour tout f dans Lp(X,A , µ),

||f ||p =
( ∫

x∈X
|f(x)|p dµ(x)

)1/p
.

Si p = +∞, notons L∞(X,A , µ) (ou L∞(µ) si (X,A ) est sous-entendu) l’espace des
classes d’équivalences d’applications f de X dans K, mesurables pour A , essentiellement
finies (i.e. s’il existe M ≥ 0 tel que pour tout A ∈ A vérifiant µ(A) < +∞, on ait
µ({x ∈ A : |f(x)| > M}) = 0), modulo la relation d’équivalence f ∼ g si f et g sont
essentiellement égales (i.e. si pour tout A ∈ A tel que µ(A) < +∞, on a µ({x ∈ A :
f(x) 6= g(x)}) = 0). On pose alors, pour tout f dans L∞(X,A , µ),

||f ||∞ = inf
{
M ≥ 0 : ∀ A ∈ A , µ(A) < +∞ ⇒ µ({x ∈ A : |f(x)| > M}) = 0

}
.

Notons T : Lq(X,A , µ) → Lp(X,A , µ)′ l’application définie par

f 7→
{
g 7→

∫

x∈X
f(x)g(x) dµ(x)

}
.

Le fait que cette application soit bien définie est contenu dans le résultat suivant.

Théorème 6.3 Soient (X,A , µ) un espace mesuré et p ∈ [1,+∞].
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• Alors Lp(X,A , µ) est un espace de Banach pour la norme || · ||p.
• Si p < +∞, en supposant que µ soit σ-finie si p = 1, alors T : Lq(X,A , µ) →

Lp(X,A , µ)′ est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie entre la norme || · ||q
et la norme duale de la norme || · ||p.

• L’application T : L1(X,A , µ) → L∞(X,A , µ)′ est une application linéaire isométri-
que, en général non surjective.

• Si p < +∞, si µ est σ-finie, si la tribu (σ-algèbre) A est engendrée par une partie
dénombrable, alors Lp(X,A , µ) est séparable. �

Dans la suite de ces notes, pour tout p ∈ [1,+∞[, on identifiera Lp(X,A , µ)′ avec
Lq(X,A , µ) par l’isométrie linéaire T−1, où q est l’exposant conjugué de p, et en particulier
L1(X,A , µ)′ avec L∞(X,A , µ).

•• Par exemple, en prenant X un ensemble non vide, A = P(X), µ la mesure de
comptage sur X (définie par µ(A) = CardA pour tout A ⊂ X), et p ∈ [1,+∞] , l’espace
Lp(X,A , µ) est noté ℓp(X,K) (ou ℓp(K) si X = N). Si p < +∞, c’est l’espace vectoriel
des familles indexées par X à valeurs dans K, de puissance p-ème sommable, muni de la
norme

||(xi)i∈X ||p =
(∑

i∈X
|xi|p

)1/p
,

qui est donc un espace de Banach. Si p = +∞, alors ℓ∞(X,K) est l’espace de Banach
Fb(X,R) muni de la norme uniforme.

Pour montrer que ℓp(N,R) est séparable si p < +∞, il suffit de considérer l’ensemble
dénombrable des suites à valeurs rationnelles n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls,
et d’utiliser un argument de coupage en deux de séries.

•• Par exemple, pour tout r ∈ N − {0} et tout p ∈ [1,+∞[, en prenant pour X un
ouvert Ω de Rr et pour µ la restriction à Ω de la mesure de Lebesgue, l’espace vectoriel
Lp(Ω,K) (ou Lp(Ω) si K est sous-entendu) des applications à valeurs dans K de puissance
p-ème intégrable (modulo les applications presques nulles), muni de la norme (aussi notée
|| · ||Lp(Ω,K))

||f ||p =
(∫

x∈Ω
|f(x)|p dx

)1/p
,

est un espace de Banach. Comme la mesure de Lebesgue sur tout ouvert de Rr est σ-
finie, pour tout p dans [1,+∞[, le dual topologique de Lp(Ω) est Lq(Ω) pour q l’exposant
conjugué de p (et en particulier, le dual topologique de L1(Ω) est L∞(Ω), qui est l’espace
de Banach des applications de Ω dans K, bornées en dehors d’un ensemble de mesure nulle,
modulo égalité presque partout). Si p < +∞, alors l’espace de Banach Lp(Ω) est séparable.
Mais si Ω est non vide, alors L∞(Ω) n’est pas séparable (voir par exemple [Bre]).

Une manière de voir que Lp(Ω) est séparable est d’utiliser le théorème du cours d’Inté-
gration et probabilité (voir aussi [Coh]) disant que l’espace vectoriel Cc(Ω,K), des appli-
cations continues à support compact dans Ω, est dense dans Lp(Ω) pour la norme || · ||p,
et que Cc(Ω,K) est séparable pour la norme uniforme, par le corollaire 5.43.

Exemples 2. Soient X un espace topologique localement compact non vide et K = R
ou K = C. Une application continue f : X → K s’annule à l’infini si pour tout ǫ > 0,
il existe un compact K de X tel que |f(x)| ≤ ǫ si x /∈ K. De manière équivalente, si X̂
est le compactifié d’Alexandrov de X (voir l’exercice E.51), alors f s’annule à l’infini si et
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seulement si l’application f̂ : X̂ → K prolongeant f et telle que f̂(∞) = 0 est continue.
Une application continue nulle à l’infini est en particulier bornée. Notons que si X est
compact, alors toute application continue s’annule à l’infini.

On note C0(X,K) l’espace vectoriel sur K des applications continues de X dans K qui
s’annulent à l’infini, que l’on munit de la norme uniforme. En particulier, si X est compact,
alors C0(X,K) = C (X,K) muni de la norme uniforme.

Proposition 6.4 L’espace vectoriel normé C0(X,K) est un espace de Banach, et le sous-
espace Cc(X,K) des applications continues à support compact est dense dans C0(X,K).

Preuve. Comme l’espace vectoriel Cb(X,K) des applications continues bornées est complet
pour la norme uniforme (voir la proposition 5.8), et puisqu’un sous-espace vectoriel fermé
d’un espace de Banach est un espace de Banach pour la norme induite (voir la proposition
3.16 (3)), il suffit de montrer que C0(X,K) est fermé dans Cb(X,K) pour obtenir la première
assertion.

Soit (fn)n∈N une suite dans C0(X,K) convergeant uniformément vers f ∈ Cb(X,K).
Pour tout ǫ > 0, soit n ∈ N tel que supx∈X |f(x)− fn(x)| < ǫ

2 et soit K un compact de X
tel que, pour tout x /∈ K, on ait |fn(x)| < ǫ

2 . Alors pour tout x /∈ K,

|f(x)| ≤ |f(x) − fn(x)| + |fn(x)| <
ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ .

Le premier résultat s’en déduit.
Montrons que Cc(X,K) est dense dans C0(X,K). Soient f ∈ C0(X,K) et ǫ > 0. Soit K

un compact de X tel que, pour tout x /∈ K, on ait |f(x)| < ǫ. Puisque X est localement
compact, soit K ′ un voisinage compact de K et V un voisinage ouvert de K contenu
dans K ′. Par l’exercice corrigé E.48 du paragraphe 4.1, il existe une application continue
φ : K ′ → [0, 1] telle que φ(x) = 0 pour tout x dans le fermé K ′ − V et φ(x′) = 1 pour
tout x′ dans le fermé K disjoint de K ′ − V . En prolongeant φ par 0 en dehors de K ′ (voir
l’exercice corrigé E.15 du paragraphe 2.3), on obtient un élément φ ∈ Cc(X,K) à valeurs
dans [0, 1] valant 1 sur K. Posons g = φf , qui est dans Cc(X,K). Pour tout x dans X, on
a |f(x) − g(x)| = 0 si x ∈ K et sinon

|f(x) − g(x)| ≤ |1 − φ(x)||f(x)| ≤ |f(x)| < ǫ .

Donc ||f − g||∞ < ǫ, et le résultat en découle. �

Soit MK(X) l’ensemble des mesures signées (on dit parfois « réelle » au lieu de « si-
gnée ») si K = R, mesures complexes si K = C, boréliennes, régulières, muni de la norme

||µ|| = |µ|(X)

(voir le cours d’Intégration et probabilité ou [Coh, Rud] pour les définitions ; rappelons
que si X est localement compact et à base dénombrable d’ouverts (par exemple si X est
localement compact, métrisable et séparable, et en particulier siX est métrisable compact),
alors toute mesure positive finie (en particulier toute mesure de probabilité) est régulière,
voir [Coh, page 206]).

Le théorème suivant est une conséquence du théorème de représentation de Riesz (voir
par exemple [Coh, page 220]).
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Théorème 6.5 L’espace vectoriel normé MK(X) est un espace de Banach, et l’application
de MK(X) dans C0(X,K)′ définie par

µ 7→
{
f 7→ µ(f) =

∫

x∈X
f(x) dµ(x)

}

est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de la masse totale sur MK(X) et
la norme duale sur C0(X,K)′. �

Nous identifierons le dual topologique de C0(X,K) avec MK(X) par cette application.
En particulier, si X est compact, alors le dual topologique de C (X,R) ou C (X,C) (muni
de la norme uniforme) est l’espace des mesures réelles MR(X) ou complexes MC(X) sur
X.

Théorèmes de Hahn-Banach.

Nous supposons que K = R dans cette sous-partie. Le résultat suivant d’extension de
formes linaires est une conséquence du théorème de Zorn.

Théorème 6.6 (Théorème de Hahn-Banach (forme analytique)) Soient E un
espace vectoriel réel et p : E → R une application telle que

∀ λ > 0, p(λx) = λp(x) et p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) .

Soient F un sous-espace vectoriel de E et f une forme linéaire sur F , telle que, pour tout
y ∈ F , on ait f(y) ≤ p(y). Alors il existe une forme linéaire g sur E prolongeant f telle
que, pour tout x ∈ E, on ait g(x) ≤ p(x).

Preuve. Considérons l’ensemble P des applications linéaires h : D(h) → R, oùD(h) est un
sous-espace vectoriel de E contenant F , telles que h prolonge f et que, pour tout y ∈ D(h),
on ait h(y) ≤ p(y). On munit P de l’ordre h � h′ si D(h) ⊂ D(h′) et h′(x) = h(x) pour
tous x ∈ D(h).

L’ensemble ordonné P est non vide (car il contient f), et il est inductif (voir les
paragraphes 1.1 et 4.3 pour des rappels sur les ordres). En effet, si P ′ est une partie
totalement ordonnée de P, alors pour tout x dans

⋃
h∈P′ D(h), qui est un sous-espace

vectoriel car P ′ est totalement ordonné, posons h′(x) = h(x) si x ∈ D(h), ce qui ne dépend
pas des choix car P ′ est totalement ordonné. Il est facile de vérifier que h′ appartient à
P, que D(h′) =

⋃
h∈P′ D(h) et que h′ est un majorant de P ′.

Par le théorème de Zorn 4.8, soit g un élément maximal de P. Montrons que D(g) = E,
ce qui montrera le résultat. Par l’absurde, supposons qu’il existe x0 ∈ E −D(g).

Posons α = supy∈D(g)

(
g(y) − p(y − x0)

)
. Pour tous x, y dans D(g), nous avons

g(x) + g(y) = g(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x+ x0) + p(y − x0)

par sous-additivité de p, donc g(y) − p(y − x0) ≤ −g(x) + p(x + x0). D’où, en prenant la
borne supérieure sur y ∈ D(g), pour tous x, y dans D(g),

g(y) − p(y − x0) ≤ α ≤ −g(x) + p(x+ x0) , (∗)

et en particulier, α est fini. Pour tous λ ∈ R et y ∈ D(g), posons h(y + λx0) = g(y) + λα.
Alors h est une forme linéaire prolongeant g, donc f , sur l’espace vectoriel D(h) = D(g) +
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Rx0, qui contient strictement D(g). Si λ > 0, alors on obtient, en utilisant l’inégalité de
droite de (*), et par l’homogénéité de p,

h(y + λx0) = λ
(
g
( 1

λ
y
)

+ α
)
≤ λ p

(1
λ
y + x0

)
= p(y + λx0) .

De même, par l’inégalité de gauche de (*), si λ < 0, alors

h(y + λx0) = (−λ)
(
g
(−1

λ
y
)
− α

)
≤ (−λ) p

(−1

λ
y − x0

)
= p(y + λx0) .

Ceci contredit la maximalité de g. �

Porisme 6.7 Soit E un espace vectoriel réel normé.
(1) Soient F un sous-espace de E et f une forme linéaire continue sur F . Alors il existe

une forme linéaire continue g sur E prolongeant f telle que ||g||E′ = ||f ||F ′.
(2) Pour tout x dans E, il existe g dans E′ telle que ||g||E′ = ||x||E et g(x) = ||x||2.
(3) Pour tout x dans E,

||x|| = sup
f∈E′, ||f ||E′≤1

|f(x)| = max
f∈E′, ||f ||E′≤1

|f(x)| .

(4) Si F est un espace vectoriel réel normé, alors l’application de L (E,F ) dans L (F ′, E′),
qui à u associe son adjoint u′, est une isométrie.

Preuve. (1) Il suffit d’appliquer le théorème de Hahn-Banach 6.6 avec p : x 7→ ||f || ||x||,
en remarquant que puisque p(x) = p(−x), on a aussi |g(x)| ≤ p(x).

(2) Il suffit d’appliquer (1) avec F = Rx et f : tx 7→ t||x||2.
(3) Nous pouvons supposer que x 6= 0. On a supf∈E′, ||f ||E′≤1 |f(x)| ≤ ||x|| par définition

de la norme duale. Par (2), soit f0 ∈ E′ telle que ||f0|| = ||x|| et f0(x) = ||x||2. Alors en
considérant f = ||x||−1f0, l’inégalité précédente est une égalité et montre le résultat.

(4) Par (3), nous avons

||u|| = sup
||x||≤1

||u(x)|| = sup
||x||≤1

(
sup

ℓ∈F ′, ||ℓ||≤1
|ℓ ◦ u(x)|

)

= sup
ℓ∈F ′, ||ℓ||≤1

(
sup
||x||≤1

|u′(ℓ)(x)|
)

= sup
ℓ∈F ′, ||ℓ||≤1

||u′(ℓ)|| = ||u′|| �

Exemple. Soit (X,A , µ) un espace mesuré. Pour tout p dans ]1,+∞], soit q ∈ [1,+∞[
l’exposant conjugué de p (i.e. 1

p + 1
q = 1). Si µ est σ-finie quand q = 1, alors pour tout

f ∈ Lp(X,A , µ), puisque Lp(X,A , µ) est le dual topologique de Lq(X,A , µ) (voir le
théorème 6.3),

||f ||p = max
g∈Lq(Ω), ||g||q≤1

∫

x∈X
f(x)g(x) dµ(x) .

En particulier, pour tout r ∈ N−{0}, pour tout ouvert Ω non vide de Rr, comme Cc(Ω,K)
et D(Ω,K) sont denses dans Lq(Ω), on a pour tout f ∈ Lp(Ω)

||f ||p = max
g∈Lq(Ω), ||g||q≤1

∫

x∈Ω
f(x)g(x) dx

= sup
g∈Cc(Ω,K), ||g||q≤1

∫

x∈Ω
f(x)g(x) dx = sup

g∈D(Ω,K), ||g||q≤1

∫

x∈Ω
f(x)g(x) dx .
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Montrons maintenant des versions géométriques du théorème de Hahn-Banach (forme
analytique). Soit E un espace vectoriel sur K. Rappelons qu’un hyperplan affine de E est
un sous-espace affine de codimension 1 de E, ou, de manière équivalente une partie de E
de la forme

H = ℓ−1(α) = {x ∈ E : ℓ(x) = α} ,
où ℓ est une forme linéaire non nulle et α ∈ K. Nous dirons alors que ℓ = α est une équation
de H (toute autre équation étant alors de la forme λℓ = λα avec λ ∈ K∗).

On dit qu’un hyperplan affine H d’équation ℓ = α sépare deux parties A et B de E
si, quitte à échanger A et B, on a A ⊂ ℓ−1( ] − ∞, α]) et B ⊂ ℓ−1([α,+∞[ ). On dit
qu’un hyperplan affine H sépare strictement A et B de E s’il existe ǫ > 0 tel que, quitte à
échanger A et B, on a A ⊂ ℓ−1( ] −∞, α− ǫ]) et B ⊂ ℓ−1([α+ ǫ,+∞[ ).

Lemme 6.8 Soit E un espace vectoriel topologique sur K. Un hyperplan affine H de E,
d’équation ℓ = α, est fermé si et seulement si ℓ est continue.

Preuve. Si ℓ est continue, commes les singletons de K sont fermés, alors H = ℓ−1(α) est
fermé.

Réciproquement, supposons H fermé, et montrons que la forme linéaire (non nulle
donc surjective) ℓ est continue. Comme les translations sont des homéomorphismes, nous
pouvons supposer que α = 0.

Le cas particulier où E est un espace vectoriel normé réel admet une preuve plus courte,
que nous donnons tout d’abord, même si elle n’est pas nécessaire pour le cas général qui
suit. Comme le complémentaire de H est non vide et ouvert, soient x0 ∈ E et ǫ > 0 tels
que B(x0, 2ǫ) ∩ H soit vide. Nous pouvons supposer que ℓ(x0) < 0, quitte à remplacer ℓ
par −ℓ. Alors pour tout x dans B(x0, 2ǫ), on a ℓ(x) < 0 par convexité de B(x0, 2ǫ) (si par
l’absurde ℓ(x) ≥ 0, posons t = ℓ(x)

ℓ(x)−ℓ(x0) , alors t ∈ [0, 1] et tx0 + (1 − t)x ∈ B(x0, 2ǫ) ∩H,
contradiction). Donc pour tout x dans E tel que ||x|| ≤ 1, on a

ℓ(x) =
1

ǫ

(
ℓ(x0 + ǫx) − ℓ(x0)

)
≤ −ℓ(x0)

ǫ
.

Par conséquent, ||ℓ|| < +∞, ce qui montre le résultat.

Considérons maintenant le cas général. L’espace vectoriel topologique quotient E/H est
séparé car H est fermé (voir le corollaire 2.26), et de dimension 1 car H est un hyperplan.
La forme linéaire ℓ passe au quotient en une application linéaire f : E/H → K. Comme
ℓ = f ◦ π où π : E → E/H est la projection canonique (continue), il suffit de montrer que
f est continue en 0 (par linéarité). Fixons un élément non nul a de E/H. Pour tout ǫ > 0,
par séparation de E/H, soit V un voisinage de 0 dans E/H ne contenant pas ǫa 6= 0.

Montrons que
V ′ =

⋂

µ∈K, |µ|≥1

µV

est un voisinage de 0 contenu dans V . En effet, par continuité en (0, 0) de l’application de
K × E/H dans E/H définie par (λ, x) 7→ λx, il existe η > 0 et un voisinage W de 0 dans
E/H tel que pour tout x dans W , pour tout λ dans K tel que |λ| ≤ η, on ait λx ∈ V .
Ceci implique que ηW , qui est un voisinage de 0 car les homothéties (non nulles) sont des
homéomorphismes, est contenu dans V ′ (si x ∈W et |µ| ≥ 1, alors | ηµ | ≤ η, donc ηx ∈ µV ).
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Par construction, pour tout α ∈ K tel que |α| ≤ 1, nous avons αV ′ ⊂ V ′. Si λa ∈ V ′,
alors |λ| < ǫ, car sinon

ǫa =
ǫ

λ
λa ∈ V ′ ⊂ V ,

ce qui contredit la définition de V . Ceci montre la continuité de f : λa 7→ λf(a) en 0, et
conclut la preuve. �

Théorème 6.9 (Théorème de Hahn-Banach (forme géométrique)) Soient E un
espace vectoriel topologique réel, et A et B deux convexes non vides disjoints dans E.

(1) Si A est ouvert, alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B.

(2) Si E est localement convexe (par exemple normé), si A est compact et si B est fermé,
alors il existe un hyperplan affine fermé séparant strictement A et B.

Preuve. (1) Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 6.10 Soit C un convexe ouvert non vide de E, et x0 ∈ E − C. Alors il existe
ℓ ∈ E′ tel que, pour tout x ∈ C, on ait ℓ(x) < ℓ(x0).

Preuve. Quitte à translater (ajouter à x et à x0 un même élément de E ne change pas
l’inégalité ℓ(x) < ℓ(x0), par linéarité de ℓ), on peut supposer que 0 ∈ C. Soit F = Rx0 et
p = || · ||C la jauge de C (voir le lemme 2.17), qui est positive ou nulle et vérifie

∀ λ > 0, ||λx||C = λ ||x||C , ||x+ y||C ≤ ||x||C + ||y||C ,

et pour tout ǫ > 0, il existe un voisinage Vǫ de 0 dans E tel que

∀ x ∈ Vǫ, ||x||C ≤ ǫ .

Notons f la forme linéaire sur le sous-espace vectoriel Rx0 de E définie par f(λx0) = λ.
Comme x0 /∈ C = {x ∈ E : ||x||C < 1}, on a p(x0) ≥ 1, donc pour tout λ ∈ R, en
distinguant le cas λ ≤ 0 immédiat du cas λ > 0, on a f(λx0) ≤ p(λx0). Par le théorème
6.6, il existe donc une forme linéaire ℓ sur E prolongeant f , telle que ℓ ≤ p. Ceci implique
que ℓ est continue en 0 (donc partout) car, pour tout ǫ > 0, en notant ± le signe de ℓ(x),
on a, pour tout x dans Vǫ ∩ (−Vǫ) (qui est un voisinage de 0 dans E)

|ℓ(x)| = ℓ(±x) ≤ p(±x) ≤ ǫ .

De plus, pour tout x dans C, on a ℓ(x) ≤ p(x) < 1. Comme ℓ(x0) = f(x0) = 1, le résultat
s’en déduit. �

(1) Pour montrer la première assertion du théorème 6.9, on considère

C = {x− y : x ∈ A, y ∈ B} ,

qui est convexe et non vide car A et B le sont, ouvert car union des ouverts A − y pour
y dans B, et ne contient pas 0 car A et B sont disjoints. Par le lemme 6.10, il existe donc
ℓ ∈ E′ tel que ℓ(z) < 0 pour tout z dans C, i.e. tel que ℓ(x) < ℓ(y) pour tous x dans A
et y dans B. Posons α = supx∈A ℓ(x), qui vérifie donc α ≤ infy∈B ℓ(y). Alors l’hyperplan
affine d’équation ℓ = α (qui est fermé car ℓ est continue) sépare A et B.
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(2) Le cas où E est un espace vectoriel normé admet une preuve plus courte, nous la
donnons tout d’abord, même si elle n’est pas nécessaire pour le cas général. Comme A est
compact et B fermé, et puisque la distance d’un point à un fermé est continue et nulle
seulement si le point appartient au fermé, nous avons ǫ = 1

2 infx∈A d(x,B) > 0, et donc les
ǫ-voisinages ouverts Aǫ = Vǫ(A) et Bǫ = Vǫ(B) sont convexes, ouverts, non vides, disjoints.

Par (1), soit H un hyperplan affine fermé séparant Aǫ et Bǫ. Soit ℓ = α une équation
de H telle que pour tous x dans Aǫ et y dans Bǫ, on ait ℓ(x) ≤ α et ℓ(y) ≥ α. Montrons
qu’il existe ǫ > 0 tel que pour tous x dans A, on ait ℓ(x) < α− ǫ. Sinon, il existe une suite
(xn)n∈N dans A telle que α− 1

n+1 ≤ ℓ(xn) ≤ α. Par compacité de A, soit x ∈ A une valeur
d’adhérence de la suite (xn)n∈N. Par continuité de ℓ, on a ℓ(x) = α, donc x ∈ A ∩ H, ce
qui est impossible. Mais alors l’hyperplan affine d’équation ℓ = α− ǫ sépare strictement A
et B.

Pour le cas général, comme B est fermé, disjoint de A, pour tout x dans A, il existe
un voisinage ouvert Vx de 0 dans E tel que (x+ Vx) ∩B = ∅. Soit V ′x un voisinage ouvert
de 0 tel que V ′x + V ′x ⊂ Vx (qui existe par continuité de (x, y) 7→ x + y en (0, 0) ). Par
compacité de A, il existe x1, . . . , xn dans A tels que A ⊂ (x1 + V ′x1

) ∪ · · · ∪ (xn + V ′xn
).

Puisque V ′x1
∩ · · ·∩V ′xn

est un voisinage de 0, et puisque E est localement convexe, il existe
un voisinage ouvert convexe W de 0 dans E tel que W + (−W ) ⊂ V ′x1

∩ · · · ∩ V ′xn
(par

continuité de (x, y) 7→ x− y en (0, 0) ). Alors A′ = A+W et B′ = B+W sont des ouverts
convexes non vides dans E. Montrons que A′ et B′ sont disjoints. En effet, si a ∈ A, b ∈ B,
w1, w2 ∈W et a+w1 = b+w2, alors soient i ∈ {0, · · · , n} et vi ∈ V ′xi

tels que a = xi + vi.
Alors b = xi + w1 − w2 + vi, qui appartient à B ∩ (xi + Vxi

) par construction de W et de
V ′xi

. Mais ceci contredit la définition de Vxi
. On conclut alors comme dans le cas particulier

précédent. �

Voici quelques conséquences du théorème de Hahn-Banach (forme géométrique).

Un demi-espace fermé d’un espace vectoriel topologique réel E est une partie A de E
telle qu’il existe une forme linéaire continue ℓ sur E et α ∈ R telle que A = ℓ−1( ]−∞, α]).
L’hyperplan d’équation ℓ = α est dit associé au demi-espace fermé. Tout hyperplan affine
fermé de E définit (i.e. est associé à) deux demi-espaces fermés. Tout demi-espace fermé
de E est un convexe fermé de E.

Si C est un convexe de E, un hyperplan d’appui de C est un hyperplan affine fermé H
de E, passant par un point de C, tel que C soit contenu dans l’un des deux demi-espaces
définis par H.

Proposition 6.11 Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe réel.
(1) Tout convexe fermé C de E est l’intersection des demi-espaces fermés qui le con-

tiennent.
(2) Si E est séparé, alors tout convexe compact non vide C de E est l’intersection des

demi-espaces fermés qui le contiennent et sont définis par les hyperplans d’appui de C.

Preuve. (1) Le résultat est immédiat si C est vide. Sinon, pour tout x /∈ C, comme un
singleton de E est convexe compact non vide, il existe par le théorème de Hahn-Banach
6.9 (2) un hyperplan affine fermé séparant strictement {x} et C.

(2) Comme E est séparé, tout singleton de E est convexe fermé. Pour tout x /∈ C, il
existe donc, par le théorème de Hahn-Banach 6.9 (2), un hyperplan affine fermé d’équation
ℓ = α séparant strictement {x} et C. Suposons par exemple que ℓ(x) > α, et posons
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α′ = supx∈C ℓ(x) ≤ α. Alors C est contenu dans le demi-espace fermé défini par ℓ ≤ α′, et
celui-ci ne contient pas x. Par compacité de C et continuité de ℓ, la borne supérieure α′

est atteinte. Donc l’hyperplan affine fermé d’équation ℓ = α′ est un hyperplan d’appui. �

Proposition 6.12 Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe réel et F
un sous-espace vectoriel de E. Alors F est dense dans E si et seulement si F n’est pas
contenu dans un hyperplan fermé de E.

De manière équivalente, F n’est pas dense dans E si et seulement s’il existe une forme
linéaire continue sur E, non nulle, qui s’annule sur F . Ce résultat est un moyen très pratique
de montrer qu’un sous-espace vectoriel est dense : un sous-espace vectoriel F est dense si
toute forme linéaire continue qui s’annule sur F est nulle.

Comme cas particulier de ce résultat, tout hyperplan affine non fermé d’un espace
vectoriel topologique localement convexe (par exemple normé) réel est dense.

Preuve. Si F est dense dans E, comme toute forme linéaire continue ℓ est uniformément
continue, et comme R est complet, nous avons vu (voir le théorème 5.18 si E est un espace
vectoriel normé et le commentaire qui suit sa preuve sinon) que ℓ s’étend continuement de
manière unique à F . Donc si ℓ est nulle sur F , alors ℓ est nulle.

Réciproquement, remarquons que F est un sous-espace vectoriel fermé de E, donc un
convexe fermé non vide. Si F n’est pas dense dans E, soit x0 /∈ F , de sorte que {x0} soit
un compact convexe non vide disjoint de F . Par le théorème de Hahn-Banach 6.9 (2), il
existe donc ℓ ∈ E′ − {0} tel que

∀ x ∈ F , ℓ(x) ≤ ℓ(x0) .

Comme F est stable par homothéties, ceci implique que ℓ est nulle sur F , donc que F est
contenu dans l’hyperplan (fermé) d’équation ℓ = 0. �

Proposition 6.13 Soit E un espace vectoriel réel normé. Si E′ est séparable, alors E est
séparable.

La réciproque est fausse, car l’espace de Banach L1(R) (pour la mesure de Lebesgue
sur R) est séparable, mais son dual topologique L∞(R) ne l’est pas.

Preuve. Soit (fn)n∈N une suite d’image dense dans E′. Pour tout n dans N, par définition
de la norme duale ||fn|| = supx∈E, ||x||=1 fn(x), il existe xn ∈ E tel que

||xn|| = 1 et fn(xn) ≥
1

2
||fn|| .

L’ensemble A des combinaisons linéaires finies à coefficients dans Q des éléments de {xn :
n ∈ N} est dénombrable. Montrons que A est dense dans E, ce qui concluera.

Il suffit de démontrer que le sous-espace vectoriel réel F engendré par {xn : n ∈ N}
est dense dans E (car A est dense dans F ). Soit f une forme linéaire continue sur E
s’annulant sur F (donc sur chaque xn). Montrons que f est nulle, ce qui concluera par la
proposition 6.12.

Par densité de {fn : n ∈ N}, pour tout ǫ > 0, il existe n ∈ N tel que ||f − fn|| ≤ ǫ.
Donc

1

2
||fn|| ≤ fn(xn) = (fn − f)(xn) ≤ ||fn − f || ||xn|| ≤ ǫ .

Donc ||f || ≤ ||f − fn|| + ||fn|| ≤ 3ǫ. D’où f = 0, ce qui montre le résultat. �
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Proposition 6.14 Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé réel.
Alors la topologie faible sur E est séparée.

Nous avions déjà démontré (et la preuve était élémentaire, voir la proposition 2.22) que
la topologie faible-étoile sur E′ est séparée. Mais la séparation de la topologie faible sur E
est, par contre, beaucoup moins élémentaire.

Preuve. Soient x et y deux points distincts de E. Alors {x} est convexe compact non
vide, et, puisque E est séparé, {y} est convexe fermé non vide. D’après le théorème de
Hahn-Banach 6.9 (2), il existe donc une forme linéaire continue ℓ ∈ E′ non nulle et α ∈ R
tels que l’hyperplan d’équation ℓ = α sépare strictement {x} et {y}. Alors

U = {z ∈ E : ℓ(z) < α} et V = {z ∈ E : ℓ(z) > α}

sont, quitte à les échanger, des voisinages ouverts disjoints de x et y pour la topologie faible
(la moins fine rendant continue les éléments de E′). �

Remarque. On peut par contre montrer que si E est un espace vectoriel normé de dimen-
sion infinie, alors la topologie faible sur E n’est pas métrisable.

Proposition 6.15 Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé réel
et C un convexe de E. Alors C est faiblement fermé si et seulement s’il est fortement fermé.

Preuve. Comme la topologie forte est plus fine que la topologie faible (voir la fin du
paragraphe 2.8), il suffit de montrer que si C est fortement fermé, alors C est faiblement
fermé.

Comme un demi-espace fermé est par définition faiblement fermé, ceci découle de la
proposition 6.11 (1) (car une intersection de fermés est fermée).

[Pour une preuve directe, soit x0 /∈ C. Par le théorème de Hahn-Banach 6.9 (2), il existe
ℓ ∈ E′ et α ∈ R tels que

∀ x ∈ C, ℓ(x) < α < ℓ(x0) .

Alors V = {x ∈ E : ℓ(x) > α} est un voisinage faible de x0 disjoint de C, ce qui montre
que le complémentaire de C est faiblement ouvert.] �

Soient E un espace vectoriel réel et C un convexe de E. Une application ϕ : C →
] −∞,+∞] est dite convexe si

∀ x, y ∈ C, ∀ t ∈ [0, 1], ϕ
(
tx+ (1 − t)y

)
≤ tϕ(x) + (1 − t)ϕ(y) .

Par exemple, si ||·|| est une semi-norme sur E, nous avons déjà utilisé le fait que ||·|| : E → R
est convexe.

Porisme 6.16 Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe réel, C un
convexe fortement fermé de E et ϕ : C → ] − ∞,+∞] une application convexe semi-
continue inférieurement pour la topologie forte. Alors ϕ est semi-continue inférieurement
pour la topologie faible.

Preuve. Pour tout λ ∈ R, montrons que F = {x ∈ C : ϕ(x) ≤ λ} est faiblement
fermé. Or F est convexe, car ϕ et C sont convexes, et fortement fermé, car ϕ est fortement
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semi-continue inférieurement et C est fortement fermé. On applique alors la proposition
6.15 précédente. �

Résultats de compacités pour topologies affaiblies.

Nous avons vu (théorème de Riesz 4.18) que si E est un espace vectoriel normé réel
ou complexe de dimension infinie, alors la boule unité fermée de E n’est pas compacte. Le
but de cette partie est de montrer que l’on récupère des résultats de compacité à condition
d’affaiblir suffisamment la topologie, tout en la gardant séparée (“moins d’ouverts implique
plus de compact”), et d’étudier la structure des compacts convexes.

Soient E un espace vectoriel topologique réel ou complexe et A une partie de E.
L’enveloppe convexe fermée de A est l’intersection de tous les convexes fermés contenant A.
C’est le plus petit (pour l’inclusion) convexe fermé contenant A. Comme l’adhérence d’un
convexe est convexe, c’est l’adhérence de l’intersection de tous les convexes contenant A.
Si E est localement convexe réel, alors il découle de la proposition 6.11 (1) que l’enveloppe
convexe de A est l’intersection de tous les demi-espaces fermés contenant A.

Si A est convexe, on dit qu’un point x de A est un point extrémal de A s’il n’existe
aucun segment ouvert contenant x et contenu dans A, i.e. si

∀ y, z ∈ A, ∀ t ∈ ]0, 1[ , x = t y + (1 − t)z =⇒ y = z ,

cette dernière égalité impliquant alors que x = y = z.
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Exercice E.63 Soient p ∈ [0,+∞] et B la boule unité fermée de Rn muni de la norme
|| · ||p (voir le paragraphe 2.8).

Montrer que si p ∈ ]1,+∞[, alors l’ensemble des points extrémaux de B est sa frontière
∂B.

Montrer que si p = 1, alors l’ensemble des points extrémaux de B est l’ensemble des 2n
points ±xi où 1 ≤ i ≤ n et xi = (δij)1≤j≤n.

Montrer que si p = ∞, alors l’ensemble des points extrémaux de B est l’ensemble des
2n points (±1,±1, . . . ,±1).

Soient E un espace vectoriel réel et C un convexe de E. Une application ϕ : C →
[−∞,+∞[ est concave si

∀ x, y ∈ C, ∀ t ∈ [0, 1], ϕ
(
tx+ (1 − t)y

)
≥ tϕ(x) + (1 − t)ϕ(y) ,

ou, de manière équivalente, si −ϕ est convexe.
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Proposition 6.17 Soient K un convexe compact non vide d’un espace vectoriel topologique
localement convexe séparé réel E et f : K → R une application concave semi-continue in-
férieurement. Alors f atteint sa borne inférieure en un point extrémal de K.

Preuve. Notons F l’ensemble des parties fermées non vides X de K, telles que tout seg-
ment ouvert dans K rencontrant X est contenu dans X. L’ensemble F vérifie les propriétés
suivantes.

• L’ensemble F est non vide, car K ∈ F .
• Un singleton {x} appartient à F si et seulement si x est un point extrémal de K,

par définition d’un point extrémal de K.
• Toute intersection non vide d’une famille d’éléments de F appartient à F . En

particulier, par compacité de K, l’ensemble F est inductif décroissant pour l’inclusion :
si F ′ est une partie totalement ordonnée de F , alors

⋂
F ′ est un minorant de F ′ dans

F (cette intersection est non vide, car sinon, par compacité de K, il existerait une partie
finie F ′′ de F ′ d’intersection vide, et un plus petit élément de F ′′ serait vide, ce qui n’est
pas possible par définition de F ).

• Montrons que si X ∈ F et si g : K → R est concave et semi-continue inférieure-
ment, en notant Y = g−1( ]−∞, α]) ∩X l’ensemble des points de X où g atteint sa borne
inférieure α = infx∈X g(x), alors Y appartient à F .

En effet, comme g|X est semi-continue inférieurement et puisque X est compact (car
fermé dans K) et non vide, il découle des propositions 5.27 et 5.28 que Y est non vide et
fermé. Soient x et y distincts dans K et t ∈ ]0, 1[ tels que z = t x + (1 − t)y ∈ Y . Alors
x, y ∈ X car Y ⊂ X ∈ F . Comme g est concave, on a α = g(z) ≥ t g(x) + (1 − t)g(y) ≥
tα+ (1 − t)α = α, donc g(x) = g(y) = α et x, y ∈ Y .

Maintenant, avec (K, f) comme dans l’énoncé de la proposition 6.17, notons K ′ l’en-
semble des points de K où f atteint sa borne inférieure, qui appartient à F , par ce qui
précède. Par le théorème de Zorn 4.8 appliqué à l’ensemble, ordonné par l’inverse de l’in-
clusion, des éléments de F contenus dans K, l’ensemble F contient un élément minimal
M contenu dans K ′. Montrons que M est un singleton, donc est réduit à un point extrémal
de K, ce qui concluera.

Par l’absurde, si x et y sont deux points distincts de M , alors par la proposition 6.14,
il existe une forme linéaire continue ℓ sur E telle que ℓ(x) < ℓ(y). Mais alors l’ensemble
des points de M où ℓ atteint sa borne inférieure serait un élément de F strictement
contenu dans M , par le quatrième point (ℓ, étant continue et linéaire, est semi-continue
inférieurement et concave). Ceci n’est pas possible. �

Théorème 6.18 (Théorème de Krein-Milman) Soit K un convexe compact d’un
espace vectoriel topologique localement convexe séparé (par exemple un espace vectoriel
normé) réel ou complexe. Alors K coïncide avec l’enveloppe convexe fermée de ses points
extrémaux.

Preuve. Dans le cas d’un espace vectoriel complexe, la propriété de partie compacte,
celle de partie convexe et celle de point extrémal d’un convexe sont en fait des propriétés
de l’espace vectoriel réel sous-jacent. Nous pouvons donc supposer que K est un convexe
compact dans un espace vectoriel topologique localement convexe réel E. Nous pouvons
aussi supposer que K est non vide.

Soit C l’enveloppe convexe fermée de l’ensemble des points extrémaux de K. Il est clair
que C ⊂ K. Pour montrer que K ⊂ C, il suffit, par la proposition 6.11, de montrer que
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pour toute forme linéaire continue ℓ sur E et tout α ∈ R tels que ℓ(x) ≥ α dans C, on a
ℓ(x) ≥ α dans K. Mais ceci découle de la proposition 6.17 précédente. �

Si E est un espace vectoriel normé réel ou complexe, nous noterons BE la boule unité
fermée de E. En particulier, BE′ = {f ∈ E′ : ||f || ≤ 1}.

Théorème 6.19 (Théorème de Banach-Alaoglu) Soit E un espace vectoriel normé
sur K = R ou K = C. Alors la boule unité fermée BE′ du dual topologique E′ de E est
compact pour la topologie faible-étoile.

La boule unité d’un espace vectoriel normé de dimension infinie n’est jamais compacte
pour la topologie forte (théorème de Riesz 4.18). Vu l’importance de la compacité en
analyse, ceci explique l’intérêt de ce résultat. Il y a bien sûr un prix à payer ; d’une part, il
faut savoir que l’espace vectoriel normé sur lequel on travaille est le dual topologique, muni
de la norme duale, d’un certain espace vectoriel normé, qu’il n’est pas toujours facile de
trouver (voir le cours d’Analyse fonctionelle et équations aux dérivées partielles du second
semestre) ; d’autre part, on obtient un résultat pour la topologie faible-étoile, et il faut
parfois travailler beaucoup pour revenir aux propriétés de la topologie forte.

Preuve. On munit E′ de la topologie faible-étoile, qui est séparée par la proposition 2.22.
Considérons l’espace vectoriel topologique produit KE et l’application linéaire Φ : E′ →
KE définie par Φ(f) =

(
f(x)

)
x∈E, qui est clairement injective et linéaire. Montrons que

Φ−1 : Φ(E′) → E′ est continue. Il suffit (par les propriétés de topologie initiale de la
topologie faible-étoile) de montrer que pour tout x dans E, l’application de Φ(E′) dans K
définie par s 7→ Φ−1(s)(x) est continue. Mais si s = (sx)x∈E alors Φ−1(s)(x) = sx, et le
résultat découle donc de la continuité des projections canoniques d’un produit sur chacun
de ses facteurs. Nous avons

Φ(BE′) = {s ∈ KE : ∀ x, y ∈ E, ∀ λ ∈ K, |sx| ≤ ||x||, sx+y = sx + sy, sλx = λsx} .

Par continuité des combinaisons linéaires finies de projections canoniques, et puisqu’une
intersection de fermés est fermée, on en déduit que Φ(BE′) est un fermé dans l’espace
produit ∏

x∈E
{λ ∈ K : |λ| ≤ ||x||} ,

qui est compact par le théorème de Tychonov 4.12. D’où le résultat, puisque l’image du
compact Φ(BE′) par l’application continue Φ−1 (à valeurs dans un espace séparé) est
compacte. �

Soit X un espace topologique localement compact non vide. Nous avons vu dans le
théorème 6.5 que l’espace de Banach MK(X) des mesures boréliennes régulières signées si
K = R, complexes si K = C, est le dual topologique de l’espace de Banach C0(X,K) pour
la norme uniforme. En particulier, nous pouvons bien considérer la topologie faible-étoile
sur M (X,K) (qui est moins fine que la topologie forte, définie par la norme des mesures).

Le résultat suivant est donc une application directe du théorème de Banach-Alaoglu
6.19.

Porisme 6.20 Soit X un espace topologique localement compact non vide, alors pour tout
c ≥ 0, le sous-ensemble {µ ∈ MK(X) : ||µ|| ≤ c} est un convexe compact pour la topologie
faible-étoile. �
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La topologie vague sur l’ensemble M+(X) des mesures boréliennes, positives, finies sur
les compacts, sur X est la topologie initiale définie par la famille d’applications

(
µ 7→

µ(f)
)
f∈Cc(X,R)

de M+(X) dans R. Notons que ces applications sont bien définies, par la
condition de finitude sur les compacts des mesures. Les propriétés suivantes découlent des
propriétés des topologies initiales.

• La topologie vague est la topologie la moins fine rendant continues les applications
µ 7→ µ(f) pour f ∈ Cc(X,R).

• Si µ0 ∈ M+(X), alors l’ensemble des parties de la forme

Vǫ,f1,...,fn
(µ0) =

{
µ ∈ M+(X) : ∀ i ∈ {1, . . . , n}, |µ(fi) − µ0(fi)| < ǫ

}

lorsque ǫ > 0, n ∈ N et f1, . . . , fn ∈ Cc(X,R), est un système fondamental de voisinages
de µ0 dans M+(X) pour la topologie vague.

Sur l’ensemble M+(X)∩MR(X) (des mesures boréliennes positives régulières finies sur
X, qui est un cône convexe dans MR(X)), nous pouvons considérer à la fois la topologie
(induite par la topologie) vague de M+(X) et la topologie (induite par la topologie) faible-
étoile de MR(X).

Lemme 6.21 Sur tout borné de M+(X) ∩ MR(X), les topologies vague et faible-étoile
coïncident.

Rappelons que si X est compact, alors Cc(X,K) = C0(X,K) = C (X,K), donc ce
résultat est trivial.

Preuve. Comme Cc(X,R) est dense dans C0(X,R) par la proposition 6.4, le résultat
découle de la proposition 2.23. �

Notons Prob(X) l’espace des mesures positives boréliennes régulières sur X, de masse
totale 1. C’est clairement un convexe borné de M (X,R).

Porisme 6.22 Soit X un espace compact, alors Prob(X) est un convexe compact pour la
topologie vague.

L’hypothèse de compacité dans ce corollaire est nécessaire : la suite des masses de
Dirac aux points entiers n de R est une suite de mesures de probabilité sur l’espace non
compact R, qui converge vaguement vers 0 (qui n’est pas une mesure de probabilité !)
quand n → +∞. De même, si λn est la mesure gaussienne translatée par n, alors la suite
(λn)n∈N

converge vaguement vers la mesure nulle.

n+ 1n0

Ce problème de perte de masse à l’infini intervient souvent dans l’étude de convergence
de suites de mesures de probabilité.
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Preuve. Par compacité de X, les topologies vague et faible-étoile coïncident sur Prob(X).
Montrons que Prob(X) est un fermé faible-étoile de {µ ∈ MR(R) : ||µ|| ≤ 1}, qui est
compact par le corollaire 6.20 précédent, ce qui conclut.

Une mesure réelle est positive si et seulement si, pour tout f dans C0(X,K) telle que
f ≥ 0, on a µ(f) ≥ 0. L’application constante f1 de valeur 1 appartient à C0(X,K) =
C (X,K) car X est compact, et µ est de probabilité si et seulement si µ(f1) = 1. Le
résultat découle alors du fait qu’une intersection de fermés est un fermé. �

Proposition 6.23 Soit E un espace vectoriel normé réel ou complexe.

(1) BE′ est métrisable pour la topologie faible-étoile si et seulement si E est séparable.

(2) BE est métrisable pour la topologie faible si et seulement si E′ est séparable.

Par le théorème de Banach-Alaoglu 6.19, il découle de (1) que si E est séparable, alors la
topologie faible-étoile sur BE′ est métrisable compacte, donc séparable. Donc la topologie
faible-étoile sur E′ est séparable. Mais cela n’implique pas que la topologie forte sur E′

soit séparable.

Preuve. (1) Supposons que E soit séparable, et montrons que BE′ est métrisable pour
la topologie faible-étoile. Nous avons vu (voir la fin du paragraphe 2.8) que la topologie
faible-étoile sur E′ est la topologie définie par la famille de semi-normes

(
|| · ||x

)
x∈E où

∀ x ∈ E, ∀ ℓ ∈ E′, ||ℓ||x = |ℓ(x)| .

Soit (xn)n∈N une suite d’image dense dans E. Montrons que la restriction à BE′ de la
topologie faible-étoile coïncide avec la restriction à BE′ de la topologie définie par la famille
dénombrable de semi-normes

(
|| · ||xn

)
n∈N

. Cette famille est séparante (si ℓ ∈ E′ − {0},
alors il existe x ∈ E tel que ℓ(x) 6= 0, et donc ℓ(xn) 6= 0 si xn est assez proche de x, par
continuité de ℓ). La proposition 2.1 (2) impliquera alors que BE′ est métrisable.

La coincidence des ces topologies découle de la proposition 2.23, mais nous redonnons
l’argument. Par linéarité (et l’autre sens étant évident), il suffit de montrer que tout voisi-
nage faible-étoile de 0 contient un voisinage de 0 pour la topologie définie par

(
|| · ||xn

)
n∈N

.
Soient ǫ > 0, x ∈ E et U = {ℓ ∈ BE′ : |ℓ(x)| < ǫ}. Soit n ∈ N tel que ||x − xn|| ≤ ǫ

2 . Si
ℓ ∈ BE′ vérifie |ℓ(xn)| < ǫ

2 , alors

|ℓ(x)| = |ℓ(x− xn) + ℓ(xn)| ≤ ||ℓ|| ||x − xn|| + |ℓ(xn)| < 1 × ǫ

2
+
ǫ

2
= ǫ .

Donc {ℓ ∈ BE′ : |ℓ(xn)| < ǫ
2} ⊂ U et le résultat en découle.

Réciproquement, supposons que d soit une distance sur BE′ induisant la topologie
faible-étoile, et montrons que E est séparable. Pour tout n dans N, soient ǫn > 0 et Fn une
partie finie de E telle que

{
ℓ ∈ BE′ : ∀ x ∈ Fn, |ℓ(x)| < ǫn

}
⊂
{
ℓ ∈ BE′ : d(ℓ, 0) <

1

n+ 1

}
.

Alors D =
⋃
n∈N Fn est dénombrable. Puisque l’intersection des boules de rayons 1

n+1

centrées en 0 est réduite à {0}, on en déduit que pour tout ℓ ∈ BE′ , donc pour tout
ℓ ∈ E′, si ℓ(x) = 0 pour tout x dans D, alors ℓ est nulle. Par la proposition 6.12, ceci
implique que l’espace vectoriel engendré par D est dense dans E. En prenant l’ensemble
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des combinaisons linéaires finies à coefficients rationnels des éléments de D, on montre
donc que E est séparable.

(2) Le fait que si E′ est séparable, alors BE est métrisable pour la topologie faible se
montre de manière complètement similaire. La réciproque, plus subtile, est admise ici. �

Porisme 6.24 (1) Si X est un espace métrisable dénombrable à l’infini, alors pour tout
c ≥ 0, l’espace {µ ∈ MK(X) : ||µ|| ≤ c} est métrisable pour la topologie faible-étoile.

(2) Si X est un espace métrisable compact, alors Prob(X) est métrisable compact pour
la topologie vague.

Preuve. (1) Si X est métrisable et dénombrable à l’infini (donc localement compact), alors
Cc(X,K) est séparable pour la norme uniforme, par la proposition 5.43. Comme Cc(X,K)
est dense dans C0(X,K), l’espace de Banach C0(X,K) est donc séparable pour la norme
uniforme. Puisque MK(X) est le dual topologique de C0(X,K), sa boule unité fermée
est donc métrisable pour la topologie faible-étoile, par la proposition 6.23. La première
assertion s’en déduit.

(2) La seconde assertion découle de la première, par le corollaire 6.22 et l’égalité sur
Prob(X) des topologies vague et faible-étoile, X étant compact (voir le lemme 6.21). �

Applications de la théorie de Baire.

Dans ce sous-paragraphe, les espaces vectoriels et les applications linéaires sont sur
K = R ou K = C.

Les trois résultats suivant sont des conséquences de la complétude. Le premier s’appelle
« Principle of Uniform Boundedness » dans la littérature anglo-saxone.

Théorème 6.25 (Théorème de Banach-Steinhaus) Soient E un espace de Fréchet
et F un espace vectoriel normé. Soit F = (uα)α∈A une famille d’applications linéaires
continues de E dans F . On suppose que

∀ x ∈ E, sup
α∈A

||uα(x)|| < +∞ .

Alors F est équicontinue.

Si E est un espace de Banach, la conclusion de ce théorème signifie (voir le paragraphe
5.5) que

sup
α∈A

||uα|| < +∞ ,

ou autrement dit que

∃ c > 0, ∀ x ∈ E, ∀ α ∈ A , sup
α∈A

||uα(x)|| ≤ c ||x|| .

Preuve. Pour tout n ∈ N, considérons

Fn = {x ∈ E : ∀ α ∈ A , ||uα(x)|| ≤ n} .

Alors Fn est fermé (comme intersection de fermés, par continuité de x 7→ ||uα(x)||). Par
l’hypothèse du théorème de Banach-Steinhaus E =

⋃
n∈N Fn. Par le théorème de Baire
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5.46, il existe N dans N tel que l’intérieur de FN soit non vide. Soient x0 ∈ E et V un
voisinage de 0 dans E tel que x0 + V ⊂ FN . Alors pour tout x dans V , pour tout α ∈ A ,
on a

||uα(x)|| ≤ ||uα(x+ x0)|| + ||uα(x0)|| ≤ N + ||uα(x0)|| ,
ce qui montre que F est équicontinue en 0, donc partout par linéarité. �

Théorème 6.26 (Théorème de l’image ouverte) Soient E et F deux espaces de
Fréchet, et u une application linéaire, continue, surjective. Alors u est ouverte.

De plus, si N est le noyau de u, alors u induit par passage au quotient un isomorphisme
(d’espaces vectoriels topologiques) entre l’espace de Fréchet quotient E/N et F .

Si u n’est pas surjective, alors on peut montrer (voir la preuve de l’étape 1 ci-dessous
ou [Die2, page 87]) que le sous-espace vectoriel image u(E) est maigre (i.e. négligeable au
sens de Baire) dans F .

Preuve. On considère sur E et F des distances complètes induisant la topologie et inva-
riantes par translations (voir la définition 3.15). Remarquons que pour tout η > 0, on a
E =

⋃
n∈N nB(0, η), car pour tout x dans E, la suite (x/n)n∈N converge vers 0 (quand n

tend vers +∞), donc x/n appartient au voisinage ouvert B(0, η) de 0 pour n assez grand.
Le théorème découle des deux étapes suivantes.

Étape 1 : Montrons que pour tout r > 0, il existe ρ > 0 tel que B(0, ρ) ⊂ u(B(0, r)). Par
linéarité de u, par l’invariance par translations des distances et puisque les translations sont
des homéomorphismes, on en déduit que pour tout x dans E, on a B(u(x), ρ) ⊂ u(B(x, r)).

Preuve. Soit Fn = nu(B(0, r2)). Puisque u est linéaire et surjectif (et par la remarque
préliminaire), on a F =

⋃
n∈N Fn. Par le théorème de Baire 5.46, il existe N dans N tel

que l’intérieur de FN soit non vide. Comme les homothéties sont des homéomorphismes,
l’intérieur de u(B(0, r2 )) est non vide. Donc il existe y ∈ F et ρ > 0 tel que B(y, ρ) ⊂
u(B(0, r2)). En particulier, par l’invariance de la distance par translations, la continuité de
l’addition, la linéarité de u et l’inégalité triangulaire,

B(0, ρ) = −y +B(y, ρ) ⊂ −y + u(B(0,
r

2
)) ⊂ u(B(0,

r

2
)) + u(B(0,

r

2
))

⊂ u(B(0,
r

2
) +B(0,

r

2
)) ⊂ u(B(0, r)) . �

Étape 2 : Soient X et Y deux espaces métriques, tels que X soit complet, et u : X → Y
une application continue telle que pour tout r > 0, il existe ρ > 0 tel que pour tout x dans
X, on ait B(u(x), ρ) ⊂ u(B(x, r)). Alors B(u(x), ρ) ⊂ u(B(x, 2r)), et en particulier, u est
ouverte.

Preuve. En effet, soit (ρn)n∈N une suite convergeant vers 0 telle que ρ0 = ρ et telle que
pour tout x dans X, on ait B(u(x), ρn) ⊂ u(B(x, 2−nr)). Soient x ∈ X et y ∈ B(u(x), ρ),
montrons que y ∈ u(B(x, 2r)).

Par récurrence, on construit une suite de points (xn)n∈N dans X telle que u(xn) ∈
B(y, ρn) et, si n ≥ 1, alors xn ∈ B(xn−1, 2

−n+1r). Posons x0 = x, qui convient. Soit
n ≥ 1 et supposons construits x0, . . . , xn−1 qui conviennent. Alors y ∈ B(u(xn−1), ρn−1) ⊂
u(B(xn−1, 2−n+1r)). Donc il existe xn ∈ B(xn−1, 2

−n+1r) tel que u(xn) ∈ B(y, ρn), ce qui
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montre le résultat. Maintenant, la suite (xn)n∈N est de Cauchy dans X, car par inégalité
triangulaire, pour tous n, p dans N,

d(xn, xn+p) ≤
p−1∑

i=0

d(xn+i, xn+i+1) ≤
p−1∑

i=0

2−n−ir ≤ 2−n+1r .

Comme X est complet, cette suite converge vers un point x′ de X tel que d(x0, x
′) ≤ 2r.

Par continuité de u et puisque d(u(xn), y) ≤ ρn, on a u(x′) = limn→+∞ u(xn) = y. Le
résultat en découle. �

Les étapes 1 et 2 montrent la première assertion du théorème. Le noyau N de u est
fermé, car u est continue. Donc la topologie quotient de E/N fait de E/N un espace de
Fréchet (voir l’exercice corrigé E.45 (i), et la proposition 3.18 dans le cas des espaces de
Banach). La dernière assertion vient du fait que l’application u, obtenue par passage au
quotient de u par la projection canonique π : E → E/N , est bijective, continue et ouverte
(car u(U) = u(π−1(U)) pour tout U ⊂ E/N). �

Porisme 6.27 (Théorème de Banach) Soient E et F deux espaces de Fréchet. Alors
toute application linéaire continue et bijective de E dans F est un isomorphisme (d’espaces
vectoriels topologiques). �

En particulier, si f : E → F est une application linéaire continue bijective entre deux
espaces de Banach, alors f−1 : F → E est aussi continue.

Porisme 6.28 Soient E un espace vectoriel, et || · ||1 et || · ||2 deux normes complètes sur
E, telles qu’il existe c ≥ 0 telle que ||·||2 ≤ c ||·||1. Alors ces deux normes sont équivalentes.

Preuve. Ces normes munissent toutes deux E d’une structure d’espace de Banach, et on
applique le corollaire précédent à l’identité de (E, || · ||1) dans (E, || · ||2), qui est bijective
et continue. �

Théorème 6.29 (Théorème du graphe fermé) Soient E et F deux espaces de Fréchet.
Une application linéaire u de E dans F est continue si et seulement si son graphe

G = {(x, y) ∈ E × F : y = u(x)}
est fermé dans l’espace produit E × F .

En particulier, en utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité et la linéarité
de u, une application linéaire u : E → F entre deux espaces de Fréchet (par exemples
deux espaces de Banach) est continue si (et seulement si) pour tout suite (xn)n∈N dans E
convergeant vers 0 telle que

(
u(xn)

)
n∈N

converge vers y ∈ F , on a y = 0. C’est souvent
sous cette forme que l’on utilise le théorème du graphe fermé.

Preuve. On sait (voir le quatrième point de l’exercice corrigé E.77 du paragraphe 8.1) que
toute application continue à valeur dans un espace séparé est de graphe fermé.

Réciproquement, si G est fermé, alors par linéarité de u, le graphe G est un sous-
espace vectoriel fermé du produit E × F de deux espaces de Fréchet. Donc G est un
espace de Fréchet (voir les propositions 3.16 et 3.17 (iii)). La restriction de la première
projection pr1|G : G → E est linéaire, continue et bijective, donc c’est un isomorphisme
par le théorème de Banach 6.27. Donc u = pr2 ◦ pr1|G

−1 est continue. �

Voici une conséquence du théorème du graphe fermé.
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Proposition 6.30 Soient E et F deux espaces de Fréchet, et u : E → F une application
linéaire.

Alors u est continue pour les topologies fortes de E et F si et seulement si u est continue
pour les topologies faibles de E et F .

Preuve. Si u est fortement continue, alors pour toute forme linéaire fortement continue
ℓ′ : F → K, la forme linéaire ℓ′ ◦ u est fortement continue, donc faiblement continue (par
définition de la topologie faible !). Donc u est faiblement continue, par les propriétés de
topologie initiale de la topologie faible.

Réciproquement, si u est faiblement continue, si xn → 0 et u(xn) → y, alors xn ⇀ 0
et u(xn) ⇀ y, et donc y = 0 par la continuité faible de u. On conclut par le théorème du
graphe fermé. �

6.2 Espaces de Hilbert

Si z est un nombre complexe, nous noterons comme d’habitude z le conjugué de z et
Re z sa partie réelle, en rappelant que si z est réel, alors z = z et Re z = z , ce qui permet
de donner des formules valables aussi bien pour K = R que K = C.

Si E est un espace vectoriel complexe, notons E l’espace vectoriel E (dit conjugué de
E) où la multiplication par un scalaire est remplacée par

(λ, x) 7→ λx .

Si E est un espace vectoriel réel, la notation E désigne encore l’espace vectoriel réel E.
Remarquons que E = E.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K = R ou K = C. Tout sous-espace vectoriel
de E est un sous-espace vectoriel de E, et réciproquement. Toute norme de E est une norme
de E, et réciproquement. Une application anti-linéaire de E dans F est une application
linéaire de E dans F , i.e. une application f : E → F telle que

∀ x, y ∈ E, ∀ λ ∈ K, ℓ(x+ y) = ℓ(x) + ℓ(y) et ℓ(λx) = λ ℓ(x) .

En particulier, si E est un espace vectoriel topologique sur K, alors E ′ = E′ est l’espace
vectoriel des applications continues ℓ : E → K telles que, pour tous x, y dans E et λ dans
K, on ait ℓ(x + y) = ℓ(x) + ℓ(y) et ℓ(λx) = λ ℓ(x). Remarquons que si u : E → F est
une application linéaire, alors u : E → F est encore une application linéaire. Bien sur, si
K = R, les applications anti-linéaires sont les applications linéaires.

Soient E,F,G trois espaces vectoriels sur K. Une application f : E × F → G est
sesquilinéaire si f : E × F → G est une application bilinéaire. Une forme sesquilinéaire
est une application sesquilinéaire f : E × F → K. Bien sur, si K = R, les applications
sesquilinéaires sont les applications bilinéaires.

Rappels sur les espaces préhilbertiens et définitions.4

Soit H un espace vectoriel sur K = R (resp. K = C).

4Ou, entre
( )

parent thèse
, une histoire de

〈 〉
croc chais
bra ket

.
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Un produit scalaire sur H est une forme sesquilinéaire (bilinéaire si K = R), hermitienne
(symétrique si K = R), définie positive sur H, i.e. une application B : H × H → K telle
que

(1) [linéarité à gauche]

∀ u, u′, v ∈ H , ∀λ ∈ K, B(u+ λu′, v) = B(u, v) + λB(u′, v) ,

(2) [hermitienne]
∀ u, v ∈ H , B(v, u) = B(u, v) ,

(3) [définie positive]
∀ u ∈ H , B(u, u) ≥ 0 ,

et B(u, u) = 0 si et seulement si u = 0.

Les propriétés (1) et (2) impliquent que B est anti-linéaire à droite, i.e. que

∀ u, v, v′ ∈ H , ∀λ ∈ K, B(u, v + λv′) = B(u, v) + λB(u, v′) ,

et donc que B est bien sesquilinéaire.
Nous noterons

B(u, v) = 〈u, v〉 = 〈u, v〉H ,

ce dernier lorsque l’on veut préciser H .
L’application de H dans R définie par u 7→ ||u|| =

√
〈u, u〉 est appelée la norme

associée au produit scalaire 〈·, ·〉 (voir la proposition 6.31 pour la justification de la termi-
nologie).

Deux éléments u, v de H sont dit orthogonaux (pour le produit scalaire considéré) si
〈u, v〉 = 0, et on note alors parfois u ⊥ v. La relation « être orthogonal à » est symétrique.
Si E,F sont deux sous-espaces vectoriels de H , on dit que E et F sont orthogonaux si
tout élément de E est orthogonal à tout élément de F . Si E est un sous-espace vectoriel
de H , on appelle orthogonal de E le sous-espace vectoriel

E⊥ = {x ∈ H : ∀ y ∈ E, 〈x, y〉 = 0}

des éléments de H orthogonaux à tout élément de E.

Formulaire. Soient u et v dans H . La norme associée à un produit scalaire vérifie, par
les caractères sesquilinéaire et hermitien, que K vaille R ou C,

||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2 + 2Re 〈u, v〉 .

En particulier, elle vérifie l’identité de Pythagore : si u et v sont orthogonaux, alors

||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2 ,

et par récurrence, si u1, . . . , un ∈ H sont deux à deux orthogonaux, alors

||u1 + · · · + un||2 = ||u1||2 + · · · + ||un||2 .

Elle vérifie l’identité de la médiane :
∣∣∣
∣∣∣
u+ v

2

∣∣∣
∣∣∣
2
+
∣∣∣
∣∣∣
u− v

2

∣∣∣
∣∣∣
2

=
1

2

(
||u||2 + ||v||2

)
,
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ainsi que
||u+ v||2 − ||u− v||2 = 4Re 〈u, v〉 .

La proposition suivante a déjà été démontrée l’année dernière.

Proposition 6.31 Soit 〈·, ·〉 un produit scalaire sur H . Sa norme associée est une norme
sur H . Elle vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwarz

∀ u, v ∈ H , | 〈u, v〉 | ≤ ||u|| ||v|| ,

avec égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

Preuve. Soient u et v dans H . L’inégalité de Cauchy-Schwarz (ainsi que son cas d’égalité)
est immédiate si 〈u, v〉 = 0. Sinon, pour tout X dans R, posons λ = X 〈u,v〉

| 〈u,v〉 | . Alors

||u+ λv||2 = ||u||2 + |λ|2 ||v||2 + 2Re
(
λ 〈u, v〉

)
= ||u||2 +X2 ||v||2 + 2X| 〈u, v〉 | .

Ce polynôme quadratique réel en X étant positif, est de discriminant (réduit) négatif, donc
|〈u, v〉|2 −||u||2||v||2 ≤ 0, ce qui montre l’inégalité de Cauchy-Schwarz. S’il y a égalité dans
l’inégalité de Cauchy-Schwarz, alors ce polynôme a une racine double, donc il existe λ ∈ K
tel que ||u+ λv||2 = 0, ce qui implique que u et v sont colinéaires.

Il est immédiat que ||λu||2 = |λ|2 ||u||2, et, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

||u+ v||2 = ||u||2 + ||v||2 + 2Re 〈u, v〉 ≤ ||u||2 + ||v||2 + 2 | 〈u, v〉 |
≤ ||u||2 + ||v||2 + 2 ||u|| ||v|| =

(
||u|| + ||v||

)2
.

Comme le produit scalaire est défini positif, ceci montre que || · || est une norme sur H . �

En particulier, pour tous x, y dans H , il découle de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et
en considérant y = x/||x|| si x 6= 0 que

||x|| = sup
||y||=1

〈x, y〉 .

De plus, le résultat précédant montre que le produit scalaire, en tant qu’application de
H × H → K, est continu (en (0, 0) donc en tout point) pour la topologie sur H induite
par sa norme associée. En particulier, l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel est fermé.

Une norme préhilbertienne sur H est une norme associée à un produit scalaire sur H .
Elle détermine le produit scalaire, par la première formule du formulaire ci-dessus, avec la
relation Im 〈u, v〉 = Re 〈u, i v〉 si K = C. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel
réel ou complexe muni d’un produit scalaire.

Deux espaces préhilbertiens H1 et H2 sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
linéaire ϕ : H1 → H2 préservant les produits scalaires, i.e. tel que

∀ u, v ∈ H1, 〈ϕ(u), ϕ(v)〉H2 = 〈u, v〉H1 .

Il est équivalent de demander qu’un isomorphisme linéaire ϕ : H1 → H2 préserve les
produits scalaires ou qu’il soit isométrique, i.e. qu’il préserve les normes associées, au sens
que

∀ u ∈ H1, ||ϕ(u)||H2 = ||u||H1 .
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Si H est un espace préhilbertien, on note U(H ) le groupe des automorphismes unitaires
de H , i.e. des isomorphismes linéaires de H dans H préservant le produit scalaire.

Une norme hilbertienne est une norme préhilbertienne complète. Un espace de Hilbert
est un espace préhilbertien complet (pour la norme associée).

En particulier, muni de sa norme hilbertienne, c’est un espace de Banach. Mais la
classe des espaces de Hilbert est une classe très particulière d’espaces de Banach, et l’on
se gardera bien de généraliser les propriétés des premiers aux seconds.

Si H est un espace de Hilbert, alors U(H ) est un sous-groupe topologique fermé du
groupe topologique G L (H ) des homéomorphismes linéaires de l’espace vectoriel normé
H .

Exemples. (1) Pour tout n ∈ N, l’espace Rn (resp. Cn) muni du produit scalaire, dit
euclidien standard (resp. hermitien standard),

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi (resp.
n∑

i=1

xiyi )

où x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn), est un espace de Hilbert réel (resp. complexe) de
dimension finie.

(2) L’espace vectoriel normé complété d’un espace vectoriel réel ou complexe muni d’un
produit scalaire est un espace de Hilbert (voir le théorème 5.24), car le produit scalaire B,
étant uniformément continu sur les bornés par

|B(u, v) −B(u′, v′)| = |B(u− u′, v) +B(u′, v − v′)| ≤ ||u− u′|| ||v|| + ||u′|| ||v − v′|| ,

se prolonge continuement de manière unique au complété, en un produit scalaire qui induit
la norme complétée, par passage à la limite.

(3) Soit (X,A , µ) un espace mesuré. Alors comme vu en cours d’Intégration et proba-
bilité, L2(X,A , µ), muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫

x∈X
f(x)g(x) dµ(x) ,

est un espace de Hilbert, qui est séparable si µ est σ-finie et si la tribu (σ-algèbre) A est
engendrée par une partie dénombrable (voir le théorème 6.3 et [Coh, page 110]).

En particulier, pour tout r ∈ N−{0} et tout ouvert non vide Ω de Rr, l’espace L2(Ω),
muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

∫

x∈Ω
f(x)g(x) dx

est un espace de Hilbert séparable. Par exemple, pour tout a > 0,

Ua : u 7→
{
x 7→ 1

ar/2
u
(x
a

)}

est un automorphisme unitaire de L2(Rr).

(4) Soit H un espace de Hilbert sur K (par exemple H = K). L’espace ℓ2(H ) des
suites dans H , dont la suite des carrés des normes est sommable, muni du produit scalaire

〈x, y〉 =
∑

n∈N

〈xn, yn〉H ,
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où x = (xn)n∈N et y = (yn)n∈N, est un espace de Hilbert sur K, séparable si H est
séparable.

Projection sur un convexe fermé.

Théorème 6.32 Soient H un espace de Hilbert réel ou complexe et C un convexe fermé
non vide de H . Alors pour tout x ∈ H , il existe un unique y = pC(x) dans C tel que

||x− y|| = min
z∈C

||x− z|| .

De plus, pC : H → C est 1-lipschitzienne et pC(x) est l’unique élément y de H tel que

y ∈ C et ∀ z ∈ C, Re 〈x− y, z − y〉 ≤ 0 .

Si C est un sous-espace vectoriel fermé de H , alors pC est linéaire, et pC(x) est l’unique
élément y de C tel que x− pC(x) soit orthogonal à tout élément de C.

On appelle y = pC(x) la projection
(orthogonale ou hilbertienne) de x sur
C, qui est donc l’unique point de C tel
que

d(x, y) = d(x,C) .

d(x,C)

xy

z

C

L’existence et l’unicité des projections sont des propriétés cruciales des espaces de
Hilbert. Par exemple dans l’espace de Banach R2 muni de la norme

||(x, y)||∞ = max{|x|, |y|} ,

une projection d’un point x sur un convexe fermé non vide C existe certes par un argument
de compacité, mais elle n’est pas forcément unique. Plus précisément, le sous-espace C des
points (x, y) tels que y = 1 est un sous-espace affine (en dimension finie), donc convexe
fermé non vide. L’ensemble des projections de x = (0, 0) sur C (i.e. des points de C
minimisant la distance à x) est exactement [−1, 1] × {1}.

x

C

(R2, || · ||∞)

0

y

S(0, 1)

Preuve. Soit (yn)n∈N une suite dans C telle que

lim
n→∞

||x− yn|| = inf
z∈C

||x− z|| = d(x,C) .
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Comme ||u+ v||2 − ||u− v||2 = 4Re 〈u, v〉, il vient

||ym − yn||2 = ||ym − x||2 + ||yn − x||2 − 2Re 〈ym − x, yn − x〉

= ||ym − x||2 + ||yn − x||2 − 1

2
||2x− ym − yn||2 +

1

2
||ym − yn||2 .

Comme yn+ym

2 appartient à C par convexité, on a ||x− yn+ym

2 || ≥ d(x,C). Donc

1

2
||ym − yn||2 ≤ ||ym − x||2 + ||yn − x||2 − 2 d(x,C)2 .

Comme le membre de droite tends vers 0 quand n→ +∞ et m ≥ n, et puisque le membre
de gauche est positif, on en déduit donc que la suite (yn)n∈N est de Cauchy dans C, donc
converge vers un point y ∈ H , car H est complet. Ce point y appartient à C, car C est
fermé, et il vérifie ||x − y|| = infz∈C ||x − z|| par passage à la limite ; en particulier cette
borne inférieure est atteinte, en au moins un point, que nous noterons pC(x).

Pour tout y ∈ C, par convexité de C, en raisonnant par équivalence, nous avons

∀ z ∈ C, ||x− z||2 ≥ ||x− y||2

si et seulement si

∀ z ∈ C, ∀ t ∈ [0, 1] ||x−
(
tz + (1 − t)y

)
||2 ≥ ||x− y||2

si et seulement si

∀ z ∈ C, ∀ t ∈ [0, 1] ||x− y − t(z − y)||2 ≥ ||x− y||2

si et seulement si

∀ z ∈ C, ∀ t ∈ [0, 1] − 2tRe 〈x− y, z − y〉 + t2||z − y||2 ≥ 0

si et seulement si

∀ z ∈ C, ∀ t ∈ [0, 1] Re 〈x− y, z − y〉 ≤ t

2
||z − y||2

si et seulement si
∀ z ∈ C, Re 〈x− y, z − y〉 ≤ 0 .

Montrons que, pour tous x, x′ ∈ H , si y = pC(x) et y′ = pC(x′), alors ||y − y′|| ≤
||x − x′|| (ce qui en particulier montrera l’unicité de la projection de x sur C). En effet,
par ce qui précède, on a

Re 〈x− y, y′ − y〉 ≤ 0 et Re 〈x′ − y′, y − y′〉 ≤ 0 .

Donc en additionnant, on a

Re 〈(x− y) − (x′ − y′), y′ − y〉 ≤ 0 ⇐⇒ Re 〈x− x′, y′ − y〉 + ||y′ − y||2 ≤ 0 ,

ce qui implique par l’inégalité de Cauchy-Schwarz que

||y′ − y||2 ≤ − Re 〈x− x′, y′ − y〉 ≤ ||x− x′|| ||y′ − y|| .

On en déduit que pC est 1-lipschitzienne.

La preuve de la dernière assertion, qui découle de la précédente, est laissée en exercice
au lecteur. �
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Porisme 6.33 Soient H un espace de Hilbert réel ou complexe, et E un sous-espace vec-
toriel de H .

(1) Si E est fermé, alors E⊥ est un supplémentaire fermé de E.
(2) Le sous-espace E est dense dans H si et seulement si E⊥ = {0}.

La première propriété est spécifique aux espaces de Hilbert. En fait, tout espace de
Banach qui n’est pas isomorphe (en tant qu’espace vectoriel topologique) à un espace de
Hilbert contient un sous-espace vectoriel fermé n’admettant pas de supplémentaire fermé
(voir [LT1]).

Preuve. (1) Puisque le produit scalaire de H est défini positif, E ∩E⊥ = {0}. De plus, si
pE est la projection orthogonale sur E, alors pour tout x dans H , x = pE(x)+(x−pE(x))
et x− pE(x) ∈ E⊥ par la dernière assertion de 6.32, donc H = E + E⊥.

(2) Par continuité, E⊥ = E ⊥, et le résultat découle alors de (1). �

Exercice E.64 Soit E un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert réel ou complexe
H . Montrer que E ⊂

(
E⊥
)⊥

, et que
(
E⊥
)⊥

= E si et seulement si E est fermé.

Autodualité des espaces de Hilbert réels.

Le résultat suivant dit qu’un espace de Banach réel, dont la norme est hilbertienne, est
canoniquement isomorphe à son dual topologique.

Théorème 6.34 (Théorème de Riesz-Fréchet) Soient H un espace de Hilbert réel
ou complexe, et H ′ le dual topologique de son conjugué. L’application H → H ′ définie
par x 7→ {y 7→ 〈x, y〉} est un isomorphisme linéaire et une isométrie entre la norme de H

et la norme duale de H ′.

Preuve. Il est immédiat que, pour tout x dans H , l’application ℓx : y 7→ 〈x, y〉 est une
forme linéaire sur H , continue car ||ℓx|| ≤ ||x|| par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. L’ap-
plication x 7→ ℓx est clairement linéaire, et isométrique car ℓx(x) = ||x||2, donc injective.
Montrons qu’elle est surjective, ce qui concluera.

Soit ϕ ∈ H ′, que nous pouvons supposer non nulle, et N = ϕ−1(0) son noyau, qui est
un hyperplan vectoriel fermé de H . Par le corollaire 6.33 (1), le sous-espace vectoriel N⊥

est donc une droite vectorielle supplémentaire de N . Pour tout u dans H , nous pouvons
donc écrire u = v + λy où v ∈ N , λ ∈ K, et

ϕ(u) = λϕ(y) et 〈y, u〉 = λ ||y||2 = λ .

Donc ϕ = ϕ(y) ℓy = ℓϕ(y) y, ce qu’il fallait démontrer. �

Ce résultat pourrait permettre d’identifier un espace de Hilbert réel et son dual, mais
on se gardera de le faire en général, car par exemple, cette identification se comporte mal
par passage à des sous-espaces vectoriels munis de produits scalaires différents.

Par exemple, si K = R, si µ est la mesure borélienne sur R définie par dµ(x) =
(1 + |x|) dx, alors L2(µ) est un sous-espace vectoriel (dense) de L2(R), mais le produit
scalaire de L2(µ), qui est

〈f, g〉L2(µ) =

∫ +∞

−∞
(1 + |x|)f(x)g(x) dx ,
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n’est pas la restriction à L2(µ) du produit scalaire de L2(R), qui est

〈f, g〉L2(R) =

∫ +∞

−∞
f(x)g(x) dx .

Donc pour tout h dans D(R), si h̃ ∈ (L2(µ))′ est la forme linéaire correspondant à h dans

L2(µ), et si ˜̃h ∈ (L2(R))′ est la forme linéaire correspondant à h dans L2(R), alors

˜̃
h|L2(µ) 6= h̃ ,

donc il ne serait pas raisonnable d’identifier à la fois ˜̃h et h̃ avec h.
Voici deux corollaires du théorème 6.34 de Riesz-Fréchet.

Porisme 6.35 Soient H un espace de Hilbert sur K, et a : H × H → K une forme
sesquilinéaire continue. Alors il existe un unique u ∈ L (H ) tel que

∀ x, y ∈ H , 〈u(x), y〉 = a(x, y) .

Si de plus a est hermitienne, alors u est auto-adjoint, i.e.

∀ x, y ∈ H , 〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉 .

Preuve. Pour tout x dans H , l’application y 7→ a(x, y) est anti-linéaire continue. Donc
par le théorème 6.34 de Riesz-Fréchet, il existe un unique élément u(x) ∈ H tel que
〈u(x), y〉 = a(x, y) pour tout y dans H . Par unicité et linéarité à gauche de a, l’application
u est linéaire. Comme ||u(x)||2 = a(x, u(x)) ≤ ||a|| ||x|| ||u(x)||, l’application linéaire u est
continue.

La dernière affirmation découle de ce que, pour tous x, y dans H ,

〈u(x), y〉 = a(x, y) = a(y, x) = 〈u(y), x〉 = 〈x, u(y)〉 .

�

Porisme 6.36 Si H est un espace de Hilbert, alors toute boule fermée dans H est com-
pacte pour la topologie faible de H . Elle est de plus métrisable si H est séparable. En
particulier, toute suite bornée dans un espace de Hilbert admet une sous-suite faiblement
convergente.

Rappelons que par le théorème de 6.34 de Riesz-Fréchet, dire qu’une suite (fn)n∈N dans
un espace de Hilbert H converge faiblement vers f ∈ H équivaut à dire que pour tout
g ∈ H , les produits scalaires 〈fn, g〉 convergent vers 〈f, g〉 dans K :

fn ⇀ f ⇐⇒ ∀ g ∈ H , 〈fn, g〉 → 〈fn, g〉 .

Preuve. Par le théorème 6.34 de Riesz-Fréchet, H est (à isomorphisme isométrique près)
le dual topologique de H , donc sa boule unité est compacte pour la topologie faible-
étoile par le théorème 6.19 de Banach-Alaoglu, et métrisable par la proposition 6.23 (1) si
H est séparable (ce sens n’utilise pas le théorème de Hahn-Banach). Les homothéties et
translations étant des homéomorphismes, le cas de toutes les boules fermées s’en déduit.

206



Maintenant, l’identification avec le dual se faisant par le produit scalaire, la topologie
faible-étoile de H vu comme le dual topologique de H , coïncide avec la topologie faible
de H .

La dernière assertion découle de la précédente appliquée à l’adhérence du sous-espace
vectoriel engendré par une suite bornée (fn)n∈N, qui est un espace de Hilbert (complet car
fermé) séparable (car les combinaisons linéaires finies à coefficients rationnels des fn y sont
denses). �

La proposition suivante donne parfois un moyen de passer de la convergence faible à la
convergence forte dans un espace de Hilbert.

Proposition 6.37 Soient H un espace de Hilbert, et (xn)n∈N une suite convergeant fai-
blement vers x ∈ H . Si (||xn||)n∈N converge vers ||x||, alors (xn)n∈N converge fortement
vers x.

La réciproque est bien sûr vraie, par continuité de la norme.

Preuve. L’hypothèse implique que le second membre de l’égalité ||xn − x||2 = ||xn||2 +
||x||2 − 2 Re 〈xn, x〉 converge vers 0. �

Théorèmes de Lax-Milgram et de Stampachia.

Soient H un espace de Hilbert sur K = R ou K = C et f : H × H → K une forme
sesquilinéaire. Rappelons (voir le paragraphe 2.8) que f est continue si et seulement s’il
existe c ≥ 0 telle que

∀ x, y ∈ H , |f(x, y)| ≤ c ||x|| ||y|| .
L’application f sera dite coercive s’il existe c > 0 telle que

∀ x ∈ H , f(x, x) ≥ c ||x||2 .

Cette condition demande en particulier que pour tout x ∈ H , l’élément f(x, x) de K soit
un nombre réel. En particulier, si f est coercive, alors x 7→ f(x, x) est positive ou nulle, et
ne s’annule qu’en x = 0.

Théorème 6.38 (Théorème de Lax-Milgram) Soient H un espace de Hilbert sur
K = R ou K = C et a : H × H → K une forme sesquilinéaire continue et coercive. Pour
toute forme linéaire continue ϕ ∈ H ′, il existe un unique u dans H tel que

∀ v ∈ H , a(u, v) = ϕ(v) . (∗)

De plus, si a est symétrique (K = R) ou hermitienne (K = C), alors u est l’unique élément
de H tel que

1

2
a(u, u) − Re ϕ(u) = min

v∈H

(1

2
a(v, v) − Re ϕ(v)

)
. (∗∗)

Le théorème de Lax-Milgram est un cas particulier du théorème suivant (prendre C =
H et utiliser le fait que si ℓ et ℓ′ sont deux formes linéaires sur H telles que Re ℓ ≥ Re ℓ′,
alors ℓ = ℓ′).
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Théorème 6.39 (Théorème de Stampachia) Soient H un espace de Hilbert sur K =
R ou K = C, a : H × H → K une forme sesquilinéaire continue et coercive, et C un
convexe fermé non vide de H . Pour tout ϕ ∈ H ′, il existe un unique u dans C tel que

∀ v ∈ H , Re a(u, v − u) ≥ Re ϕ(v − u) .

De plus, si a est symétrique (K = R) ou hermitienne (K = C), alors u est l’unique élément
de C tel que

1

2
a(u, u) − Re ϕ(u) = min

v∈C

(1

2
a(v, v) − Re ϕ(v)

)
.

Ce résultat est un outil simple et assez efficace pour la résolution des équations aux
dérivées partielles linéaires elliptiques (voir le cours d’Analyse fonctionnelle et équations
aux dérivées partielles du second semestre). Le lien entre l’équation (*) et le problème
de minimisation (**) est à souligner. Dans le vocabulaire du calcul des variations, on dit
que (*) est l’équation d’Euler associée au problème de minimisation (**) : si K = R, nous
verrons au chapitre 7 suivant que l’application F : H → R définie par

F : u 7→ 1

2
f(u, u) − ϕ(u)

est différentiablqe, l’équation (*) étant alors exactement l’équation

F ′(u) = 0 .

Cette relation, généralisée dans le théorème de Stampacchia, est souvent utilisée, en phy-
sique (principe de moindre action, minimisation d’énergie, ...), en mécanique (forme d’une
nappe élastique tendue au-dessus d’un obstacle) ou en finance (optimisation sous contrainte
de stocks). Le point noir est qu’elle ne permet de traiter convenablement que des problèmes
linéaires, et que la plupart des phénomènes naturels (météorologie, mécanique des fluides,
...) ne le sont pas.

Preuve. Puisque ϕ et v 7→ a(u, v), pour tout u dans H , sont des formes linéaires continues
sur H , par le théorème de Riesz-Fréchet 6.34, il existe un unique w dans H et, pour tout
u dans H , un unique A(u) dans H tels que, pour tous u, v dans H , on ait

ϕ(v) = 〈w, v〉 et a(u, v) = 〈A(u), v〉 .
Soit c ≥ 1 tel que, pour tous u, v dans H , on ait

|a(u, v)| ≤ c ||u|| ||v|| et a(u, u) ≥ 1

c
||u||2 .

Il est immédiat que A : H → H est linéaire, par unicité. Pour tout u dans H , puisque
A(u) et v 7→ a(u, v) ont la même norme par le théorème de Riesz-Fréchet, et puis par
coercivité de a, nous avons

||A(u)|| ≤ c ||u|| et 〈A(u), u〉 ≥ 1

c
||u||2 .

Si r > 0 est assez petit (par exemple r = 1
c3

), alors k =
√

1 − 2r
c + c2r2 ∈ [0, 1[ . Notons

S : H → H l’application u 7→ pC(u− rA(u) + rw). Alors, comme pC est 1-lipschitzienne,

||S(u) − S(v)||2 ≤ ||u− v − rA(u− v)||2

= ||u− v||2 − 2r〈u− v,A(u− v)〉 + r2||A(u− v)||2 ≤ k2||u− v||2 .
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Donc S est strictement contractante. Par le théorème du point fixe de Banach 3.19, puisque
H est complet, l’application S admet un unique point fixe u. Par définition de pC , nous
avons u = pC(u− rA(u) + rw) si et seulement si u ∈ C et

∀ v ∈ C, Re 〈(u− rA(u) + rw) − u, v − u〉 ≤ 0 ,

et cette inégalité est équivalente à Re 〈A(u), v−u〉 ≥ Re 〈w, v−u〉. La première assertion
en découle donc, par définition de w et de A(u).

Supposons maintenant que la forme sesquilinéaire a soit symétrique (K = R) ou her-
mitienne (K = C). Alors a est un produit scalaire sur l’espace vectoriel H , et, puisque
a est continue et coercive, sa norme associée u 7→

√
a(u, u) est équivalente à la norme

de H . Donc H , muni du produit scalaire a, est encore un espace de Hilbert, et ϕ est
encore une forme linéaire continue sur H pour ce produit scalaire. Par le théorème de
Riesz-Fréchet 6.34, il existe donc un unique w′ dans H tel que, pour tout v dans H , on
ait ϕ(v) = a(w′, v).

Donc u ∈ C vérifie

∀ v ∈ H , Re a(u, v − u) ≥ Re ϕ(v − u)

si et seulement si u ∈ C vérifie

∀ v ∈ H , Re a(w′ − u, v − u) ≤ 0

donc si et seulement si u ∈ C est la projection de w′ sur C pour le produit scalaire a. Par
les propriétés de cette projection, u est donc l’unique point de C tel que

√
a(w′ − u,w′ − u) = min

v∈C

√
a(w′ − v,w′ − v) .

En prenant les carrés, en développant et en simplifiant par a(w′, w′), le point u est donc
l’unique point de C tel que

a(u, u) − 2Re a(w′, u) = min
v∈C

(
a(v, v) − 2Re a(w′, v)

)
.

En divisant par 2 et en utilisant la définition de w′, le résultat en découle. �

Bases hilbertiennes.

Soient H un espace de Hilbert réel ou complexe et (En)n∈N une suite de sous-espaces
vectoriels fermés. On dit que H est la somme hilbertienne de (En)n∈N si

• les sous-espaces vectoriels En sont deux à deux orthogonaux,
• le sous-espace vectoriel engendré par les En est dense (ou, de manière équivalente par

le corollaire 6.33 (2), d’orthogonal nul) dans H ,
et on note (certains ouvrages omettant la barre)

H =
⊕

n∈N

En .

Attention, on ne confondra pas somme hilbertienne et somme directe.

Réciproquement, soit (En)n∈N une suite d’espaces de Hilbert tous réels ou tous com-
plexes. Soit H l’ensemble des (xn)n∈N ∈ ∏n∈NEn tels que

∑
n∈N ||xn||2 converge. Alors
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il est facile de vérifier que H est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel produit∏
n∈NEn, puisque ||λxn||2 = |λ|2||xn||2 et ||xn + yn||2 ≤ 2

(
||xn||2 + ||yn||2

)
. Par l’inégalité

de Cauchy-Schwarz, pour tous xn, yn dans En,

|〈xn, yn〉| ≤ ||xn|| ||yn|| ≤
1

2

(
||xn||2 + ||yn||2

)
.

Donc si
〈(xn)n∈N, (yn)n∈N〉H =

∑

n∈N

〈xn, yn〉En ,

alors cette série converge absolument, et définit un produit scalaire sur H . Remarquons
que si En = K pour tout n ∈ N, alors H est exactement ℓ2(N,K). (On peut aussi définir
des intégrales d’espaces de Hilbert.)

Exercice E.65 Montrer que H est un espace de Hilbert, et que si Fn est le sous-espace
des suites de H dont tous les termes sauf peut-être le n-ème est nul, alors Fn est un
sous-espace vectoriel fermé de H , isomorphe à l’espace de Hilbert En, et H est somme
hilbertienne de (Fn)n∈N. Montrer que si En est séparable pour tout n ∈ N, alors H est
encore séparable.

Proposition 6.40 Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe, somme hilbertienne
d’une suite (En)n∈N de sous-espaces vectoriels fermés. Pour tout u dans H , posons un =
pEn(u) la projection hilbertienne de u sur le sous-espace vectoriel fermé En. Alors pour
tout u dans H , les séries

∑+∞
n=0 un et

∑+∞
n=0 ||un||2 sont convergentes et

u =
+∞∑

n=0

un ,

||u||2 =

+∞∑

n=0

||un||2 (égalité de Parseval) .

Réciproquement, pour toute suite (un)n∈N dans H telle que un ∈ En pour tout n, si la
série

∑+∞
n=0 ||un||2 converge, alors la série

∑+∞
n=0 un est convergente, et si u =

∑+∞
n=0 un,

alors un = pEn(u).

Remarquons que la série
∑+∞

n=0 un n’est en général pas normalement convergente (i.e. la
série

∑+∞
n=0 ||un|| n’est pas forcément convergente).

Preuve. Pour tout k ∈ N, soit Sk =
∑k

i=0 pEi
, qui est une application linéaire de H dans

H . Par orthogonalité deux à deux des En et par l’inégalité de Pythagore, nous avons,
pour tout u ∈ H ,

||Sk(u)||2 =

k∑

i=0

||un||2 . (∗)

Comme u− un est orthogonal à un (par les propriétés de la projection orthogonale sur un
sous-espace vectoriel fermé), nous avons 〈u, un〉 = ||un||2, donc par sommation

〈u, Sk(u)〉 = ||Sk(u)||2 .

D’où, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout u ∈ H , nous avons ||Sk(u)|| ≤ ||u||.
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Soit u ∈ H . Par densité du sous-espace vectoriel F engendré par les En, pour tout
ǫ > 0, il existe v ∈ F tel que ||u − v|| < ǫ

2 . Pour k assez grand, v ∈ E0 + · · · + Ek, donc
Sk(v) = v. Par conséquent,

||Sk(u) − u|| = ||Sk(u) − Sk(v) + v − u|| ≤ ||Sk(u− v)|| + ||v − u|| ≤ 2||v − u|| < ǫ .

Donc Sk(u) converge vers u. Ceci montre la première égalité.
La seconde découle par passage à la limite de (*). La réciproque est laissée en exercice

(utiliser le critère de Cauchy, l’égalité ||∑n+p
k=n uk||2 =

∑n+p
k=n ||uk||2 pour tous n, p ∈ N, et

la continuité de pEn). �

Soit H un espace de Hilbert sur K = R ou K = C. Si H est de dimension finie,
une base hilbertienne de H est par définition une base orthonormée de H . Si H est de
dimension infinie, une base hilbertienne de H est une suite (en)n∈N dans H de vecteurs
orthonormés qui engendre un sous-espace vectoriel dense de H :

∀ p ∈ N, ||ep|| = 1; ∀p, q ∈ N, p 6= q ⇒ 〈ep, eq〉 = 0 ; VectK({en : n ∈ N}) = H .

Autrement dit, une base hilbertienne est une suite (en)n∈N de vecteurs unitaires de H

telle que H soit somme hilbertienne des droites vectorielles Cen :

H =
⊕

n∈N

Ken .

Attention, on ne confondra pas base hilbertienne et base (vectorielle) : en dimension infinie,
on peut montrer qu’une base hilbertienne n’est pas une base vectorielle. On s’autorisera à
indexer les bases hilbertiennes par d’autres ensembles dénombrables que N ou {0, . . . , n}.
Remarques. (1) Si un espace de Hilbert H admet une base hilbertienne, alors H est
séparable. En effet, l’ensemble des combinaisons linéaires (finies), à coefficients dans Q si
K = R ou dans Q[i] si K = C, des éléments d’une base hilbertienne de H est dense dans
H . Nous montrerons la réciproque dans le théorème 6.41.

(2) Il découle de la proposition 6.40 que si (en)n∈N est une base hilbertienne de H ,
alors pour tout u dans H , il existe une unique suite (λn)n∈N dans K telle que les séries∑

n∈N λnen et
∑

n∈N |λn|2 convergent, et

u =
∑

n∈N

λnen et ||u||2 =
∑

n∈N

|λn|2 .

En effet, λn est l’unique scalaire tel que pKen(u) = λnen, c’est-à-dire

λn = 〈u, en〉 .

La suite (λn)n∈N est appelée la suite des coordonnées hilbertiennes de u dans la base hilber-
tienne (en)n∈N. Attention, on ne confondra pas coordonnées hilbertiennes et coordonnées
vectorielles.

Exemples. (1) La suite
(
en : t 7→ 1√

2π
enit
)
n∈Z

est une base hilbertienne de l’espace de

Hilbert L2([0, 2π]; C) des applications mesurables de [0, 2π] dans C, de carré intégrable pour
la mesure de Lebesgue, modulo égalité presque partout. En effet, c’est clairement une suite
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orthonormée de vecteurs, dont l’espace vectoriel engendré est dense pour la norme uniforme
dans C ([0, 2π],C) par le corollaire 5.41 du théorème de Weierstrass ; de plus, la convergence
uniforme implique la convergence L2, et C ([0, 2π],C) est dense dans L2([0, 2π]; C) par le
cours d’Intégration et probabilité (ou [Coh]).

Pour toute fonction f dans L2([0, 2π]; C), les coordonnées hilbertiennes (cn(f))n∈N de
f dans cette base hilbertienne sont par définition les coefficients de Fourier de f

cn(f) = 〈f, en〉 =
1√
2π

∫ 2π

0
f(t) e−nit dt .

Par la proposition 6.40, on obtient la formule de transformation de Fourier inverse

f =
∑

n∈N

cn(f) en =
1√
2π

∑

n∈N

cn(f) enit

(attention, la convergence de cette série est dans L2([0, 2π]; C)) et la formule de Parseval
pour les séries de Fourier

||f ||2 =

(∫ 2π

0
|f(t)|2 dt

)1/2

=
(∑

n∈N

|cn(f)|2
)1/2

.

(2) De même, la suite (en)n∈N où e0 : t 7→
√

1
π et en : t 7→

√
2
π cosnt si n ≥ 1 est

une base hilbertienne de L2([0, π]; R) (pour appliquer l’hypothèse de séparation des points
dans le théorème de Weierstrass, remarquer que l’application cosinus est une bijection de
[0, π] sur [−1, 1]).

De même, la suite (en)n∈N où e0 : t 7→
√

1
π et en : t 7→

√
2
π sinnt si n ≥ 1 est une base

hilbertienne de L2([−π
2 ,

π
2 ]; R).

Théorème 6.41 Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Si H est de dimension finie, le résultat est connu, et la méthode usuelle se généralise
en dimension infinie, comme indiqué ci-dessous.

Preuve. Soit (vn)n∈N une suite dense dans H . Si H est de dimension infinie, quitte à
extraire, nous pouvons supposer que vn+1 n’appartient pas au sous-espace vectoriel engen-
dré par {v0, . . . , vn}. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt fournit alors une
suite (en)n∈N dans H de vecteurs orthonormés qui engendre le même sous-espace vectoriel
que (vn)n∈N. �

Porisme 6.42 Deux espaces de Hilbert séparables de dimension infinie sont isomorphes.

Preuve. Soient (en)n∈N et (fn)n∈N deux bases hilbertiennes de deux espaces de Hilbert
séparables H et G respectivement, qui existent par le théorème précédent. Alors l’applica-
tion linéaire qui envoie en sur fn est un isomorphisme linéaire isométrique d’un sous-espace
vectoriel dense de H dans un sous-espace vectoriel dense de G , donc se prolonge en un
isomorphisme linéaire isométrique de H dans G (par le théorème de prolongement 5.18).
�

La notion de base hilbertienne s’étend aux espaces de Hilbert non séparables, en prenant
des familles de vecteurs indexées par des ensembles non dénombrable (voir par exemple
[Dix, chap. VIII, XI]). En utilisant le théorème de Zorn, le théorème 6.41 reste valide pour
les espaces de Hilbert non séparables.
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6.3 Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints bornés

Spectre des opérateurs bornés.

Soient E un espace vectoriel topologique sur un corps topologique K, et u un opérateur
continu dans E (i.e. un élément de L (E)).

Une valeur régulière de u est un élément λ ∈ K tel que u − λ id soit inversible dans
L (E). L’ensemble des valeurs régulières de u est appelé l’ensemble résolvant de u. Un
élément de K qui n’est pas une valeur régulière de u est une valeur spectrale de u, et
l’ensemble des valeurs spectrales est appelé le spectre de u, et noté Sp(u). Si K est un corps
valué (par exemple K = R ou K = C), le rayon spectral de u est

ρ(u) = sup
λ∈Sp(u)

|λ|

(avec la convention usuelle ρ(u) = −infty si Sp(u) est vide).
Une valeur propre de u est un élément λ ∈ K tel que le noyau de u− λ id soit non nul.

Le sous-espace vectoriel Ker(u − λ id) est alors appelé l’espace propre de u associé à λ.
La dimension de cet espace propre est appelé la multiplicité de λ. Un élément non nul de
Ker(u−λ id) est appelé un vecteur propre de u associé à λ. L’ensemble des valeurs propres
est noté Vp(u).

Le spectre résiduel de u est l’ensemble, noté Spres(u), des λ ∈ K non valeurs propres
tels que l’image de u− λ id ne soit pas dense dans E.

Remarques. (1) Par le théorème de Banach 6.27, si E est un espace de Fréchet (par
exemple un espace de Banach), alors il suffit que u− λ id soit bijectif pour que son inverse
soit continu, et donc pour que λ soit une valeur régulière.

(2) Toute valeur propre est une valeur spectrale :

Vp(u) ⊂ Sp(u) .

En dimension finie n, cette inclusion est une égalité, et les valeurs spectrales sont les (au
plus n) racines du polynôme caractéristique det(u − X id), la multiplicité d’une valeur
spectrale étant la multiplicité de la racine correspondante. Mais cette inclusion peut être
stricte en dimension infinie, voir les exercices E.66 et E.67 ci-dessous.

(3) Le spectre résiduel est contenu dans le spectre :

Spres(u) ⊂ Sp(u) .

(4) Pour tout λ dans K, nous avons

Sp(λu) = λSp(u), Vp(λu) = λVp(u), Spres(λu) = λSpres(u) ,

et, si K est un corps valué,
ρ(λu) = |λ| ρ(u) .

Proposition 6.43 Si E est un espace de Banach sur K = R ou K = C, et u ∈ L (E),
alors le spectre de u est un compact de K, non vide si K = C et E 6= {0}, contenu dans la
boule de centre 0 et de rayon ||u|| :

ρ(u) ≤ ||u|| .
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Preuve. Montrons que le rayon spectral de u est au plus ||u||. Soit λ ∈ K tel que |λ| > ||u||.
Soit v = u

λ ∈ L (E), alors ||v|| < 1. Donc par le lemme 6.2, id−v est inversible dans L (E).
D’où u− λ id = −λ(id−u

λ) est inversible dans L (E), et λ est une valeur régulière.
Montrons que l’ensemble résolvant de u est ouvert. Soit λ0 une valeur régulière de u, et

λ ∈ K tel que |λ−λ0| < 1
||(u−λ0 id)−1|| . Soit v = (λ−λ0)(u−λ0 id)−1 ∈ L (E), alors ||v|| < 1.

Donc par le lemme 6.2, id−v est inversible dans L (E). D’où u− λ id = (u− λ0 id)(id−v)
est inversible dans L (E), et λ est une valeur régulière de u.

Nous renvoyons par exemple à [Die1, 13.1.3] pour la non-vacuité du spectre quand
K = C. �

Comme le montre l’exercice suivant, tout compact de K est le spectre d’au moins un
opérateur linéaire continu.

Exercice E.66 Soit K = R ou K = C, soit H un espace de Hilbert sur K séparable de
dimension infinie, soit (en)n∈N une base hilbertienne de H , soit C un compact de K, et
soit (λn)n∈N une suite dense dans C.

Montrer qu’il existe un et un seul opérateur u ∈ L (H ) tel que u(en) = λnen pour tout
n ∈ N.

Montrer que le spectre de u est le compact C prescrit :

Sp(u) = C ,

que ses valeurs propres sont les λn (dont on calculera les espaces propres) :

Vp(u) = {λn : n ∈ N} ,

et que le spectre résiduel de u est vide :

Spres(u) = ∅ .

Exercice E.67 Soit H un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie,
soit (en)n∈N une base hilbertienne de H , et soit u ∈ L (H ) l’opérateur

∑
i∈N xiei 7→∑

i∈N xiei+1.
Montrer que u est continu, n’a pas de valeur propre :

Vp(u) = ∅ ,

que son spectre est le disque unité fermé :

Sp(u) = {z ∈ C : |z| ≤ 1} ,

et que son spectre résiduel est le disque unité ouvert :

Spres(u) = {z ∈ C : |z| < 1} .

L’application qui à un opérateur continu associe son spectre vérifie une propriété de
semi-continuité.

Soient E un espace métrique, et Pc(E) l’ensemble des fermés bornés non vides de E,
muni de la distance de Hausdorff (voir l’exemple (viii) du paragraphe 1.3). Soit X un espace
topologique, une application f : X → Pc(E) est dite semi-continue supérieurement en un
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point x0 de X si pour tout voisinage ouvert U de f(x0) dans E, il existe un voisinage ouvert
V de x0 dans X tel que pour tout x ∈ V , on ait f(x) ⊂ U . Une application f : X → Pc(E)
est dite semi-continue supérieurement si elle est semi-continue supérieurement en tout point
de X.

Cette notion vérifie quelques propriétés analogues à celles étudiées au paragraphe 5.4.
Par exemple, pour tous P ⊂ Q dans Pc(E), l’application d’un espace topologique X dans
Pc(E), qui est constante égale à P en dehors d’un point x0, et valant Q en x0, est semi-
continue supérieurement. Mais elle n’est pas continue en x0 si x0 n’est pas isolé dans X et si
Q contient strictement P . Par exemple, si deux applications f, g : X → Pc(E) sont semi-
continues supérieurement, alors f ∪ g : x 7→ f(x)∪ g(x) est semi-continue supérieurement.

Proposition 6.44 Soit E un espace de Banach sur K = R ou K = C. L’application de
L (E) dans Pc(K) définie par u 7→ Sp(u) (de domaine l’ensemble des opérateurs de spectre
non vide si K = R) est semi-continue supérieurement.

En particulier, l’application de L (E) dans R définie par u 7→ ρ(u) (de domaine l’en-
semble des opérateurs de spectre non vide si K = R) est semi-continue supérieurement.

En dimension finie et si K = C, ces applications sont même continues. Mais en dimen-
sion infinie, ceci n’est plus vrai.

Preuve. Si λ0 n’appartient pas au spectre de u0 ∈ L (E), alors u0 − λ0 id est inversible,
donc pour u proche de u0 et λ proche de λ0, l’opérateur u−λ id est encore inversible (voir
la proposition 6.1 (2)), donc λ n’appartient pas au spectre de u.

L’application de Pc(K) dans R qui à un compact non vide K associe maxλ∈K |λ| est
clairement continue, donc la dernière assertion s’en déduit. �

Opérateurs compacts.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur K = R ou K = C, et BE la boule
unité fermée de E. Un élément u de L (E,F ) est appelé compact si u(BE) est d’adhérence
compacte dans F (pour la topologie forte, i.e. pour la topologie induite par la norme de
F ), ou, de manière équivalente, si l’image de tout borné est d’adhérence compacte, ou, de
manière encore équivalente, si l’image par u de toute suite bornée admet une sous-suite
convergente.

Exemples. (1) Un élément u de L (E,F ) est dit de rang fini si son image est de dimen-
sion finie. Par le théorème de Riesz (et le fait que l’image de u(BE) soit contenue dans
BF (0, ||u||) ), un opérateur de rang fini est compact.

En particulier, si E et F sont de dimensions finies, alors tout élément de L (E,F ) est
compact.

(2) Soient X,Y deux espaces métriques compacts, E,F les espaces de Banach C (Y,K),
C (X,K) respectivement (pour les normes uniformes || · ||∞), µ une mesure positive boré-
lienne finie sur Y et N ∈ C (X × Y,K). Pour tout f ∈ E, notons Kf ∈ F l’application
définie par

Kf(x) =

∫

y∈Y
N(x, y) f(y) dµ(y) ,

pour tout x ∈ X. Alors K ∈ L (E,F ) est un opérateur compact, dit opérateur à noyau,
de noyau N .
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En effet, remarquons que

|Kf(x) −Kf(x′)| ≤ ||f ||∞
∫

y∈Y
|N(x, y) −N(x′, y)| dµ(y)

pour tous x, x′ dans X. Comme µ est finie, et par continuité uniforme en y de x 7→ N(x, y)
(par le théorème de Heine 5.17), ceci montre que Kf est bien définie et continue, et
que l’image par K de la boule unité fermée de E est équicontinue. L’application K est
clairement linéaire, et continue car ||Kf ||∞ ≤ ||µ|| ||N ||∞||f ||∞. Ceci montrant aussi que
les images des applications Kf pour f ∈ BE restent dans un compact fixé de K, l’opérateur
K est compact, par le théorème d’Arzela-Ascoli 5.31.

(3) Soient (X,A , µ) et (Y,B, ν) deux espaces mesurés, E,F les espaces de Hilbert
L2(ν), L2(µ) respectivement, et N ∈ L2

(
(X,A , µ) × (Y,B, ν)

)
. Pour tout f ∈ E, notons

Kf = KNf ∈ F l’application définie par

Kf(x) =

∫

y∈Y
N(x, y) f(y) dν(y) ,

pour (presque) tout x ∈ X. Alors K = KN ∈ L (E,F ) est un opérateur compact, dit
opérateur à noyau de type Hilbert-Schmidt, de noyau N .

En effet, par le théorème de Fubini, nous avons Nx : y 7→ N(x, y) est dans L2(ν) pour
µ-presque tout x ∈ X. Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout f ∈ E,

|Kf(x)| ≤ ||Nx||2 ||f ||2

pour µ-presque tout x ∈ X. De nouveau par le théorème de Fubini, ||Kf ||2 ≤ ||N ||2||f ||2.
Donc l’application K est bien définie, clairement linéaire, et continue (de norme d’opérateur
inférieure à ||N ||2). Soit (fn)n∈N une suite dans BE, et montrons que, quitte à extraire, la
suite (Kfn)n∈N converge fortement dans F . Par le corollaire 6.36, nous pouvons supposer
quitte à extraire que (fn)n∈N converge faiblement vers f ∈ E. En particulier, pour µ-
presque tout x, nous en déduisons que Kfn(x) = 〈fn,Nx〉E converge vers 〈f,Nx〉E =
Kf(x). Puisque ||fn|| ≤ 1, nous avons |Kfn(x)| ≤ ||Nx||2 pour µ-presque tout x ∈ X et
pour tout n ∈ N. Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, ||Kfn||2 converge
donc vers ||Kf ||2. De plus, Kfn converge faiblement vers Kf , puisque K est continue donc
faiblement continue. Par la proposition 6.37, nous avons donc que Kfn converge fortement
vers Kf .

Exercice E.68 Soient I un intervalle ouvert borné de R et p ∈ N. Notons || · ||0 la norme
uniforme sur C (I,R) et D (p)(I) l’espace vectoriel des applications f : I → R de classe
Cp, de dérivées d’ordre au plus p bornées sur I, muni de la norme ||f ||p =

∑p
i=0 ||f (i)||0.

Montrer que D (p)(I) est un espace de Banach et que pour p ≥ 1, l’injection f 7→ f de
D (p)(R) dans D (p−1)(R) est un opérateur compact.

Proposition 6.45 Si F est un espace de Banach, alors l’ensemble des opérateurs compacts
de E dans F est un sous-espace vectoriel fermé de L (E,F ). De plus, si u ∈ L (E,F ) est
compact, si G1 et G2 sont des espaces vectoriels normés, si v ∈ L (G1, E) et si w ∈
L (F,G2), alors w ◦ u ◦ v ∈ L (G1, G2) est compact.
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En particulier, par l’exemple (1), toute limite d’une suite d’opérateurs de rang fini est
un opérateur compact. Mais on connait des exemples d’opérateurs compacts qui ne sont
pas limites d’opérateurs de rang fini (voir par exemple [LT2]).

Si E est un espace de Banach, l’ensemble des opérateurs compacts de E dans lui-même
est donc un idéal bilatère fermé dans l’algèbre de Banach L (E).

Preuve. Il est immédiat que l’ensemble des opérateurs compacts est stable par combinai-
sons linéaires. Si un opérateur u ∈ L (E,F ) est compact, si v ∈ L (G1, E) et w ∈ L (F,G2),
alors v(BG1) est borné car ||v|| est fini, donc u◦v(BG1) est contenu dans un compact, donc
w ◦u◦v(BG1) est contenu dans un compact, car l’image d’un compact par une application
continue à valeurs dans un espace séparé est encore compact. Puisque tout fermé dans un
compact est compact, w ◦ u ◦ v(BG1) est donc d’adhérence compacte.

Pour montrer la fermeture de l’ensemble des opérateurs compacts, soit (un)n∈N une
suite d’opérateurs compacts de E dans F , convergeant vers u dans L (E,F ). Montrons
que u(BE) est d’adhérence compacte. Puisque F est complet, par le théorème 4.6 de
Bolzano-Weierstrass, il suffit de montrer que pour tout ǫ > 0, on peut recouvrir u(BE) par
un nombre fini de boules de rayon ǫ. Soit n ∈ N tel que ||un−u|| < ǫ

2 . Puisque l’opérateur
un est compact, il existe y1, . . . , yk ∈ F tels que un(BE) ⊂ ⋃k

i=1B(yi,
ǫ
2). Mais alors par

inégalité triangulaire, u(BE) ⊂ ⋃k
i=1B(yi, ǫ). �

Proposition 6.46 Si F est un espace de Hilbert, alors tout opérateur compact u de E
dans F est limite d’opérateurs de rang fini.

Preuve. Pour tout ǫ > 0, soient y1, . . . , yn ∈ F tels que u(BE) ⊂ ⋃n
i=1B(yi,

ǫ
2). Notons

p la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par y1, . . . , yn (qui est
fermé, car de dimension finie) et v = p ◦u, qui est linéaire continue, de rang fini. Pour tout
x ∈ BE , soit i ∈ N ∩ [1, n] tel que u(x) ∈ B(yi,

ǫ
2). Alors, comme p(yi) = yi et puisque

||p|| ≤ 1, nous avons

||u(x) − v(x)|| ≤ ||u(x) − yi|| + ||p(yi) − p(u(x))|| ≤ ǫ ,

donc ||u− v|| ≤ ǫ. �

Proposition 6.47 (Théorème de Schauder) Si E est un espace de Banach, si un opé-
rateur u ∈ L (E,F ) est compact, alors son adjoint u′ ∈ L (F ′, E′) est compact.

Preuve. Notons X l’espace métrique compact u(BE), et considérons l’espace de Banach
C (X,K) (muni de la norme uniforme || · ||∞). Notons A le sous-ensemble de C (X,K)
des restrictions à X des éléments de BF ′ . Alors A est équicontinu (ses éléments sont 1-
lipschitziens), et pour tout x dans X, A (x) est borné (par ||u||). Par le théorème 5.31
d’Arzela-Ascoli, A est d’adhérence compacte dans C (X,K).

Soit (ℓn)n∈N une suite dans BF ′ . Quitte à extraire, la suite des éléments ℓn|X de A est
donc convergente, donc de Cauchy, dans C (X,K). Comme

||u′(ℓn) − u′(ℓm)||E′ = sup
x∈BE

|u′(ℓn)(x) − u′(ℓm)(x)|

= sup
x∈BE

|ℓn(u(x)) − ℓm(u(x))| = ||ℓn|X − ℓm|X ||∞ ,
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la suite
(
u′(ℓn)

)
n∈N

, qui est de Cauchy dans l’espace de Banach E′, converge. Donc l’opé-
rateur u′ est compact. �

Les propriétés élémentaires du spectre des opérateurs compacts sont regroupées dans
le résultat suivant.

Proposition 6.48 Soient E un espace de Banach, et u ∈ L (E) un opérateur compact.
(1) Le noyau de id−u est de dimension finie.
(2) L’image de id−u est fermée.
(3) Si id−u est injective, alors id−u est surjective, donc inversible dans L (E).
(4) Si E est de dimension infinie, alors 0 est une valeur spectrale.
(5) Toute valeur spectrale non nulle de u est une valeur propre de u de multiplicité

finie, isolée dans Sp(u).

En particulier, si u ∈ L (H) est compact, alors Sp(u)∩K∗ est ou bien fini, ou bien une
suite (λn)n∈N convergente vers 0. En dimension infinie, si u ∈ L (H) est compact, nous
avons

Sp(u) = {0} ∪ Vp(u) .

Preuve. Notons v = id−u et N = Ker(v).
(1) Pour tout x ∈ N , nous avons u(x) = x. La boule unité fermée BN = BE ∩N de N

est fermée dans E car N est fermé. Elle est d’adhérence compacte dans E, donc compacte,
car BN ⊂ u(BE) et u est compact. Donc par le théorème 4.18 de Riesz, la dimension de
N est finie.

(2) Soit (xn)n∈N une suite dans E telle que v(xn) converge vers un point y dans E.
Montrons que y appartient à l’image de v. Pour tout n ∈ N, puisque N est de dimension
finie, il existe zn ∈ N tel que d(xn, N) = d(xn, zn) (par continuité et compacité).

Supposons par l’absurde que d(xn, N) tende vers +∞. Posons wn = 1
d(xn,N)(xn − zn),

qui est de norme 1. Puisque u est compact, quitte à extraire, u(wn) converge vers w dans
E. Comme wn − u(wn) = v(wn) = 1

d(xn,N)v(xn) converge vers 0, nous avons wn converge
vers w et w ∈ N par continuité de v. Or d(wn, N) = 1 par définition de zn, et donc
d(w,N) = 1, ce qui est une contradiction.

Donc quitte à extraire, la suite (||xn − zn||)n∈N reste bornée. Puisque u est compact,
quitte à extraire, u(xn − zn) = xn − zn − v(xn) converge vers un point y′ dans E. Donc
xn − zn converge vers y′ + y. Par continuité, y = lim v(xn) = lim v(xn − zn) = v(y′ + y)
appartient alors à l’image de v, ce qu’il fallait démontrer.

(3) Soient E0 = E et E1 = v(E0). Supposons par l’absurde que v est injectif et que
E1 6= E0. Par (2), E1 est un sous-espace fermé de E0, stable par u (qui commute avec v). La
restriction de u à E1 est encore un opérateur compact de l’espace de Banach E1, car E1 est
fermé dans E0. Par récurrence et puisque v est injectif, la suite (En = vn(E0))n∈N est une
suite strictement décroissante de sous-espaces vectoriels fermés de E. Soient xn ∈ En−En+1

et x′n ∈ En+1 tels que d(xn, x′n) ≤ 2 d(xn, En+1) (ce qui est possible car d(xn, En+1) > 0)
et yn = 1

||xn−x′x||(xn−x
′
n). Pour tous m > n, nous avons ym+ v(yn)− v(ym) ∈ En+1. Donc

||u(yn) − u(ym)|| =
∣∣∣∣(yn − v(yn)

)
−
(
ym − v(ym)

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣yn −

(
ym + v(yn) − v(ym)

)∣∣∣∣

≥ d(yn, En+1) =
d(xn, En+1)

||xn − x′n||
≥ 1

2
.
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Or puisque u est compact et ||yn|| = 1, la suite (u(yn))n∈N doit avoir une sous-suite
convergente, contradiction.

(4) Si 0 /∈ Sp(u), alors u−1 existe et est continu. Puisque u est compact, BE =
u−1(u(BE)) est compact, ce qui implique par le théorème 4.18 de Riesz que la dimen-
sion de E est finie.

(5) Si λ est une valeur spectrale non nulle qui n’est pas une valeur propre, alors 1
λu est

un opérateur compact tel que id− 1
λu soit injective et non surjective, ce qui contredit (3).

Soit λ une valeur propre non nulle. Comme 1
λu est compact, le noyau de id− 1

λu est de
dimension finie par (1), donc la multiplicité de λ est finie.

Montrons que λ est isolée dans Sp(u). Sinon, soient (λn)n∈N des valeurs propres non
nulles deux à deux distinctes, convergeant vers λ. Pour tout n ∈ N, soit en un vecteur propre
unitaire de valeur propre λn, et En le sous-espace vectoriel de E engendré par e0, . . . , en.
Alors (En)n∈N est une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels fermés de E.
Comme ci-dessus, pour tout n ≥ 1, soient e′n ∈ En−1 tel que d(en, e′n) ≤ 2d(en, En−1) et
yn = en−e′n

||en−e′n|| . Si n > m, alors z = u
( e′n
λn||en−e′n||

)
− u
( ym

λm

)
∈ En−1, donc

∣∣∣∣u
( yn
λn

)
− u
( ym
λm

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ en
||en − e′n||

− z
∣∣∣∣ ≥ d(en, En−1)

||en − e′n||
≥ 1

2
,

ce qui, avec la convergence de λn vers λ 6= 0, contredit aussi que u est compact. �

Opérateurs auto-adjoints.

Soient E,F et G des espaces de Hilbert sur K = R ou K = C.

Proposition 6.49 Pour tout u ∈ L (E,F ), il existe une unique application u∗ ∈ L (F,E)
telle que

〈u∗(y), x〉E = 〈y, u(x)〉F
pour tous x ∈ E et y ∈ F . L’application u 7→ u∗ est involutive (i.e. (u∗)∗ = u), anti-linéaire
(i.e. (u+λv)∗ = u∗+λv∗), isométrique (i.e. ||u∗|| = ||u||) et vérifie (u ◦ v)∗ = v∗ ◦u∗ pour
tous u ∈ L (E,F ) et v ∈ L (G,E), où G est un espace de Hilbert.

De plus, ||u ◦ u∗|| = ||u∗ ◦ u|| = ||u||2.

L’application u∗ est appelée l’adjoint de u pour les produits scalaires de E et de F .
Lorsque l’on identifie un espace de Hilbert et son dual par la dualité de Riesz-Fréchet
(théorème 6.34), cette notion d’adjoint correspond à celle introduite dans le paragraphe
6.1, ce qui explique la terminologie.

Preuve. L’unicité de u∗ est claire. Elle implique les propriétés d’involution, d’anti-linéarité,
et la relation (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗.

Pour l’existence, soient ϕE : E → E ′ et ϕF : F → F ′ les isomorphismes de Riesz-
Fréchet (voir le théorème 6.34), et u′ : ℓ 7→ ℓ ◦ u l’adjoint de u au sens du paragraphe 6.1,
considéré comme une application (linéaire, continue) de F ′ = F ′ dans E′ = E ′. Alors

u∗ = ϕ−1
E ◦ u′ ◦ ϕF

convient.
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Comme les isomorphismes de Riesz-Fréchet sont des isométries, et par le corollaire 6.7
(4), nous avons ||u∗|| = ||u′|| = ||u||. [On peut aussi utiliser le fait que pour tout y ∈ F , par
l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

||u∗(y)||2 = 〈u∗(y), u∗(y)〉E = 〈u(u∗(y)), y〉F ≤ ||u|| ||(u∗(y))|| ||y|| ,

qui implique que ||u∗|| ≤ ||u||. Comme (u∗)∗ = u, en remplaçant u par u∗, on a donc ||u∗|| = ||u||.]
Nous avons donc

||u∗ ◦ u|| ≤ ||u∗|| ||u|| = ||u||2 .
De plus, pour tout x ∈ E, par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

||u(x)||2 = 〈u(x), u(x)〉F = 〈u∗ ◦ u(x), x〉E ≤ ||u∗ ◦ u|| ||x||2 ,

donc ||u||2 ≤ ||u∗ ◦ u||. D’où ||u∗ ◦ u|| = ||u||2, et en remplaçant u par u∗, nous avons donc
||u ◦ u∗|| = ||u∗||2 = ||u||2. �

Exemple. Soient (X,A , µ) et (Y,B, ν) deux espaces mesurés, et N ∈ L2
(
(X,A , µ) ×

(Y,B, ν)
)
. Notons N∗ ∈ L2

(
(Y,B, ν) × (X,A , µ)

)
l’application définie par N∗ : (y, x) 7→

N(x, y). Alors l’adjoint de l’opérateur KN : L2(ν) → L2(µ) de type Hilbert-Schmidt de
noyau N est exactement l’opérateur KN∗ : L2(µ) → L2(ν) de type Hilbert-Schmidt de
noyau N∗. En effet, pour tous f ∈ L2(ν) et g ∈ L2(µ), nous avons, par le théorème de
Fubini,

〈KNf, g〉 =

∫

x∈X

( ∫

y∈Y
N(x, y)f(y) dν(y)

)
g(x) dµ(x)

=

∫

y∈Y
f(y)

(∫

x∈X
N(x, y) g(x)

)
dν(y) = 〈f,KN∗g〉 .

En particulier, si (X,A , µ) = (Y,B, ν), si N est réel et symétrique, alors l’opérateur de
type Hilbert-Schmidt de noyau N est auto-adjoint (c’est-à-dire égal à son adjoint).

Lorsque H est un espace de Hilbert, les propriétés de l’algèbre de Banach L (H )
munie de l’involution u 7→ u∗ sont synthétisées dans la définition suivante.

Une C∗-algèbre (aussi appelée algèbre stellaire par quelques irréductibles gaulois) est
une algèbre de Banach A sur K = R ou K = C munie d’une application u 7→ u∗ de A dans
A telle que, pour tous u, v ∈ A et λ ∈ K,

• (u∗)∗ = u (involution)
• (u+ v)∗ = u∗ + v∗ et (λu)∗ = λ u∗ (anti-linéaire)
• (u v)∗ = v∗ u∗ (anti-multiplicative)
• ||uu∗|| = ||u||2.
Il découle de ces propriétés que u∗ est inversible si et seulement si u l’est, et qu’alors

(u∗)−1 = (u−1)∗ .

On vérifie facilement, par la proposition 6.49, que si H est un espace de Hilbert réel ou
complexe, alors L (H ) muni de l’adjoint est une C∗-algèbre pour le produit uv = u ◦ v.
La préservation de la norme par passage à l’adjoint dans L (H ) est en fait une propriété
générale des C∗-algèbres.

Proposition 6.50 Si A est une C∗-algèbre, et si u ∈ A, alors ||u|| = ||u∗||, et ||uu∗|| =
||u∗u||.
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Preuve. Nous avons ||u||2 ≤ ||u|| ||u∗|| par la dernière propriété des C∗-algèbres, donc
||u|| ≤ ||u∗||. D’où le résultat en changeant u en u∗. �

Nous renvoyons par exemple à [Con, KR, Tak] pour de nombreux autres compléments
sur les C∗-algèbres.

Soit H un espace de Hilbert sur K = R ou K = C. Un opérateur u ∈ L (H ) est dit
auto-adjoint si u = u∗. Un opérateur u ∈ L (H ) est dit positif si 〈u(x), x〉 ≥ 0 pour tout
x ∈ H . Par exemple, pour tout u ∈ L (H ), les opérateurs uu∗ et u∗u sont auto-adjoints
positifs.

Remarques. (1) Si u est autoadjoint, alors l’application (x, y) 7→ 〈u(x), y〉 est une forme
sesquilinéaire (bilinéaire si K = R), et hermitienne (symétrique si K = R). Elle est positive
si u est positif.

(2) Quand K = C, un opérateur positif est auto-adjoint. En effet, en posant a(x, y) =
〈u(x), y〉, qui est une forme sesquilinéaire, il suffit de montrer que a est hermitienne, c’est-
à-dire que pour tous x, y dans H , nous avons Re(a(x, y) − a(y, x)) = 0 et Im(a(x, y) +
a(y, x)) = 0 . La seconde égalité découle de

a(x, y) + a(y, x) = a(x+ y, x+ y) − a(x, x) − a(y, y) ∈ R

et la première de cette égalité où x est remplacé par ix.

Les propriétés élémentaires principales des opérateurs auto-adjoints sont résumées dans
la proposition suivante. Certaines d’entre elles ont déjà été vues l’année dernière dans les
espaces de Hilbert de dimension finie.

Proposition 6.51 Soient H un espace de Hilbert sur K = R ou K = C et u ∈ L (H ).
(i) Le spectre de l’adjoint u∗ de u est le conjugué du spectre de u :

z ∈ Sp(u∗) ⇐⇒ z ∈ Sp(u) .

(ii) L’orthogonal de l’image de u est le noyau de son adjoint :

(
u(H )

)⊥
= Ker(u∗) .

(iii) L’opérateur u est compact si et seulement si son adjoint u∗ l’est.
(iv) Si u est auto-adjoint, et si F est un sous-espace vectoriel de H invariant par u

(i.e. tel que u(F ) ⊂ F ), alors F⊥ est aussi invariant par u.
(v) Si u est auto-adjoint, si M = sup||x||=1〈u(x), x〉 et m = inf ||x||=1〈u(x), x〉, alors m

et M appartiennent au spectre de u, Sp(u) ⊂ [m,M ], et

ρ(u) = ||u|| = sup
||x||=1

|〈u(x), x〉| = max{M,−m} .

En particulier, le rayon spectral de u est égal à sa norme, et si Sp(u) = {0}, alors u = 0.
(vi) Si u est auto-adjoint, alors son spectre résiduel est vide :

Spres(u) = ∅ .

(vii) Si u est auto-adjoint, alors le spectre Sp(u) de u est l’ensemble des λ ∈ K tels
qu’il existe une suite (xn)n∈N dans H telle que ||xn|| = 1 et limn→+∞ ||u(xn)−λxn|| = 0.
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Preuve. (i) L’opérateur u−λ id est inversible si et seulement si son adjoint, qui est u∗−λ id,
est inversible.

(ii) Nous avons x ∈ u(H )⊥ si et seulement si 〈u(y), x〉 = 0 pour tout y dans H , si et
seulement si 〈y, u∗(x)〉 = 0 pour tout y dans H , donc si et seulement si x ∈ Ker(u∗).

(iii) Ceci découle de la proposition 6.47, par le théorème 6.34 de dualité de Riesz-
Fréchet.

(iv) Soit x ∈ F⊥. Pour tout y ∈ F , nous avons u(y) ∈ F , donc 〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉 = 0.
D’où u(x) ∈ F⊥.

(v) Notons que 〈u(x), x〉 est réel, car u est auto-adjoint donc 〈u(x), x〉 = 〈x, u(x)〉 =
〈u(x), x〉, et de valeur absolue majorée par ||u|| par l’inégalité de Cauchy-Schwarz. En par-
ticulier, M et m sont des nombres réels bien définis. La preuve de l’assertion (v) découlera
des points suivants.

• Montrons que Sp(u) est réel.
Si λ est une valeur propre de u, et x un vecteur propre (non nul) de u de valeur propre

λ, alors
λ〈x, x〉 = 〈u(x), x〉 = 〈x, u(x)〉 = λ 〈x, x〉 ,

donc λ est réelle. Soit λ ∈ K−R. Posons v = u−λ id, qui est injective, car λ n’est pas une
valeur propre. Pour tout x dans H , nous avons Im〈v(x), x〉 = Im

(
〈u(x), x〉 − 〈λx, x〉

)
=

− Imλ ||x||2. Donc par l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

| Imλ| ||x||2 ≤ ||v(x)|| ||x|| .

Le résultat suivant montre donc que l’image de v est fermée, puisque Imλ 6= 0.

Lemme 6.52 Soient E,F deux espaces vectoriels normés sur K, avec E complet, et v ∈
L (E,F ). S’il existe c > 0 tel que c||x|| ≤ ||v(x)|| pour tout x dans E, alors l’image de v
est fermée, et v : E → v(E) est un homéomorphisme.

Preuve. Soit (xn)n∈N une suite dans E telle que v(xn) converge vers y dans F . Alors(
v(xn)

)
n∈N

est de Cauchy, donc par l’hypothèse, la suite (xn)n∈N est de Cauchy dans E.
Elle converge donc vers x ∈ E, tel que v(x) = y par continuité de v. D’où y est dans
l’image de v. �

Par (ii), l’orthogonal de l’image de v est égal au noyau de u∗ − λ id = u− λ id, qui est
réduit à {0}, car λ, n’étant par réel, n’est pas une valeur propre de u. Donc l’image de v
est dense par le corollaire 6.33 (2). Comme elle fermée par le lemme ci-dessus, l’application
v est surjective, donc bijective, et λ n’est pas une valeur spectrale.

• Montrons que Sp(u) ⊂ ] − ∞,M ]. En remplaçant u par −u, ceci montrera que
Sp(u) ⊂ [m,+∞[, donc que Sp(u) ⊂ [m,M ].

Pour tout λ ∈ R, soit vλ = λ id−u. Alors l’application (x, y) 7→ 〈vλ(x), y〉 de H × H

dans K est continue, sesquilinéaire. Si λ > M , alors cette application est coercive : pour
tout x dans H , nous avons 〈vλ(x), x〉 = 〈λx, x〉−〈u(x), x〉 ≥ (λ−M)||x||2. En particulier,
l’application vλ est injective. Elle est aussi surjective. En effet, pour tout y dans H ,
l’application z 7→ 〈y, z〉 appartient à H ′. Donc par le théorème 6.38 de Lax-Milgram,
il existe x dans H tel que 〈vλ(x), z〉 = 〈y, z〉 pour tout z dans H . Ceci implique que
vλ(x) = y, c’est-à-dire que vλ est surjective, donc que λ n’appartient pas au spectre de u.
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• Montrons que M ∈ Sp(u). En remplaçant u par −u, ceci montre que m ∈ Sp(u).
Soit v = M id−u, qui est auto-adjoint. L’application sesquilinéaire (x, y) 7→ 〈v(x), y〉

est hermitienne, et positive par définition de M . Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz (seul
le cas d’égalité nécessitait la condition définie (positive), voir la preuve de la proposition
6.31), nous avons |〈v(x), y〉|2 ≤ 〈v(x), x〉〈v(y), y〉. Rappelons que ||x′|| = sup||y′||=1〈x′, y′〉
pour tout x′ ∈ H . Donc par l’inégalité de Cauchy-Schwarz

||v(x)||2 ≤ ||v|| 〈v(x), x〉 .

Soit (xn)n∈N une suite dans H telle que ||xn|| = 1 et 〈u(xn), xn〉 converge vers M . Alors
〈v(xn), xn〉 converge vers 0 et donc ||v(xn)|| aussi. Si M n’appartient pas au spectre de u,
alors v est inversible et xn = v−1(v(xn)) converge vers 0, ce qui n’est pas possible.

• Soit κ = sup||x||=1 |〈u(x), x〉|, montrons que κ ≥ ||u||.
Pour tous x et y dans H de norme 1, puisque u est auto-adjoint, nous avons

|4Re 〈u(x), y〉| = |〈u(x+ y), x+ y〉 − 〈u(x− y), x− y〉|
≤ κ

(
||x+ y||2 + ||x− y||2

)
= 2κ

(
||x||2 + ||y||2

)
= 4κ

Par homogénéité, pour tous x et y dans H , nous avons donc |Re 〈u(x), y〉| ≤ κ ||x|| ||y||.
Donc ||u(x)||2 = Re 〈u(x), u(x)〉 ≤ κ ||x|| ||u(x)||, ce qui implique que ||u|| ≤ κ.

Par la proposition 6.43 et ce qui précède, nous avons

||u|| ≥ ρ(u) ≥ max{M,−m} = sup
||x||=1

|〈u(x), x〉| ≥ ||u|| .

L’assertion (v) en découle.

(vi) Soit λ une valeur spectrale non valeur propre de u. Puisque u est auto-adjoint, λ
est réelle par (v). L’image de u− λ id est dense, car son orthogonal est nul par (ii). Donc
λ n’appartient pas au spectre résiduel, et celui-ci est vide.

(vii) Notons σ l’ensemble des λ ∈ K tels qu’il existe une suite (xn)n∈N dans H telle
que ||xn|| = 1 et limn→+∞ ||u(xn) − λxn|| = 0.

Si λ /∈ Sp(u), alors xn = (u − λ id)−1(u(xn) − λxn) tend vers 0 quand ||u(xn) − λxn||
tend vers 0, donc λ /∈ σ.

Réciproquement, soit λ ∈ Sp(u), qui en particulier est réel. Si λ est une valeur propre,
alors λ ∈ σ (en considérant une suite constante en un vecteur propre unitaire). Sinon,
v = u − λ id est d’image dense par (vi). Si λ /∈ σ, alors il existe N ∈ N − {0} tel que
||v(x)|| ≥ 1

N pour tout vecteur unitaire x de H . Par homogénéité, ||v(x)|| ≥ 1
N ||x|| pour

tout x ∈ H . Par le lemme 6.52, l’image de v est fermée. Donc v est surjective, et injective
car λ /∈ Vp, ce qui contredit que λ ∈ Sp(u). �

Exercice E.69 Soit K = R ou K = C, soit H un espace de Hilbert séparable sur K,
soit F un sous-espace vectoriel fermé de H de codimension infinie, soit (en)n∈N une base
hilbertienne de l’orthogonal F⊥ de F , et soit (λn)n∈N une suite de réels strictement positifs
convergeant vers 0.

Montrer qu’il existe un et un seul opérateur auto-adjoint positif compact u ∈ L (H )
tel que u s’annule sur F et u(en) = λnen pour tout n.

Montrer que les valeurs propres de u sont les λn (de multiplicités finies)

Vp(u) = {λn : n ∈ N} ,
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que le spectre de u est
Sp(u) = {0} ∪ Vp(u) .

Le but de la partie suivante est de montrer que tous les opérateurs auto-adjoints com-
pacts positifs de rang infini sont comme dans l’exercice.

Spectre des opérateurs auto-adjoints compacts.

Le résultat suivant dit en particulier qu’un opérateur auto-adjoint compact d’un espace
de Hilbert séparable est diagonalisable en base hilbertienne.

Théorème 6.53 Soit u un opérateur auto-adjoint compact dans un espace de Hilbert H

sur K = R ou K = C. Il existe deux suites finies ou infinies de réels strictement positifs
(λn)n∈N, n<N+ et (νn)n∈N, n<N−, convergeant vers 0 si N+ = +∞ (resp. N− = +∞), telles
que si Eλ = Ker(u− λ id) pour tout λ ∈ R, alors

(1) les λn, −νn sont des valeurs propres de multiplicités finies de u, qui sont les seules
valeurs spectrales non nulles de u ;

(2) ||u|| = max{λ0, ν0} si u 6= 0 ;
(3) H est somme hilbertienne de E0 et des Eλn

, Eνn ;
(4) (Principe de Rayleigh) si k < N+ et n < N−, alors

λk = max
x∈
(
E0⊕

Lk−1
i=0 Eλi

)⊥
, ||u||=1

〈u(x), x〉 et − νn = min
x∈
(
E0⊕

Ln−1
i=0 Eνi

)⊥
, ||u||=1

〈u(x), x〉 .

Bien sûr, 0 peut être ou ne pas être une valeur propre. Il découle immédiatement de ce
résultat que 0 n’appartient pas au spectre de u si et seulement si H est de dimension finie
et si u est bijectif ; de plus u n’a pas de valeur propre non nulle si et seulement si u = 0.

Preuve. (1) Par les propositions 6.48 et 6.51 (v), l’ensemble des valeurs spectrales non
nulles de u est formé de valeurs propres réelles isolées bornées de multiplicités finies. En
séparant les positives et les négatives, elles forment donc deux suites finies ou infinies de
réels strictement positifs (λn)n∈N, n<N+ et de réels strictement négatifs (−νn)n∈N, n<N− .
Ces suites convergent vers 0 si N+ = +∞ (resp. N− = +∞), par fermeture du spectre.

(2) Ceci découle de la proposition 6.51 (v).

(3) Montrons tout d’abord que ces sous-espaces (qui sont fermés) sont orthogonaux
deux à deux. Si x, y ∈ H et u(x) = λx et u(y) = µy avec µ 6= λ deux nombres réels, alors
puisque u est auto-adjoint

λ〈x, y〉 = 〈u(x), y〉 = 〈x, u(y)〉 = µ〈x, y〉 ,

donc x et y sont orthogonaux, ce qui montre le résultat.
Notons F le sous-espace vectoriel de H engendré par ces sous-espaces, et montrons

que F est dense dans H .
Par construction, F est invariant par u, donc F⊥ est invariant par u par la propostion

6.51 (iv). L’opérateur linéaire v = u|F⊥ est auto-adjoint compact, et par construction il
n’a pas de valeur propre non nulle, donc par la proposition 6.48 (5), son spectre est réduit
à {0}. Par la proposition 6.48 (6) ou 6.51 (v), l’opérateur v est nul, donc F⊥ est contenu
dans E0, donc est nul. Par le corollaire 6.33 (2), le sous-espace vectoriel F est donc dense.
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(4) Quitte à changer u en −u, il suffit de montrer la première égalité. Notons Fk =
E0 ⊕ Eλ0 ⊕ Eλ1 ⊕ · · · ⊕ Eλk−1

, qui est invariant par u. Alors F⊥k l’est aussi, et u|Fk
est

auto-adjoint compact, de plus grande valeur spectrale λk. Le résultat découle donc de la
proposition 6.51 (v). �

Porisme 6.54 (1) Soit u un opérateur auto-adjoint compact positif dans un espace de
Hilbert H de dimension infinie. Alors il existe une suite (λn)n∈N de réels strictement
positifs convergeants vers 0, qui sont des valeurs propres de u de multiplicités finies, telles
que, en posant Eλ = Ker(u− λ id) pour tout λ ∈ R,

Sp(u) = {0} ∪ {λn : n ∈ N} , H = E0 ⊕
⊕

n∈N

Eλn
et λ0 = sup

x∈Ker(u)⊥, ||x||=1

〈u(x), x〉 .

(2) Soit u un opérateur auto-adjoint compact dans un espace de Hilbert séparable H .
Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de u.

Preuve. (1) Cette assertion découle immédiatement du théorème 6.53, car le spectre d’un
opérateur positif est positif.

(2) Avec les notations du théorème 6.53, chaque E0, Eλn
, Eνn est un espace de Hilbert

séparable (de dimension finie sauf peut-être E0), donc en mettant bout à bout des bases
orthonormées des Eλn

, Eνn et en y intercalant les éléments d’une base hilbertienne de E0,
on obtient le résultat.

Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints.

Le but de ce chapitre est de décrire un opérateur auto-adjoint d’un espace de Hilbert
sur K = R ou K = C par des quantités définies sur son spectre. Un rôle important va être
joué par les projecteurs orthogonaux.

Proposition 6.55 Soit H un espace de Hilbert sur K, et P ∈ L (H ). Alors P est la
projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé de H si et seulement si P est
un opérateur auto-adjoint idempotent (i.e. P 2 = P ) de H . De plus, P est alors positif et
P est la projection orthogonale sur son image P (H ).

Preuve. Si P est la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé F de H ,
alors pour tous x, y dans H , les vecteurs P (x) et y − P (y), ainsi que P (x) − x et P (y),
sont orthogonaux, et donc 〈P (x), y〉 = 〈P (x), P (y)〉 = 〈x, P (y)〉. Ceci montre que P est
auto-adjoint, et positif, car 〈P (x), x〉 = 〈P (x), P (x)〉 ≥ 0. Comme la restriction de P à F
est l’identité, P est idempotent.

Réciproquement, soit P un opérateur auto-adjoint idempotent. Si y = P (x), alors
P (y) = P 2(x) = P (x) = y. Donc l’image P (H ) est contenue dans le noyau de id−P , donc
égal à ce noyau, et en particulier, P (H ) est fermé. Puisque P est autoadjoint, pour tous
x, y dans H , 〈P (y), x−P (x)〉 = 〈y, P (x)− P 2(x)〉 = 0. Donc P (x) est un vecteur tel que
P (x) − x soit orthogonal à P (H ), ce qui montre le résultat. �

Définition 6.56 Soit H un espace de Hilbert sur K. Une famille (Pλ)λ∈R de projecteurs
orthogonaux de H est appelé une résolution de l’identité si

(a) Pλ ◦ Pµ = Pmin{λ,µ} ;
(b) Pλ = 0 si λ est assez petit, et Pλ = id si λ est assez grand ;
(c) pour tout x dans H , limµ→λ+ Pµ(x) = Pλ(x).
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La première propriété s’appelle la propriété de croissance, la troisième la propriété de
continuité faible à droite. Lorsque l’on s’intéresse à des opérateurs linéaires dont le domaine
de définition n’est pas tout l’espace de départ (dit non-bornés), la condition (b) doit être
remplacée par limµ→−∞ Pµ(x) = 0 et limµ→+∞ Pµ(x) = x, pour tout x ∈ H .

Il découle de ces propriétés et des propriétés des projections orthogonales que pour tout
x dans X, l’application de R dans R définie par

λ 7→ 〈Pλ(x), x〉

est une application nulle au voisinage de −∞, égale à ||x||2 au voisinage de +∞, croissante,
(car pour tout x ∈ H , si λ ≤ µ, alors

〈Pλ(x), x〉 = 〈Pλ(x), Pλ(x)〉 = 〈Pλ ◦ Pµ(x), Pλ ◦ Pµ(x)〉 ≤ 〈Pµ(x), Pµ(x)〉 = 〈Pµ(x), x〉

puisque Pλ est de norme au plus 1), et continue à droite.
Le résultat suivant est montré par exemple dans [Coh, page 23].

Théorème 6.57 Si F : R → R est une fonction bornée, croissante, continue à droite,
nulle sur ] − ∞,m[ et constante sur ]M,+∞[, alors il existe une unique mesure positive
borélienne finie µ sur R, à support contenu dans [m,M ], telle que µ(]−∞, λ]) = F (λ) pour
tout λ ∈ R. �

Une telle mesure est appelée mesure de Stieljes, et notée dF . Par unicité, si t ≥ 0 et
G : R → R est une telle autre fonction, alors F + tG est aussi bornée, croissante, continue
à droite, nulle sur ]−∞,m[ et constante sur ]M,+∞[, et d(F + tG) = dF + tdG. De plus,
||dF || = limλ→+∞ F (λ).

En particulier, nous noterons d〈Pλ(x), x〉 la mesure de Stieljes de l’application λ 7→
〈Pλ(x), x〉, qui vérifie les hypothèses du théorème ci-dessus.

Proposition 6.58 Soient H un espace de Hilbert sur K, (Pλ)λ∈R une résolution de l’iden-
tité, et f ∈ C (R,K). Il existe un unique opérateur linéaire u ∈ L (H ) tel que, pour tout
x ∈ H ,

〈u(x), x〉 =

∫

λ∈R

f(λ) d〈Pλ(x), x〉 .

Cet opérateur est autoadjoint si f est à valeurs réelles, et positif si f est à valeurs positives.

Cet opérateur sera noté

u =

∫

λ∈R

f(λ) dPλ .

Preuve. Pour tout x ∈ H , notons q(x) =
∫
λ∈R

f(λ) d〈Pλ(x), x〉, qui est bien défini, car µ
est de support compact. Par les propriétés des mesures de Stieljes, l’application a : H ×H

définie par a(x, y) = 1
2

(
q(x+ y) − q(x) − q(y)

)
si K = R, et par

a(x, y) =
1

2

(
q(x+ y) − q(x) − q(y)

)
+
i

2

(
q(x+ iy) − q(x) − q(y)

)

si K = C, est sesquilinéaire, et hermitienne si f est réelle. Toujours par les propriétés
des mesures de Stieljes, la mesure d〈Pλ(x), x〉 est de norme au plus ||x||2 et son support
est contenu dans [m,M ] si Pλ = 0 pour λ < m et Pλ = id pour λ > M . Donc, si
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C = maxλ∈[m,M ] |f(λ)| (qui est fini), alors pour tout x dans H , nous avons q(x) ≤ C||x||2.
Donc pour tous x, y dans H de norme 1, nous avons |a(x, y)| ≤ 6C, donc a est continue.

Le résultat découle alors du corollaire 6.35 au théorème de dualité de Riesz-Fréchet. �

Il est possible de montrer que tout opérateur linéaire continu auto-adjoint sur un espace
de Hilbert réel ou complexe est de cette forme.

6.4 Indications pour la résolution des exercices

Schème E.65. L’application pn : H → En définie par pn
(
(xk)k∈N

)
= xn est une appli-

cation linéaire, et pour tous x, y dans H , nous avons 〈x, y〉H =
∑

n∈N〈pn(x), pn(y)〉En .
Puisque 〈·, ·〉En est une forme sesquilinéaire hermitienne, par passage à la limite des égali-
tés, 〈·, ·〉H est aussi une forme sesquilinéaire hermitienne. Puisque qu’une série convergente
de termes positifs ou nuls est positive ou nulle, et est nulle si et seulement si chacun de
ses termes est nul, 〈·, ·〉H est définie positive. Donc 〈·, ·〉H est un produit scalaire sur H ,
dont la norme associée est

||x|| =
(∑

k∈N

||xk||2
) 1

2

si x = (xk)k∈N. En particulier, ||pn(x)|| = ||xn|| ≤ ||x||, donc pn est 1-lipschitzienne, donc
continue. De plus pn est un isomorphisme linéaire isométrique en restriction au sous-espace
vectoriel Fn, qui est fermé comme intersection de fermés, car

Fn = {x ∈ H : ∀ k ∈ N − {n}, pk(x) = 0}

et pk est continue pour tout k ∈ N. Il est immédiat par définition du produit scalaire
de H que Fn et Fm sont orthogonaux si n 6= m. Pour tout x = (xk)k∈N ∈ H , soit

N ∈ N tel que
(∑+∞

k=N ||xk||2
) 1

2 < ǫ, et soit y l’élément de H , dont les N premières
composantes sont x0, . . . , xN−1 et dont les autres composantes sont nulles. Alors y est
un élément de la somme directe des Fn (car somme finie d’éléments des Fk). De plus

||x − y|| =
(∑+∞

k=N ||xk||2
) 1

2 < ǫ. Donc la somme directe des Fn est dense dans H . Ceci
montre que H est une somme hilbertienne des Fn. (Mais H n’est pas égale à la somme
directe des Fn, cette somme directe étant l’ensemble des éléments de H dont toutes les
composantes sauf un nombre fini sont nulles).

Schème E.66. L’idée clef est d’utiliser les coordonnées hilbertiennes, ce qui est naturel
vu l’énoncé, et d’appliquer moultes fois le théorème de Parseval 6.40.

a) Unicité, existence et continuité de u.
Pour tout x dans H , nous noterons (xn)n∈N les coordonnées hilbertiennes de x dans

la base hilbertienne (en)n∈N. Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors
pour tout x dans H , nous avons u(x) = u(

∑
n∈N xnen) =

∑
n∈N λnxnen, ce qui montre

l’unicité. Réciproquement, pour tout x dans H , puisque C est compact, il existe Λ > 0
tel que |λn| ≤ Λ pour tout n, et donc la série

∑
n∈N |λnxn|2, majorée par Λ

∑
n∈N |xn|2,

qui est égal à Λ||x||2 par l’égalité de Parseval, converge. Par le théorème 6.40, la série
y =

∑
n∈N λnxnen converge donc dans H , et on pose u(x) = y. Il est immédiat que u

est linéaire, et que ||u|| ≤ Λ (toujours par l’égalité de Parseval). Donc u est continue,
ce qui montre l’existence. [Une autre manière de montrer l’existence est de définir u sur
l’espace vectoriel engendré par les en par linéarité, sa norme étant au plus Λ sur cet espace
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vectoriel, puis d’étendre u à H tout entier par le théorème de prolongement 5.18 (par
uniforme continuité de u, complétude de H et densité de Vect{en . n ∈ N}).]

b) Calcul des valeurs propres et espaces propres de u.
Tout d’abord, pour tout n ∈ N, nous avons u(en) = λnen et en 6= 0. Donc λn est une

valeur propre de u. Réciproquement, soit λ ∈ C une valeur propre de u. Il existe donc x dans
H non nul tel que u(x) = λx. Par conséquent, par unicité des coordonnées hilbertiennes,
pour tout n ∈ N, nous avons λnxn = λxn, égalité qui est équivalente à xn = 0 ou λ = λn.
Or puisque x est non nul, il existe n0 ∈ N tel que xn0 6= 0. Donc λ = λn0 . Donc les valeurs
propres sont exactement les λn pour n ∈ N :

Vp(u) = {λn : n ∈ N} .

Si λ est une valeur propre, son espace propre Eλ, qui est l’ensemble des x ∈ H tels
que xn = 0 si λn 6= λ, est donc l’adhérence du sous-espace vectoriel somme directe des Cen
pour les n ∈ N tels que λn = λ (attention, si une infinité de λn prennent la valeur λ, cet
espace propre Eλ n’est pas la somme directe de ces droites, qui n’est pas fermée, mais est
la somme hilbertienne de ces droites).

c) Calcul du spectre de u.
Comme le spectre Sp(u) est fermé, et contient Vp(u) qui est dense dans C, nous avons

donc l’inclusion C ⊂ Sp(u). Pour montrer que cette inclusion est une égalité, soit λ ∈ C−C.
Comme C est compact, il existe ǫ > 0 tel que le disque de centre λ et de rayon ǫ > 0 soit
contenu dans le complémentaire de C. En particulier, |λn − λ| ≥ ǫ > 0 pour tout n ∈ N.

Montrons que u−λ id est surjectif. Pour tout y dans H , posons xi = yi

λi−λ (le dénomi-
nateur ne s’annule pas). Alors la série

∑
i∈N |xi|2, majorée par 1

ǫ2
∑

i∈N |yi|2, qui est égal à
||y||2
ǫ2

par l’égalité de Parseval, converge. Par la partie réciproque du théorème de parseval
6.40, la série x =

∑
n∈N xnen converge donc dans H . Par linéarité et continuité de u, nous

avons
u(x) − λx =

∑

n∈N

(λn − λ)xnen =
∑

n∈N

ynen = y ,

ce qui montre la surjectivité.
Montrons que u−λ id est injectif. Pour tout x dans H , par l’égalité de Parseval, nous

avons ||u(x) − λx||2 =
∑

n∈N |(λn − λ)xn|2 ≥ ǫ2||x||2, donc u(x) − λx ne s’annule que si x
est nul, ce qui montre l’injectivité.

Donc u− λ id est bijectif, et tout λ /∈ C est une valeur régulière de u. Ceci montre que

Sp(u) = C .

c) Calcul du spectre résiduel de u.
Pour tout λ ∈ C non valeur propre de u, montrons que l’image de u − λ id est dense

dans H . Ceci montre que le spectre résiduel de u est vide.

Méthode 1. Pour tout y dans H et tout ǫ > 0, soit N tel que
∑+∞

n=N+1 |yi|2 ≤ ǫ2 (ce
qui est possible par la convergence de la série

∑ |yi|2 par l’égalité de Parseval). Posons
xi = yi

λi−λ pour i = 0, . . . , N (les dénominateurs ne s’annulent pas) et x =
∑N

i=0 xiei. Alors

u(x) − λx =

N∑

i=0

λixiei − λxiei =

N∑

i=0

yiei .
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Par l’égalité de Parseval, ||(u(x) − λx) − y|| =
(∑+∞

n=N+1 |yi|2
) 1

2 ≤ ǫ, ce qui montre le
résultat :

Spres(u) = C .

Méthode 2. Pour tout n ∈ N, puisque λ 6= λn et u(en) = λnen, nous avons en =
(u − λ id)

(
en

λn−λ
)
. Donc en appartient à l’image I de u − λ id pour tout n ∈ N. Cette

image I, étant un sous-espace vectoriel de H , contient donc le sous-espace vectoriel V
engendré par les en pour n ∈ N. Puisque V est dense dans H , par les propriétés des bases
hilbertiennes, l’image I est dense aussi (V ⊂ I implique H = V ⊂ I ⊂ H , donc I = H

par sandwitch).

Schème E.67. Pour tout x dans H , nous noterons (xn)n∈N les coordonnées hilbertiennes
de x dans la base hilbertienne (en)n∈N.

L’unicité de u se montre comme dans l’exercice E.66. La série à termes deux à deux
orthogonaux

∑
i∈N xiei+1, dont la somme des carrés des normes des termes est

∑
i∈N |xi|2 =

||x||2, converge par le théorème de Parseval 6.40. Donc u(x) est bien définie, et clairement
linéaire, et est isométrique : ||u(x)|| = ||x|| pour tout x dans H. En particulier u est injective
de norme 1, donc de rayon spectral au plus 1, et le spectre de u est contenu dans le disque
unité fermé D = {z ∈ C : |z| ≤ 1} de C.

Comme u est injective, 0 n’est pas valeur propre. Si λ ∈ C − {0} et u(x) = λx, alors
par unicité des coordonnées hilbertiennes, λx0 = 0 et λxi+1 = xi pour tout i ∈ N. Ceci
implique que xi = 0 pour tout i, donc x = 0, et u n’a pas de valeur propre.

Soit λ ∈ C tel que |λ| < 1. Montrons que u−λ id n’est pas d’image dense dans H . Ceci
montrera que le spectre résiduel contient le disque unité ouvert. Comme le spectre résiduel
est contenu dans le spectre, qui est fermé, ceci montrera l’autre inclusion D ⊂ Sp(u), et
donc que

Sp(u) = D .

Notons ϕ : H → C la forme linéaire y 7→ ∑
i∈N λ

iyi, qui est bien définie, car la
suite des coordonnées hilbertiennes (yi)i∈N est bornée et |λ| < 1. Il est immédiat de voir
que ϕ est continue (les coordonnées hilbertiennes le sont). Son noyau est un hyperplan
vectoriel fermé. Montrons que l’image de u− λ id est contenu dans ce noyau, qui n’est pas
dense car fermé et de codimension 1, ce qui conclut. Soient x, y ∈ H . Si y = u(x) − λx,
alors, par unicité des coordonnées hilbertiennes, nous avons y0 = −λx0 (équation E−1)
et yi+1 = xi − λxi+1 (équation Ei) pour tout i ∈ N. En multipliant par λi+1 l’équation
Ei pour tout i ∈ N ∪ {−1} et en ajoutant les n + 1 premières équations, nous obtenons∑n

i=0 λ
iyi = −λn+1xn. Comme la suite (xi)i∈N est bornée et |λ| < 1, par passage à la

limite, nous obtenons que y appartient au noyau de ϕ, ce qui montre le résultat.

Pour obtenir que Spres(u) soit exactement le disque unité ouvert, il reste à montrer que
si |λ| = 1, alors u−λ id est d’image dense. Pour cela, par le corollaire 6.33 (2) (disant qu’un
sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert est dense si et seulement si son orthogonal est
nul), il suffit de montrer que si y ∈ H est orthogonal à l’image de u− λ id, alors y = 0.

Soit donc y ∈ H tel que pour tout i ∈ N, le vecteur y soit orthogonal à u(ei) − λei =
ei+1 − λei. Si les coordonnées hilbertiennes de y dans la base hilbertienne donnée sont
(yi)i∈N, nous avons donc 0 = 〈y, ei+1 − λei〉 = yi+1 − λyi. Donc |yi+1| = |yi|. Mais alors la
convergence (assurée par le théorème de Parseval 6.40) de la série

∑
i∈N |yi|2 implique que

yi = 0 pour tout i ∈ N, ce qui montre le résultat.
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7 Calcul différentiel banachique

Nous renvoyons par exemple à [Ave, Car, Die1] pour des références générales concernant
ce chapitre. Nous renvoyons à [Die1] pour ce qui concerne les applications analytiques réelles
(ou de classe Cω) et analytiques complexes, deux notions dont nous ne traiterons guère ici.

L’idée directrice du calcul différentiel est celle de l’approximation locale des fonctions
par des fonctions linéaires ou affines, pour arriver à modeler les comportement locaux de
fonctions sur ceux des fonctions linéaires ou affines. Les applications de ce principe de
linéarisation sont nombreuses, aussi bien en mathématique qu’en physique.

Si E et F sont deux espaces vectoriels normés, nous munirons L (E,F ) de la norme
d’opérateur ||u|| = sup||x||≤1 ||u(x)||, de sorte que L (E,F ) est un espace de Banach si E
et F le sont (voir le paragraphe 6.1).

7.1 Dérivation

Notons K le corps R ou C. Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur K, U un
ouvert de E, f : U → F une application, et a un point de U .

On dit que f est différentiable (au sens de Fréchet), ou aussi dérivable, au point a s’il
existe une application linéaire continue g : E → F telle que

f(a+ h) − f(a) − g(h) = o(h)

quand h tend vers 0 (le membre de gauche est bien défini si h est suffisamment proche de
0).

En particulier, si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Une telle application g, si elle existe, est unique. En effet, soit g∗ une autre application
linéaire continue telle que f(a+h)− f(a)− g∗(h) = o(h). Alors g∗(h)− g(h) = o(h) quand
h tend vers 0, c’est-à-dire que pour tout ǫ > 0, il existe η > 0 tel que pour tout h dans E,
si ||h|| < η, alors ||g∗(h)− g(h)|| ≤ ǫ||h||. Pour tout h dans E tel que ||h|| ≤ 1, nous avons
||η2h|| < η, donc par homogénéité, ||g∗(h) − g(h)|| ≤ ǫ||h||. D’où ||g∗ − g|| ≤ ǫ pour tout
ǫ > 0, et g∗ = g.

Cet élément g de l’espace vectoriel normé L (E,F ) sera noté

dfa : E → F

(ou aussi f ′(a) ou encore Df(a)) et appelé la différentielle (ou aussi dérivée) de f en a.

Remarques. (1) Il est équivalent de demander qu’il existe une application linéaire conti-
nue g : E → F telle que f(a+h)−f(a)−g(h) = o(h), et que les deux conditions suivantes
soient vérifiées

(i) f est continue en a,

(ii) il existe une application linéaire g : E → F telle que

||f(x) − f(a) − g(x− a)|| = o(||x− a||)

quand x tend vers a.
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En effet, les deux conditions (i) et (ii), et le fait que U soit ouvert, impliquent que g est
continue en 0, donc continue par linéarité. Réciproquement, nous avons déjà mentionné
que la différentiabilité de f en a implique la continuité de f en a.

(2) La différentiabilité de f en a, ainsi que la valeur de dfa, ne changent pas si l’on
remplace les normes de E et F par des normes équivalentes. En particulier, lorsque nous
considèrerons des produits finis d’espaces vectoriels normés, nous pourrons utiliser n’im-
porte quelle norme produit || · ||p pour p ∈ [1,+∞], deux telles normes étant équivalentes.
Si E et F sont de dimension finie, la différentiabilité de f en a, ainsi que la valeur de dfa,
ne dépendent donc pas des normes sur E et F .

(3) Ces propriétés ne dépendent que du germe de f en a : si deux applications coïncident
sur un voisinage de a, alors l’une est différentiable en a si et seulement si l’autre l’est, et les
différentielles en a coïncident alors. Nous nous autoriserons souvent à restreindre l’ouvert
de départ.

(4) Supposons que E = K. L’application qui à c ∈ F associe l’application linéaire
continue t 7→ tc de K dans F est un isomorphisme (linéaire isométrique) d’espaces vectoriels
normés, de F dans L (E,F ). L’application f : U → F est différentiable en a si et seulement
si la limite

f ′(a) = lim
x→a, x 6=a

f(x) − f(a)

x− a

existe dans F , et alors dfa est l’application t 7→ tf ′(a). Le fait de noter de la même manière
un élément c de F et l’élément correspondant t 7→ tc de L (K, F ) ne pose pas d’inconvénient
majeur.

(5) On dit parfois « K-différentiable en a » au lieu de « différentiable en a » lorsque
l’on veut préciser le corps de base K.

Si K = C, soient ER et FR les espaces vectoriels normés réels sous-jacents à E et à
F (i.e. ER = (E,+, ·| R×E, || ||) ). Si f : U → F est une application C-différentiable en
a, alors f est encore une application de l’ouvert U de ER à valeurs dans FR, et toute
application C-linéaire continue de E dans F étant une application R-linéaire de ER et
FR, l’application f est R-différentiable en a, et son application différentielle en a en tant
qu’application R-différentiable coïncide avec son application différentielle en a en tant
qu’application C-différentiable.

Mais la réciproque est fausse : par exemple, l’application z 7→ z de C dans C est R-
différentiable en tout point, mais n’est C-différentiable en aucun point. Nous renvoyons
au cours d’Analyse complexe du second semestre pour un apprentissage approfondi des
applications C-différentiables entre ouverts de C.

On dit que f est différentiable (ou aussi dérivable) dans U si f est différentiable en tout
point de U . L’application x 7→ dfx de U dans L (E,F ) est alors notée

df : U → L (E,F )

(ou aussi f ′ : U → L (E,F )), et appelée la différentielle (ou aussi dérivée) de f . On dit que
f est continuement différentiable (ou aussi de classe C1) en a si f est différentiable en tout
point d’un voisinage ouvert V de a dans U , et si df : V → L (E,F ) est continue en a (pour
la structure usuelle d’espace vectoriel normé de L (E,F )). On dit que f est continuement
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différentiable (ou aussi de classe C1) dans U si f est continuement différentiable en tout
point de U , ou, de manière équivalente, si f est différentiable en tout point de U et si
df : U → L (E,F ) est continue.

Remarque. Une application de classe C1 en a (resp. dans U) est en particulier continue
en a (resp. dans U).

Propriétés élémentaires des différentielles.

Soit K = R ou K = C. Soient E,F,G trois espaces vectoriels normés sur K, U un
ouvert de E, V un ouvert de F , a un point de U , f, f1, f2 : U → F et g : V → G des
applications telles que f(U) soit contenu dans V .

Notons que si f est supposée continue en a, et si l’on remplace la condition f(U) ⊂ V
par la condition plus faible f(a) ∈ V , alors f−1(V ) ∩U est un voisinage de a, et l’on peut
donc restreindre f à un voisinage ouvert de a de sorte que f(U) soit contenu dans V .

Nous énonçons une liste de propriétés basiques des différentielles, et nous les démon-
trerons ensuite.

(1) Si f est constante, alors f est continuement différentiable en a, et

dfa = 0 .

(2) Si f : U → F est la restriction d’une application linéaire continue de E dans F , que
l’on notera encore f , alors f est continuement différentiable dans U et, pour tout
x ∈ U ,

dfx = f .

(3) (Théorème de dérivation des fonctions composées) Si f est différentiable en
a et si g est différentiable en f(a), alors g ◦ f : U → G est différentiable en a, et

d(g ◦ f)a = dgf(a) ◦ dfa .

(4) Si F = F1 × · · · ×Fn est un produit d’espaces vectoriels normés, et f = (f1, . . . , fn),
alors f est différentiable en a (resp. continuement différentiable en a, différentiable
dans U , continuement différentiable dans U) si et seulement si fi l’est pour tout
i = 1, . . . , n, et alors

dfa = (d(f1)a, . . . , d(fn)a) .

(5) Si E = E1 × · · · × En est un produit d’espaces vectoriels normés, et si f est la
restriction d’une application multilinaire continue, que l’on notera encore f , alors f
est continuement différentiable dans U et, pour tout (x1, . . . , xn) ∈ U ,

df(x1,...,xn) : (h1, . . . , hn) 7→
f(h1, x2, . . . , xn) + f(x1, h2, x3, . . . , xn) + · · · + f(x1, . . . , xn−1, hn) .

(6) Si f1 et f2 sont différentiables en a, alors f1 + λf2 est différentiable en a pour tout
λ ∈ K, et

d(f1 + λf2)a = d(f1)a + λd(f2)a .
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(7) Si F = R (auquel cas E est supposé réel) ou F = C (et plus généralement si F est
une algèbre normée), si f1 et f2 sont différentiables en a, alors l’application produit
f1f2 (définie par x 7→ f1(x)f2(x)) est différentiable en a, et

d(f1f2)a = f2(a)d(f1)a + f1(a)d(f2)a .

(8) Si E et F sont des espaces de Banach, si f(U) est un ouvert de F et si f : U → f(U)
est un homéomorphisme, différentiable en a, tel que dfa soit une bijection de E sur
F , alors f−1 est différentiable en b = f(a) et

d(f−1)b = (dff−1(b))
−1 .

(9) Si E et F sont des espaces de Banach, alors l’application ϕ : G L (E,F ) → G L (F,E)
définie par u 7→ u−1 est continuement différentiable sur G L (E,F ), et sa différentielle
en u ∈ G L (E,F ) est l’application dϕu : L (E,F ) → L (F,E) définie par

dϕu(h) = −u−1 ◦ h ◦ u−1 .

Preuve. L’assertion (1) est immédiate. L’assertion (2) est facile, car si f est linéaire, alors
f(x) − f(a) − f(x− a) = 0.

Montrons l’assertion (3). Soit b = f(a). Pour tout ǫ ∈ ]0, 1], posons ǫ′ = ǫ
1+||dfa||+||dgb|| ,

qui appartient à ]0, 1]. Par différentiabilité de f en a et de g en b, soit η > 0 tel que si
||s|| ≤ η et ||t|| ≤ η, alors

f(a+ s) − b− dfa(s) = ǫ1(s) et ||g(b + t) − g(b) − dgb(t)|| ≤ ǫ′ ||t|| .

où ||ǫ1(s)|| ≤ ǫ′ ||s||.
Pour tout s ∈ E tel que ||s|| ≤ η

1+||dfa|| ≤ η, posons t = dfa(s) + ǫ1(s), de sorte que
f(a+ s) = b+ t et ||t|| ≤ (||dfa|| + 1) ||s|| ≤ η. Alors

||g ◦ f(a+ s) − g ◦ f(a) − dgb(dfa(s))|| = ||g(b+ t) − g(b) − dgb(t) + dgb(ǫ1(s))||
≤ ǫ′ ||t|| + ||dgb|| ||ǫ1(s)||
≤ ǫ′ (||dfa|| + 1 + ||dgb||) ||s|| = ǫ ||s|| ,

ce qui montre le résultat.
[Pour les lecteurs préférant utiliser la notation de Landau o, la preuve ci-dessus peut s’écrire :

g ◦ f(a+ h) = g
(
f(a) + dfa(h) + o(h)

)

= g ◦ f(a) + dgf(a)

(
dfa(h) + o(h)

)
+ o
(
dfa(h) + o(h)

)

= g ◦ f(a) + dgf(a) ◦ dfa(h) + o(h)

cette dernière égalité étant vraie car dgf(a) et dfa sont linéaires continues.]

L’assertion (4) est facile, en utilisant le fait qu’une application u : E → F1 × · · · × Fn
est linéaire continue si et seulement si ses composantes u1, . . . , un le sont, et les propriétés
des limites d’applications à valeurs dans un produit.

Montrons l’assertion (5). Nous pouvons supposer que n ≥ 2. Considérons la norme
||(y1, . . . , yn)|| = max{||x1||, . . . , ||xn||} sur E. Par continuité des applications multili-
néaires (voir le paragraphe 2.8), soit c ≥ 0 tel que, pour tout (y1, . . . , yn) dans E, on
ait

||f(y1, . . . , yn)|| ≤ c ||y1|| . . . ||yn|| .
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Soient x = (x1, . . . , xn) et h = (h1, . . . , hn) dans E. Par multilinéarité de f , l’expression

f(x+ h) − f(x) −
(
f(h1, x2, . . . , xn) + f(x1, h2, x3, . . . , xn) + · · · + f(x1, . . . , xn−1, hn)

)

est somme d’un nombre fini (au plus 2n) de termes de la forme f(y1, . . . , yn) avec yk ∈
{xk, hk} où, pour aux moins deux indices distincts i et j, on a yi = hi et yj = hj . Pour
chacun de ces termes, il existe donc un entier α dans [2, n] tel que

||f(y1, . . . , yn)|| ≤ c ||x||n−α||h||α = o(||h||) ,

quand h tend vers 0, ce qui montre le résultat.

L’assertion (6) découle de (2), (3) et (4), en composant l’application à valeurs dans un
produit x 7→ (f1(x), f2(x)) et l’application linéaire continue (x, y) 7→ x+ λy.

L’assertion (7 ) découle de même de (3), (4) et (5), en composant l’application à valeur
dans un produit x 7→ (f1(x), f2(x)) et l’application bilinéaire continue (x, y) 7→ xy.

Montrons l’assertion (8). Par le théorème de Banach 6.27, l’application dfa : E → F
(linéaire, continue, bijective), est d’inverse continu, et en particulier c = ||dfa−1|| est fini,
strictement positif.

Pour tout x dans U , posons y = f(x). Par la différentiabilité de f en a, nous avons

y − b− dfa(x− a) = ||x− a|| ǫ(x) (∗)

où ǫ : U → E vérifie limx→a ǫ(x) = 0. En particulier,

||x− a|| = ||dfa−1
(
dfa(x− a)

)
|| ≤ c

(
||y − b|| + ||x− a|| ||ǫ(x)||

)
.

Donc si x est assez proche de a pour que ||ǫ(x)|| < 1
2 c , alors

||x− a|| ≤ 2 c ||y − b|| . (∗∗)

Pour tout y ∈ f(U), posons ǫ′(y) = dfa
−1 ◦ ǫ ◦ f−1(y), qui converge vers 0 quand y tend

vers b, par composition de limites et d’applications continues. Alors en appliquant dfa−1 à
l’égalité (*) et en changeant les signes, nous obtenons

f−1(y) − f−1(b) − dfa
−1(y − b) = −||f−1(y) − f−1(b) || ǫ′(y) = o(||y − b||) ,

par (**). Ceci montre le résultat.

Montrons enfin l’assertion (9). Rappelons que par la proposition 6.1 (2), la partie
G L (E,F ) est un ouvert de L (E,F ), et que par le lemme 6.2, si h ∈ L (F,F ) et ||h|| < 1,
alors id + h est inversible, d’inverse

∑
n∈N (−1)nhn.

Soit u0 ∈ G L (E,F ). Montrons que u 7→ u−1 est différentiable en u0, de différentielle
h 7→ −u−1

0 ◦ h ◦ u−1
0 . La composition à droite (resp. à gauche) par l’application linéaire

continue u−1
0 est une application linéaire continue de L (E,F ) dans L (F,F ) (resp. de

L (F,F ) dans L (F,E)). Comme le diagramme suivant commute,

u 7→ u−1

u G L (E,F ) −→ G L (F,E) u−1
0 ◦ w

↓ ↓ ↑ ↑
u ◦ u−1

0 G L (F,F ) −→ G L (F,F ) w

v 7→ v−1
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c’est-à-dire puisque u−1 = u−1
0 ◦ (u ◦ u−1

0 )−1, il suffit de montrer, par le théorème de déri-
vation des fonctions composées (l’assertion (3) ci-dessus), que l’application de G L (F,F )
dans G L (F,F ) définie par v 7→ v−1 est différentiable en id, de différentielle h 7→ −h. Or
si h ∈ F et ||h|| < 1, alors par le rappel

||(id + h)−1 − id + h|| ≤ ||h||2
∑

n∈N

||h||n = o(||h||) ,

ce qui montre le résultat. �

Remarques : (i) Il découle par récurrence de (3), (4), (6) et (7) que toute application
polynomiale de Kn dans K est de classe C1. En utilisant de plus (8), toute application
rationnelle de Kn dans K (fraction de deux polynômes) est de classe C1 en tout point où
son dénominateur ne s’annule pas.

(ii) Dans la propriété (8), la condition que dfa soit bijective ne peut être omise. Par
exemple, l’application de R dans R définie par x 7→ x3 est un homéomorphisme dérivable
en 0, mais sa réciproque n’est pas dérivable en 0.

(iii) Dans la propriété (9), si E = F = Kn, alors l’application de L (E,E) dans Mn(K)
qui à une application linéaire associe sa matrice dans la base canonique de Rn est un
isomorphisme linéaire (entre espaces vectoriels de dimension finie), donc est de classe C1

ainsi que son inverse. Elle envoie l’ouvert G L (E,E) de L (E,E) sur l’ouvert GLn(K)
de Mn(K) (des matrices de déterminant non nul). Donc l’application de GLn(K) dans
Mn(K) qui à X associe X−1 est de classe C1. On pouvait aussi déduire ceci de la formule
X−1 = 1

det(X)

t
Comatrice(X) par la remarque (i).

(iv) Par définition des notations de Laudau (voir le paragraphe 3.2), nous avons besoin
pour définir la différentiabilité (que l’on appelle la différentiabilité au sens de Fréchet) que
E et F soient des espaces vectoriels normés (en pratique des espaces de Banach). Il existe
une autre notion de différentiabilité qui fait encore sens (et est parfois utile) lorsque E et
F sont seulement supposés des espaces vectoriels topologiques (en pratique des espaces de
Fréchet).

Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques réels, U un ouvert de E, et f : U → F
une application. Pour tout h dans E, on dit que f admet une dérivée en a dans la direction
h si la limite

∂hf(a) = lim
ǫ→0,ǫ>0

f(a+ ǫh) − f(a)

ǫ

existe dans F . Pour tout t > 0, l’application f est alors dérivable en a dans la direction
th, et ∂thf(a) = t∂hf(a). Mais comme on le voit en regardant l’application de R dans R
définie par x 7→ |x|, si f est dérivable dans toute direction, l’application h 7→ ∂hf(a) n’est
pas forcément linéaire. On dit que f est différentiable au sens de Gâteaux en a si f admet
une dérivée en a dans toute direction, et si l’application h 7→ ∂hf(a) de E dans F est
linéaire et continue. L’exercice suivant est immédiat.

Exercice E.70 Soient E et F des espaces vectoriels normés réels, U un ouvert de E, a
un point de U et f : U → F une application. Montrer que si f est différentiable en a, alors
f est différentiable au sens de Gâteaux en a, et dfa(h) = ∂hf(a) pour tout h dans E.
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7.2 Théorème des accroissements finis et applications

Soit K = R ou K = C.

Théorème 7.1 (Théorème de la moyenne) Soient a et b dans R tels que a < b, G
un espace vectoriel normé réel, f : [a, b] → G et g : [a, b] → R deux applications continues,
dérivables sur ]a, b[ , telles que ||f ′(t)|| ≤ g′(t) pour tout t ∈ ]a, b[ . Alors

||f(b) − f(a)|| ≤ g(b) − g(a) .

Remarque. Il existe de nombreuses variantes de ce résultat. On peut demander seulement
que f et g soient dérivables à droites (respectivement à gauche) et vérifient ||f ′d(t)|| ≤
g′d(t) (respectivement ||f ′g(t)|| ≤ g′g(t)) sur le complémentaire dans [a, b] d’un ensemble
dénombrable (voir [Die1, page 150-152], [Car, page 42-45]).

Lorsque g est de classe C1, nous utiliserons parfois la conclusion de ce théorème sous
la forme équivalente

||f(b) − f(a)|| ≤
∫ b

a
g′(s) ds .

Preuve. Montrons que, pour tout ǫ > 0 et pour tout x ∈ [a, b], nous avons

||f(x) − f(a)|| ≤ g(x) − g(a) + ǫ(x− a+ 1) .

En prenant x = b et en faisant tendre ǫ vers 0, le résultat en découlera.
Supposons par l’absurde que l’ensemble U des x ∈ [a, b] tels que ||f(x) − f(a)|| >

g(x) − g(a) + ǫ(x− a+ 1) soit non vide. Alors U est ouvert (par continuité), non vide, ne
contenant pas a (par définition, car ǫ > 0), donc sa borne inférieure c n’appartient pas à
U (car U est ouvert et a /∈ U) et appartient à ]a, b[. Par définition de la dérivée, il existe
η > 0 tel que c+ η ≤ b et pour tout t ∈ ]c, c + η] on ait

||f ′(c)|| ≥
∣∣∣
∣∣∣
f(t) − f(c)

t− c

∣∣∣
∣∣∣− ǫ

2

et

g′(c) ≤ g(t) − g(c)

t− c
+
ǫ

2
.

D’où
||f(t) − f(c)|| ≤ g(t) − g(c) + ǫ(t− c) .

Comme c /∈ U , on a ||f(c)−f(a)|| ≤ g(c)−g(a)+ǫ(c−a+1), donc, par inégalité triangulaire,

||f(t) − f(a)|| ≤ ||f(t) − f(c)|| + ||f(c) − f(a)|| ≤ g(t) − g(a) + ǫ(t− a+ 1) .

Ceci, étant vrai pour tout t ∈ ]c, c + η], contredit le fait que c soit la borne inférieure de
U . �

Théorème 7.2 (Théorème des accroissements finis) Soient k ∈ [0,+∞[, E et F des
espaces vectoriels normés sur K, U un ouvert convexe de E et f : U → F une application
différentiable dans U telle que

∀ x ∈ U, ||dfx|| ≤ k .

Alors, pour tous x, y dans U ,

||f(y) − f(x)|| ≤ k ||y − x|| .
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Preuve. Soit G = F si K = R, et sinon, soit G = FR l’espace vectoriel normé réel sous-
jacent à F . Pour tous x, y ∈ U , soit ϕ : [0, 1] → G l’application définie par t 7→ f(ty +
(1 − t)x), qui est bien définie par convexité. Par le théorème de dérivation des fonctions
composées et la remarque (5) du paragraphe 7.1, l’application ϕ est R-différentiable et
vérifie

ϕ′(t) = dfty+(1−t)x(y − x) ,

donc ||ϕ′(t)|| ≤ k||y − x||. En appliquant le théorème de la moyenne avec a = 0, b = 1,
f = ϕ et g l’application t 7→ k||y − x||t, le résultat en découle. �

Remarque. La preuve montre plus préciséement que si E et F des espaces vectoriels
normés sur K, si x, h ∈ E, si U est un ouvert contenant le segment fermé [x, x + h] entre
x et x + h, si f : U → F est une application continue en tout point de [x, x + h], et
différentiable en tout point du segment ouvert ]x, x+ h[, alors

||f(x+ h) − f(x)|| ≤ ||h|| sup
t∈]0,1[

||dfx+th|| ,

ce qui est parfois utile.

Porisme 7.3 Soient E et F des espaces vectoriels normés sur K, U un ouvert connexe de
E et f : U → F une application différentiable, de différentielle nulle en tout point de U .
Alors f est constante.

Preuve. Soit a ∈ U (si U est vide, il n’y a rien à montrer) et soit V l’ensemble des points
x de U tels que f(x) = f(a). Alors V est non vide (car a ∈ V ), fermé par continuité de f
(et séparation de F ) et ouvert, car tout point de U contient un voisinage ouvert convexe
contenu dans U , et on applique le théorème des accroissements finis (avec k = 0). Donc V
est égal à U par connexité. �

On en déduit facilement que si E et F sont des espaces vectoriels normés sur K, si U est
un ouvert connexe de E et si f : U → F est une application différentiable de différentielle
constante sur U , alors f est somme d’une application constante et de la restriction à U
d’une application linéaire (la différentielle dfx0 de f en n’importe quel point x0 de U , en
considérant f − dfx0).

Dans les deux résultats suivants, nous noterons f ′(a) plutôt que dfa les applications
différentielles en un point a, pour éviter une débauche d’indices.

Théorème 7.4 (Théorème d’interversion des limites et des dérivées) Soient E
un espace vectoriel normé sur K, F un espace de Banach sur K, U un ouvert connexe de
E, et (fn)n∈N une suite d’applications différentiables de U dans F telles que

(i) il existe x0 ∈ U tel que la suite (fn(x0))n∈N converge dans F ,

(ii) pour tout a dans U , il existe r > 0 tel que (f ′n)n∈N converge uniformément sur B(a, r).

Alors (fn)n∈N converge uniformément sur B(a, r), et si f(x) = limn→∞ fn(x) et si g(x) =
limn→∞ f ′n(x), alors f est différentiable sur U et f ′(x) = g(x) pour tout x dans U :

(
lim
n→∞

fn
)′

= lim
n→∞

f ′n .
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Comme vu l’année précédente, notons que la condition de convergence uniforme (lo-
cale) des dérivées est nécessaire. Par exemple, si fn : ] − 1, 1[ → R est l’application

x 7→
√
x2 + 1

n+1 , alors (fn)n∈N converge uniformément vers l’application f : x 7→ |x|
de ] − 1, 1[ dans R, la suite (f ′n)n∈N converge simplement vers l’application valant −1 sur
] − 1, 0[ , valant 0 en 0 et valant 1 sur ]0, 1[ , mais f n’est pas dérivable en 0.

Preuve. Pour tout x ∈ B(a, r), il découle du théorème des accroissements finis 7.2 que

||fn(x) − fm(x) −
(
fn(a) − fm(a)

)
|| ≤ ||x− a|| sup

y∈B(a,r)
||f ′n(y) − f ′m(y)|| (∗)

≤ r sup
y∈B(a,r)

||f ′n(y) − f ′m(y)|| .

Par (ii), et par complétude de F , ceci implique que si (fn)n∈N converge en un point de
B(a, r), alors elle est uniformément de Cauchy donc uniformément convergente sur B(a, r).

En particulier, l’ensemble A des points de U où (fn)n∈N converge est ouvert et fermé.
Il est non vide par (i), donc égal à U par connexité de U .

Pour tout a dans U , montrons que g(a) est la différentielle de f en a, ce qui conclut.
Pour tout ǫ > 0, il existe N ∈ N tel que si n ≥ N , alors, par (ii) et puisque f ′n(a) → g(a),

sup
y∈B(a,r)

||f ′n(y) − f ′N(y)|| ≤ ǫ

3
et ||f ′N (a) − g(a)|| ≤ ǫ

3

En particulier par (*)

||fn(x) − fN (x) −
(
fn(a) − fN (a)

)
|| ≤ ǫ

3
||x− a|| .

Par passage à la limite quand n tend vers +∞, on a donc

||f(x) − f(a) −
(
fN(x) − fN (a)

)
|| ≤ ǫ

3
||x− a|| .

Par différentiabilité de fN en a, soit r′ ∈ ]0, r] tel que si x ∈ B(a, r′), alors

||fN (x) − fN (a) − f ′N (a)(x− a)|| ≤ ǫ

3
||x− a|| .

Par l’inégalité triangulaire, on en déduit que

||f(x) − f(a) − g(a)(x − a)||
≤ ||f(x) − f(a) −

(
fN (x) − fN (a)

)
+ fN (x) − fN (a) − f ′N (a)(x− a)+

f ′N(a)(x − a) − g(a)(x − a)||
≤ ǫ ||x− a|| ,

ce qui montre le résultat. �

Le résultat suivant découle immédiatement du théorème 7.4 d’interversion des limites
et des dérivées.

Théorème 7.5 (Théorème d’interversion des séries et des dérivées) Soient E un
espace vectoriel normé sur K, F un espace de Banach sur K, U un ouvert connexe de E,
et (fn)n∈N une suite d’applications différentiables de U dans F telles que
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(1) il existe x0 ∈ U tel que la série
∑

n∈N fn(x0) converge dans F ,

(2) pour tout a dans U , il existe r > 0 tel que la série
∑

n∈N f
′
n converge uniformément

sur B(a, r).

Alors la série
∑

n∈N fn converge uniformément sur B(a, r), et sa somme est différentiable
sur U , de différentielle en x ∈ U égale à

∑
n∈N f

′
n(x) :

( ∑

n→∞
fn
)′

=
∑

n→∞
f ′n . �

7.3 Différentielles partielles et d’ordre supérieur

Différentielles partielles.

Soit K = R ou K = C. Soient n ∈ N − {0}, E1, . . . , En et F des espaces vecto-
riels normés sur K, E l’espace vectoriel normé produit E1 × · · · × En (muni de la norme
||(x1, . . . , xn)|| = max{||x1||, . . . , ||xn||}), U un ouvert de E, f : U → F une application,
et i ∈ {1, . . . , n}.

Pour tout a = (a1, . . . , an) dans U , on dit que f est différentiable (ou dérivable) par
rapport à la i-ème variable en a si l’application (parfois appelée la i-ème application par-
tielle)

x 7→ f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an)

est différentiable en ai. La différentielle en ai de cette application, qui est un élément de
L (Ei, F ), est notée

∂ifa ou Dif(a) ou ∂xi
f(a) ou f ′xi

(a) ou
∂f

∂xi
(a) ,

et appelée la i-ème différentielle partielle (ou i-ème dérivée partielle) de f en a.
Si Ei = K, alors f est différentiable par rapport à la i-ème variable en a si et seulement

si la limite
∂f

∂xi
(a) = lim

x→ai, x 6=ai

f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) − f(a)

x− ai

existe, et alors ∂ifa : K → F est l’application t 7→ t ∂f∂xi
(a). Le fait de noter de la même

manière un élément c de F et l’élément correspondant t 7→ t c de L (K, F ) ne pose pas
d’inconvénient majeur.

On dit que f est différentiable (ou dérivable) par rapport à la i-ème variable dans U si
f est différentiable (ou dérivable) par rapport à la i-ème variable en tout point de U , et
l’application ∂if : x 7→ ∂ifx de U dans L (Ei, F ) est appelée l’application i-ème différen-
tielle partielle (ou i-ème dérivée partielle). Par exemple, si f est la restriction à U d’une
application multilinéaire, encore notée f , de E1×· · ·×En dans F , alors f est différentiable
par rapport à la i-ème variable sur U , et ∂ifa : h 7→ f(a1, . . . , ai−1, h, ai+1, . . . , an).

Une application différentiable par rapport à chaque variable n’est pas forcément diffé-
rentiable. Des exemples ont été vus l’année dernière, par exemple l’application de R2 dans
R définie par (0, 0) 7→ 0 et (x, y) 7→ xy

x2+y2
si (x, y) 6= (0, 0) est dérivable par rapport à

chaque variable, mais n’est même pas continue en (0, 0).
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Proposition 7.6 (1) Si f est différentiable en un point a de U , alors f est différentiable
par rapport à chaque variable en a, et

dfa : (h1, . . . , hn) 7→
n∑

i=1

∂ifa(hi) .

(2) L’application f est continuement différentiable sur U si et seulement si f est dif-
férentiable par rapport à chaque variable en tout point de U et si pour tout i = 1, . . . , n,
l’application ∂if : x 7→ ∂ifx de U dans L (Ei, F ) est continue sur U .

Preuve. (1) Supposons que f soit différentiable en a = (a1, . . . , an) ∈ U , et soit df :
U → L (E,F ) sa différentielle. Par le théorème de dérivation des applications composées,
l’application x 7→ f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) est différentiable en ai, de différentielle en
ai égale à h 7→ dfa(0, . . . , 0, h, 0, . . . , 0). La première assertion en découle par linéarité de
dfa, car dfa(h1, . . . , hn) =

∑n
i=1 dfa(0, . . . , hi, . . . , 0).

(2) Supposons de plus que f soit de classe C1. Si A,B,C sont des espaces vectoriels
normés sur K, alors pour tout v ∈ L (A,B), l’application linéaire L (B,C) → L (A,C)
définie par u 7→ u ◦ v est continue. Donc l’application de U dans L (Ei, F ) définie par x 7→
{h 7→ dfx(0, . . . , 0, h, 0, . . . , 0)} est continue, comme composée d’applications continues.

Réciproquement, supposons que f soit différentiable par rapport à chaque variable, de
différentielles partielles continues sur U . Par continuité des ∂if en a, pour tout ǫ > 0,
pour tout a = (a1, . . . , an) dans U , il existe r > 0 tel que B(a, r) ⊂ U et pour tous
h′, h′′ ∈ B(0, r) et tout i = 1, . . . , n,

||∂ifa+h′ − ∂ifa+h′′ || ≤
ǫ

2n
.

Soit h = (h1, . . . , hn) tel que ||h|| = max{||h1||, . . . , ||hn||} < r. Pour tout x ∈ BEi
(0, r),

posons
ui[x] = (a1 + h1, . . . , ai−1 + hi−1, ai + x, ai+1, . . . , an) ,

de sorte que ui[0] = ui−1[hi−1] si i ≥ 1. Nous avons alors, par somme télescopique,

f(a+ h) − f(a) =
n∑

i=1

f(ui[hi]) − f(ui[0]) . (∗)

Par le théorème des accroissements finis appliqué à l’application g de BEi
(0, r) (qui est

convexe) dans F définie par x 7→ f(ui[x]) − ∂ifui[0](x), nous obtenons ||g(hi) − g(0)|| ≤
||hi|| supx∈BEi

(0,r) ||dgx||, donc

∣∣∣∣f(ui[hi]) − f(ui[0]) − ∂ifui[0](hi)
∣∣∣∣ ≤ ||hi|| sup

||x||≤r
||∂ifui[x] − ∂ifui[0]|| ≤

ǫ

2n
||hi|| .
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Par (*) et l’inégalité triangulaire, nous avons donc

∣∣∣∣f(a+ h) − f(a) −
n∑

i=1

∂ifa(hi)
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣

n∑

i=1

f(ui[hi]) − f(ui[0]) − ∂ifa(hi)
∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

∣∣∣∣f(ui[hi]) − f(ui[0]) − ∂ifui[0](hi)
∣∣∣∣+

n∑

i=1

∣∣∣∣∂ifui[0](hi) − ∂ifa(hi)
∣∣∣∣

≤
n∑

i=1

ǫ

2n
||hi|| +

n∑

i=1

ǫ

2n
||hi|| ≤ ǫ ||h|| .

Donc f est différentiable en a, de différentielle en a égale à

dfa : (h1, . . . , hn) 7→
n∑

i=1

∂ifa(hi) .

Comme somme de composées d’applications continues (la composition à droite par l’appli-
cation linéaire continue i-ème projection (h1, . . . , hn) 7→ hi étant une application continue
de L (Ei, F ) dans L (E,F )), la différentielle df : a 7→ dfa de f est donc continue. �

En particulier, supposons que E = Kn. Si f est différentiable en a = (a1, . . . , an) ∈ U ,
alors f admet des dérivées partielles

∂f

∂xi
(a) = lim

x→ai, x 6=ai

f(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) − f(a)

x− ai

par rapport à chaque variable en a ; dans ce cas, dfa est l’application de Kn dans F définie
par

dfa : (h1, . . . , hn) 7→
n∑

j=1

hj
∂f

∂xj
(a) .

De plus, f est de classe C1 si et seulement si f admet des dérivées partielles par rapport
à chaque variable en tout point a = (a1, . . . , an) de U , et si les applications a 7→ ∂f

∂xi
(a) de

U dans F sont continues
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Différentielles d’ordre supérieur.

Soit K = R ou K = C. Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur K, U un
ouvert de E, a ∈ U et f : U → F une application. Rappelons que L (E,F ) est aussi un
espace vectoriel normé sur K (pour la norme d’opérateur), qui est un espace de Banach si
F l’est.

On dit que f est deux fois différentiable (ou deux fois dérivable) en a si f est différen-
tiable sur un voisinage ouvert V de a contenu dans U , et si l’application df : V → L (E,F )
est différentiable en a, et nous noterons

d2fa = d(df)a .

D’autres notations sont possibles, comme D2f(a), f ′′(a), ...
On dit que f est deux fois différentiable dans U si f est deux fois différentiable en tout

point de U , ou, de manière équivalente, si f est différentiable dans U , et si l’application
df : U → L (E,F ) est différentiable dans U .

Rappelons (voir la proposition 2.21) que l’application de L (E,L (E,F )) dans l’espace
vectoriel normé L (E,E;F ) des applications bilinéaires continues de E×E dans F , définie
par u 7→ {(x, y) 7→ u(x)(y)}, est un isomorphisme linéaire isométrique, d’inverse l’applica-
tion u 7→

{
x 7→ (y 7→ u(x, y))

}
. Si f est deux fois différentiable en a, nous identifierons

donc d2fa avec l’application bilinéaire continue de E × E dans F correspondante.

Remarque. Par le théorème de dérivation des applications composées, et puisque pour
tout h′ dans E, l’application d’évaluation u 7→ u(h′) en h′ est linéaire continue de L (E,F )
dans F , on en déduit que si f est deux fois différentiable en a ∈ U , alors pour tout h′

dans E, l’application x 7→ dfx(h
′) est différentiable en a, de différentielle en a égale à

h 7→ d2fa(h, h
′).

En particulier, si E = Kr, si f est deux fois différentiable en a, si 1 ≤ i, j ≤ r, en
notant

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂( ∂f∂xj
)

∂xi
(a) ,

alors en posant h = (h1, . . . , hr) et h′ = (h′1, . . . , h
′
r), comme dfx(h′) =

∑
1≤j≤r h′j

∂f
∂xj

(x),
nous avons

d2fa(h, h
′) =

∑

1≤i,j≤r
hih
′
j

∂2f

∂xi∂xj
(a) .

Proposition 7.7 Si f est deux fois différentiable en a ∈ U , alors d2fa est une application
bilinéaire continue symétrique.

Preuve. Montrons que l’application bilinéaire continue d2fa est symétrique. Pour tout
ǫ > 0, soit r > 0 tel que B(a, r) ⊂ U et, pour tous h, h′ ∈ E tels que ||h||, ||h′|| ≤ r

2 et pour
tout t ∈ [0, 1], on ait

||dfa+th+h′ − dfa − d2fa(th+ h′)|| ≤ ǫ||th+ h′|| ≤ ǫ
(
||h|| + ||h′||

)
.

Si ||h||, ||h′|| ≤ r
2 , considérons l’application g : [0, 1] → F définie par

g(t) = f(a+ th+ h′) − f(a+ th) ,
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qui est dérivable par le théorème de dérivation des applications composées, de dérivée

g′(t) = dfa+th+h′(h) − dfa+th(h) =
(
dfa+th+h′ − dfa

)
(h) −

(
dfa+th − dfa

)
(h) ,

qui vérifie donc par l’inégalité triangulaire

||g′(t) − d2fa(h
′, h)||

= ||
(
dfa+th+h′ − dfa − d2fa(th+ h′)

)
(h) −

(
dfa+th − dfa + d2fa(th)

)
(h)||

≤ 2 ǫ
(
||h|| + ||h′||

)
||h|| ≤ 2 ǫ

(
||h|| + ||h′||

)2
.

Par le théorème 7.2 des accroissements finis (et plus précisément la remarque la suivant)
appliqué à l’application t 7→ g(t) − t d2fa(h

′, h), nous avons donc

||g(1) − g(0) − d2fa(h
′, h)|| ≤ sup

0≤t≤1
||g′(t) − d2fa(h

′, h)|| ≤ 2 ǫ
(
||h|| + ||h′||

)2
.

Or g(1) − g(0) = f(a + h + h′) − f(a + h) − f(a + h′) + f(a) est symétrique en h et h′.
Donc par l’inégalité triangulaire,

||d2fa(h, h
′) − d2fa(h

′, h)|| ≤ 4 ǫ
(
||h|| + ||h′||

)2
.

Comme cette équation, vérifiée si ||h||, ||h′|| ≤ r
2 , est inchangée si on remplace h, h′ par

λh, λh′ pour tout λ > 0, elle est donc vraie pour tous h, h′ dans E. En faisant tendre ǫ
vers 0, le résultat s’en déduit. �

En particulier, si E = Kr, si f est deux fois différentiable en a, alors la proposition
précédente implique le résultat suivant, connu sous le nom de théorème de Schwarz : pour
1 ≤ i, j ≤ r, nous avons

∂2f

∂xi∂xj
(a) =

∂2f

∂xj∂xi
(a) .

Soit p ∈ N − {0, 1}. Par récurrence, en posant d1f = df , L1(E,F ) = L (E,F ) et
Lp(E,F ) = L (E,Lp−1(E,F )), on dit que f est p fois différentiable en a si elle est
p − 1 fois différentiable en tout point d’un voisinage ouvert V de a, et si sa (p − 1)-ème
différentielle dp−1f : V → Lp−1(E,F ) est différentiable en a, et on note

dpfa = d(dp−1f)a ,

appelée la p-ème différentielle de f en a. D’autres notations sont possibles pour dpfa,
comme Dpf(a), f (p)(a), ... On dit que f est p fois différentiable sur U si f est p fois
différentiable en tout point de U , ou, de manière équivalente par récurrence, si f est p− 1
fois différentiable sur U , et si sa (p − 1)-ème différentielle dp−1f : U → Lp−1(E,F ) est
différentiable sur U .

Notons que par récurrence, si f est p fois différentiable sur un voisinage de a et si dpf
est q fois différentiable en a, alors f est p+ q fois différentiable en a, et

dp+qfa = dq(dpf)a .

Par récurrence, si F = F1 × · · · × Fn, alors f = (f1, . . . , fn) est p fois différentiable en a
(respectivement sur U) si et seulement si toutes ses composantes fi : U → Fi le sont.
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Comme pour p = 2, l’application de Lp(E,F ) dans l’espace vectoriel normé des appli-
cations p-linéaires continues de Ep dans F , définie par

u 7→ {(h1, . . . , hp) 7→ u(h1)(h2) . . . (hp)} ,
est un isomorphisme isométrique d’espaces vectoriels normés, et on identifie dpfa avec l’ap-
plication p-linéaire continue de Ep dans F définie par (h1, . . . , hp) 7→ dpfa(h1)(h2) . . . (hp).

Comme dans la remarque précédent la proposition 7.7, si f est p fois différentiable en
a, si 2 ≤ q ≤ p, alors pour tous hq, . . . , hp fixés dans E, l’application de Ep−1 dans F
définie par (h1, . . . , hq−1) 7→ dpfa(h1, h2, . . . , hp) est la (q − 1)-ème différentielle en a de
l’application x 7→ dp−q+1fx(hq, . . . , hp).

Proposition 7.8 Si f est p fois différentiable en a, alors l’application p-linéaire continue
dpfa : Ep → F est symétrique.

Preuve. Montrons le résultat par récurrence sur p ≥ 2. Le cas p = 2 a été démontré
dans la proposition 7.7. Soit p ≥ 3, et supposons le résultat démontré pour p − 1. Soit
(h1, . . . , hp) ∈ Ep. L’application x 7→ dp−2fx(h3, . . . , hp) est deux fois différentiable en a,
de différentielle seconde (h, h′) 7→ dpfa(h, h

′, h3 . . . , hp), donc par la proposition 7.7,

dpfa(h1, h2, h3, . . . , hp) = dpfa(h2, h1, h3, . . . , hp) .

Par récurrence, pour toute permutation σ de {2, . . . , p}, pour tout x suffisamment proche
de a, nous avons dp−1fx(hσ(2), hσ(3), . . . , hσ(p)) = dp−1fx(h2, h3, . . . , hp). En différentiant
cette égalité en x = a, on obtient donc

dpfa(h1, hσ(2), hσ(3), . . . , hσ(p)) = dpfa(h1, h2, h3, . . . , hp) .

Comme le groupe des permutations de {1, . . . , p} est engendré par la transposition (1 2)
et par le sous-groupe des permutations fixant 1, le résultat en découle. �

En particulier, si E = Kr, si f est p fois différentiable en a, en notant par récurrence

∂pf

∂xi1 . . . ∂xip
(a) =

∂
( ∂p−1f
∂xi2

...∂xip

)

∂xi1
(a) ,

(qui sont appelées les dérivées partielles d’ordre p en a), si hi = (hi,1, . . . , hi,r) pour i =
1, . . . , p, alors l’ordre des différentielles partielles n’a pas d’importance, et par récurrence

dpfa(h1 . . . , hp) =
∑

1≤ i1, ..., ip≤n
h1,i1 . . . hp,ip

∂pf

∂xi1 . . . ∂xip
(a) .

Si m = (m1, . . . ,mr) ∈ Nr et si f est m1 + · · · +mr fois différentiable en a, nous noterons
aussi

∂mf(a) = ∂m1
1 . . . ∂mr

r f(a) =
∂m1+···+mrf

∂xm1
1 . . . ∂xmr

r
(a) .

Si k ∈ N−{0}, l’application f est dite de classe Ck en a si elle est k fois différentiable en
tout point d’un voisinage ouvert V de a, et si sa k-ème différentielle dkf : V → Lk(E,F )
est continue en a. Elle est dite de classe Ck dans U si elle est de classe Ck en tout point
de U . Par convention, l’application f est dite de classe C0 en a (resp. dans U) si elle est
continue en a (resp. dans U). L’application f est dite de classe C∞ en a (resp. dans U) si
elle est de classe Ck en a (resp. dans U) pour tout k dans N.
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Proposition 7.9 (1) Si E est un produit fini E1 × · · · × Er d’espaces vectoriels normés
sur K et si k ∈ N − {0}, alors, l’application f est de classe Ck dans U si et seulement si
toutes les différentielles partielles d’ordre au plus k de f existent en tout point de U et sont
continues dans U .

(2) Si F est un produit fini F1 × · · · × Fn d’espaces vectoriels normés sur K, alors
f = (f1, . . . , fn) est p fois différentiable en a ou dans U , ou de classe Ck (resp. C∞) en a
ou dans U si et seulement si toutes ses composantes fi : U → Fi le sont, et

dpfa = (dp(f1)a, . . . , d
p(fn)a) .

(3) Soit G un espace vectoriel normé sur K. Si ℓ : F → G est une application linéaire
continue, si f est p fois différentiable en a, alors ℓ ◦ f est p fois différentiable en a, et
dp(ℓ ◦ f) = ℓ ◦ dpf . Si ℓ : G → F est une application linéaire continue, si f est p fois
différentiable en a, alors f ◦ ℓ est p fois différentiable en a, et dp(f ◦ ℓ)a(h1, . . . , hp) =
dpfℓ(a)(ℓ(h1), . . . , ℓ(hp)).

(4) Toute combinaison linéaire finie d’applications de U dans F qui sont p-fois diffé-
rentiables ou de classe Cp en a ou dans U l’est encore.

(5) Si E est un produit E1 × · · · ×Er de r ∈ N − {0} espaces vectoriels normés sur K,
la restriction à tout ouvert de E de toute application r-linéaire continue de E1 × · · · × Er
dans F est de classe C∞, et sa (r + 1)-ème différentielle est nulle.

En particulier, si E = Kr et k ∈ N − {0}, alors l’application f est de classe Ck dans U
si et seulement si les rk dérivées partielles d’ordre k de f existent en tout point de U et
sont continues dans U .

En particulier, les applications linéaires sont C∞, et la composition à droite et à gauche
par une application linéaire continue est C∞.

Preuve. Les assertions (1) et (2) sont immédiates par le cas k = 1 déjà traité et par
récurrence.

L’assertion (3) se démontre par récurrence car d(f ◦ ℓ)x = dfℓ(x) ◦ ℓ et d(ℓ ◦ f) = ℓ ◦ df .

L’assertion (4) découle des assertions (2) et (3), car x 7→ f1(x) + λf2(x) est composée
de x 7→ (f1(x), f2(x)) et de l’application linéaire (u, v) 7→ u+ λv.

(5) Ceci se montre par récurrence sur r. Le cas r = 1 est connu. La différentielle d’une
application r-linéaire continue f en x = (x1, . . . , xr) est l’application linéaire

(h1, . . . , hr) 7→ f(h1, x2, . . . , xr) + f(x1, h2, x3, . . . , xr) + · · · + f(x1, x2, . . . , xk−1, hr) .

Donc df est la somme (finie) pour i = 1, . . . , n de la composition de l’application linéaire
(x1, . . . , xr) 7→ (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr) et de l’application (r − 1)-linéaire continue de
E1 × · · · ×Ei−1 ×Ei+1 × · · · ×Er dans L (Ei, F ) définie par (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xr) 7→
{h 7→ f(x1, . . . , xi−1, h, xi+1, . . . , xr)}. Le résultat découle de (3) et (4), par récurrence. �

En particulier, si f : E2 → F est une application bilinéaire continue, alors sa différen-
tielle seconde d2fx,x′ ∈ L (E2, E2;F ) est constante en (x, x′) ∈ E2, égale à

((h1, h
′
1), (h2, h

′
2)) 7→ f(h1, h

′
2) + f(h′1, h2) .

Exercice E.71 Pour tout p ≥ 1, calculer la différentielle p-ème d’une application p-
linéaire de Ep dans F .
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Proposition 7.10 Soient p ∈ N ∪ {∞}, E,F,G trois espaces vectoriels normés sur K, U
un ouvert de E, V un ouvert de F , a un point de U , et f : U → F et g : V → G des
applications telles que f(U) soit contenu dans V .

(1) Si f est p fois différentiable en a et si g est p fois différentiable en f(a), alors
g ◦ f : U → G est p fois différentiable en a.

(2) Si f est de classe Cp en a (resp. dans U) et si g est de classe Cp en f(a) (resp. dans
V ), alors g ◦ f est de classe Cp en a (resp. dans U) .

Preuve. Si p = 1, le résultat (1) est le théorème de dérivation des fonctions composées,
qui implique que

d(g ◦ f)a = dgf(a) ◦ dfa ,
donc que x 7→ d(g◦f)x est la composée de l’application ϕ : U → L (E,F )×L (F,G) définie
par x 7→ (dfx, dgf(x)), et de l’application bilinéaire continue ψ : L (E,F ) × L (F,G) →
L (E,G) définie par (u, v) 7→ v ◦ u.

Comme ψ est de classe C∞ par la proposition 7.9 (5), et comme ϕ est p − 1 fois
différentiable sur un voisinage de a (resp. de classe Cp−1 en a ou sur U), car chacune de
ses composantes l’est, par composition d’applications qui, par récurrence, sont p − 1 fois
différentiables (resp. de classe Cp−1), la proposition en découle. �

Proposition 7.11 Soient p ∈ N∪{∞}, E,F deux espaces vectoriels normés sur K, U un
ouvert de E et a ∈ U .

(1) Tout produit fini d’applications de U dans K (et plus généralement dans une algèbre
normée sur K) qui sont p-fois différentiable ou de classe Cp en a ou dans U l’est encore.

(2) Toute application polynomiale et toute fraction rationnelle de Kn dans K est C∞

sur son domaine de définition.
(3) L’application ϕ : G L (E,F ) → G L (F,E) définie par u 7→ u−1 est C∞.
(4) Si p ≥ 1, si E et F sont des espaces de Banach, si f(U) est un ouvert de F ,

et si f : U → f(U) est un homéomorphisme p fois différentiable ou de classe Cp en a
(respectivement dans U) tel que dfa : E → F soit un isomorphisme linéaire, alors f−1 :
f(U) → E l’est encore en f(a) = b (respectivement dans f(U)).

Preuve. L’assertion (1) découle des propositions 7.9 (2) (5) et 7.10.
(3) Le fait que ϕ soit de classe Cp pour tout p ∈ N − {0} se montre par récurrence

sur p, en utilisant le cas p = 1 déjà démontré, la formule dϕu : h 7→ −u−1 ◦ h ◦ u−1 déjà
démontrée (exprimant dϕ comme composée de u 7→ (u−1, u−1) et de l’application bilinéaire
(v,w) 7→ {h 7→ −v ◦ h ◦ w} de L (F,E) × L (F,E) dans L (L (E,F ),L (F,E))), et les
propositions 7.9 (2) (5) et 7.10.

L’assertion (2) découle des propositions 7.9 (2) (5) et 7.10, et des points (1) et (3).
L’assertion (4) se montre par récurrence sur p, en utilisant le cas p = 1 déjà démontré,

la formule d(f−1)b = (dff−1(b))
−1 déjà démontrée, le point (3) et la proposition 7.10. �

Exercice E.72 Avec les notations E,F,G,U, V, f, g, a de la proposition précédente, si f
est deux fois différentiable en a et si g deux fois différentiable en f(a), calculer la dérivée
seconde de g ◦ f en a.

Applications analytiques.
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Soient r ∈ N − {0}, et K = R ou K = C. Pour tout n = (n1, . . . , nr) ∈ Nr et tout
z = (z1, . . . , zr) ∈ Kr, on pose

|n| = n1 + · · · + nr , n! = n1! . . . nr!

et
zn = zn1

1 . . . znr
r .

Soit E un espace de Banach sur K. Une série entière dans E en r variables est la donnée
d’une famille (cn)n∈Nr ∈ ENr

d’éléments de E indexée par Nr. Les cn sont appelés les
coefficients de cette série entière. On la note souvent

∑
zncn, avec z = (z1, . . . , zr) le

r-uplet des variables de cette série entière.
Elle est dite normalement convergente en z ∈ Kr si la série réelle

∑
n∈Nr ||zncn|| est

convergente, et on note alors
∑

n∈Nr

zncn = lim
N→+∞

∑

n∈Nr, |n|≤N
zncn ,

cette limite existant bien.

Proposition 7.12 Si une série entière dans E en r variables, de coefficients (cn)n∈Nr ,
converge normalement en un point w = (w1, . . . , wn) ∈ Kr tel que wi 6= 0 pour tout i, alors
l’application f : z 7→∑

n∈Nr zncn de
∏r
i=1B(0, |wi|) dans E est de classe C∞, et pour tout

m dans Nr,
∂mf(0) = m! cm .

Preuve. Soit M = supn∈Nr ||wncn||, qui est fini par l’hypothèse. Fixons z′ = (z′1, . . . , z
′
r)

dans
∏r
i=1B(0, |wi|), et ri ∈ ] |z′i|, |wi| [ . Posons ti = ri/|wi| ∈ [0, 1[ et t = (t1, . . . , tr). Soit

U =
∏r
i=1B(z′i, ri−|z′i|), qui est un voisinage ouvert de z′ dans Kr. Pour tout n ∈ Nr, soit

fn : U → E l’application de classe C∞ définie par z 7→ zncn.
Alors pour tout z ∈ U , et tout i ∈ {1, . . . , r}, on a ||fn(z)|| ≤Mtn et ||∂ifn|| ≤Mnit

∂in

où ∂in = (n1, . . . , ni−1, ni − 1, ni+1 . . . , nr) si ni 6= 0, et 0 sinon.
Donc par un argument de séries géométriques, les séries

∑
n∈Nr fn et

∑
n∈Nr ∂ifn

convergent uniformément sur U . Par le théorème 7.5 d’interversion des séries et des dé-
rivées, l’application f =

∑
n∈Nr fn admet donc pour tout i une i-ème dérivée partielle

∂if =
∑

n∈Nr ∂ifn continue sur U . En particulier, f est de classe C1, et si m est le r-uplet
dont les coefficient sont nuls sauf le i-ème qui est égal à 1, alors ∂mf(0) = ∂if(0) = cm. Le
résultat en découle par récurrence. �

Soient U un ouvert de Kr et E un espace de Banach sur K. Une application f : U → E
est dite analytique ou de classe Cω (analytique réelle si K = R, analytique complexe si
K = C) si pour tout a dans U , il existe un voisinage de a dans U et une série entière∑

(z − a)ncn dans E en r variables normalement convergente sur U , de somme égale à f
sur U . Par la proposition précédente, cette série entière est unique.

Nous renvoyons à [Die1] pour des compléments sur les applications analytiques, ainsi
qu’au cours d’Analyse complexe et harmonique pour l’étude des applications analytiques
d’une variable complexe. Dans la suite, nous nous contenterons de mentionner sans vérifi-
cation complète quelques résultats qui restent valable sans grand changement dans le cas
des applications analytiques réelles.
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• Une application constante est analytique.

• Si f : U → E est restriction d’une application linéaire (encore notée f) de Kr dans
E, si (e1, . . . , er) est la base canonique de Kr, alors, pour tout a = (a1, . . . , ar) dans U ,

f(z) = f(a) +

r∑

i=1

(zi − ai)f(ei) ,

donc f est analytique.

• Si E = E1 × · · · × Er′ , et si f = (f1, . . . fr′), alors f est analytique en a ∈ U si et
seulement si, pour tout i ∈ {1, . . . , r′}, l’application fi : U → Ei est analytique en a.

• (Théorème de substitution de séries entières dans une série entière) Soient
r, r′ ∈ N−{0}, U un ouvert de Kr, V un ouvert de Kr′ , E un espace de Banach, f : U → Kr′

et g : V → E deux applications telles que f(U) ⊂ V . Si f est analytique en a et si g est
analytique en f(a), alors g ◦ f : U → E est analytique en a. De plus, si f = (f1, . . . , fr′) et∑

pi∈Nr(z − a)pici,pi
est la série entière égale à fi au voisinage de a pour i ∈ {1, . . . , r′}, si∑

n∈Nr(w − f(a))ncn est la série entière égale à g au voisinage de a, alors la série entière
égale à g ◦ f au voisinage de a est obtenue en remplaçant chaque variable wi − fi(a) dans
la série entière de g en f(a) par

∑
pi∈Nr−{0}(z − a)pici,pi

, en appliquant la loi de Newton,
et en regroupant les coefficients d’un monôme (z − a)m donné pour m ∈ Nr (voir [Die1,
page 192]).

• Si r = r1+· · ·+rp, alors la restriction à U d’une application p linéaire de Kr1×· · ·×Krp

dans E est analytique.

• Si une série entière dans E en r variables, de coefficients (cn)n∈Nr ∈ ENr
, converge

normalement en un point w = (w1, . . . , wn) ∈ Kr tel que wi 6= 0 pour tout i, alors
l’application f : z 7→∑

n∈Nr zncn de U =
∏r
i=1B(0, |wi|) dans E, qui est analytique en 0

par définition, est analytique sur U .

• Si f : U → E et g : U → E sont analytiques en a ∈ U , alors f + λg est analytique
en a pour tout λ ∈ K. De plus, si

∑
n∈Nr(z − a)nan (resp.

∑
n∈Nr(z − a)nbn) est la série

entière en r variables, égale à f (resp. g) au voisinage de a, alors
∑

n∈Nr(z− a)n(an +λbn)
est la série entière en r variables, égale à f + λg au voisinage de a.

• Toute application polynomiale de Kr dans K est analytique. Toute application ra-
tionelle de Kn dans K (fraction de deux polynômes) est analytique en tout point où son
dénominateur ne s’annule pas. En particulier, l’application de GLn(K) dans Mn(K) qui à
X associe X−1 est analytique.

Vocabulaire.

Soit K = R ou K = C. Soient E et F des espaces de Banach sur K, U un ouvert de E,
x un point de U et f : U → F une application.

• Si E = F est de dimension finie et si f est K-différentiable en x, alors on note jxf
le déterminant de l’application linéaire dfx, et on l’appelle le jacobien de f en x.

• Si E = Kp, F = Kq, et si f , de fonctions composantes f1, . . . , fq, est K-différentiable
en x, alors la matrice de dfx dans les bases canoniques, qui est, avec i l’indice de ligne et
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j l’indice de colonne,

Jxf =

(
∂fi
∂xj

(x)

)

1 ≤ i ≤ q
1 ≤ j ≤ p

,

est appelée la matrice jacobienne de f en x. Si p = q, alors le jacobien de f en x est le
déterminant de la matrice jacobienne de f en x.

Si H est le vecteur colonne des coordonnées de h ∈ E, alors (Jxf) H est le vecteur
colonne des coordonnées de dfx(h), par la remarque suivant la proposition 7.6.

Si V est un ouvert de Kq tel que f(U) ⊂ V , et si g : V → Kr est K-différentiable en
y = f(x), alors le théorème de dérivation des fonctions composées s’écrit

Jx(g ◦ f) = Jyg Jxf ,

c’est-à-dire, pour i = 1, . . . , r et j = 1, . . . , p,

∂(g ◦ f)i
∂xj

(x) =

q∑

k=1

∂gi
∂yk

(y)
∂fk
∂xj

(x) .

• Si f est K-différentiable en x, on note rkxf le rang de l’application linéaire dfx, i.e.

rkxf = dimK Im dfx ,

appelé le rang de f en x. On a

rkxf ≤ min{dimK E,dimK F} .

Si E et F sont de dimension finie, c’est aussi le rang de la matrice de l’application linéaire
dfx dans des bases de E,F . Si F = Kq, et si f1, . . . , fq sont les composantes de f , alors
le rang de f en x est le rang du système de formes linéaires continues (d(f1)x, . . . , d(fq)x)
dans le dual topologique E′ de E. Si E = Kp, alors le rang de f en x est le rang du système
de vecteurs

(
∂f
∂x1

(x), . . . , ∂f∂xp
(x)
)

de F . Si E = Kp et F = Kq, alors le rang de f en x est
égal au rang de sa matrice jacobienne en x.

Si E et F sont de dimension finie, et si f est de classe C1 sur U , alors l’application
x 7→ rkxf est semi-continue inférieurement (voir le paragraphe 5.4), i.e. pour tout x dans
U , il existe un voisinage U ′ de x dans U tel que, pour tout y dans U ′, on ait rkyf ≥ rkxf
(car N est discret). Mais il ne faut pas croire que l’application x 7→ rkxf soit localement
constante !

• Si f est différentiable en x, on dit que f est une immersion en x si la différentielle
dfx : E → F de f en x est injective. Si E est de dimension finie, ceci équivaut à dire que
rkxf = dim E. On dit que f est une immersion si f est une immersion en tout point de
U .

• Si f est différentiable en x, on dit que f est une submersion en x si la différentielle
dfx : E → F de f en x est surjective. Si F est de dimension finie, ceci équivaut à dire que
rkxf = dim F . On dit que f est une submersion si f est une submersion en tout point de
U .

• Si f est différentiable au voisinage de x (et pas seulement au point x !), on dit que f
est une application de rang constant au voisinage de x (on dit aussi une subimmersion en
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x) si la différentielle dfy : E → F est de rang constant fini pour tout y dans un voisinage
de x dans U . Par exemple, si E et F sont de dimension finie, par semi-continuité inférieure
du rang, une immersion ou submersion en x, qui est différentiable sur un voisinage de x,
est une application de rang constant au voisinage de x.

• Soient k un élément de (N−{0})∪{∞, ω} tel que E = F = Kr pour un r ∈ N−{0}
si k = ω, et V un ouvert de F . On dit qu’une application f : U → V de classe Ck est un
Ck-difféomorphisme (ou difféomorphisme lorsque k est sous-entendu, par exemple k = ∞,
ce qui sera souvent le cas dans les exercices) si f est bijective et si son inverse est de classe
Ck.

7.4 Inversion locale et équations implicites

Notons K = R ou K = C.

Théorème 7.13 (Théorème d’inversion locale) Soient E et F deux espaces de Banach
sur K, U un ouvert de E, k un élément de (N − {0}) ∪ {∞} et f : U → F une application
de classe Ck. Si, en un point a de U , la différentielle dfa : E → F est bijective, alors il
existe un voisinage ouvert V de a contenu dans U , et un voisinage ouvert W de f(a), tels
que f : V →W soit un Ck-difféomorphisme.

Remarque. Ce résultat est encore vrai si E = F = Kr pour un r ∈ N − {0} et k = ω,
voir [Die1, page 264].

Preuve. Quitte à composer f à la source par la translation par −a et au but par la
translation par −f(a) (qui sont de classe C∞), on peut supposer que a = 0 et f(a) = 0.
Par le théorème de Banach 6.27, l’inverse de l’application df0 : E → F (linéaire, continue,
bijective) est continue. Quitte à remplacer f par df−1

0 ◦f (qui fixe 0), on peut donc supposer
que F = E, que a = f(a) = 0 et que df0 = idE . Soit g : x 7→ f(x)−x, qui est une application
continuement différentiable de U dans E, et qui vérifie g(0) = 0. Comme dgx = dfx − df0,
G L (E,E) est ouvert dans L (E,E) et x 7→ dfx est continue, il existe r > 0 tel que pour
tout x dans B(0, r), nous avons x ∈ U , dfx est inversible et ||dgx|| ≤ 1

2 . Donc, par le
théorème 7.2 des accroissements finis, l’application g est 1

2 -lipschitzienne sur B(0, r). En
particulier, g fixant 0, nous avons

g(B(0, r)) ⊂ B(0,
r

2
) . (∗)

Remarquons que f est injective sur B(0, r), car si x, x′ ∈ B(0, r) et si f(x) = f(x′),
alors par définition de g et puisque g est 1

2 -lipschitzienne, nous avons

||x− x′|| = ||g(x) − g(x′)|| ≤ 1

2
||x− x′|| ,

donc x = x′.
Posons W = B(0, r2) et X = {ψ ∈ C (W,E) : ψ(W ) ⊂ B(0, r)}. Alors, par continuité

de l’évaluation en un point, X est un fermé, donc un sous-espace métrique complet, de
l’espace de Banach C (W,E) pour la norme uniforme. De plus, l’application identité idW
de W , considérée aussi comme à valeurs dans E, appartient à X. L’application de X dans
C (W,E) définie par

ψ 7→ idW − g ◦ ψ
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est à valeurs dans l’ensemble des applications ψ ∈ C (W,E) telles que ψ(W ) ⊂ B(0, r),
donc est à valeurs dans X, car B(0, r2) + B(0, r2) ⊂ B(0, r2) et par (∗) ci-dessus. Elle est
de plus 1

2 -lipschitzienne, car g l’est. Donc par le théorème 3.19 du point fixe de Banach,
elle admet un point fixe ϕ. Comme idW − g ◦ ϕ = ϕ, nous avons f ◦ ϕ = idW . Notons
V = f−1(W ) ∩ B(0, r), qui est un ouvert. Alors f : V → W est continue, injective car
V ⊂ B(0, r), surjective car f ◦ ϕ = idW , d’inverse égal à ϕ qui est continu. Donc f est un
homéomorphisme. Puisque dfx est inversible pour tout x ∈ V ⊂ B(0, r), l’application ϕ
est donc Ck par la proposition 7.11 (5). �

Notons que si E = F = Rn (muni de n’importe quelle norme), et plus généralement si
E et F sont de même dimension finie, alors on peut bien sûr remplacer « bijective » par
« injective » dans le théorème 7.13. Les corollaires suivants sont des applications immédiates
(aussi valides si k = ω).

Porisme 7.14 (Théorème de l’image ouverte) Soient k ∈ (N−{0})∪{∞} et f : U →
F une application de classe Ck. Si la différentielle de f en tout point de U est bijective,
alors f(U) est un ouvert de F . Si de plus f est injective, alors l’application f : U → f(U)
est un Ck-difféomorphisme. �

Remarquons que l’inclusion standard de Rn dans Rn+1, définie par (x1, . . . , xn) 7→
(x1, . . . , xn, 0), est un C∞-difféomorphisme sur son image, mais que celle-ci n’est pas un
ouvert de Rn+1.

Porisme 7.15 Si k ∈ (N−{0})∪{∞}, une application bijective entre deux ouverts de Rn,
différentiable de classe Ck, dont le jacobien ne s’annule pas, est un Ck-difféomorphisme
entre ces ouverts. �

Le résultat suivant est essentiellement équivalent au précédent (voir l’exercice E.104). Il
donne des conditions suffisantes pour pouvoir résoudre une équation de la forme f(x, y) = 0
d’inconnue y et de paramètre x, de sorte que l’inconnue y = g(x) dépende en plus de
manière régulière du paramètre x.

Théorème 7.16 (Théorème des fonctions implicites) Soient E,F,G trois espaces de
Banach sur K, U un ouvert de E×F , k un élément de (N−{0})∪{∞}, et f : U → G une
application de classe Ck. Si, en un point (a, b) de U tel que f(a, b) = 0, la différentielle
partielle par rapport à la seconde variable ∂2f(a,b) : F → G est bijective, alors il existe un
voisinage ouvert U ′ de (a, b) contenu dans U , un voisinage ouvert V de a dans E et une
application g : V → F de classe Ck tels que l’assertion

(x, y) ∈ U ′ et f(x, y) = 0

soit équivalente à l’assertion
x ∈ V et y = g(x) .

En particulier, g(a) = b et, pour tout x suffisamment proche de a dans V ,

dgx = −
(
∂2f(x,g(x))

)−1 ◦ ∂1f(x,g(x)) .
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Remarque. Ce résultat est encore vrai si E = F = Kr pour un r ∈ N−{0} et k = ω, par
la remarque suivant l’énoncé du théorème 7.13 d’inversion locale.

Preuve. Soit ϕ l’application de U dans E ×G définie par ϕ(x, y) = (x, f(x, y)). Alors ϕ
est de classe Ck (car ses composantes le sont), et sa différentielle en (a, b) est, en calculant
par blocs, triangulaire inférieure, de blocs diagonaux inversibles, d’expression

(h, k) 7→
(
h, ∂1f(a,b)(h) + ∂2f(a,b)(k)

)
.

Donc dϕ(a,b) est bijective, d’inverse

(h′, k′) 7→
(
h′, ∂2f

−1
(a,b)

(
k′ − ∂1f(a,b)(h

′)
))

. (∗∗)

Par le théorème d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U ′ de (a, b) dans U et un
voisinage ouvert U ′′ de ϕ(a, b) = (a, 0) dans E × G tels que ϕ : U ′ → U ′′ soit un Ck-
difféomorphisme, dont on note ψ l’inverse, qui est de la forme (x, z) 7→ (x, ψ2(x, z)). En
particulier, comme f(x, y) = 0 si et seulement si ϕ(x, y) = (x, 0), les assertions

(x, y) ∈ U ′ et f(x, y) = 0

et
(x, 0) ∈ U ′′ et ψ(x, 0) = (x, y)

sont équivalentes. Notons V = {x ∈ E : (x, 0) ∈ U ′′}, qui est un ouvert de E, et
g : x 7→ ψ2(x, 0), qui est une application de classe Ck de V dans F . Le premier résultat en
découle.

La dernière assertion découle de (∗∗) (qui est vrai en remplaçant (a, b) par tout (x, y) ∈
U ′), par linéarité de la seconde projection pr2 et de x 7→ (x, 0), et par le théorème de
dérivation des applications composées, car

dgx(h
′) = pr2 ◦ dψ(x,0)(h

′, 0) = pr2 ◦ d(φ−1)(x,0)(h
′, 0) = pr2 ◦ d(φ(x,g(x)))

−1(h′, 0) . �

Comme précédemment, si F = G = Rn, et plus généralement si F et G sont de même
dimension finie, alors on peut remplacer « bijective » par « surjective » dans cet énoncé.
Le corollaire suivant est une application immédiate.

Porisme 7.17 Soient p, n ∈ N − {0}, U un ouvert de Rp × Rn, k ∈ (N − {0}) ∪ {∞, ω},
et f : U → Rn une application de classe Ck. Si, en un point (a, b) de U tel que f(a, b) = 0,

le jacobien partiel par rapport aux n dernières variables det
(
∂fi

∂xj
(a, b)

)
1≤i≤n, p+1≤j≤p+n

est non nul, alors il existe un voisinage ouvert U ′ de (a, b) contenu dans U , un voisinage
ouvert V de a dans Rp et une application g : V → Rn de classe Ck tels que l’assertion

(x, y) ∈ U ′ et f(x, y) = 0

soit équivalente à l’assertion

x ∈ V et y = g(x) . �

252



Voici quelques applications classiques des théorèmes précédents. On fixe p, q ≤ n dans
N et k un élément de (N−{0}) ∪ {∞, ω}. Un Ck-difféomorphisme local de Kn en un point
a est un Ck-difféomorphisme d’un voisinage ouvert de a sur un voisinage ouvert de a, qui
envoie a sur a. Les applications

(x1, . . . , xp) 7→ (x1, . . . , xp, 0, . . . , 0)

de Kp dans Kn,
(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xq)

de Kn dans Kq, et
(x1, . . . , xp) 7→ (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0)

de Kp dans Kq où r ≤ min{p, q}, sont respectivement une immersion, une submersion,
une application de rang constant r. Les résultats suivants disent que ces exemples sont,
localement et modulo changements de coordonnées (en général non linéaires) locaux, les
seuls.

Porisme 7.18 (Théorème de forme normale locale des immersions) Soient U un
ouvert de Kp contenant 0 et f : U → Kn une application de classe Ck, qui est une immer-
sion en 0 telle que f(0) = 0. Alors il existe un Ck-difféomorphisme local ψ de Kn en 0 tel
que, au voisinage de 0, on ait

ψ ◦ f (x1, . . . , xp) = (x1, . . . , xp, 0, . . . , 0) .

Preuve. Quitte à appliquer un isomorphisme linéaire de Kn, nous pouvons supposer que
l’image de df0 soit engendrée par les p premiers vecteurs de base de Kn. Soit alors V =
U × Kn−p qui est un ouvert de Kn contenant 0, et

g(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xp) + (0, . . . , 0, xp+1, . . . , xn) .

L’application g : V → Kn est de classe Ck au voisinage de 0, envoie 0 sur 0, et la diffé-
rentielle de g en 0 est inversible. Par le théorème 7.13 d’inversion locale, ψ = g−1 est un
Ck-difféomorphisme local de Kn en 0, et, au voisinage de 0,

(x1, . . . , xp, 0, . . . , 0) = ψ ◦ g(x1, . . . , xp, 0, . . . , 0) = ψ ◦ f(x1, . . . , xp). �

Géométriquement, ce ré-
sultat dit que l’image d’une
immersion peut être, au voisi-
nage de chaque point, redres-
sée en un (ouvert d’un) sous-
espace vectoriel par un difféo-
morphisme au but.

f

Rn
U ⊂ Rp

ψ

ψ ◦ f

0

Rn−p

x

f(x)
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Porisme 7.19 (Théorème de forme normale locale des submersions) Soient U
un ouvert de Kn contenant 0 et f : U → Kq une application de classe Ck, qui est une
submersion en 0 telle que f(0) = 0. Alors il existe un Ck-difféomorphisme local ϕ de Kn

en 0, tel que, au voisinage de 0, on ait

f ◦ ϕ (x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xq) .

Preuve. Quitte à appliquer un isomorphisme linéaire de Kn, nous pouvons supposer que
les images par df0 des q premiers vecteurs de la base canonique de Kn forment une base
de Kq. Soit alors

g : (x1, . . . , xn) 7→ (f(x1, . . . , xn), xq+1, . . . , xn) .

L’application g : U → Kn est de classe Ck au voisinage de 0, envoie 0 sur 0, et sa dif-
férentielle en 0 est inversible. Par le théorème 7.13 d’inversion locale, ϕ = g−1 est un
Ck-difféomorphisme local de Kn en 0, et, en considérant les q premières coordonnées de
g ◦ ϕ = id, nous avons, au voisinage de 0,

f ◦ ϕ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xq) . �

Géométriquement, ce ré-
sultat implique qu’au voi-
sinage de chaque point de
la source, la préimage de
l’image de ce point par une
submersion peut être re-
dressée en un (ouvert d’un)
sous-espace vectoriel par
un difféomorphisme à la
source.

Rq

f(x)

U ⊂ Rn

f ◦ ϕ

x
ϕ

Rn−q

f

0

Porisme 7.20 (Théorème de forme normale locale des applications de rang
constant) Soient U un ouvert de Kp contenant 0 et f : U → Kq une application de
classe Ck, qui est une application de rang constant r ≤ min{p, q} sur un voisinage de
0 avec f(0) = 0. Alors, il existe un Ck-difféomorphisme local ψ de Kq en 0 et un Ck-
difféomorphisme local ϕ de Kp en 0, tels que, au voisinage de 0, on ait

ψ ◦ f ◦ ϕ (x1, . . . , xp) = (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) .

Preuve. Notons (e1, . . . , ep) la base canonique de Kp et (f1, . . . , fq) celle de Kq. Nous
pouvons supposer, quitte à appliquer un isomorphisme linéaire à la source et au but, que
df0(ei) = fi pour i = 1, . . . , r, et df0(ei) = 0 pour i = r + 1, . . . , p.

Soit π la projection sur les r premières composantes dans Kq, et

F : (x1, . . . , xp) 7→ (π(f(x1, . . . , xp)), xr+1, . . . , xp) .
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Comme F : U → Kp est de classe Ck et dF0 = id, l’application F admet un inverse local G
au voisinage de 0, qui vérifie π ◦ f ◦G(x1, . . . , xp) = (x1, . . . , xr). Autrement dit, en faisant
un changement de coordonnées à la source, on s’est ramené au cas où

f(x1, . . . , xp) = (x1, . . . , xr, g(x1, . . . , xp)) ,

où g : U → Kq−r est de classe Ck.
Soient i, j > r. Pour x proche de 0, considérons le mineur de la matrice jacobienne

Jfx, obtenu en ne gardant que les r premières lignes et colonnes, la i-ème ligne et la j-ème
colonne. Ce mineur est nul, puisque dfx est de rang r.

···
····

j1 r

id

i

0

...

01

r

∂gi−r

∂xj

Donc ∂gi−r

∂xj
(x) = 0 pour i = r+1, . . . , q. Ainsi, gi−r(x1, . . . , xp) = gi−r(x1, . . . , xr, 0, . . . , 0),

et g ne dépend que des r première variables. Donc

f(x1, . . . , xp) = f(x1, . . . , xr, 0, . . . , 0) .

Considérons maintenant l’application f restreinte à Kr × {0} : elle est immersive en 0,
si bien qu’on peut la transformer au voisinage de 0 en (x1, . . . , xr) 7→ (x1, . . . , xr, 0, . . . , 0)
par un Ck-difféomorphisme local au but. Ceci conclut. �

Remarque. Ce résultat est moins anodin qu’il n’y paraît. Essayez par exemple de montrer
le résultat suivant : soit f : R2 → R2 dont la différentielle est partout de rang 1, égale à
l’identité sur R × {0}. Alors l’image de f est incluse dans R × {0}. Directement, ce n’est
pas évident que f ne va pas s’écarter de la droite des abscisses, et que la condition de rang
de la différentielle est une contrainte suffisante.

7.5 Théorie de Cauchy-Lipschitz

Soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de R×E, et f : U → E une application
continue.

Une application différentiable u d’un intervalle ouvert I de R dans E est une solution
de l’équation différentielle

y′ = f(t, y)

définie par f si pour tout t dans I, le couple (t, u(t)) appartient à U et

u′(t) = f(t, u(t)) .

Une solution u : I → E de cette équation différentielle est dite maximale s’il n’existe
pas de solution v : J → E de cette équation différentielle, où J est un intervalle ouvert
contenant strictement I, telle que v|I = u.

L’application f est dite semi-lipschitzienne si pour tout (t0, x0) dans U , il existe c ≥ 0,
J un intervalle ouvert contenant t0 et W un voisinage ouvert de x0 dans E, tels que le
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cylindre J ×W soit contenu dans U et que pour tout t ∈ J , l’application de W dans E
définie par x 7→ f(t, x) soit c-lipschitzienne. (Il est important que c ne dépende pas du temps
t ∈ J , et nous avons opté pour la terminologie « semi-lipschitzien » plutôt que « localement
lipschitzien par rapport à la seconde variable de manière uniforme en la première ».) Par
exemple, il découle du théorème 7.2 des accroissements finis que si f est de classe C1 sur
U (et même si f est seulement supposée différentiable par rapport à la seconde variable
telle que l’application ∂2f : U → L (E,E) soit continue), alors f est semi-lipschitzienne.

Nous allons étudier dans le résultat suivant le problème de Cauchy pour l’équation dif-
férentielle définie par f : U → E, c’est-à-dire, étant donné (t0, x0) ∈ U , montrer l’existence
et l’unicité locale d’une solution u = ut0,x0 de l’équation différentielle

y′ = f(t, y) ,

vérifiant la condition initiale
u(t0) = x0 .

Nous étudierons aussi la régularité de u, ainsi que la régularité de u en les conditions
initiales (t0, x0), sous des hypothèses de régularité de f . Le théorème 7.21 suivant dit en
particulier que si k ∈ (N − {0}) ∪ {∞} (et il est important que k ≥ 1), alors

si f est de classe Ck, alors u existe, est unique, et est Ck en t, t0, x0.

Dans de nombreux problèmes physiques, l’évolution d’un système est régie par une
équation différentielle, mais celle-ci peut dépendre de paramètres physiques. Il est intéres-
sant d’étudier la dépendance (en particulier la régularité) des solutions en fonctions de ces
paramètres, et nous allons formaliser cette étude.

Soient E un espace de Banach, Λ un espace topologique (dont les éléments seront
appelés les paramètres), V un ouvert de R×E×Λ, et g : V → E une application continue.

Soit λ ∈ Λ. Une application différentiable u d’un intervalle ouvert I de R dans E est
une solution de l’équation différentielle de paramètre λ

y′ = g(t, y, λ)

définie par g si, pour tout t dans I,

(t, u(t), λ) ∈ V et u′(t) = g(t, u(t), λ) .

L’application g est dite semi-lipschitzienne à paramètre si pour tout (t0, x0, λ0) dans V ,
il existe c ≥ 0, J un intervalle ouvert contenant t0, W un voisinage ouvert de x0 dans E et
W ′ un voisinage ouvert de λ0 dans Λ, tels que J ×W ×W ′ ⊂ V et que pour tous t ∈ J et
λ ∈ W ′, l’application de W dans E définie par x 7→ g(t, x, λ) soit c-lipschitzienne. (Il est
important que c ne dépende ni du temps t ∈ J ni du paramètre λ ∈W ′, et nous avons opté
pour la terminologie « semi-lipschitzien à paramètre » plutôt que « localement lipschitzien
par rapport à la seconde variable de manière uniforme en la première et la troisième ».)
Par exemple, il découle du théorème 7.2 des accroissements finis que si g est différentiable
par rapport à la seconde variable et si l’application ∂2g : V → L (E,E) est continue (ce
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qui est en particulier le cas si Λ est un (ouvert d’un) espace de Banach et si g est de classe
C1 sur V ), alors g est semi-lipschitzienne à paramètre.

Nous allons aussi étudier dans le résultat suivant le problème de Cauchy pour l’équation
différentielle à paramètre définie par g : V → E, c’est-à-dire, étant donné (t0, x0, λ0) ∈ V ,
montrer l’existence et l’unicité locale d’une solution u = ut0,x0,λ0 de l’équation différentielle

y′ = g(t, y, λ0) ,

vérifiant la condition initiale
u(t0) = x0 .

Si Λ est un (ouvert d’un) espace de Banach, nous étudierons aussi la régularité de u,
ainsi que la régularité de u en le triplet (t0, x0, λ0) de conditions initiales et de paramètre,
sous des hypothèses de régularité de f . Le théorème 7.21 suivant dit en particulier que si
k ∈ (N − {0}) ∪ {∞}, alors

si g est de classe Ck, alors u existe, est unique, et est Ck en t, t0, x0, λ0.

Théorème 7.21 Soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de R×E, et f : U → E
une application continue semi-lipschitzienne.

(1) (Existence et unicité des solutions) Pour tout (t0, x0) dans U , il existe une et
une seule solution maximale ut0,x0 : It0,x0 → E de l’équation différentielle définie par
f valant x0 à l’instant t0.

(2) (Régularité) S’il existe k ∈ N∪{∞} tel que f soit de classe Ck, alors toute solution
de l’équation différentielle définie par f est de classe Ck+1.

S’il existe r ∈ N−{0} tel que E = Rr, et si f est analytique réelle sur U , alors toute
solution de l’équation différentielle définie par f est analytique réelle.

(3) (Dépendance des conditions initiales) Soit D = {(s, t, x) ∈ R×R×E : s ∈ It,x}
et, pour tous s, t ∈ R, soit Us,t = {x ∈ E : s ∈ It,x}. Soient Rs,t : Us,t → E
l’application définie par x 7→ ut,x(s), et R : D → E celle définie par (s, t, x) 7→
Rs,t(x) = ut,x(s).

• Les ensembles D et Us,t sont ouverts.

• Pour tout α ∈ R, si x ∈ Uα,t ∩ Us,t, alors Rα,t(x) ∈ Us,α et

Rs,α ◦Rα,t(x) = Rs,t(x) .

• Pour tout (s, t, x) ∈ D , il existe un voisinage ouvert V de (s, t, x) dans D tel que
la restriction de R à V soit lipschitzienne. En particulier, R est continue.

• L’application Rt,s : Ut,s → Us,t est un homéomorphisme, d’inverse R−1
t,s = Rs,t.

• Pour tout k ∈ N ∪ {∞}, si ∂2f : U → L (E,E) existe et si f et ∂2f sont de classe
Ck, alors R est de classe Ck+1.

• Pour tout k ∈ N ∪ {∞}, si ∂2f : U → L (E,E) existe et si f et ∂2f sont de classe
Ck, alors Rt,s est un Ck+1-difféomorphisme.
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(4) (Dépendance des paramètres) Soit Λ un espace topologique, V un ouvert de
R × E × Λ, et g : V → E une application continue.
• Supposons g semi-lipschitzienne à paramètres. Pour tout (t0, x0, λ0) dans V , il
existe un intervalle ouvert I contenant t0 et un voisinage ouvert W de λ0 dans Λ
tels que, pour tout λ dans W , il existe une et une seule solution t 7→ u(t, λ) définie
sur I de l’équation différentielle y′ = g(t, y, λ), valant x0 à l’instant t0 ; de plus,
l’application (t, λ) 7→ u(t, λ) de I ×W dans E est continue.
• Supposons que Λ soit un espace de Banach, et que g soit semi-lipschitzienne. Pour
tout (t0, x0, λ0) dans V , notons ut0,x0,λ0 : It0,x0,λ0 → E la solution maximale de
l’équation différentielle y′ = g(t, y, λ0) valant x0 à l’instant t0. Notons

E = {(s, t, x, λ) ∈ R × R × E × Λ : s ∈ It,x,λ} .

Alors la partie E est ouverte, et l’application S : E → E définie par (s, t, x, λ) 7→
ut,x,λ(s) est localement lipschitzienne, et en particulier continue.
• Supposons que Λ soit un espace de Banach. Pour tout k ∈ N ∪ {∞}, si ∂2g : V →
L (E,E) et ∂3g : V → L (Λ, E) existent, et si g, ∂2g, ∂3g sont de classe Ck, alors S
est de classe Ck+1.

Dans l’avant-dernier point, nous demandons que g soit semi-lipschitzienne en tant
qu’application définie sur une partie ouverte de R × (E × Λ) (ce qui est plus fort que
de demander que g soit semi-lipschitzienne à paramètre). Cela est par exemple vérifié si
les différentielles partielles ∂2g : V → L (E,E) et ∂3g : V → L (Λ, E) existent et sont
continues, et donc en particulier si g est de classe C1.

Les affirmations encadrées précédant l’énoncé du théorème 7.21 découlent bien de ce
théorème.

L’application R : D → E définie dans (3) est appelée l’application résolvante de l’équa-
tion différentielle y′ = f(t, y) définie par f . Le second point de l’assertion (3), appelé
propriété de cocycle dit que si y est la valeur au temps s de la solution u valant x au temps
t, alors la valeur au temps r de la solution valant y au temps s est exactement u(r).

x

y = ut,x(s)

z = ut,x(r) = us,y(r)

f(t, x)

f(s, y)

f(r, z)

Nous étudierons dans la preuve ci-dessous (voir la proposition 7.28) les propriétés par-
ticulières de l’application résolvante lorsque l’équation différentielle est linéaire.

Preuve. (Existence locale) Fixons (t0, x0) dans U . Pour tous ǫ, η > 0, notons Iǫ =
[t0 − ǫ, t0 + ǫ] et Bη la boule fermée dans E de centre x0 et de rayon η.

Puisque f est continue en (t0, x0), elle est bornée sur un voisinage suffisamment petit
de (t0, x0). Puisque f est semi-lipschitzienne, il existe c ≥ 0, ǫ, η > 0 tels que Iǫ×Bη ⊂ U ,

M = sup
(t,x)∈Iǫ×Bη

||f(t, x)|| < +∞
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et
∀t ∈ Iǫ, ∀x, x′ ∈ Bη, ||f(t, x) − f(t, x′)|| ≤ c ||x− x′|| .

Soit ǫ′ ∈ ] 0, ǫ] tel que c ǫ′ ≤ 1
2 et (cη +M)ǫ′ ≤ η.

Notons F l’espace de Banach C (Iǫ′ , E) des applications continues y de Iǫ′ dans E,
muni de la norme uniforme ||y|| = supt∈Iǫ′ ||y(t)||. Soit B la boule fermée dans F de centre
l’application constante de valeur x0 (encore notée x0) et de rayon η. Pour tout y dans B,
l’application ϕ(y) : Iǫ′ → E définie par

t 7→ x0 +

∫ t

t0

f(s, y(s)) ds

est bien définie et continue, par continuité de f et de y (et puisque y est à valeurs dans
Bη).

Pour tous y, z dans B, nous avons

||ϕ(y) − ϕ(z)|| = sup
t∈Iǫ′

∣∣∣∣
∫ t

t0

(
f(s, y(s)) − f(s, z(s))

)
ds
∣∣∣∣

≤ c ǫ′ sup
s∈Iǫ′

|| y(s) − z(s) || ≤ 1

2
||y − z||

et

||ϕ(y) − x0|| ≤ ||ϕ(y) − ϕ(x0)|| + ||ϕ(x0) − x0||

≤ c ǫ′ ||y − x0|| + sup
t∈Iǫ′

∣∣∣∣
∫ t

t0

f(s, x0) ds
∣∣∣∣ ≤ cǫ′η +Mǫ′ ≤ η .

L’application ϕ : B → F définie par y 7→ ϕ(y) est donc contractante (plus précisément
1
2 -lipschitzienne) et à valeurs dans B. Puisque B est fermé dans F , donc complet, par le
théorème 3.19 du point fixe de Banach, l’application ϕ admet donc un point fixe y. Puisque
y vérifie y(t) = x0 +

∫ t
t0
f(s, y(s)) pour tout t ∈ Iǫ′ , l’application y : Iǫ′ → E est dérivable,

et est une solution de l’équation différentielle y′ = f(t, y) valant x0 en t0.

(Existence locale avec paramètres) La démonstration de l’existence locale en pré-
sence de paramètres, c’est-à-dire du premier point (sauf l’unicité, qui sera vue plus tard)
de l’assertion (4) du théorème 7.21, est complètement analogue.

Avec Iǫ, Bη comme ci-dessus, pour tout (t0, x0, λ0) ∈ V , puisque g : V → E est continue
et semi-lipschitzienne à paramètre, il existe c ≥ 0, ǫ, η > 0 et un voisinage W de λ0 tels
que Iǫ ×Bη ×W ⊂ V , M = sup(t,x,λ)∈Iǫ×Bη×W ||g(t, x, λ)|| est fini et

∀t ∈ Iǫ, ∀λ ∈W, ∀x, x′ ∈ Bη, ||g(t, x, λ) − g(t, x′, λ)|| ≤ c ||x− x′|| .

Pour ǫ′ ∈ ]0, ǫ], nous notons maintenant F l’espace de Banach Cb(Iǫ′ × W,E) des ap-
plications continues bornées y de Iǫ′ × W dans E, muni de la norme uniforme || y || =
sup(t,λ)∈Iǫ′×W || y(t, λ) ||. Toujours avec B la boule fermée dans F de centre l’application
constante x0 et de rayon η, pour tout y dans B, nous notons maintenant ϕ(y) : Iǫ′×W → E
l’application définie par

(t, λ) 7→ x0 +

∫ t

t0

g(s, y(s), λ) ds .
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Le raisonnement ci-dessus fournit donc, pour ǫ′ assez petit, une application continue u :
Iǫ′ ×W → E, telle que pour tout λ ∈W , l’application de Iǫ′ dans E définie par t 7→ u(t, λ)
soit une solution définie sur Iǫ′ de l’équation différentielle y′ = g(t, y, λ), valant x0 à l’instant
t0.

(Solutions approchées) Ce qui précède montre l’existence de solutions locales. Avant
de montrer l’unicité locale des solutions, et donc l’unicité des solutions maximales, nous
montrons un lemme qui nous sera aussi utile pour la dépendance des conditions initiales
et des paramètres.

Soit ǫ ≥ 0. Une solution ǫ-approchée de l’équation différentielle y′ = f(t, y) définie par
f est une application dérivable u d’un intervalle ouvert I de R dans E telle que, pour tout
t dans I, on ait (t, u(t)) ∈ U et

||u′(t) − f(t, u(t)) || ≤ ǫ .

Les solutions 0-approchées de l’équation différentielle y′ = f(t, y) sont bien sûr ses solutions
(exactes).

Lemme 7.22 Soient k > 0, ǫ, η ≥ 0, u : I → E une solution ǫ-approchée et v : I → E
une solution η-approchée de l’équation différentielle définie par f . On suppose que f est
k-lipschitzienne en la seconde variable sur les graphes de u et de v (i.e. sur l’ensemble des
couples de la forme (t, u(t)) ou (t, v(t)) pour t ∈ I). Alors pour tous t, t0 ∈ I,

||u(t) − v(t) || ≤ ||u(t0) − v(t0) || ek|t−t0| + (ǫ+ η)
ek|t−t0| − 1

k
.

La démonstration utilise le lemme taupinal bien connu suivant.

Lemme 7.23 Soient a, k, b > 0 et g : [0, b] → [0,+∞[ une application continue telle que,
pour tout t ∈ [0, b], on ait g(t) ≤ at+k

∫ t
0 g(s)ds. Alors g(t) ≤ a

k (e
kt−1) pour tout t ∈ [0, b].

Preuve. On pose h(t) = k e−kt
∫ t
0 g(s) ds, de sorte que h est de classe C1, h(0) = 0 et

h′(t) = k e−kt(g(t) − k
∫ t
0 g(s) ds) ≤ kat e−kt. Donc

h(t) =

∫ t

0
h′(s) ds ≤

∫ t

0
kas e−ks ds =

a

k
(1 − e−kt − kte−kt) .

Par conséquent

g(t) ≤ at+ k

∫ t

0
g(s)ds = at+ ekth(t) ≤ a

k
(ekt − 1) . �

Preuve du lemme 7.22. On suppose que t0 = 0 (le résultat cherché s’y ramène par
translation), et on montre le résultat pour t > 0 (le résultat cherché s’y ramène par la
symétrie t 7→ −t). Posons w = u − v, qui est une application dérivable de I dans E, telle
que

||w′(t) || = ||u′(t) − v′(t) || ≤ ǫ+ η + || f(t, u(t)) − f(t, v(t)) || ≤ ǫ+ η + k ||w(t) || ,
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puisque f est k-lipschitzienne en la seconde variable sur les graphes de u et de v. Par le
théorème 7.1 de la moyenne, on a donc

||w(t) − w(0) || ≤
∫ t

0

(
ǫ+ η + k ||w(s) ||

)
ds

≤
(
ǫ+ η + k ||w(0) ||

)
t+ k

∫ t

0
||w(s) − w(0) || ds ,

par inégalité triangulaire. On applique alors le lemme 7.23 avec a = ǫ + η + k||w(0) || et
g(t) = ||w(t) − w(0) ||. Il en découle que

||u(t) − v(t) || = ||w(t) || ≤ ||w(t) − w(0) || + ||w(0) || = g(t) + ||w(0) ||

≤
(ǫ+ η

k
+ ||w(0) ||

)
(ekt − 1) + ||w(0) ||

= ||u(0) − v(0) || ekt + (ǫ+ η)
ekt − 1

k
.

Le résultat en découle. �

(Unicité locale) Fixons (t0, x0) dans U . Soient u : I → E et v : J → E deux
solutions de l’équation différentielle y′ = f(t, y) définie par f telles que t0 ∈ I ∩ J et
u(t0) = v(t0) = x0. Montrons que u et v coïncident sur l’intervalle ouvert I ∩ J .

En effet, l’ensemble des points de I ∩ J où u et v coïncident est non vide car t0 lui
appartient, fermé car u et v sont continues, et ouvert par le lemme 7.22, car f est semi-
lipschitzienne, ce qui conclut par connexité de I ∩ J .

L’énoncé d’unicité pour les équations différentielles à paramètre découle immédiatement
de ce qui précède, ce qui termine la démonstration du premier point de l’assertion (4) du
théorème 7.21.

Puisque les hypothèses du théorème 7.1 de la moyenne ne demandent la dérivabilité
que sur ]a, b[, la preuve du lemme 7.22, ainsi que son application à l’unicité locale ci-dessus,
restent valables pour montrer le résultat suivant.

Remarque 7.24 Si I est un intervalle de la forme [t0, t0 + ǫ[ ou ]t0− ǫ, t0], si u, v : I → E

sont deux applications continues telles que u(t0) = v(t0) et si u, v :
◦
I→ E sont solutions

de l’équation différentielle y′ = f(t, y), alors u = v. �

(Unicité globale) Maintenant, soit S l’ensemble de tous les couples (I, u) où I est
un intervalle ouvert et u : I → E une solution de l’équation différentielle définie par f telle
que t0 ∈ I et u(t0) = x0. Alors la réunion It0,x0 de tous les intervalles J , tels qu’il existe
(I, u) ∈ S avec I = J , est un intervalle ouvert. Par l’affirmation précédente d’unicité
locale, il existe une application ut0,x0 : It0,x0 → E qui, pour tout (I, u) ∈ S , coïncide
avec u sur I. Il est alors immédiat que ut0,x0 est l’unique solution maximale de l’équation
différentielle définie par f valant x0 en t0. Ceci termine la démonstration de l’assertion (1)
du théorème 7.21.

Remarque. Par exemple, si E = R, U = R × E, f : (t, x) 7→ x2, t0 = 0, x0 > 0,
l’application différentiable u : ]−∞, 1

x0
[ → R définie par t 7→ x0

1−x0t
est la solution maximale

de l’équation différentielle définie par f valant x0 en t0 = 0. L’application u ne peut pas
être prolongée différentiablement au delà de 1

x0
.
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Figure : Portrait de phase des solutions de l’équation différentielle y′ = y2.

(Explosion des solutions maximales en temps fini) Ce phénomène d’explosion des
solutions d’équations différentielles quand on approche d’une borne finie de son domaine
maximal de définition est en fait général.

Proposition 7.25 Soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de R×E, et f : U → E
une application continue semi-lipschitzienne. Soit J un intervalle ouvert et u : J → E une
solution de l’équation différentielle y′ = f(t, y) définie par f . Supposons que b soit une
extrémité finie de J telle que f soit bornée sur l’ensemble des (t, u(t)) pour t dans un
voisinage de b, et qu’au moins une des valeurs d’adhérence des (t, u(t)) quand t ∈ J tend
vers b appartienne à U . Alors il existe un intervalle ouvert J∗ contenant J et b, et une
solution u∗ : J∗ → E de l’équation différentielle qui coïncide avec u sur J .

Par contraposée, si u est une solution maximale, si b est une extrémité finie de son
domaine (maximal) de définition, alors, quand le temps t converge vers b, u′(t) est non
borné ou toute valeur d’adhérence de (t, u(t) appartient à la frontière de U .

Preuve. Supposons par exemple que b = supJ . Soient a ∈ J et M > 0 tels que, pour tout
t dans [a, b[ , on ait || f(t, u(t)) || ≤ M . Ceci implique que ||u′(t) || ≤ M . Par le théorème
7.2 des accroissements finis, pour tous s, t ∈ [a, b[ , nous avons

||u(s) − u(t) || ≤M |s− t| .

Par complétude de E et un argument de suites de Cauchy, l’application t 7→ u(t) admet
donc une limite quand t ∈ J tend vers b, et donc se prolonge continuement en t = b. Notons
que (b, u(b)) appartient à U par les hypothèses. Donc par le théorème d’existence, il existe
une solution v : I → E de l’équation différentielle y′ = f(t, y), où I est un intervalle ouvert
contenant b, telle que v(b) = u(b). Par la remarque 7.24, les solutions u et v coïncident
sur I ∩ J . En posant J∗ = I ∪ J et en considérant l’application u∗ valant u sur J et v sur
J∗ − J , le résultat en découle. �

Remarque. Si E est de dimension finie, si l’on suppose que u est bornée au voisinage de b,
et que l’ensemble des valeurs d’adhérence des (t, u(t)) quand t ∈ J tend vers b est contenu
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dans U , si a est fixé dans J , alors l’adhérence du graphe
{
(t, u(t)) : t ∈ [a, b[

}
est un

fermé borné, donc compact, contenu dans U , et, par continuité de f sur ce compact, f est
bornée sur ce graphe. Donc la conclusion de la proposition 7.25 précédente reste valable.
En particulier, si E est de dimension finie, et si le domaine de définition de l’équation
différentielle est égal à tout R × E, alors une solution maximale u(t) tend vers l’infini
quand t tend vers une borne finie de son domaine de définition. En particulier, si u est
maximale, si σ est une extrémité finie de son domaine de définition, alors (t, u(t)) sort de
tout compact de U quand t tend vers σ.

(Cas des équations différentielles linéaires) Lorsque l’équation différentielle est
linéaire, il est possible de préciser le théorème d’existence et d’unicité des solutions. Pour
tout ϕ ∈ L (E,E) et tout x ∈ E, nous noterons ci-dessous ϕ · x au lieu de ϕ(x), pour
éviter une débauche de parenthèses.

Une équation différentielle linéaire (avec second membre) est une équation différentielle
de la forme

y′ −A(t) · y = b(t) ,

où I est un intervalle ouvert, et A : I → L (E,E) et b : I → E sont deux applications
continues. Ce qui est remarquable dans ce cas est que les solutions maximales sont toutes
définies sur l’intervalle I tout entier, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 7.26 Pour tous t0 ∈ I et x0 ∈ E, il existe une unique solution u : I → E de
l’équation différentielle linéaire y′ = A(t) · y + b(t) telle que u(t0) = x0.

Preuve. Notons U = I ×E et f : U → E l’application définie par (t, x) 7→ A(t) · x+ b(t).
Soit u : J → E, où J est un intervalle ouvert contenant t0, l’unique solution maximale
de l’équation différentielle linéaire y′ = f(t, y) telle que u(t0) = x0. Montrons que J = I.
Sinon, par exemple, T = supJ < sup I (et en particulier T est fini). Soit ǫ > 0 assez petit.
Alors A et b sont définis et continus sur l’intervalle compact [t0 − ǫ, T ], donc sont bornés
par respectivement k > 0 et η ≥ 0. En particulier, f est k-lipschitzienne en la seconde
variable sur ]t0 − ǫ, T [ ×E. Comme u : ]t0 − ǫ, T [ → E est une solution exacte et puisque la
fonction nulle sur ]t0−ǫ, T [ est une solution η-approchée de l’équation différentielle linéaire
y′ = f(t, y), il découle du lemme 7.22 que pour tout t ∈ ]t0 − ǫ, T [,

||u(t) || ≤ ||u(t0) || ek|t−t0| + η
ek|t−t0| − 1

k
.

Il en découle donc que u(t) reste borné quand t tend vers T . Par conséquent || f(t, u(t)) || ≤
k ||u(t) || + η reste aussi borné quand t tend vers T . Bien sûr, toute valeur d’adhérence de
(t, u(t)) quand t tend vers T reste dans {T} × E ⊂ U = I × E. Mais alors la proposition
7.25 contredit la maximalité de u. �

(Dépendance continue des paramètres pour les équations différentielles li-
néaires)

Une équation différentielle linéaire à paramètre est une équation différentielle de la
forme

y′ = A(t, λ) · x+ b(t, λ) ,

où I est un intervalle ouvert, Λ un espace topologique, et A : I × Λ → L (E,E) et
b : I × Λ → E sont deux applications continues. Dans ce cas, la dépendance des solutions
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dans les paramètres est continue non seulement au voisinage du temps origine t0 comme
démontré précédemment, mais sur tout l’intervalle maximal de définition :

Proposition 7.27 Pour tous t0 ∈ I, x0 ∈ E et λ ∈ Λ, si t 7→ u(t, λ) est l’unique solution
définie sur I de l’équation différentielle linéaire y′ = A(t, λ) ·x+ b(t, λ) telle que u(t0, λ) =
x0, alors l’application (t, λ) 7→ u(t, λ) de I × Λ dans E est continue.

Preuve. Fixons (t1, λ1) ∈ I × Λ. Soit J un intervalle ouvert, de longueur notée ℓ(J) > 0,
d’adhérence compacte contenue dans I, contenant t0 et t1. Par continuité et compacité de
J , il existe k > 0 et un voisinage W de λ1 dans Λ tels que, pour tout (t, λ) ∈ J ×W , on
ait

max
{
||u(t, λ1) ||, ||A(t, λ) ||

}
≤ k .

De même (voir aussi la proposition 5.5 (2)), pour tout ǫ > 0, il existe un voisinage W ′ ⊂W
de λ1 dans Λ tels que, pour tout (t, λ) ∈ J ×W ′, on ait

max
{
||A(t, λ) −A(t, λ1) ||, || b(t, λ) − b(t, λ1) ||

}
≤ ǫ′ =

k ǫ

2(k + 1)(ek ℓ(J) − 1)
.

Notons que pour tous t ∈ I et λ ∈ Λ, les dérivées par rapport au temps u′(t, λ) et u′(t, λ1)
sont définies, et

u′(t, λ) − u′(t, λ1) = A(t, λ) ·
(
u(t, λ) − u(t, λ1)

)
+(

A(t, λ) −A(t, λ1)
)
· u(t, λ1) + b(t, λ) − b(t, λ1) .

Donc pour tout (t, λ) ∈ J ×W ′,

||u′(t, λ) − u′(t, λ1) || ≤ k ||u(t, λ) − u(t, λ1) || + ǫ′ (k + 1) .

Comme dans la preuve de la proposition 7.22, en posant w(t) = u(t, λ)−u(t, λ1), on obtient
que

||w(t)|| ≤
(ǫ′(k + 1)

k
+ ||w(0)||

)(
ek|t−t0| − 1

)
+ ||w(0)|| .

Puisque w(0) = 0 car u(t0, λ) = u(t0, λ1) = x0, on en déduit que pour tout (t, λ) ∈ J×W ′,

||u(t, λ) − u(t, λ1) || ≤ ǫ′ (k + 1)
ek|t−t0| − 1

k
≤ ǫ

2
,

par définition de ǫ′. Comme t 7→ u(t, λ1) est continue sur l’intervalle ouvert J qui contient
t1, il existe un intervalle ouvert J ′ contenu dans J et contenant t1 tel que, pour tout
t ∈ J ′, on ait ||u(t, λ1) − u(t1, λ1) || ≤ ǫ

2 . Par inégalité triangulaire, on a donc, pour tout
(t, λ) ∈ J ′ ×W ′,

||u(t, λ) − u(t1, λ1) || ≤ ||u(t, λ) − u(t, λ1) || + ||u(t, λ1) − u(t1, λ1) || ≤ ǫ ,

ce qui montre le résultat. �

(Régularité des solutions) Montrons l’assertion (2) du théorème 7.21. Soient k ∈
N ∪ {∞} tel que f soit de classe Ck, et u : I → E une solution de l’équation différentielle
définie par f . Alors u′(t) = f(t, u(t)), donc il est immédiat par récurrence (et le théorème
de dérivation des fonctions composées) que u est de classe Ck+1.
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En particulier, une solution de y′ = f(t, y) est toujours de classe C1.

Nous renvoyons par exemple à [Die1, page 278] pour la preuve de l’affirmation concer-
nant la régularité analytique réelle.

(Dépendance continue des conditions initiales) Montrons les quatre premiers
points de l’assertion (3) du théorème 7.21. Notons que Uss = {x ∈ E : (s, x) ∈ U}.

Commençons par prouver le second point. Pour tous s, t, α ∈ R, si x ∈ Uα,t∩Us,t, alors
α ∈ It,x donc ut,x est la solution maximale de l’équation différentielle définie par f valant
ut,x(α) à l’instant α, et s ∈ It,x donc ut,x est définie en s. Par unicité, uα,ut,x(α) est donc
définie en s (c’est-à-dire Rα,t(x) = ut,x(α) ∈ Us,α) et

Rs,α ◦Rα,t(x) = uα,ut,x(α)(s) = ut,x(s) = Rs,t(x) .

Il en découle, en remplaçant t par s et α par t, que si x ∈ Ut,s, alors en particulier
(s, x) ∈ U , donc x ∈ Ut,s ∩ Us,s, et Rs,t ◦ Rt,s(x) = Rs,s(x) = x. Ceci montre que Rt,s :
Ut,s → Us,t est une bijection d’inverse Rs,t. En particulier, le quatrième point de l’assertion
(3) du théorème 7.21 découle du troisième.

Montrons que D est ouvert dans R × R × E, ce qui montrera que

Us,t = {x ∈ E : (s, t, x) ∈ D}

est ouvert dans E. Le premier point de l’assertion (3) du théorème 7.21 en découlera.
Soient (s0, t0, x0) ∈ D , et K un intervalle compact (dont nous noterons la longueur

ℓ(K)), contenant t0, s0 dans son intérieur, tel que ut0,x0 soit défini sur K. Montrons que
si (t, x) est suffisamment proche de (t0, x0), alors ut,x est aussi défini sur l’intérieur de K,
donc en s si s est suffisamment proche de s0. Ceci implique que D est ouvert.

x0

ut,x(s0)

y0 = ut0,x0
(s0)

f(s0, y0)

x = ut,x(t)

f(t0, x0)

f(s, y)

y = ut,x(s)

Puisque f est continue et semi-lipschitzienne, et par compacité de K, il existe M,k > 0,
et un voisinage ouvert W du graphe de ut0,x0 |K (i.e. de l’image (compacte) de K par

l’application continue σ 7→ (σ, ut0,x0(σ)), tels que W soit contenue dans U , que f soit
majorée par M sur W , et que f soit k-lipschitzienne en la seconde variable sur W .

En particulier, par le théorème 7.2 des accroissements finis, nous avons, pour tout t
dans K,

||ut0,x0(t) − ut0,x0(t0) || ≤M |t− t0| . (∗)
Puisque W est ouvert, soit ǫ > 0 tel que si (r, z) ∈ K × E vérifie || z − ut0,x0(r) || ≤ ǫ,

alors (r, z) ∈W .

Soit (t, x) ∈W ∩ (
◦
K ×E) tel que ||x− x0 || ≤ ǫ

2 e
−k ℓ(K) et |t− t0| ≤ ǫ

2M e−k ℓ(K).
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Notons J le plus grand intervalle ouvert de K contenant t sur lequel ut,x est défini et
de graphe contenu dans W , et montrons que b = supJ est égal à supK, ce qui, avec un
argument similaire pour la borne inférieure, conclut.

Par définition de J , l’application f est bornée (par M) sur le graphe de ut,x|J , et toute

valeur d’adhérence de (σ, ut,x(σ)) quand σ ∈ J tend vers b appartient à W , donc à U . Par
la proposition 7.25, la solution ut,x peut donc s’étendre à [b, b + η [ pour un η > 0 assez
petit.

Pour tout σ ∈ J , par le lemme 7.22, puisque ut,x et ut0,x0 sont deux solutions (exactes)
de y′ = f(t, u), définies sur l’intervalle ouvert J contenant σ et t, de graphes contenus
dans W (sur lequel f est k-lipschitzienne en la seconde variable), nous avons, par inégalité
triangulaire et par (*),

||ut,x(σ) − ut0,x0(σ) || ≤ ek|σ−t| ||ut,x(t) − ut0,x0(t) ||
= ek|σ−t|

(
||x− x0 + ut0,x0(t0) − ut0,x0(t) ||

)

≤ ek ℓ(K)
(
||x− x0 || +M |t0 − t|

)
≤ ǫ . (∗∗)

Par passage à la limite, ||ut,x(b) − ut0,x0(b) || ≤ ǫ, donc (b, ut,x(b)) ∈ W , par définition de
ǫ. Par conséquent, si η est assez petit, le graphe de l’application continue ut,x reste dans
W sur [b, b + η[, ce qui contredit la maximalité de J si b < supK. Nous avons donc bien
montré le premier point de l’assertion (3) du théorème 7.21 de Cauchy-Lipschitz.

Montrons maintenant que R est lipschitzienne sur W , ce qui implique le troisième point
de l’assertion (3) du théorème 7.21. En effet, si s appartient à J (qui est égal à l’intérieur
de K, donc est un voisinage de s0), nous avons, par l’inégalité triangulaire, par (∗∗) et par
le théorème des accroissements finis (f étant majorée par M sur W ),

||ut,x(s) − ut0,x0(s0) || ≤ ||ut,x(s) − ut0,x0(s) || + ||ut0,x0(s) − ut0,x0(s0) ||
≤ ek ℓ(K)

(
||x− x0 || +M |t0 − t|

)
+M |s− s0| ,

ce qui montre le résultat.

(Propriétés de la résolvante dans le cas linéaire) Étudions les propriétés parti-
culières de l’application résolvante lorque l’équation différentielle est linéaire, c’est-à-dire
si U = I ×E et

f(t, x) = A(t) · x+ b(t) ,

où I est un intervalle ouvert de R, et où A : I ×Λ → L (E,E) et b : I ×Λ → E sont deux
applications continues.

Proposition 7.28 Notons R : I × I × E → E l’application résolvante de l’équation dif-
férentielle linéaire (sans second membre) y′ = A(t) · y, qui est l’application qui à (s, t, x)
associe la valeur en s de la solution maximale de cette équation différentielle valant x à
l’instant t. Pour tous s, t, notons Rs,t : E → E l’application définie par x 7→ R(s, t, x).

• Pour tous r, s, t ∈ I, nous avons Rs,t ∈ G L (E),

Rr,t = Rr,s ◦Rs,t et Rt,t = idE ,

donc en particulier
R−1
s,t = Rt,s ,
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et l’application de I dans l’espace de Banach L (E,E) définie par s 7→ Rs,t est l’unique
solution définie sur I de l’équation différentielle

dY

ds
= A(s) ◦ Y

valant l’identité de E à l’instant t.
• (Méthode de la variation de la constante) L’application résolvante de l’équation

linéaire (avec second membre) y′ −A(t) · x = b(t) est l’application Rb de I × I ×E définie
par

(s, t, x) 7→ Rb(s, t, x) = R(s, t, x) +

∫ s

t
R(s, θ, b(θ)) dθ .

Par le premier point de cette proposition, la solution maximale (c’est-à-dire définie sur
I) de l’équation différentielle linéaire sans second membre y′ − A(t) · y = 0 valant x0 à
l’instant t0 s’écrit donc t 7→ Rt,t0 · x0, où Rt,t0 ∈ G L (E). Un moyen pratique pour trouver
les solutions de l’équation différentielle linéaire avec second membre y′ − A(t) · y = b(t)
consiste à les chercher sous la forme y(t) = Rt,t0 ·z(t). En dérivant cette inégalité, on obtient
que la fonction t 7→ z(t) vérifie alors Rt,t0 · z′(t) = b(t), c’est-à-dire z′(t) = Rt0,t · b(t), donc
z s’obtient par un calcul de primitive.

Preuve. Le fait que l’application résolvante d’une équation différentielle linéaire, qu’il y
ait un second membre ou pas, soit bien définie sur D = I× I×E découle de la proposition
7.26 : pour tout (t, x) ∈ I ×E, nous avons It,x = I. En particulier, pour tous s, t ∈ I, nous
avons Us,t = E.

Sous les hypothèses du premier point, l’application Rs,t : E → E est linéaire (car
s 7→ λRs,t(x) + µRs,t(y) est une solution de l’équation différentielle z′ = A(t) · z, définie
sur I, valant λx+ µy à l’instant t, donc elle coïncide avec s 7→ Rs,t(λx+ µy) par unicité).
Par linéarité de l’évaluation en un point, pour tout x dans E,

dRs,t
ds

(x) =
dRs,t(x)

ds
= A(s) · (Rs,t(x)) =

(
A(s) ◦Rs,t

)
(x) .

Les affirmations du premier point, et en particulier le fait que Rs,t ∈ G L (E), découlent
alors des propriétés de l’application résolvante dans le cas général.

Enfin, il est immédiat de vérifier que Rb(t, t, x) = x et que

dRb(s, t, x)

ds
=
dR(s, t, x)

ds
+R(s, s, b(s)) +

∫ s

t

dR(s, θ, b(θ))

ds
dθ

= A(s) · R(s, t, x) + b(s) +

∫ s

t
A(s) ·R(s, θ, b(θ)) dθ

= A(s) · Rb(s, t, x) + b(s) ,

ce qui montre la dernière assertion. �

(Dépendance continue des paramètres) Montrons le second point de l’assertion
(4) du théorème 7.21. Sous ses hypothèses, considérons le système différentiel

{ dx
dt = g(t, x, y)
dy
dt = 0
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et les conditions initiales x(t0) = x0, y(t0) = λ. Soit E∗ l’espace de Banach produit E ×Λ,
de sorte que V est un ouvert de R × E∗. Soit g∗ : V → E∗ l’application définie par
g∗(t, x, y) = (g(t, x, y), 0), qui est continue, semi-lipschitzienne. Notons pr1 la projection sur
le premier facteur de E∗ dans E. Alors l’application résolvante S de l’équation différentielle
à paramètre z′ = g(t, z, λ) est égale à pr1 ◦ Rg∗, où Rg∗ est la résolvante de l’équation
différentielle (sans paramètre) associée à g∗, c’est-à-dire du système différentiel ci-dessus.

La continuité de S, ainsi que l’ouverture de son domaine de définition et son caractère
localement lipschitzien, découlent donc immédiatement de celles de Rg∗ que nous avons
démontrées précédemment.

De la même manière, si la propriété de régularité Ck des équations différentielles (sans
paramètre) est vérifiée, alors il en est de même de la propriété de régularité Ck des équations
différentielles à paramètre.

En particulier, le dernier point de l’assertion (4) du théorème 7.21 découle de l’avant
dernier point de l’assertion (3) de ce théorème.

Remarque. Notons que ceci démontre de nouveau la proposition 7.27, dans le cas particu-
lier où Λ est (un ouvert d’)un espace de Banach, et avec des hypothèses un peu plus forte
sur g (semi-lipschitzienne, plutôt que semi-lipschitzienne à paramètre, comme expliqué
juste après l’énoncé du théorème 7.21).

(Dépendance régulière des conditions initiales et des paramètres) Étudions
maintenant simultanément les propriétés de régularité de l’application résolvante et de
régularité des solutions en les paramètres, sous des hypothèses de régularité de f . Les
notations E,U, f,R,D sont celles de l’assertion (3) du théorème 7.21).

Lemme 7.29 Si ∂2f existe et est continue sur U , alors ∂1R, ∂2R, ∂3R existent et vérifient,
pour tout (s, t, x) ∈ D ,

(i) la dérivée ∂1R(s,t,x) de l’application σ 7→ R(σ, t, x) en σ = s vaut

∂1R(s,t,x) = f(s,R(s, t, x)) ;

(ii) la différentielle ∂3R(s,t,x) est la valeur en σ = s de l’unique solution maximale σ 7→
y(σ) de l’équation différentielle linéaire à paramètres (t, x)

dy

dσ
= ∂2f(σ,R(σ,t,x)) ◦ y

de condition initiale y(t) = idE ;

(iii) la dérivée ∂2R(s,t,x) de l’application τ 7→ R(s, τ, x) en τ = t vaut

∂2R(s,t,x) = ∂3R(s,t,x) · f(t, x) .

Notons que l’application qui à σ associe la composition par ∂2f(t,R(σ,t,x)) est bien une
application continue d’un intervalle ouvert contenant t et s à valeurs dans l’espace de
Banach L (L (E,E),L (E,E)), et donc, par la proposition 7.26, la solution σ 7→ y(σ)
définie dans (ii) est bien définie en σ = s pour toutes les valeurs des paramètres (t, x) telles
que (s, t, x) ∈ D , et elle dépend continuement des paramètres et des conditions initiales
par le premier point de l’assertion (4) du théorème 7.21), démontré précédemment.
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En particulier, il découle des assertions (i) et (ii) que ∂1R et ∂3R sont continues sur D ,
donc (voir la proposition 7.6 (2)) R est de classe C1 en le couple des première et troisième
variables, et nous nous servirons de cela pour montrer l’assertion (iii).

De même, il découle alors des trois assertions (i), (ii) et (iii) que ∂1R, ∂2R, ∂3R existent
et sont continues sur D , donc R est de classe C1 sur D .

Démonstration du lemme 7.29.
(i) Comme R(s, t, x) = ut,x(s), l’assertion (i) découle simplement du fait que ut,x vérifie

l’équation différentielle dy
ds = f(s, y(s)) définie par f .

(ii) Soit (s, t, x) ∈ D fixé. Pour tout σ ∈ It,x (donc (σ, t, x) ∈ D), notons

A(σ, t, x) = ∂2f(σ,R(σ,t,x)) ,

de sorte que A : D → L (E,E) définie par (σ, t, x) 7→ A(σ, t, x) soit continue. Notons σ 7→
z(σ, t, x) l’application de It,x dans L (E,E) qui est la solution de l’équation différentielle
linéaire à paramètres (t, x)

d y

dσ
= A(σ, t, x) ◦ y ,

valant idE en σ = t, qui est bien définie sur tout It,x par la proposition 7.26. Pour tout
h ∈ E suffisamment proche de 0, posons

w(σ) = R(σ, t, x+ h) −R(σ, t, x) − z(σ, t, x) · h ,

et montrons que w(t) = o(h) quand h tend vers 0, ce qui implique l’assertion (ii).
Par l’assertion (i) et par définition de z(σ, t, x), nous avons

w′(σ) = f(σ,R(σ, t, x+ h)) − f(σ,R(σ, t, x)) −A(σ, t, x) ◦ z(σ, t, x) · h .

Donc w′(σ) −A(σ, t, x) · w(σ) est égal à

f(σ,R(σ, t, x + h)) − f(σ,R(σ, t, x)) − ∂2f(σ,R(σ,t,x)) ·
(
R(σ, t, x+ h) −R(σ, t, x)

)
.

Posons X0 = R(σ, t, x). L’application

ϕ : X 7→ f(σ,X) − f(σ,X0) − ∂2f(σ,X0) · (X −X0)

est différentiable au voisinage de X0, nulle en X0, de différentielle au point X égale à
∂2f(σ,X) − ∂2f(σ,X0). Donc, par le théorème 7.2 des accroissements finis,

||ϕ(X) || ≤ sup
0≤θ≤1

|| ∂2f(σ,θX+(1−θ)X0) − ∂2f(σ,X0) || ||X −X0 || .

Soit K ⊂ It,x un intervalle compact, contenant t et s dans son intérieur. Posons X =
R(σ, t, x+h), qui dépend de h. Par compacité de K×[0, 1] et par continuité de l’application
(σ, θ, h) 7→ ∂2f(σ,θX+(1−θ)X0) de K × [0, 1] × W dans L (E,E), où W est un voisinage
suffisamment petit de 0 dans E (voir aussi la proposition 5.5), l’application

h 7→ ∂2f(σ,θX+(1−θ)X0) − ∂2f(σ,X0)

converge vers 0 quand h tend vers 0 uniformément en (σ, θ) ∈ K × [0, 1]. Donc il existe
η > 0 tel que si ||h || < η, alors

∀σ ∈ K, ||w′(σ) −A(σ, t, x) · w(σ) || ≤ ǫ ||R(σ, t, x + h) −R(σ, t, x) || .
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Par compacité de K, et puisque R est localement lipschitzienne, il existe M > 0 tel que si
η est suffisamment petit, si σ ∈ K et ||h|| < η, alors

||R(σ, t, x + h) −R(σ, t, x) || ≤M ||h || .

Donc l’application σ 7→ w(σ) est, sur l’intérieur de K, une solution (ǫM ||h ||)-approchée
de l’équation différentielle linéaire

d y

dσ
= A(σ, t, x) · y .

De plus, w(t) = 0 et l’application continue σ 7→ A(σ, t, x) est bornée par k > 0 sur
l’intervalle compact K. Par le lemme 7.22, l’application nulle étant une solution (exacte)
de cette équation différentielle linéaire, nous avons

∀σ ∈ K, ||w(σ) − 0 || ≤ ||w(t) − 0 || ek|σ−t| + ǫM ||h || e
k|σ−t|−1

k
= ǫM ||h || e

k|σ−t|−1

k
.

En particulier, w(s) = o(h), ce qu’il fallait démontrer.

(iii) Fixons (s, t, x) ∈ D . Pour tout τ suffisamment proche de t, nous avons

R(τ, s,R(s, τ, x)) = Rτ,s ◦Rs,τ (x) = x ,

donc y(τ) = R(s, τ, x) ∈ Uτ,s est l’unique solution de l’équation R(τ, s, y(τ)) − x = 0
pour τ proche de t. Par les assertions (i) et (ii) (et le commentaire suivant les énoncés
de (i), (ii) et (iii)), les applications x 7→ Rt,s(x) = R(t, s, x), x 7→ Rs,t(x) = R(s, t, x)
et (τ, y) 7→ R(τ, s, y) − x sont de classe C1. Par le quatrième point (déjà démontré) de
l’assertion (3) du théorème 7.21, l’application Rt,s = R−1

s,t : Ut,s → Us,t est donc un C1-
difféomorphisme. De plus, d(Rt,s)y(t) = ∂3R(t,s,y(t)), qui est donc inversible. Son inverse,
puisque Rt,s(y(t)) = x (i.e. y(t) = Rt,s

−1(x)), est égal à

(
d(Rt,s)y(t)

)−1
= −d(Rs,t)x = −∂3R(t,s,x) .

Par le théorème 7.16 des fonctions implicites, y(τ) est donc différentiable en τ = t, et sa
différentielle en τ = t (qui est ∂2R(s,t,x)) vaut

−(∂3R(t,s,y(t)))
−1 · ∂1R(t,s,y(t)) = ∂3R(t,s,x) · f(t, R(t, s, y(t))) = ∂3R(t,s,x) · f(t, x) .

Le résultat en découle. �

Pour conclure la preuve de la dépendance régulière des conditions initiales et des pa-
ramètres, montrons l’avant dernier point de l’assertion (3) du théorème 7.21 ainsi que le
dernier point de l’assertion (4). Le dernier point de l’assertion (3) découle de l’avant dernier
immédiatement, par le quatrième point de cette assertion.

Pour cela, montrons par récurrence sur k ≥ 0 que les deux assertions suivantes sont
vraies, où f,R, g, S sont comme dans l’énoncé du théorème 7.21 :

(a) si f et ∂2f sont de classe Ck, alors R est de classe Ck+1 ;
(b) si g, ∂2f et ∂3f sont de classe Ck, alors S est de classe Ck+1 ;

Nous venons de voir par le lemme 7.29 que a est vrai au rang k = 0.
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La démonstration que l’assertion (a) au rang k implique l’assertion (b) au rang k est
similaire à celle pour la dépendance continue des paramètres (en considérant le système
différentiel {

dx
dt = g(t, x, y)
dy
dt = 0

et les conditions initiales x(t0) = x0, y(t0) = λ : ce système étant de classe Ck, par (a) au
rang k, sa résolvante est de classe Ck+1, et puisque S est une projection de cette résolvante,
ceci montre (b) au rang k).

Montrons que les assertions (a) et (b) au rang k implique l’assertion (a) au rang k +
1. Ceci vient du fait que par (i), (ii) et (iii) dans le lemme 7.29, les dérivées partielles
∂1R, ∂2R, ∂3R sont de classe Ck+1 car R, f et ∂2f le sont, et en appliquant (le cas linéaire
de) l’assertion (b) au rang k.

Ceci termine la preuve du théorème 7.21. �

Des équations différentielles d’ordre p à celles du premier ordre.

Montrons dans ce sous-paragraphe comment ramener la résolution des équations diffé-
rentielles d’ordre p à celle des équations différentielles du premier ordre du type considéré
ci-dessus.

Soient E et F deux espaces de Banach réels, p un élément de N−{0}, W un ouvert de
R × Ep+1, et g : W → F une application.

Une application p fois différentiable u d’un intervalle ouvert I de R dans E est une
solution de l’équation différentielle d’ordre p

g(t, y, y′, . . . , y(p)) = 0

définie par g si pour tout t dans I,

(
t, u(t), u′(t), . . . , u(p)(t)

)
∈W et g

(
t, u(t), u′(t), . . . , u(p)(t)

)
= 0 .

Une telle équation différentielle est dite résolue si elle est de la forme

y(p) = f(t, y, y′, . . . , y(p−1)) ,

i.e. s’il existe un ouvert U de R × Ep et une application f : U → E tels que W = U × E,
F = E, et g(t, y0, y1, . . . , yp) = yp − f(t, y0, y1, . . . , yp−1) pour tous (t, y0, y1, . . . , yp) ∈W .

Si I est un intervalle ouvert de R et G un espace de Banach réel, notons Dp(I,G)
l’espace vectoriel réel des applications p fois dérivables de I dans G.

Notons W∗ = {(t, x1, . . . , xp, y1, . . . , yp) ∈ R × Ep × Ep : (t, x1, . . . , xp, yp) ∈ W}, qui
est un ouvert de R × Ep × Ep, et g∗ : W∗ → Ep−1 × F l’application définie par

(t, x1, . . . , xp, y1, . . . , yp) 7→ (x2 − y1, . . . , xp − yp−1, g(t, x1, . . . , xp, yp)) .

L’application de Dp(I,E) dans D1(I,Ep) définie par

u 7→ {v : t 7→
(
u(t), u′(t), . . . , u(p−1)(t)

)
}
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est une application linéaire injective, et u est une solution de l’équation différentielle
g(t, u, u′, . . . , u(p)) = 0 d’ordre p si et seulement si son image v est une solution de l’équa-
tion différentielle du premier ordre g∗(t, v, v′) = 0 (qui est résolue si g(t, u, u′, . . . , u(p)) = 0
l’est). Ainsi, du point de vue théorique au moins, la résolution des équations différentielles
d’ordre p se ramène à celle des équations différentielles du premier ordre.

Supposons donc que p = 1, et montrons comment, sous certaines hypothèses, on peut
ramener la résolution d’une équation différentielle du premier ordre à celle d’une équation
différentielle résolue du premier ordre.

Soit (t0, a0, a1) ∈W tel que g(t0, a0, a1) = 0. Supposons que g soit de classe C1 sur un
voisinage ouvert de (t0, a0, a1) dans W , et que ∂3g(t0, a0, a1) : E → F soit inversible. Il
existe alors (par le théorème 7.16 des fonctions implicites) un voisinage ouvert U de (t0, a0)
dans R×E, un voisinage ouvert V de a1, et une application continue f : U → E, tels que
U × V ⊂W et

∀(t, x0, x1) ∈ U × V, g(t, x0, x1) = 0 ⇔ f(t, x0) = x1

Si u : I → E est une solution de classe C1 de l’équation différentielle g(t, u, u′) = 0 telle
que u(t0) = a0 et u′(t0) = a1, alors il existe J un intervalle ouvert contenant t0 tel que
si t ∈ J , alors (t, u(t), u′(t)) ∈ U × V , et donc u : J → E est une solution de l’équation
différentielle résolue du premier ordre

y′ = f(t, y) .

7.6 Équations différentielles autonomes et champs de vecteurs

Une équation différentielle est dite autonome si la fonction qui la définit ne dépend pas
du temps. Plus précisément, soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de R × E et
f : U → E une application continue. L’équation différentielle y′ = f(t, y) est dite autonome
s’il existe un ouvert U ′ de E et une application continue X ′ : U ′ → E telle que U = R×U ′
et f(t, x) = X(x) pour tout x dans U ′. La terminologie des champs de vecteurs est alors
utilisée, en particulier par son extension possible aux variétés différentielles (voir le cours
de Géométrie différentielle du second semestre).
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Soit U un ouvert d’un espace de Banach réel E.
Une application X de U dans E est appelée un champ de vecteurs sur U . Une courbe

intégrale (ou trajectoire) du champ de vecteurs X est une solution de l’équation différentielle
y′ = X(y), i.e. une application dérivable u d’un intervalle ouvert I de R à valeurs dans
U , telle que u′(t) = X(u(t)) pour tout t dans I. Ainsi, le vecteur X(u(t)) est le vecteur
tangent à la courbe intégrale en ), à tout instant t où elle est définie. Le support de X est,
bien entendu, l’adhérence de l’ensemble des x dans U tels que X(u) 6= 0 : c’est le plus petit
fermé en dehors duquel X est nul.

Une courbe intégrale u : I → U du champ de vecteurs X est dite maximale si u est
une solution maximale de l’équation différentielle y′ = X(y), i.e. s’il n’existe pas de courbe
intégrale v : J → U du champ de vecteurs X, où J est un intervalle ouvert contenant
strictement I, telle que v|I = u. Par exemple, les courbes intégrales maximales du champ
de vecteurs nul sur U sont les applications constantes de R dans U .

Le théorème 7.21 dans le cas autonome s’écrit de la manière suivante.

Théorème 7.30 Soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de E, et X : U → E
un champs de vecteurs localement lipschitzien sur U .

(1) (Existence et unicité des solutions) Pour tout x dans U , il existe une et une
seule courbe intégrale maximale ux : Ix → U passant par x à l’instant t = 0.

(2) (Régularité des solutions) S’il existe k ∈ N ∪ {∞} tel que X soit de classe Ck,
alors toute courbe intégrale de X est de classe Ck+1.

S’il existe r ∈ N − {0} tel que E = Rr, et si X est analytique réel sur U , alors toute
courbe intégrale de X est analytique réelle.

(3) (Dépendance des conditions initiales) Soit D = {(t, x) ∈ R × E : t ∈ Ix} et,
pour tout t ∈ R, soit Ut = {x ∈ E : t ∈ Ix}. Soient φt : Ut → U l’application définie
par x 7→ ux(t), et φ : D → E celle définie par (t, x) 7→ φt(x) = ux(t).
• Les ensembles D et Ut sont ouverts.

• Si x ∈ Ut ∩ Us, alors x ∈ Ut+s et

φt(φs(x)) = φs(φt(x)) = φt+s(x) .

• Pour tout (t, x) ∈ D , il existe un voisinage ouvert V de (t, x) dans D tel que la
restriction de φ à V soit lipschitzienne. En particulier, φ est continue.

• L’application φt : Ut → U−t est un homéomorphisme, d’inverse (φt)−1 = φ−t.
• Pour tout k ∈ N ∪ {∞}, si X est de classe Ck, alors φ est de classe Ck, et
φt : Ut → U−t est un Ck-difféomorphisme.

• Si X est C1, alors le flot local de X préserve le champ de vecteurs X, i.e. pour tout
t dans Ix,

d(φt)x(X(x)) = X(φt(x)) .

L’application φ : D → E est appelée le flot local du champ de vecteurs X.

Preuve. Pour tout t0 ∈ R et x0 ∈ U , notons ut0,x0 l’unique solution maximale de l’équation
différentielle y′ = X(y) passant par x0 à l’instant t0. Puisque X ne dépend pas du temps,
et par unicité, nous avons It0,x0 = t0 + I0,x0 et

∀ s ∈ It0,x0, ut0,x0(s) = u0,x0(s− t0) .
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En posant Ix0 = I0,x0 et ux0 = u0,x0 , les assertions (1) et (2) découlent des assertions
correspondantes du théorème 7.21.

En particulier, s ∈ It,x si et seulement si s − t ∈ Ix. L’application résolvante R de
l’équation différentielle y′ = X(y) a donc pour domaine de définition {(s, t, x) ∈ R×R×E :
s− t ∈ Ix}. Par définition de φ, nous avons

R(s, t, x) = φs−t(x) ,

et Rs,t = φs−t : Us,t = {x ∈ E : s− t ∈ Ix} = Us−t → E. En remarquant que φt = Rt,0 et
φ(t, x) = R(t, 0, x), l’assertion (3) découle donc de l’assertion correspondante du théorème
7.21, sauf le dernier point, qui découle du théorème de dérivation des fonctions composées,
et de la commutation de φt et φs (dès que définis) :

d(φt)x(X(x)) =
d

ds |s=0
φt(φs(x)) =

d

ds |s=0
φs(φt(x)) = X(φt(x)) .

�

Un champ de vecteurs sur U est dit complet si toutes ses courbes intégrales sont définies
sur R, ou, de manière équivalente si le domaine de définition de son flot local φ est R×U .
On appelle φ (ou la famille (φt)t∈R) le flot de X. Le théorème 7.30 s’écrit alors de la manière
suivante.

Théorème 7.31 Soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de E, et X : U →
E un champ de vecteurs localement lipschitzien complet. Il existe une unique application
φ : R × U → U telle que, pour tout x dans U , l’application de R dans U définie par
t 7→ φt(x) = φ(t, x) soit la courbe intégrale maximale de X passant par x à l’instant t = 0.

De plus, la famille (φt)t∈R est un groupe à un paramètre localement lipschitzien d’ho-
méomorphismes, i.e. φ est localement lipschitzien et les applications φt : U → U sont des
homéomorphismes, d’inverses (φt)−1 = φ−t, tels que φ0 = idU et

∀ s, t ∈ R, φt ◦ φs = φs ◦ φt = φt+s .

Pour tout k ∈ N∪{∞}, si X est de classe Ck, alors (φt)t∈R est un groupe à un paramètre
Ck de Ck-difféomorphismes, i.e. φ est de classe Ck, φt est Ck-difféomorphisme pour tout
t ∈ R et φs ◦ φt = φt+s pour tous s, t ∈ R. �

Proposition 7.32 Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un ouvert U
d’un espace de Banach réel.

(1) Supposons qu’il existe ǫ > 0 tel que pour tout x dans U , il existe un voisinage ouvert
Ux de x dans U tel que le flot local de X soit défini sur ]− 2ǫ, 2ǫ [×Ux. Alors le champ de
vecteurs X est complet.

(2) Si X est à support compact dans U , alors X est complet.

Preuve. (1) Posons ψt = φt−kǫ ◦ (φǫ)◦k où k est la partie entière de t/ǫ et (φǫ)◦k est la
composée k-ème de φǫ. En discutant suivant que s soit un multiple de ǫ ou pas, il est
immédiat que dψt(x)

dt |t=s = X(ψs(x)) et ψ0(x) = x, pour tout s dans R et x dans U . Par
unicité, ψ est le flot local de X, qui est donc défini sur R ×M .

(2) Notons K le support de X. Pour tout x dans K, il existe un voisinage ouvert Ux de
x et ǫx > 0 tel que le flot local de X soit défini sur ]−2ǫx, 2ǫx [×Ux. Par compacité, il existe
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x1, . . . , xk dans K tels que K = Ux1 ∪ · · · ∪ Uxk
. Soit ǫ = min1≤i≤k ǫxi

. Alors l’hypothèse
de (1) est vérifiée, car sur l’ouvert U −K, le champ de vecteurs X est nul, donc complet.
�

Fixons k ∈ N ∪ {∞, ω}. Si k = ∞, ω, notons k − 1 = k, et on étend l’ordre de N
par ω ≥ ∞ ≥ n pour tout n dans N. L’ensemble Ξk(U) = Ck(U,E) (aussi noté Ξ(U) si
k = ∞) des champs de vecteurs de classe Ck sur U , muni de l’addition point par point,
et de la multiplication point par point par un réel, est un espace vectoriel réel. Muni
de l’addition point par point, et de la multiplication point par point par un élément de
l’anneau Ck(U,R), l’ensemble Ξk(U) est un Ck(U,R)-module. Si E est de dimension finie,
et de base (e1, . . . , en), alors Ξk(U) est un Ck(U,R)-module libre, de base les champs de
vecteurs constants valant e1, . . . , en.

Si E,F sont des espaces de Banach réels, et U, V des ouverts de respectivement E et
F , une application f : U → V de classe Ck est dite étale si k ≥ 1 et si pour tout x dans
U , l’application dfx : E → F est une bijection. Le théorème 7.13 d’inversion locale dit que
les applications de classe Ck qui sont étales sont exactement les applications de classe Ck

qui sont des Ck-difféomorphismes locaux.
Si k ≥ 1, si f : U → V est une application Ck étale, et si X ∈ Ξk−1(V ), alors le champ

de vecteurs f∗X sur V défini par

∀ y ∈ V, f∗X(y) = (dfy)
−1
(
X
(
f(y)

))
,

qui est de classe Ck−1 par l’exercice E.112 (2) (i), est appelé l’image réciproque de X par
f . De plus, l’application f∗ : X 7→ f∗X de Ξk(V ) dans Ξk−1(U) est clairement linéaire.

Le point (3) de l’exercice E.112 montre les résultats suivants. Le premier est un résultat
de forme normale d’un champ de vecteurs au voisinage d’un point non singulier : modulo
changement de coordonnées non linéaire local, on peut se ramener à un champ de vecteurs
constant.

Théorème 7.33 (Théorème du redressement) Soient k ∈ (N − {0}) ∪ {∞}, X un
champ de vecteurs de classe Ck sur un ouvert U d’un espace de Banach E, et a ∈ U tel que
X(a) 6= 0. Alors il existe un Ck-difféomorphisme f : V → V ′, où V, V ′ sont des voisinages
ouverts de a, tel que f(a) = a et f∗X soit le champ de vecteurs constant X(a) sur V . �

Théorème 7.34 (Théorème des boîtes à flot) Soient k ∈ (N − {0}) ∪ {∞}, X un
champ de vecteurs Ck sur un ouvert U d’un espace vectoriel normé de dimension finie E, a
un point de U tel que X(a) 6= 0, H un hyperplan supplémentaire à RX(a), et S : W → E,
où W est un voisinage ouvert de 0 dans H, une application de classe Ck, qui est une
immersion en 0 telle que S(0) = a et X(a) n’appartienne pas à l’image de dS0. Alors il
existe un intervalle ouvert I contenant 0, une boule ouverte V de centre 0 dans H, un
voisinage ouvert V ′ de 0 dans E, et un C∞-difféomorphisme Ψ : I × V → V ′ tel que Ψ∗X
soit le champ de vecteur constant valant (1, 0), et que Ψ

(
({0} ×H) ∩ V

)
= S(W ) ∩ V ′. �

L’image Ψ(I×V ) de Ψ s’appelle une boîte à flot de X au voisinage de a, et S(W )∩V ′ =
Ψ
(
({0} ×H) ∩ V

)
une transversale locale de X en a dans cette boîte à flot.

Un point a ∈ U tel que X(a) = 0 est appelé un point d’équilibre de X (ou un équilibre
tout court, ou aussi un zéro du champ de vecteur X). Un point d’équilibre a est dit stable
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si tout voisinage V de a contient un voisinage W de a tel que pour tout x dans W et
pour tout t ∈ [0,+∞[, le point ϕt(x) existe et appartient V . Un point d’équilibre a est dit
attractif s’il existe un voisinage W de a dans E tel que pour tout x dans V ,

lim
t→+∞

ϕt(x) = a .

Une application L de classe C1, d’un voisinage ouvert V d’un point d’équilibre a d’un
champ de vecteurs X, à valeurs dans R, telle que a soit un minimum strict de L et
dLx(X(x)) ≤ 0 pour tout x dans V (respectivement dLx(X(x)) < 0 pour tout x dans
V −{a}) est appelée une application de Lyapounov (respectivement application de Lyapou-
nov stricte) pour le point d’équilibre a. Le résultat suivant (la régularité C1 du champ de
vecteurs suffit) est démontré dans la partie (4) de l’exercice E.112

Théorème 7.35 (Théorème de Lyapounov) Soit X un champ de vecteurs C1 sur un
ouvert d’un espace de Banach. Si un point d’équilibre a de X admet une application de
Lyapounov (respectivement une application de Lyapounov stricte), alors a est stable (res-
pectivement attractif). �

7.7 Indications pour la résolution des exercices

Schème E.72

d2(g ◦ f)a(h, k) = d2gf(a)

(
dfa(h), dfa(k)

)
+ dgf(a)

(
df2
a (h, k)

)
.
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8 Exercices de révision

8.1 Énoncés

Chapitre 1.

Exercice E.73 Soient X un ensemble infini et x ∈ X. Soit O l’ensemble des parties de X
dont le complémentaire est soit fini, soit infini et contenant x.

(1) Montrer que O est une topologie séparée sur X (appelée la topologie de Ford sur X
pour le point x).

(2) Si X est dénombrable, montrer que O est métrisable (on pourra montrer qu’il est
homéomorphe à la partie {0} ∪ { 1

n+1 : n ∈ N} de R munie de la topologie induite).
(3) Si X est non dénombrable, montrer que O n’est pas métrisable.

Exercice E.74 Trouver un espace topologique X et une partie A de X telle que les parties

A, A,
◦
A,
◦
A,
◦
A,
◦
A,

◦
◦
A soient deux à deux distinctes. Peut-on faire mieux ?

Chapitre 2.

Exercice E.75 Soit p ∈ [1,+∞]. Sur l’espace vectoriel normé ℓp(R) des suites de puissance
p-ème finie si p < +∞ ou des suites bornées si p = +∞, comparer la topologie induite par
la norme et la topologie définie par la famille de semi-normes

(
(xn)n∈N 7→ |xm|

)
m∈N

.

Exercice E.76 Soient X un espace topologique, A et B deux fermés de X tels que A∪B
et A ∩B soient connexes. Montrer que A et B sont connexes. Le résultat reste-t-il vrai si
A n’est pas supposé fermé ?

Exercice E.77 • Montrer qu’un espace topologique X est séparé si et seulement si la
diagonale ∆ = {(x, y) ∈ X ×X : x = y} est fermée dans l’espace produit X ×X.

• Montrer que si f, g : X → Y sont deux applications continues et si Y est séparé,
alors {x ∈ X : f(x) = g(x)} est fermé dans X.

• Montrer que si f, g : X → Y sont deux applications continues, si Y est séparé, et si
f et g coïncident sur une partie dense, alors f = g.

• Montrer que si f : X → Y est une application continue et si Y est séparé, alors le
graphe de f

G = {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)}
est fermé dans l’espace produit X × Y .

Exercice E.78 Soit G un sous-groupe (additif) de R. On considère la relation d’équi-
valence ∼ sur R définie par x ∼ y si x − y ∈ G. Quelle est la topologie quotient sur
R/∼ ?

Exercice E.79 Soit (Xi)i∈I une famille d’espaces topologiques. Pour tout i dans I, soit Ri

une relation d’équivalence sur Xi. Sur l’espace topologique somme disjointe X =
∐
i∈I Xi,

on considère la relation R définie par x R y si et seulement s’il existe i ∈ I tel que x, y ∈ Xi

et x Ri y. Montrer que R est une relation d’équivalence sur X, et que l’espace topologique
quotient X/R est homéomorphe à l’espace topologique somme disjointe

∐
i∈I Xi/Ri.
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Exercice E.80 Soient CX1, CX2 deux copies du cône sur un espace topologique X, et
i1 : X → CX1, i2 : X → CX2 les injections canoniques (i.e. si πk : X × [0, 1] → CX1 est
la projection canonique, alors ik(x) = πk(x, 0) pour tout x ∈ X et k = 1, 2, voir l’exemple
(1) du paragraphe 2.6). Sur l’espace topologique somme disjointe CX1

∐
CX2, considérons

la relation d’équivalence R engendrée par i1(x) ∼ i2(x) pour tout x ∈ X. Montrer que
l’espace topologique quotient (CX1

∐
CX2)/R est homéomorphe à la suspension SX de

X (voir l’exemple (2) du paragraphe 2.6).

Chapitre 3.

Exercice E.81 (1) On considère l’application f : ]0, 1] → C définie par

f(t) = (1 + t) e
iπ
2

sin 1
t .

Quelles sont les valeurs d’adhérences de f(t) quand t tend vers 0 ?

(2) Montrer que Z +
√

2 Z est dense dans R. En déduire que Z +
√

2 N est dense dans
R. On considère l’application g : R → R2 définie par

g(t) =
(
sinu, sin(

√
2u)
)
.

Quelles sont les valeurs d’adhérences de g(t) quand t tend vers +∞ ?

Exercice E.82 (Espace des suites à décroissance rapide) Soient F un espace de Banach
réel ou complexe et E l’espace vectoriel réel ou complexe des suites (xn)n∈N à valeurs dans
F telles que, pour tout k dans N,

||x||k = sup
n∈N

(n+ 1)k ||xn|| < +∞ .

(1) Montrer que ||·||k est une norme sur E pour tout k ∈ N. On munit E de la topologie
définie par la famille de semi-normes (|| · ||k)k∈N.

(2) On considère l’application σ : E → E définie en posant, pour tout x = (xn)n∈N

dans E, σ(x) = (yn)n∈N où yn = xn+1 pour tout n ∈ N. Montrer que σ est continue. (On
appelle σ l’application de décalage.)

(3) Montrer que E est métrisable complet.

Exercice E.83 Soient X un espace métrique compact, et (xn)n∈N une suite dans X telle
que d(xn+1, xn) converge vers 0 quand n tend vers +∞. Montrer que l’ensemble des valeurs
d’adhérence de (xn)n∈N est connexe.

Exercice E.84 Quels sont les espaces topologiques métrisables qui sont complets pour
toute distance induisant la topologie originelle ?

Chapitre 4.
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Exercice E.85 Soient (X, d) un espace métrique et A une partie compacte de X. Montrer
que l’ensemble {Vǫ(A) : ǫ > 0}, ainsi que {V ǫ(A) : ǫ > 0}, est un système fondamental
de voisinages de A.

Exercice E.86 Pour tout n dans N, soit An un ensemble d’indices, et soit (Xn,α)n∈N,α∈An

une famille d’espaces topologiques. Pour tout n dans N ∪ {−1} et α ∈ An, soit Yn,α un
fermé de Xn,α, avec Y−1,α = ∅. Construisons par récurrence une suite d’espaces topo-
logiques (Sn)n∈N∪{−1}. Tout d’abord, S−1 = ∅. Soit n ∈ N. Supposons Sn−1 construit,
et donnons-nous fn,α : Yn,α → Sn−1 une application continue, de sorte que l’application
somme disjointe fn :

∐
α∈An

Yn,α → Sn−1 soit continue. Notons Sn l’espace topolologique
recollement

Sn =
( ∐

α∈An

Xn

)
∪fn

Sn−1 .

(1) Montrer que S0 est l’espace topologique somme disjointe de la famille (X0,α)α∈A0 .
(2) Soit n ∈ N. Montrer que la restriction à Sn−1 de la projection canonique de la

somme disjointe
(∐

α∈An
Xn

)∐
Sn−1 dans Sn est un homéomorphisme sur son image, par

laquelle on identifie Sn−1 et son image dans Sn. Montrer que Sn−1 est fermé dans Sn, et
que la topologie induite sur Sn−1 par la topologie de Sn est la topologie de Sn−1.

(2) Soit n ∈ N. Pour toute partie finie J de An, on note Sn,J l’image de la partie(∐
α∈J Xn

)∐
Sn−1 par la projection canonique dans Sn. Montrer que la topologie de

Sn est la topologie faible définie par la famille des sous-espaces Sn,J lorsque J parcours
l’ensemble des parties finies de An.

(3) Montrer qu’une suite (xk)k∈N à valeurs dans Sn converge vers un élément x de Sn
si et seulement s’il existe une partie finie J de An telle que x et les xn appartiennent à
Sn,J , et que (xn)n∈N converge vers x dans Sn,J .

On note S la réunion des Sn, que l’on munit de la topologie faible définie par la famille
de parties (Sn)n∈N.

(4) Montrer que Sn est fermé dans S et que la topologie induite sur Sn par la topologie
de Sn+1 est la topologie de Sn.

(5) Montrer qu’une suite (xn)n∈N à valeurs dans S converge vers un élément x de S
si et seulement s’il existe N ∈ N tel que x et les xn appartiennent à SN , et que (xn)n∈N

converge vers x dans Sn.
(6) Donner un critère pour que Sn, puis que S, soit séparé. Décrire alors les compacts

de Sn, puis de S.

Exercice E.87 Un espace topologique X est dit normal s’il est séparé et si pour tous
fermés disjoints F,F ′ de X, il existe des ouverts disjoints U,U ′ de X avec F ⊂ U et
F ′ ⊂ U ′.

• Montrer qu’un espace topologique compact est normal.

• Montrer que si F est un fermé de X et U un ouvert de X contenant F , alors il existe
V un ouvert de X avec

F ⊂ V ⊂ V ⊂ U.

• Soit X un espace topologique normal, ∼ une relation d’équivalence telle que la pro-
jection canonique π : X → X/∼ est fermée. Montrer que X/∼ est normal (donc
séparé).
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• Soit X un espace topologique compact, ∼ une relation d’équivalence telle que la
projection canonique π : X → X/∼ est fermée. Montrer que X/∼ est compact.

• Soit X un espace topologique compact, ∼ une relation d’équivalence fermée (en tant
que partie de X ×X). Montrer que X/∼ est compact.

• Soient X,Y deux espaces topologiques normaux, A un fermé de X et f : A→ Y une
application continue. Montrer que X ∪f Y est normal (donc séparé). En déduire que
X/〈A〉 est normal. Si X,Y sont compacts, montrer que X ∪f Y est compact.

Exercice E.88 Pour n dans N, on note || · || la norme euclidienne standard sur Rn (avec
||(x1, ... , xn)|| =

√
x2

1 + ...+ x2
n ). Soit Bn = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ 1} la boule unité (fermée)

de Rn et Sn = {x ∈ Rn+1 : ||x|| = 1} la sphère de dimension n. On identifie Cn avec R2n

par (z1, ..., zn) 7→ (Re z1, ... ,Re zn, Im z1, ... ,Re zn). On identifie Rn avec un sous-espace
de Rn+1 par (x1, ... , xn) 7→ (x1, ... , xn, 0).

• Sur Rn+1 − {0}, on considère la relation d’équivalence x ∼1 λx pour tout x dans
Rn+1−{0} et λ dans R−{0}. Sur Sn, on considère la relation d’équivalence x ∼2 ±x
pour tout x dans Sn. Sur Bn, on considère la relation d’équivalence ∼3 engendrée par
x ∼ −x pour tout x dans Sn−1 = ∂Bn. Montrer que l’inclusion Sn →֒ Rn+1 − {0} et

l’application Bn → Sn définie par (x1, ... , xn) 7→ (x1, ... , xn,
√

1 −∑n
i=1 x

2
i ) induisent

des homéomorphismes Sn/∼2→ (Rn+1 − {0})/∼1 et Bn/∼3→ Sn/∼2. Montrer que
ces espaces sont compacts. L’espace quotient (Rn+1 − {0})/ ∼1 est appelé l’espace
projectif réel de dimension n et noté Pn(R) ou RPn. On note [x1, ... , xn+1] la classe
d’équivalence de (x1, ... , xn+1).

• Sur Cn+1 − {0}, on considère la relation d’équivalence x ∼1 λx pour tout x dans
Cn+1−{0} et λ dans C−{0}. Sur S2n+1, on considère la relation d’équivalence x ∼2 λx
pour tout x dans S2n+1 et λ ∈ S1. Montrer que l’inclusion S2n+1 →֒ Cn+1−{0} induit
un homéomorphisme S2n+1/∼2→ (Cn+1 − {0})/∼1. Montrer que ces espaces sont
compacts. L’espace quotient (Cn+1 − {0})/ ∼1 est appelé l’espace projectif complexe
de dimension n et noté Pn(C) ou CPn. On note [z1, ... , zn+1] la classe d’équivalence
de (z1, ... , zn+1).

• Montrer que P1(R) est homéomorphe au compactifié d’Alexandrov de R (donc à
S1), par l’application [x, y] 7→ x/y si y 6= 0, et [x, 0] 7→ ∞. Montrer que P1(C)
est homéomorphe au compactifié d’Alexandrov de C (donc à S2), par l’application
[w, z] 7→ w/z si z 6= 0, et [w, 0] 7→ ∞.

• Si f : Sn−1 → Pn−1(R) (ces deux espaces sont vides si n = 0) est la projection
canonique (x1, ... , xn) 7→ [x1, ... , xn], montrer que l’application

φ : Bn
‘

Pn−1(R) → Pn(R)

(x1, ... , xn) ∈ Bn 7→ [x1, ... , xn,
√

1 −∑n
i=1 x

2
i ] ∈ Pn(R)

[x1, ... , xn] ∈ Pn−1(R) 7→ [x1, ... , xn, 0] ∈ Pn(R)

induit un homéomorphisme

Bn ∪f Pn−1(R) → Pn(R).
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• De manière analogue, montrer que si f : S2n−1 → Pn−1(C) est la projection canonique
(z1, ... , zn) 7→ [z1, ... , zn], alors l’application

φ : B2n
‘

Pn−1(C) → Pn(C)

(z1, ... , zn) ∈ B2n 7→ [z1, ... , zn,
√

1 −∑n
i=1 |zi|2] ∈ Pn(C)

[z1, ... , zn] ∈ Pn−1(C) 7→ [z1, ... , zn, 0] ∈ Pn(C)

induit un homéomorphisme

B2n ∪f Pn−1(C) → Pn(C).

Exercice E.89 On munit {0, 1} de la topologie discrète et X = {0, 1}N de la topologie
produit. On appelle sous-suite finie consécutive de (xi)i∈N ∈ X toute suite finie de la forme
(xk, xk+1, xk+2, ... , xk+ℓ) avec k, ℓ ∈ N. Soit M un ensemble de suites finies de 0 et de 1.
Montrer que le sous-espace des éléments de X, dont aucune sous-suite finie consécutive
n’est dans M , est compact.

Exercice E.90 Rappelons qu’un espace topologique est séparable s’il admet une partie
dénombrable dense, et à base dénombrable s’il existe un ensemble d’ouverts B tel que tout
ouvert soit union d’éléments de B.

• Montrer qu’un espace métrisable compact est séparable.

• Montrer qu’un espace métrisable compact est homéomorphe à un sous-espace de
l’espace topologique produit [0, 1]N.

• Si X est un espace topologique séparable, montrer que tout ouvert de l’espace topo-
logique produit XN est union dénombrable d’ouverts élémentaires.

• Si X est un espace topologique à base dénombrable, montrer que XN est à base
dénombrable.

• Si X est un espace topologique, est-ce que tout ouvert de XN est union dénombrable
d’ouverts élémentaires ?

Exercice E.91 Un espace topologique est dit totalement discontinu si tout point admet
un système fondamental de voisinages à la fois ouverts et fermés.

(1) Montrer que tout sous-espace d’un espace totalement discontinu est totalement
discontinu.

(2) Montrer que tout produit d’espaces totalement discontinus est totalement discon-
tinu.

(3) Montrer que tout espace topologique métrisable, compact, totalement discontinu,
sans point isolé, non vide est homéomorphe à l’espace triadique de Cantor (voir exercice
E.22).

(4) Montrer que tout espace topologique métrisable, compact, sans point isolé, non vide
contient un sous-espace homéomorphe à l’espace triadique de Cantor.

Exercice E.92 (Anneaux hawaïens et bouquets de cercles) (1) Soit

A =
⋃

k∈N

{
(x, y) ∈ R2 :

(
x− 1

k + 1

)2
+ y2 =

1

(k + 1)2

}
.

Montrer que A est un sous-espace compact, connexe et localement connexe de R2.
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(2) On note B la boule unité fermée de R2 (muni de sa distance euclidienne usuelle),
S1 = {(s, t) ∈ R2 : s2 + t2 = 1} le cercle unité de R2 et x∗ = (1, 0) ∈ S1. Pour tout n ∈ N,
on note Ck l’ensemble des suites (zi)i∈N dans B telles que zk ∈ S1 et zi = x∗ si i 6= k.

Soit C =
⋃
k∈NCk. Montrer que le sous-espace C de l’espace topologique produit B

N
est

compact.

(3) Soient I un ensemble, muni de la topologie discrète, et B̃I l’espace topologique
produit S1 × I. Notons R la relation d’équivalence sur B̃I définie par (x, i) R (y, j) si
et seulement si (i = j et x = y) ou (x = y = x∗). Soit BI l’espace topologique quotient
B̃I/R. Montrer que si I est fini, alors BI est compact.

(4) Montrer que A et C sont homéomorphes, mais que A et BN ne sont pas homéo-
morphes.

Exercice E.93 (Espaces grassmaniens) Soient n, k ∈ N tels que 0 ≤ k ≤ n. On note

〈 (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) 〉 =

n∑

i=1

xi yi et ||(x1, . . . , xn)|| =
√
x2

1 + · · · + x2
n

le produit scalaire usuel et la norme euclidienne usuelle sur l’espace vectoriel réel E = Rn.
On note O(n) le groupe orthogonal des matrices réelles x de taille n-n telles que txx = In
où In est la matrice identité n-n.

(1) Soit Bk(E) l’ensemble des k-uplets (v1, . . . , vk) de vecteurs orthonormés (||vi|| = 1
pour 1 ≤ i ≤ k et 〈vi, vj〉 = 0 si 1 ≤ i 6= j ≤ k) de E. Montrer que Bk(E) est un sous-espace
compact de l’espace produit Ek.

(2) Pour g ∈ O(n) et a = (v1, . . . , vk) ∈ Bk(E), on note g a = (gv1, . . . , gvk). Montrer
que l’application (g, a) 7→ ga est une action (à gauche) continue transitive de O(n) sur
Bk(E) (on rappelle qu’une action (à gauche) d’un groupeG sur un ensembleX est transitive
si ∀ x, y ∈ X, ∃ g ∈ G, y = gx).

(3) On note H le sous-groupe de O(n) image de O(n− k) par le morphisme de groupes

x 7→
(
Ik 0
0 x

)
où Ik est la matrice identité de taille k-k. Montrer que H est fermé dans

O(n), et que l’espace Bk(E) et l’espace quotient O(n)/H sont homéomorphes.

(4) Soit Gk(E) l’ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de E. On note Bn la
boule unité fermée de E. Pour toute partie A de E, on note Vǫ(A) = {x ∈ E : d(x,A) < ǫ}
le ǫ-voisinage de A. Pour F,F ′ dans Gk(E), on pose

dH(F,F ′) = inf
{
ǫ > 0 : F ∩ Bn ⊂ Vǫ(F

′ ∩ Bn), F
′ ∩ Bn ⊂ Vǫ(F ∩ Bn)

}
.

a) Montrer que dH : Gk(E) × Gk(E) → [0,+∞[ est une distance.

b) Montrer que l’application Bk(E) → Gk(E), qui à un k-uplet orthonormé (v1, . . . , vk)
associe le sous-espace vectoriel engendré par v1, . . . , vk, est continue, surjective.

c) Pour g ∈ O(n) et V ∈ Gk(E), on note g V l’image du sous-espace vectoriel V
par l’application linéaire de matrice g dans la base canonique de E = Rn. Montrer que
l’application (g, V ) 7→ gV est une action continue (à gauche) de O(n) sur Gk(E).
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d) On note H le sous-groupe de O(n) image du groupe produit O(k) × O(n − k) par

le morphisme de groupes (x, y) 7→
(
x 0
0 y

)
. Montrer que H est fermé dans O(n) (et

isomorphe au groupe topologique produit O(k) × O(n − k)), et que l’espace Gk(E) et
l’espace quotient O(n)/H sont homéomorphes.

e) Montrer que pour tout k ∈ {0, . . . , n}, l’application de Gk(E) dans Gn−k(E) qui à un
sous-espace vectoriel de dimension k de E associe son orthogonal (pour le produit scalaire
usuel) est un homéomorphisme.

Exercice E.94 (Quotient séparé canonique) (1) Soit X un espace topologique. On définit
une relation R = RX sur X par x R y si et seulement si pour tout espace topologique
séparé Y et pour toute application continue f : X → Y , on a f(x) = f(y). Montrer que R

est une relation d’équivalence.

On note Xsep l’espace topologique quotient X/R, et πX : X → Xsep la projection
canonique.

(i) Montrer que si X est séparé, alors πX est un homéomorphisme.
(ii) Montrer que si Z est un espace topologique séparé et si g : X → Z est une

application continue, alors il existe une unique application continue gsep : Xsep → Z telle
que gsep ◦ πX = g, i.e. tel que le diagramme suivant commute

X
πX ւ ցg

Xsep
gsep−→ Z .

(iii) Montrer que Xsep est séparé.
(iv) Si tout ouvert non vide X est dense, déterminer Xsep. En déduire, si n ∈ N et si

X est l’ensemble Rn muni de la topologie de Zariski, ce que vaut Xsep.
(v) Montrer que si de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recou-

vrement fini, alors Xsep est compact.
(vi) Montrer que X est connexe si et seulement si Xsep est connexe.
(vii) Montrer que si X,X ′ sont des espaces topologiques, et si h : X → X ′ est une

application continue, alors il existe une unique application continue hsep : Xsep → (X ′)sep
telle que hsep ◦ πX = πX′ ◦ h, i.e. tel que le diagramme suivant commute

X
h−→ X ′

πX ↓ ↓πX′

Xsep
hsep−→ (X ′)sep .

(viii) Montrer que idsep = id et (g ◦ f)sep = gsep ◦ fsep.
(ix) Montrer que si (Xi)i∈I est une famille d’espaces topologiques, si X est l’espace

topologique produit
∏
i∈I Xi, si p est l’application produit

∏
i∈I πXi

: X =
∏
i∈I Xi →

X ′sep =
∏
i∈I(Xi)sep, alors il existe un unique homéomorphisme ϕ : Xsep → X ′sep tel que

p = ϕ ◦ πX , i.e. tel que le diagramme suivant commute

X =
∏
i∈I Xi

πX ւ ցp=
Q

i∈I πXi

Xsep =
(∏

i∈I Xi

)
sep

ϕ−→ X ′sep =
∏
i∈I(Xi)sep .
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(2) (i) Soit X un ensemble muni d’une pseudo-distance d (voir l’exemple (v) du para-
graphe 1.3). Notons R′ la relation sur X définie par xR′ y si et seulement si d(x, y) = 0.
Montrer que R′ est une relation d’équivalence, et que Xsep et l’espace topologique quotient
Y = X/R′ sont homéomorphes. En déduire que Xsep est métrisable.

(ii) En déduire que si E est un espace vectoriel, muni de la topologie définie par une suite
de semi-normes

(
||·||n

)
n∈N

, alors Esep est métrisable. Montrer de plus que si toutes les semi-
normes sont égales, alors Esep admet une unique structure d’espace vectoriel topologique
telle que πE : E → Esep soit un morphisme d’espaces vectoriels topologiques.

(iii) Si p ∈ [1,+∞[, si (X,A , µ) est un espace mesuré, et si E = L p(X,A , µ) est
l’espace vectoriel des applications mesurables de X dans R, de puissance p-ème intégrable,
muni de la pseudo-distance

(f, g) = ||f − g||p =
(∫

x∈X
|f(x) − g(x)|p dµ(x)

)1/p
,

montrer que les espaces vectoriels topologiques Lp(X,A , µ) et (L p(X,A , µ))sep sont iso-
morphes.

(3) (i) Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe de G, et H l’adhérence de
H dans G. Notons pH : G→ G/H et pH : G→ G/H les projections canoniques. Montrer
qu’il existe un unique homéomorphisme φ : (G/H)sep → (G/H) tel que φ◦πG/H ◦pH = pH .

(ii) Soit G un groupe topologique. Montrer qu’il existe une unique structure de groupe
topologique sur Gsep telle que πG : G→ Gsep soit un morphisme de groupes topologiques.

Si N est l’ensemble des éléments g de G tels que g RG e, montrer que N est un sous-
groupe distingué de G, et qu’il existe un isomorphisme ϕ de groupes topologiques entre le
groupe topologique quotient G/N et le groupe topologique Gsep tel que ϕ ◦ pN = πG.

(iii) Soit X un espace topologique muni d’une action continue d’un groupe topologique
G. Montrer qu’il existe une unique action continue de G sur Xsep telle que le diagramme
suivant soit commutatif :

G×X −→ X
idG×πX ↓ ↓πX

G×Xsep −→ Xsep .

Si G est séparé, montrer que l’homéomorphisme φ : (G/H)sep → (G/H) construit dans (i)
est équivariant pour les actions de G sur (G/H)sep (quotient de l’action par translations à
gauche de G sur G/H) et (celle par translations à gauche) sur G/H .

Montrer qu’il existe une unique action continue de Gsep sur Xsep telle que le diagramme
suivant soit commutatif :

G×X −→ X
πG×πX ↓ ↓πX

Gsep ×Xsep −→ Xsep .

(4) Dans l’espace euclidien usuel R3, on note Ox,Oy,Oz les axes de coordonnées
usuelles, rx, ry les rotations d’axes Ox,Oy et d’angles égaux à 1 (modulo 2π), et Γx,Γxy
les sous-groupes du groupe SO(3) des rotations de R3 engendrés respectivement par les
parties {rx} et {rx, ry}.

(i) Montrer que Γxy est un sous-groupe dense du groupe topologique SO(3).
(ii) Montrer que la topologie quotient sur SO(3)/Γxy est la topologie grossière.
(iii) Déterminer (à homéomorphisme près) les espaces topologiques (SO(3)/Γxy)sep et

(SO(3)/Γx)sep.
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Exercice E.95 Notons R[X] l’algèbre des polynômes réels en une indéterminée X, et,
pour tout n ∈ N, notons Rn[X] son sous-espace vectoriel des polynômes de degré au plus
n. Pour tout k ∈ Z et tout P ∈ R[X], notons

||P ||k = |P (k)| .

(1) a) Pour tout k ∈ Z, montrer que || · ||k est une semi-norme sur R[X]. Dans la
suite de la question (1), nous munissons R[X] de la topologie T1 définie par la famille de
semi-normes

(
|| · ||k

)
k∈Z

.
b) Montrer que l’espace vectoriel topologique R[X] est métrisable séparable, non sé-

quentiellement complet.
c) Montrer que, pour tout n ∈ N, l’application de R[X] dans Rn+1 définie par P 7→(

P (0), P (1), . . . , P (n)
)

est continue.
d) Montrer que le sous-espace topologique Rn[X] est localement compact, pour tout

n ∈ N.
e) Pour tout n ∈ N, considérons l’idéal QnR[X] de R[X] engendré par le polynôme

Qn = X(X − 1) . . . (X − n). Montrer que la topologie quotient sur R[X]/QnR[X] de la
topologie T1 est la topologie usuelle d’un espace vectoriel réel de dimension finie.

f) Montrer que le sous-ensemble M = {P ∈ R[X] : ∃ a ∈ R, ∃ m ∈ N, P = aXm}
des monômes de R[X] est fermé pour T1.

g) Montrer que l’application de multiplication de deux polynômes est continue pour
T1. A quelle condition l’application P 7→ P ◦Q de composition par un polynôme Q est-elle
continue ?

(2) Pour tout i ∈ N et tout polynôme P ∈ R[X], notons ai(P ) ∈ R le coefficient de
Xi dans P (qui est nul si i est strictement supérieur au degré de P ). Munissons RN de la
topologie produit, et notons T2 la topologie sur R[X] telle que l’application Φ : R[X] → RN

définie par P 7→
(
ai(P )

)
i∈N

soit un homéomorphisme sur son image.
a) Montrer qu’il existe une suite dans R[X] qui converge vers le polynôme nul 0 pour

la topologie T2, mais pas pour la topologie T1.
b) Montrer qu’il existe une suite dans R[X] qui converge vers le polynôme nul 0 pour

la topologie T1, mais pas pour la topologie T2.
c) Montrer que l’image de Φ est dense dans RN, et que l’adhérence de l’image par Φ du

sous-ensemble de R[X] des polynômes P tels que |ai(P )| ≤ i pour tout i ∈ N est compact.
d) Montrer que les applications de multiplication et de composition de deux polynômes

sont continues pour T2.
e) Pour n ∈ N et tout P ∈ R[X], notons P mod Xn+1 le polynôme

∑n
i=1 ai(P )Xi.

Montrer que l’application de R[X], muni de la topologie T2, dans l’espace topologique
produit

∏
n∈N Rn[X] définie par P 7→

(
P mod Xn+1

)
n∈N

est un homéomorphisme sur son
image.

(3) Notons T3 l’ensemble des complémentaires des parties F de R[X] telles que pour
tout n ∈ N, l’intersection F ∩ Rn[X] soit fermée dans Rn[X] pour la topologie usuelle.
Montrer que T3 est une topologie, et comparer les topologies T1, T2 et T3.

Exercice E.96 (Topologie de Chabauty) Soient N ∈ N − {0} et X l’ensemble des sous-
groupes fermés de RN (pour l’addition et la topologie usuelle).

(1) Montrer que tout sous-groupe fermé de RN est isomorphe (en tant que groupe
topologique) à un groupe topologique produit Zp × Rq où p, q ∈ N et p+ q ≤ N .
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(2) Pour tout ǫ > 0, notons Bǫ = cB(0, 1
ǫ ) le complémentaire dans RN de la boule

ouverte de centre 0 et de rayon 1
ǫ . Pour tout ǫ > 0, notons Vǫ(A) = {x ∈ RN : d(x,A) < ǫ}

le ǫ-voisinage ouvert d’une partie A de RN . Pour tous F,F ′ ∈ X, posons

δ(F,F ′) = inf{ǫ > 0 : F ⊂ Vǫ(F
′ ∪Bǫ) et F ′ ⊂ Vǫ(F ∪Bǫ) } .

Montrer que δ est une distance sur X. Dans la suite de cet exercice, on munit X de cette
distance, et de la topologie définie par cette distance, appelée topologie de Chabauty sur
l’ensemble des sous-groupes fermés de RN .

(3) Soient F ∈ X et (Fi)i∈N une suite dans X. Montrer que la suite (Fi)i∈N converge
vers F si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout x ∈ F , il existe xi ∈ Fi pour tout i ∈ N tels que xi −→
i→+∞

x dans RN ;

b) si (ik)k∈N est une suite strictement croissante dans N, si xik est un élément de Fik

pour tout k ∈ N, si x ∈ RN et si xik −→
k→+∞

x dans RN , alors x ∈ F .

(4) Notons G le groupe topologique GLN (R) des isomorphismes linéaires de RN . Mon-
trer que l’application de G×X dans X définie par (g, F ) 7→ g(F ) est une action continue
de G sur X.

(5) Si N = 2, montrer que le sous-espace Z de X formé des sous-groupes isomorphes à
R est homéomorphe à un cercle.

(6) Montrer que X est compact.

(7) Montrer que le sous-espace Y de X formé des sous-groupes isomorphes à ZN est
ouvert, et homéomorphe à l’espace topologique quotient GLN (R)/GLN (Z).

(8) Montrer qu’il existe un sous-groupe fermé H de GLN (R) tel que le sous-espace Z
de X formé des sous-groupes isomorphes à Z soit homéomorphe à GLN (R)/H.

Chapitre 5.

Exercice E.97 Soient X un ensemble, Y et Z des espaces métriques. Montrer que si
f : Y → Z est une application uniformément continue, alors l’application de C (X,Y ) dans
C (X,Z) définie par g 7→ f ◦ g est continue pour les topologies uniformes. Si X ′ est un
espace topologique et si g : X ′ → Y est une application continue, montrer que l’application
de C (Y,Z) dans C (X ′, Z) définie par f 7→ f ◦ g est 1-lipschitzienne (pour les distances
uniformes).

Exercice E.98 (Espace des applications différentiables, lipschitziennes ou höldériennes)
(1) Soient X un espace métrique compact, E un espace de Banach réel ou complexe (par
exemple R ou C), et α ∈ ]0, 1]. On considère, sur l’espace C α(X,E) des applications
α-höldériennes de X dans E, l’application f 7→ ||f ||α où

||f ||α = sup
x∈X

||f(x)|| + sup
x, y∈X, x 6=y

||f(y) − f(x)||
d(x, y)α

.

Montrer que (C α(X,E), || · ||α) est un espace de Banach, appelé l’espace de Banach des
applications α-höldériennes (lipschitziennes si α = 1) de X dans E.
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(2) Soient r ∈ N−{0}, Ω un ouvert non vide de Rr, K un compact de Ω, E un espace
de Banach, et N ∈ N. On note CN

K (Ω, E) l’espace vectoriel des applications de classe CN

de Ω dans E, à support dans K, et

||f ||N,K =
∑

m∈Nr , |m|≤N
sup
x∈K

||∂mf(x)|| .

Montrer que (CN
K (Ω, E), || · ||N,K) est un espace de Banach.

(3) Soient I un intervalle compact d’intérieur non vide de R, E un espace de Banach,
k ∈ N et α ∈ ]0, 1]. On note C k+α(I,E) l’espace vectoriel des applications de classe Ck de
I dans E (en considérant les dérivées à droite ou à gauche aux extrémités de I), de dérivée
k-ème α-höldérienne (lipschitzienne si α = 1), et

||f ||k+α =
∑

0≤i≤k
sup
x∈I

||f (i)(x)|| + sup
x, y∈I, x 6=y

||f (k)(y) − f (k)(x)||
|y − x|α .

Montrer que (C k+α(I,E), || · ||k+α) est un espace de Banach.

Chapitre 6.

Exercice E.99 Soient E et F deux espaces de Banach réels, et (fα)α∈A une famille d’ap-
plications linéaires continues de E dans F .

(1) Montrer que l’application g de E dans [0,+∞] définie par x 7→ supα∈A ||fα(x)|| est
semi-continue inférieurement.

On suppose dans la suite de cet exercice que supα∈A ||fα|| = +∞.

(2) Pour tout n dans N, montrer que l’intérieur de Fn = {x ∈ E : g(x) ≤ n} est vide.

(3) Montrer que G = {x ∈ E : supα∈A ||fα(x)|| = +∞} est dense dans E.

Exercice E.100 Soient E un espace de Hilbert réel (séparable, de dimension finie) et
(en)n∈N une base hilbertienne de E. Notons A (respectivement B) le plus petit sous-
espace vectoriel fermé contenant l’ensemble {an = e2n : n ∈ N} (respectivement {bn =
e2n + 1

n+1 e2n+1 : n ∈ N}).
(1) Montrer que A et B, munis de la restriction du produit scalaire de E, sont des

espaces de Hilbert, dont on déterminera une base hilbertienne. En déduire que A∩B = {0}.
(2) Montrer que l’application de l’espace de Banach produit A×B dans E définie par

(x, y) 7→ x+ y n’est pas un homéomorphisme sur son image A+B.
(3) Montrer que A+B est un sous-espace vectoriel dense dans E, mais qu’il n’est pas

fermé.

Exercice E.101 (Calcul fonctionnel continu) Soient E un espace de Banach complexe,
L (E) l’algèbre des endomorphismes linéaires continus de E, muni de la norme d’opérateurs
usuelle, et u ∈ L (E). Soit P =

∑n
i=0 aiX

i ∈ C[X] un polynôme complexe en une variable.
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Notons P =
∑n

i=0 aiX
i ∈ C[X] et P (u) =

∑n
i=0 aiu

i ∈ L (E). Remarquons que (PQ)(u) =
P (u)Q(u) = Q(u)P (u).

(1) Montrer que la série exp(u) =
∑

n∈N
1
n!u

n converge dans L (E). Montrer que si v ∈
L (E) commute avec u (i.e. si uv = vu), alors exp(u+ v) = (expu)(exp v).

(2) Pour tous x0 dans E et t0 dans R, montrer que l’unique solution maximale de l’équation
différentielle y′ = u(y) valant x0 à l’instant t0 est l’application de R dans E définie par
t 7→ exp((t− t0)u) · x0.

(3) a) Montrer que si λ ∈ Sp(u), alors P (λ) ∈ Sp(P (u)).
b) Réciproquement, si µ ∈ Sp(P (u)), montrer qu’il existe λ ∈ Sp(u) tel que P (λ)−µ =

0.

Dans la suite de cet exercice, nous supposons que E est un espace de Hilbert complexe
et que u est autoadjoint.

(4) Montrer que l’adjoint de P (u) est P (u).

(5) Montrer que ||P (u)||2 = sup
λ∈Sp

(
(PP )(u)

) |λ| = supλ∈Sp(u) |P (λ)|2.

(6) Considérons C (Sp(u),C), l’algèbre des applications continues de Sp(u) dans C, muni
de la norme uniforme. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’algèbres continu Ψ :
C (Sp(u),C) → L (E) tel que Ψ(P ) = P (u) pour tout P dans l’algèbre C[X] des polynômes
complexes.

(7) Montrer que si f ∈ C (Sp(u),C) et λ /∈ f
(
Sp(u)

)
, alors g : t 7→ 1

f(t)−λ appartient à
C (Sp(u),C). En déduire que Sp(Ψ(f)) est contenu dans f(Sp(u)).

(8) Soit f ∈ C (Sp(u),C). En déduire que si E est de dimension infinie et si f est à valeurs
réelles non nulles, alors l’opérateur Ψ(f) est autoadjoint, mais n’est pas compact.

Chapitre 7.

Exercice E.102 Montrer que le sous-ensemble A = {(x, |x|) : x ∈ R} de R2 n’est pas
l’image de R par une immersion C1.

Donner un exemple d’une application de classe C1 de R dans R2 dont l’image est A.

Exercice E.103 Soient U, V,W des ouverts d’espaces de Banach E,F,G respectivement,
et f : U → V, g : V → W deux applications. Si f et g sont des immersions, submersions
ou applications de rang constant, que peut-on dire de g ◦ f ?

Exercice E.104 Montrer, en dimension finie et en classe de différentiabilité C1, l’équiva-
lence entre le théorème 7.13 d’inversion locale et le théorème 7.16 des fonctions implicites.

Exercice E.105 Soit n ∈ N avec n ≥ 2. On considère l’application déterminant det définie
sur l’espace vectoriel de dimension finie Mn(R) des matrices réelles de taille n×n ; elle est
de classe C∞ car polynomiale.
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1. Caractériser les matrices en lesquelles la différentielle de det est non nulle. Montrer
que si A est inversible, alors

d(det)A : H 7→ detA trA−1H .

2. Soit X = SLn(R) = {A ∈ Mn(R) : det(A) = 1}. Montrer que, pour tout A ∈ X,
il existe un voisinage ouvert V de A dans Mn(R), un voisinage ouvert U de 0 dans
Rn2−1 et une application f : U → V de classe C∞ qui est un homéomorphisme sur son
image et possède une différentielle injective en 0, telle que f(0) = A et f(U) = V ∩X.

3. Montrer le même résultat pour X l’ensemble des matrices de rang n− 1.

4. Montrer que ce résultat n’est pas valable pour l’ensemble des matrices de rang ≤ n−1.
On pourra par exemple considérer la matrice nulle.

Exercice E.106 1. Soit f : R → R∗+ une application de classe C∞. Notons

X = {x(z, θ) = (f(z) cos θ, f(z) sin θ, z) : z ∈ R, θ ∈ R}

la surface de révolution autour de l’axe Oz engendrée par f . Pour tout x = x(z, θ)
dans X, montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un voisinage
ouvert V de (0, 0, z) dans le plan R(− sin θ, cos θ, 0)+R(0, 0, 1) tels que la projection
orthogonale sur V soit un homéomorphisme de U dans V , dont la réciproque soit
une immersion.

2. Soit f : Rn → R∗+ une fonction de classe C∞. Notons

X = {(f(z)x1, . . . , f(z)xp, z) : x1, . . . , xp ∈ R,
∑

x2
i = 1, z ∈ Rn}

(une « surface de révolution en dimension n+p »). Énoncer et démontrer un résultat
analogue à celui de la première question.

Exercice E.107 Soit f une application de classe C1 d’un ouvert V non vide de Rn dans
Rm, injective. Montrer que n ≤ m et que dfx est injective sur un ouvert dense de V .
L’application dfx est-elle nécessairement injective partout ?

Exercice E.108 Soit f : Rn → R une application de classe C1 propre, i.e. telle que

lim
||x||→+∞

|f(x)| = +∞ .

On suppose que f possède (au moins) deux minima stricts (distincts) a et b. Le but de
l’exercice est de montrer que f possède un troisième point critique (i.e. un point où la
différentielle de f est la forme linéaire nulle).

1. Montrer que le résultat est évident si n = 1, ou si n ≥ 2 et f(x) → −∞ quand ||x|| →
+∞. Dans la suite, on supposera donc n ≥ 2 et f(x) → +∞ quand ||x|| → +∞. On
va supposer que f n’admet pas d’autre point critique et aboutir à une contradiction.
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2. Pour tout m dans R, soit Km la réunion des compacts connexes contenant a et b sur
lesquels f est majorée par m. Montrer que Km est fermé. Montrer qu’il existe M
dans R tel que KM 6= ∅ et Km = ∅ pour tout m < M .

3. Montrer en utilisant le théorème des fonctions implicites que l’intérieur de KM est
connexe.

4. Conclure.

Exercice E.109 Dans cet exercice, on fixe un élément n de N − {0}.
1. Montrer que exp : Mn(R) → GLn(R) ⊂ Mn(R) est une application C∞, et calculer

sa différentielle. Vérifier en particulier que d exp0 = Id.

2. On note sln(R) le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle de Mn(R), et
so(n) le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de Mn(R). Montrer que
l’application exponentielle envoie sln(R) dans SLn(R) et so(n) dans SO(n).

3. Montrer que exp : so(n) → SO(n) est surjective, mais que exp : sl2(R) → SL2(R)
ne l’est pas (on pourra vérifier qu’une matrice dans l’image de l’exponentielle est de
trace au moins −2).

4. Montrer que l’exponentielle est un C∞-difféomorphisme entre l’espace vectoriel des
matrices symétriques réelles et l’ouvert dans cet espace formé des matrices symétri-
ques réelles définies positives.

5. Pour M ∈ Mn(R), notons LM et RM les opérateurs de multiplication à gauche et
à droite par M , agissant sur Mn(R), et ad M = LM − RM . Montrer que d expM =
∑

p,q≥0
Lp

M
Rq

M

(p+q+1)! , puis en déduire que

exp(−M) d expM =

∞∑

k=0

(−1)k
(ad M)k

(k + 1)!
.

6. Montrer que d expM : Mn(R) → Mn(R) est inversible si et seulement si ad M n’a
pas de valeur propre complexe de la forme 2ikπ avec k ∈ Z − {0}.

Exercice E.110 Identifions le plan euclidien usuel R2 avec le corps C des nombres com-
plexes, de manière usuelle par (x, y) 7→ z = x+ iy. Notons D le disque unité ouvert de R2,
et fixons n ∈ N − {0}. Définissons l’application X : R2 → R2 par

X : z 7→ iz e
i
2

(
1−cos(2nπ|z|2)

)
.

Pour tout z dans R2, soit t 7→ φt(z) la solution maximale de l’équation différentielle
u′ = X(u) valant z à l’instant t = 0.
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n = 2

(1) Montrer que pour tout k = 0, 1, . . . , n, si |z| =
√

k
n (et en particulier si |z| = 1),

alors φt(z) = eitz pour tout t dans R.

(2) Montrer que pour tout z dans D, l’image de l’application t 7→ φt(z) est contenue
dans D. En déduire que l’application t 7→ φt(z) est définie sur R, pour tout z dans D.

(3) Pour tout k = 0, 1, . . . , n−1, si |z| ∈ ]
√

k
n ,
√

k+1
n [ , déterminer l’ensemble des valeurs

d’adhérence de φt(z) quand t tend vers +∞, et quand t tend vers −∞.

(4) On considère la relation R sur D définie par z R w si et seulement s’il existe t
dans R tel que w = φt(z). Montrer que R est une relation d’équivalence, et que l’espace
topologique quotient D/R n’est pas séparé.

(5) Si n = 1, montrer que l’espace topologique quotient D/R est homéomorphe à
l’intervalle [0, 1] dans lequel 0 a été éclaté en deux points 0−, 0+.

Exercice E.111 Soit λ ∈ ]1,+∞[. Considérons le système différentiel suivant
{
ẋ = v1(x, y) = λx− x ex

2+y2

ẏ = v2(x, y) = λy − y ex
2+y2 .

(i) Étudier l’existence, l’unicité et la régularité en (t, x0, y0, λ) des solutions maximales
de cette équation différentielle, valant (x0, y0) à l’instant t = 0. On notera I(x0,y0) l’in-
tervalle maximal de définition de cette solution. Déterminer les solutions stationnaires
(i.e. constantes en temps).
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(ii) Montrer que les courbes intégrales du champ de vecteurs de coordonnées (v1, v2)
sont des segments de droites, et étudier les variations du module des solutions.

(iii) Montrer que le champ de vecteurs de coordonnées (v1, v2) est complet sur la boule
ouverte de centre 0 et de rayon λ. Montrer que les solutions maximales de position (x0, y0)
à l’instant t = 0 n’appartenant pas à la boule fermée de centre 0 et de rayon λ explosent
en temps négatifs (i.e. que I(x0,y0) =] − T,+∞[ où T ≥ 0).

(iv) Quelles sont les valeurs d’adhérence des solutions lorsque le temps converge vers
les extrémités de I(x0,y0) ?

(v) Tracer les courbes intégrales.

Exercice E.112 Soit E un espace de Banach réel.
(1) Soient v un vecteur de E non nul, et F0 un sous-espace vectoriel fermé de E tel que

F0 ∩ Rv = {0}.
Montrer qu’il existe un hyperplan fermé H de E supplémentaire à Rv, et contenant F0.

Montrer que l’application de l’espace de Banach produit R×H dans E, qui à (t, x) associe
tv + x, est un homéomorphisme.

Dans la suite du problème, U est un ouvert de E et X : U → E est une application
de classe C∞. Pour tout x dans U , nous notons t 7→ ϕt(x) (et t 7→ ϕtX(x) lorsqu’il faut
préciser X) la solution maximale de l’équation différentielle z′ = X(z) valant x à l’instant
t = 0.

(2) Soient V un ouvert d’un espace de Banach F , f : V → U une application C∞ telle
que pour tout y dans V , l’application dfy : F → E soit une bijection. Notons f∗X : V → F
l’application définie par

∀ y ∈ V, f∗X(y) = (dfy)
−1
(
X
(
f(y)

))
.

(i) Montrer que f∗X est de classe C∞.
(ii) Si W est un ouvert d’un espace de Banach G, et g : W → V une application

C∞ telle que pour tout z dans W , l’application dgz : G → F soit une bijection, montrer
qu’alors (f ◦ g)∗X = g∗(f∗X).

(iii) Pour tout y dans V , montrer que l’application t 7→ f ◦ ϕtf∗X(y) est la solution
maximale de l’équation différentielle z′ = X(z) valant f(y) à l’instant t = 0.

(3) Soit a ∈ U tel que X(a) 6= 0.
(i) Montrer qu’il existe un espace de Banach H et un C∞-difféomorphisme f de l’espace

de Banach produit R ×H dans E tel que si Y = f∗X : f−1(U) → R ×H, alors Y (0, 0) =
(1, 0).

(ii) Montrer qu’il existe des voisinages ouverts W1,W
′
1 de 0 dans R ×H tels que l’ap-

plication Φ1 : W1 → W ′1 définie par (t, x) 7→ ϕtY (0, x) soit un C∞-difféomorphisme tel que
Φ∗1Y soit l’application constante valant (1, 0).

(iii) Supposons E de dimension finie. Soient W un voisinage de 0 dans H, et S : W → E
une application de classe C∞ telle que S(0) = a, l’application S soit une immersion en 0
et X(a) n’appartienne pas à l’image de dS0. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I2
contenant 0, une boule ouverte W2 de centre 0 dans H, un voisinage ouvert W ′2 de 0 dans
E, et un C∞-difféomorphisme Φ2 : I2 ×W2 →W ′2 tel que Φ∗2X soit l’application constante
valant (1, 0), et que Φ2

(
({0} ×H) ∩W2

)
= S(W ) ∩W ′2.
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(4) Dans toute la suite de ce problème, nous supposons que n ∈ N − {0} et que E est
l’espace vectoriel euclidien usuel Rn. Soit a ∈ U tel que X(a) = 0. Soient U ′ un voisinage
ouvert de a contenu dans U , et L : U ′ → R une application de classe C1 telle que a soit
un minimum strict de L (i.e. L(x) > L(a) pour tout x ∈ U ′ − {a}), et dLx(X(x)) ≤ 0
pour tout x dans U ′. Soit r > 0 tel que la boule fermée B de centre a et de rayon r soit
contenue dans U ′.

(i) Montrer que dLa = 0.
(ii) Montrer que

{
Vs = B ∩ L−1(] −∞, s]) : s > L(a)

}
est un système fondamental

de voisinages compacts de a dans E.
(iii) Montrer que si m = infx∈S(a,r) L(x), alors m > L(a) et que pour tout s ∈ ]L(a),m[,

pour tout x dans Vs, pour tout t dans [0,+∞[, le point ϕt(x) existe et appartient à Vs.
(iv) Supposons de plus que dLx(X(x)) < 0 pour tout x dans U − {a}. Montrer qu’il

existe alors un voisinage W de a dans E tel que pour tout x dans W ,

lim
t→+∞

ϕt(x) = a .

8.2 Indications de résolution

Schème E.77
• Si X est séparé, alors si (x, y) /∈ ∆, on a x 6= y, donc il existe U, V des voisinages

disjoints de x, y respectivement. Alors U×V est un voisinage de (x, y) ne rencontrant
pas ∆. Donc le complémentaire de ∆ est ouvert.
Réciproquement, si ∆ est ouvert, soient x 6= y. Alors (x, y) /∈ ∆, donc il existe un
voisinage ouvert élémentaire U×V de (x, y) dans X×X ne rencontrant pas ∆. Alors
U et V sont des voisinages disjoints de x et y respectivement.

• L’application ϕ : X → Y × Y définie par ϕ(x) = (f(x), g(x)) est continue car ses
composantes le sont, et la diagonale ∆ de Y × Y est fermée, car Y est séparé, par le
premier point. Donc {x ∈ X : f(x) = g(x)} = ϕ−1(∆) est fermé dans X.

• Par le second point, l’ensemble des points où f et g coïncident est fermé et dense,
donc égal à X.

• L’application ϕ : X ×Y → Y ×Y définie par ϕ(x, y) = (f(x), y) est continue car ses
composantes le sont, et la diagonale ∆ de Y × Y est fermée, car Y est séparé, par le
premier point. Donc G = ϕ−1(∆) est fermé dans X.

Schème E.81 (1) Comme C est un espace métrique, l’ensemble A des valeurs d’adhérence

cherchées est l’ensemble des limites des suites de la forme
(
(1+tn) e

iπ
2

sin 1
tn

)
n∈N

où tn → 0.

En particulier, comme 1 + tn tend vers 1, l’ensemble A est contenu dans le demi-cercle
unité droit A′ = {eiθ : θ ∈ [−π

2 ,+
π
2 ]}. Réciproquement, comme tout élément de [−1, 1]

est limite d’une suite
(
sin 1

tn

)
n∈N

quand tn tend vers 0, et par composition de limites et
d’appilcation continues, tout point de ce demi-cercle est valeur d’adhérence. Donc A = A′.
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(2) Montrons que A = Z +
√

2 Z, qui est un sous-groupe de R, est dense dans R. S’il
existe une suite (xn)n∈N dans A telle que xn > 0 et xn → 0, alors pour tout t dans R, pour
tout ǫ > 0, si m = E[t/xn], alors |x −mxn| ≤ xn, ce qui, comme mxn ∈ A, entraîne que
A est dense dans R. Sinon, soit a = inf{x ∈ A : x > 0}, qui est strictement positif. Alors
pour tout x dans A, soit m = E[x/a], alors 0 ≤ x−ma < a. Donc x = ma. D’où A = aZ.
Comme 1 et

√
2 appartiennent à A, il existe donc deux entiers p et q tels que

√
2 = ap et

1 = aq. Donc
√

2 = p/q, ce qui contredit le fait que
√

2 soit irrationnel.
Soit A′ = Z +

√
2 N Pour tout ǫ > 0, soit x ∈ A tel que |x| < ǫ. Quitte à changer x en

−x, on peut supposer que x ∈ A′. Tout point t de [0,+∞[ (resp. ] −∞, 0]) est à distance
au plus ǫ d’un point de xN si x > 0 (resp. x < 0) Donc tout point t de R (en ajoutant
un élément de R pour rendre t positif ou négatif) est à distance au plus ǫ d’un point de
Z + xN, qui est contenu dans A′. Donc A′ est aussi dense.

Comme g est à valeurs dans le carré unité [−1, 1]2, qui est compact, toute valeur
d’adhérence de g en +∞ appartient à ce carré. Montrons réciproquement que tout point
de ce carré est d’adhérence de g en +∞. Soient (t, t′) ∈ [−1, 1]2, ǫ > 0 et N ∈ N. Comme
l’ensemble des valeurs d’adhérence de sin t quand t tend vers +∞ est [−1, 1], il existe
u, u′ ≥ N tels que | sinu− t| < ǫ/2 et | sin u′− t′| < ǫ/4. Posons u′′ = u′−

√
2u

2π . Par densité
de Z +

√
2 N, soient k ∈ Z et k′ ∈ N tels que

|u′′ − (k +
√

2 k′)| < ǫ

8π
.

Alors soit v = u+ 2πk′, qui est plus grand que N . On a | sin v − t| < ǫ/2. Comme sin est
1-lipschitzienne (sa dérivée est cos, et on applique le théorème des accroissements finis),

| sin(
√

2 v) − sinu′| = | sin(
√

2 v + 2πk) − sinu′| ≤ |
√

2 v + 2πk − u′|
= |

√
2u+ 2π(k +

√
2k′) − u′| = 2π|u′′ − (k +

√
2k′)| < ǫ

4
.

D’où
| sin(

√
2 v) − t′| ≤ | sin(

√
2 v) − sinu′| + | sinu′ − t′| < ǫ/4 + ǫ/4 = ǫ/2 .

Le résultat en découle.

Schème E.82 On ne traite que le cas F = R, mais la preuve générale est semblable.
(1) L’application ||·||k est clairement positive, et vérifie ||λx||k = |λ| ||λx||k et ||x+y||k ≤

||x||k + ||y||k pour tous x, y dans E et λ dans R, par les propriétés de la valeur absolue
et de la borne supérieure. Si ||(xn)n∈N||k = 0, alors (n + 1)k |xn| = 0 pour tout n dans N,
donc (xn)n∈N est la suite nulle.
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(2) Pour tous k dans N, et x = (xn)n∈N dans E, on a (n+1)k|xn+1| ≤ ((n+1)+1)k|xn+1|,
donc ||σ(x)||k ≤ ||x||k. D’où σ, qui est linéaire, est (1-lipschitzienne donc) continue, pour
toute norme || · ||k. Donc σ est continue sur E.

(3) Comme la topologie de E est définie par une famille dénombrable séparante (chaque
semi-norme est une norme !) de semi-normes, il découle du cours que E est métrisable pour
la distance

d(x, y) =
∑

k∈N

1

2k
min{1, ||x − y||k} .

Soit (xi)i∈N une suite de Cauchy dans E pour cette distance, et notons xi,n le n-ème
terme de la suite réelle xi. Soit k ∈ N. Pour tout i dans N, notons yi la suite réelle(
(n + 1)kxi,n

)
n∈N

. Comme ||x − y||k ≤ 2kd(x, y) si d(x, y) < 1
2k , la suite (yi)i∈N est de

Cauchy dans l’espace ℓ∞, qui est complet par le cours. Donc elle converge vers un élément
zk = (zk,n)n∈N. Comme limi→∞ (n+ 1)kxi,n = zk,n, on en déduit que zk,n = (n + 1)kz0,n.
Donc (xi)i∈N converge vers z0 dans E muni de la topologie définie par les semi-normes
|| · ||k.

Schème E.92 Notons Ak =
{
(x, y) ∈ R2 :

(
x − 1

k+1

)2
+ y2 = 1

(k+1)2

}
, qui est un

cercle de centre ( 1
k+1 , 0) et de rayon 1

k+1 , donc en particulier est compact. L’ensemble A
est borné, car contenu dans le disque de centre 1 et de rayon 1. Montrons qu’il est fermé.
Soit (xn)n∈N est une suite dans A qui converge vers un élément x de Rn. Montrons que
x ∈ A, ce qui conclut. Soit nk ∈ N tel que xn ∈ Akn

. Quitte à extraire, ou bien à kn est
constant, et alors x ∈ Akn

⊂ A. Sinon, limn→+∞ kn = +∞, et alors x = (0, 0), car pour
tout ǫ > 0, si k est assez grand, alors Ak est contenu dans le disque de centre 0 et de rayon
ǫ.

Comme Ak est connexe (par arcs), et que les Ak se rencontrent tous en (0, 0), le sous-
espace A est aussi connexe (par arcs). Tout point de A − {(0, 0)} admet un système fon-
damental de voisinages homéomorphes à un intervalle, donc connexes. L’intersection avec
A de la boule de rayon ǫ et de centre (0, 0), qui est un voisinage de (0, 0), est connexe, car
réunion d’arcs de cercles (connexes) et de cercles (connexes) se rencontrant en (0, 0). Donc
A est localement connexe.

(2) Par le théorème de Tychonov, l’espace produit B
N

est compact. Comme tout fermé
d’un compact est compact, il suffit de montrer que C est fermé, et un raisonnement analogue
au précédent conclut, car par les propriétés de la topologie produit, si une suite (xn)n∈N

de points de C converge vers x ∈ B
N
, de sorte que xn ∈ Ckn

où limn→+∞ kn = +∞, alors
(xn)n∈N converge vers la suite constante en x∗, donc x = x∗ ∈ C.

Notons que les Ck sont homéomorphes à des cercles, qui ne se rencontrent deux à deux
qu’en x0. Soit fk un homéomorphisme de Ak sur Ck envoyant (0, 0) sur x∗. Soit f : A→ C
l’application qui à x associe fk(x) si x ∈ Ak. Alors f est bien définie, et est une bijection,
clairement continue en dehors du point (0, 0), et continue en (0, 0) aussi par ce qui précède.
Comme A est compact et C séparé, on en déduit que f est un homéomorphisme.
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anneaux hawaïens

A0A1

bouquet de cercles

B0B1

(3) Il est immédiat que R est bien une relation d’équivalence. Montrons que l’espace
topologique quotient B̃I/R est séparé. Comme B̃I est compact si I est fini (comme produit
de deux compacts), par continuité (et surjectivité) de la projection canonique de B̃I dans
BI = B̃I/R, ceci montrera que ce dernier espace est aussi compact. Il est facile de montrer
que si x et y sont des points non équivalents de B̃I , alors il existe deux ouverts saturés
disjoints les contenant (en discutant suivant que x ou y soit égal à x∗ ou pas). Donc B̃I/R
est séparé.

(4) Nous avons déjà vu que A et C sont homéomorphes.
L’espace BN n’est pas compact, car si xn est l’image par la projection canonique π :

B̃N → BN = BN/R de ((−1, 0), n), alors la suite (xn)n∈N n’a pas de valeur d’adhérence
ℓ : on exclut séparément les deux cas ℓ = π(x∗, 0) (la suite (xn)n∈N ne rentre pas dans le
voisinage ouvert saturé {z ∈ S1 : Re z > 0} × N) et ℓ 6= π(x∗, 0) (si ℓ = π(xℓ, nℓ), alors
pour n > nℓ, xn n’appartient pas au voisinage ouvert saturé

(
S1 − {x∗}

)
× {nℓ} de xℓ).

Donc A et BN ne sont pas homéomorphes.

Schème E.93 (1) La topologie produit sur Ek est la topologie induite par n’importe
quelle norme sur l’espace vectoriel de dimension finie Ek, par exemple ||(x1, . . . , xn)||∞ =
max1≤i≤k ||xi||. Donc il suffit de montrer que Bk(E) est fermé borné. L’ensemble Bk(E)
est contenu dans la boule unité de || · ||∞. La fermeture découle de la continuité de la norme
et du produit scalaire.

(2) Il est immédiat que l’action O(n)×Bk(E) → ×Bk(E) est à valeurs dans Bk(E), et
que c’est une action. Comme l’action est restriction d’une application polynomiale (donc
continue) de Mn(R)×Ek dans Ek, le résultat en découle. Comme O(n) agit transitivement
sur les bases orthonormées de E (et en complétant un k-uplet orthonormé en une base
orthonormée, O(n) agit transitivement sur Bk(E).

(3) Comme H est défini par l’égalité à 1 ou à 0 de certains des coefficients matriciels,
H est fermé. Soit (e1, . . . , en) la base canonique de Rn. Comme H est le stabilisateur du k-
uplet (e1, . . . , ek) dans O(n), l’action continue transitive précédente induit par passage au
quotient une bijection continue de O(n)/H sur Bk(E). L’image est séparée (car métrisable).
Le but est séparé (car H est fermé), donc compact (car O(n) est compact, et la projection
canonique est continue surjective). Donc cette bijection continue est un homéomorphisme.

(4) a) Ceci découle des propriétés de la distance de Hausdorff sur les fermés de l’es-
pace métrique Bn, avec le fait qu’un sous-espace de dimension k est déterminé par son
intersection avec cette boule.

b) Si (v1, . . . , vk) est proche de (v′1, . . . , v
′
k), alors toute combinaison linéraire à coeffi-

cients dans [−1, 1] de (v1, . . . , vk) est proche de la combinaison linéraire correspondante de
(v′1, . . . , v

′
k), et donc la distance dH entre les espaces engendrés est petite.
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c) La transitivité découle de la transitivité de O(n) sur Bk(E) en prenant des bases.
Deux sous-espaces vectoriels de dimension k de Rn, proches pour dH , ont des bases proches,
donc la continuité de l’action découle de celle sur Bk(E).

d) L’argument est le même que celui pour (3).

Schème E.94 (1) Cette relation R, que nous noterons RX lorsque préciser l’espace
X est nécessaire, est clairement symétrique et réflexive. Soient x, y, z dans X tels que
xR y et yR z. Pour tout espace topologique séparé Y et pour toute application continue
f : X → Y , on a f(x) = f(y) car xR y et f(y) = f(z) car yR z, donc f(x) = f(z). Donc
R est une relation d’équivalence.

(i) Si X est séparé, et si x 6= y, alors x n’est pas en relation avec y (car l’identité
f = id de X dans l’espace topologique séparé Y = X vérifie f(x) 6= f(y)). Donc R est
réduite à la diagonale de X ×X, et πX est une bijection continue, clairement ouverte (car
π−1(π(U)) = U), donc πX est un homéomorphisme. (Le résultat découle aussi du point
suivant en prenant g = id : X → Y = X.)

(ii) Soient Z un espace topologique séparé et g : X → Z une application continue.
Si xR y, alors g(x) = g(y), donc g passe au quotient en une application (continue par
les propriétés du passage au quotient) gsep : Xsep → Z telle que gsep ◦ πX = g. L’unicité
découle de cette formule et de la surjectivité de πX .

(iii) Montrons que Xsep est séparé. Soient x′, y′ ∈ Xsep deux points distincts. Soient
x, y ∈ X tels que πX(x) = x′ et πX(y) = y′. Comme πX(x) 6= πX(y), par définition de R,
il existe un espace topologique séparé Y et une application continue f : X → Y , telle que
f(x) 6= f(y). Alors les images réciproques par l’application continue fsep : Xsep → Y de
voisinages ouverts disjoints de f(x) et f(y) sont des voisinages ouverts disjoints de πX(x)
et πX(y). Donc Xsep est séparé.

(iv) Si tout ouvert non vide de X est dense (on sait que c’est le cas si X est l’ensemble
Rn muni de la topologie de Zariski), alors toute paire d’ouverts non vides de X est d’in-
tersection non vide. Si Xsep contient au moins deux points, alors puisque Xsep est séparé,
les préimages par πX de deux voisinages ouverts disjoints de ces deux points seront des
ouverts non vides disjoints de X, ce qui n’est pas possible. Donc Xsep est réduit à un point
ou vide (ce dernier cas si et seulement si X est vide).

(v) Supposons que de tout recouvrement ouvert de X, on puisse extraire un sous-recou-
vrement fini. Nous venons de voir que Xsep est séparé. Soit U = (Ui)i∈I un recouvrement
ouvert de Xsep. Alors par continuité et surjectivité de πX , la famille

(
π−1
X (Ui)

)
i∈I est un

recouvrement ouvert de X. Si
(
π−1
X (Uj)

)
j∈J en est un sous-recouvrement fini, alors (Uj)j∈j

est un sous-recouvrement fini de U , par surjectivité de πX . Donc Xsep est compact.
(vi) Si X est connexe, alors Xsep, comme image d’un connexe par l’application continue

πX , l’est. Réciproquement, si Xsep est connexe, pour toute application continue f de X
dans l’espace discret (donc séparé) {0, 1}, l’application fsep continue de l’espace connexe
Xsep dans {0, 1} est constante, donc f est constante, ce qui montre que X est connexe.

(vii) Si X,X ′ sont des espaces topologiques, et si h : X → X ′ est une application
continue, alors πX′ ◦ h : X → X ′sep est une application continue (par composition d’appli-
cations continues) à valeurs dans un espace séparé, donc par (ii) passe au quotient en une
application (continue par les propriétés du passage au quotient) hsep : Xsep → X ′sep telle
que hsep ◦πX = πX′ ◦h, unique par surjectivité de πX . De l’unicité, on déduit en particulier
que si f : Xsep → Xsep est une application continue telle que f ◦ πX = πX , alors f est
l’identité de Xsep.
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(viii) Il est clair que idsep = id et si g : X ′ → X ′′ est continue, alors l’égalité (g ◦
f)sep = gsep ◦ fsep découle de l’unicité et du fait que gsep ◦ fsep est continue et vérifie
gsep ◦ fsep ◦ πX = gsep ◦ πX′ ◦ f = πX′′ ◦ g ◦ f

(ix) Puisqu’un produit d’espaces séparés est séparé, l’application produit

p =
∏

i∈I
πXi

: X =
∏

i∈I
Xi → X ′sep =

∏

i∈I
(Xi)sep ,

définie par (xi)i∈I 7→
(
πXi

(xi)
)
i∈I , est une application continue, car pour tout i ∈ I, sa

i-ème composante est πXi
◦ pri, où pri est la i-ème projection, donc est continue comme

composition d’applications continues. De plus, p est à valeurs dans un espace séparé, donc
par (ii) induit par passage au quotient une application continue ϕ = psep de Xsep dans
X ′sep, surjective car p l’est, telle que p = ϕ ◦ πX . Montrons qu’il existe une application
continue q : X ′sep → Xsep telle que q ◦ p = πX .

Nous aurons alors q ◦ ϕ ◦ πX = πX , donc par unicité q ◦ ϕ = idXsep . Ceci implique par
l’unicité mentionnée en fin de (vii) que ϕ est injective, donc bijective, et que son inverse
est q. Donc ϕ est l’homéomorphisme cherché.

Il s’agit de montrer que si (xi)i∈I RX (yi)i∈I , alors pour tout i ∈ I, nous avons
xi RXi

yi. Il suffit donc de montrer, pour tout i ∈ I et pour toute application continue
fi : Xi → Yi à valeurs dans un espace séparé Yi, que nous avons fi(xi) = fi(yi). Notons Y
l’espace topologique produit

∏
i∈I Yi, qui est séparé comme produit d’espaces séparés, et f :∏

i∈I Xi → Y l’application produit
∏
i∈I fi, définie par (zi)i∈I 7→ (fi(zi))i∈I . L’application

f est continue, car chaque composante fi ◦ pri l’est. Donc f((xi)i∈I) = f((yi)i∈I), donc
nous avons bien fi(xi) = fi(yi) pour tout i dans I.

(2) (i) Notons R′ la relation sur X définie par xR′ y si et seulement si d(x, y) = 0. Cette
relation est clairement réflexive car d est nulle sur la diagonale, symétrique car d l’est. Elle
est transitive, par l’inégalité triangulaire : si d(x, y) = 0 et d(y, z) = 0, alors 0 ≤ d(x, z) ≤
d(x, y)+d(y, z) = 0. Donc R′ est une relation d’équivalence. Notons Y l’espace topologique
quotient X/R′. Si xR′ x′ et yR′ y′, alors ce même argument d’inégalité triangulaire montre
que d(x, y) = d(x′, y′). L’application d : X × X → R passe donc au quotient en une
application d : Y × Y → [0,+∞[ , qui est maintenant une distance. Il est facile de vérifier
que la topologie quotient sur Y = X/R′ coïncide avec la topologie définie par cette distance,
car les préimages des boules ouvertes de centre x et de rayon r pour la distance d sont
exactement les boules ouvertes pour la pseudo-distance d de centre n’importe quel point
de la préimage de x et de rayon r.

En particulier, Y est séparé. Si p : X → Y est la projection canonique, il existe donc une
unique application continue psep : Xsep → Y . Réciproquement, comme πX est continue, et
Xsep est séparé, si d(x, y) = 0, alors πX(x) = πX(y) (sinon x et y auraient des voisinages
ouverts disjoints, ce qui n’est pas possible si d(x, y) = 0). Donc πX passe au quotient par R′

en une application g : Y → Xsep, continue par les propriétés de passage au quotient. Il est
immédiat que g et psep sont inverses l’une de l’autre. Donc Xsep et Y sont homéomorphes.
Comme Y est métrisable, il en est de même de Xsep.

(ii) Pour tous x, y ∈ E, posons d(x, y) =
∑

n∈N 2−n min{1, ||x− y||n}, et rappelons que
d est une pseudo-distance sur E, dont la topologie induite coïncide avec la topologie définie
par la famille de semi-normes. La première assertion de (ii) découle alors de (i).

Si E est muni d’une semi-norme || · ||, de pseudo-distance associée d(x, y) = ||x − y||,
si x, x′, y, y′ ∈ E et λ ∈ K (le corps valué de définition de E), si x RE x

′ et y RE y
′, alors
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d(x, x′) = 0 et d(y, y′) = 0, donc

0 ≤ d(x+ λy, x′ + λy′) = ||x+ λy − x′ − λy′ − y|| ≤ ||x− x′|| + |λ| ||y − y′|| ≤ 0 .

Donc x + λy RE x
′ + λy′. La structure d’espace vectoriel passe donc au quotient en une

structure d’espace vectoriel sur Esep, qui, par les propriétés de passage au quotient des
applications continues, muni Esep d’une structure d’espace vectoriel topologique telle que
πE : E → Esep soit un morphisme d’espaces vectoriels topologiques. L’unicité est immé-
diate.

(iii) Comme deux éléments f, g de E = L p(X,A , µ) coïncident presque partout si et
seulement si ||f − g||p = 0, le résultat (iii) découle de la définition de Lp(X,A , µ) et de
l’assertion (ii).

(3) (i) Puisque H contient H, la projection canonique pH : G → G/H induit par
passage au quotient une application continue et surjective f : G/H → G/H telle que
f ◦ pH = pH . Puisque H est un sous-groupe (par continuité des opérations) fermé dans G,
l’espace topologique quotient G/H est séparé (voir le corollaire 2.26). L’application conti-
nue et surjective f induit par passage au quotient (voir (1)(ii)) une application continue
surjective φ : (G/H)sep → G/H telle que φ◦πG/H ◦pH = f , donc φ◦πG/H = pH . Montrons
qu’il existe une application continue q : G/H → (G/H)sep telle que q ◦ f = πG/H . Par
l’argument d’unicité déjà employé en (1) (ix), ceci montrera que q ◦φ = id, donc que φ est
un homéomorphisme.

Il suffit de montrer que si xH RG/H yH, alors xy−1 ∈ H. Or l’application f : G/H →
G/H est continue à valeurs dans un espace séparé, donc f(xH) = f(yH), ce qui est
exactement dire que xy−1 ∈ H.

(iii) Pour tous x, y ∈ X et g ∈ G, si x R y, alors pour toute application f : X → Y à
valeurs dans un espace séparé, l’application f ◦ Lg : x 7→ f(gx) de X dans Y est continue
(comme composée de deux applications continues), et à valeurs dans un espace séparé, donc
f ◦Lg(x) = f ◦Lg(y), c’est-à-dire f(gx) = f(gy). Donc gx R gy. Le reste des vérifications
est alors immédiat.

(4) (i) L’adhérence de Γxy est un sous-groupe de G = SO(3), qui contient clairement
toutes les rotations d’axe Ox et toutes les rotations d’axe Oy, car 1 et 2π sont rationnelle-
ment indépendants. Pour toute rotation r, montrons que r appartient à Γxy (ce qui montre
que Γxy est dense dans SO(3)).

Soit A l’axe (orienté) de rotation de r. Quitte à conjuguer par une rotation d’axe Oy,
nous pouvons supposer que A est contenu dans le plan Oyz. Quitte à conjuguer par une
rotation d’axe Ox, nous pouvons supposer que A = Oy, et le résultat en découle.

(ii) Soit U un ouvert non vide de SO(3)/Γxy , et π : SO(3) → SO(3)/Γxy la projection
canonique, qui est continue. Alors V = π−1(U) est un ouvert non vide de SO(3) invariant
par Γxy. Si x ∈ SO(3), alors l’orbite de x par Γxy est dense (la multiplication à gauche
par x est un homéomorphisme), donc rencontre V , donc x ∈ V . Donc V = SO(3), et
U = π(V ) = SO(3)/Γxy. Donc la topologie quotient de SO(3)/Γxy n’a pour ouvert que ∅
et SO(3)/Γxy, c’est par définition la topologie grossière.

(iii) Par (3), les espaces topologiques (SO(3)/Γxy)sep et (SO(3)/Γx)sep sont homéo-
morphes à SO(3)/Γxy et SO(3)/Γx, donc respectivement à un point par (ii), et à la sphère
S2 de dimension 2, par le cours (voir l’exemple (4) précédant le théorème 4.17).

L’espace topologique Xsep est appelé l’espace topologique séparé (canoniquement) asso-
cié à X. Les points (1) (ii),(vii), (viii) disent que l’association à tout espace topologique X
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de l’espace topologique séparé Xsep et à toute application continue f : X → Y de l’appli-
cation continue fsep : Xsep → Ysep, et un foncteur (covariant) de la catégorie des espaces
topologiques dans la catégorie des espaces topologiques séparés. Le point (1) (ii) dit que
Xsep est « le plus gros quotient » séparé de X.

Schème E.95 (1) a) Pour tout k ∈ Z, comme P 7→ P (k) est une forme linéaire sur
l’espace vectoriel réel R[X], sa valeur absolue est une semi-norme.

b) La famille de semi-normes
(
||·||k

)
k∈Z

est dénombrable et séparante, car un polynôme
non nul n’a qu’un nombre fini de racines. Donc par un résultat du cours, l’espace vectoriel
R[X] muni de la topologie T1 est un espace vectoriel topologique, métrisable par exemple
par la distance

d(P,Q) =
∑

k∈Z

2−|k|min{1, ||P −Q||k} .

Le sous-ensemble Q[X] des polynômes à coefficients rationnels est dénombrable, et dense
dans cet espace topologique, car pour tous P =

∑n
i=0 aiX

i ∈ R[X], N ∈ Z et ǫ > 0, il existe
Q =

∑n
i=0 biX

i ∈ Q[X] tel que pour tout k ∈ Z ∩ [−N,N ], nous ayons ||P − Q||k < ǫ :
il suffit de prendre, pour tout i ∈ N ∩ [0, n], un bi dans Q tel que |ai − bi| < ǫ

(n+1)Nn .

[Une autre manière d’énoncer cela est que pour tout P =
∑n

i=0 aiX
i ∈ R[X], et tout

i ∈ N ∩ [0, n], en choisissant (ai,p)p∈N une suite de rationnels convergeant vers ai, et
en posant Qp =

∑n
i=0 ai,pX

i ∈ Q[X], nous avons, pour tout k ∈ Z (quelconque, fixé),
||P − Qp||k = |P (k) − Qp(k)| qui tend vers 0 quand p tend vers +∞, et donc la suite
(Qp)p∈N qui converge vers P dans T1 ]. Donc (R[X],T1) est séparable.

Si Pn =
∑n

i=0
Xi

i! , alors l’application x 7→ Pn(x) de R dans R converge simplement (et
même uniformément sur les compacts) vers l’application x 7→ ex. Donc pour tout k ∈ N,
la suite

(
Pn(k)

)
k∈N

est de Cauchy dans R, donc pour tout ǫ > 0, il existe N ∈ N tel
que si n,m ≥ N , alors ||Pn − Pm||k = |Pn(k) − Pm(k)| < ǫ. Donc la suite (Pn)k∈N est de
Cauchy dans (R[X], d1). Mais elle ne converge pas dans cet espace, car si elle convergeait
vers un polynôme P , alors par continuité pour T1 de l’évaluation en un élément k ∈ Z, ce
polynôme P prendrait en k la valeur ek = limn→+∞ Pn(k) pour tout k ∈ Z, ce qui n’est
pas possible (par exemple parce que P (k) est équivalent, quand k → +∞, à ckm, où m ∈ N
est le degré de P (qui n’est pas le polynôme nul) et où c 6= 0 son coefficient dominant, et
donc n’est pas équivalent à ek).

c) Puisque |P (k) − P0(k)| = ||P − P0||k pour tous k ∈ Z et P,P0 ∈ R[X], l’application
d’évaluation en un élément k ∈ Z est continue [cette application étant linéaire, et R[X]
et R des espaces vectoriels topologiques, on pouvait se contenter de vérifier la continuité
en P0 = 0, mais c’est aussi long de justifier correctement que de prendre P0 quelconque].
L’application P 7→

(
P (0), P (1), . . . , P (n)

)
est continue car chacune de ses composantes

l’est, par les propriétés de la topologie produit.

d) L’application de Rn[X] dans Rn+1 définie par P 7→
(
P (0), P (1), . . . , P (n)

)
est li-

néaire, injective entre espaces vectoriels réels de même dimension finie, donc est un iso-
morphisme linéaire, continu par c) et par restriction d’application continue. Sa réciproque
est l’application (utilisant les polynômes d’interpolation de Lagrange)

(a0, a1, . . . , an) 7→
n∑

i=0

ai

∏
1≤j≤n, j 6=i(X − j)
∏

1≤j≤n, j 6=i(i− j)
,
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qui est continue par les propriétés des topologies finales, car pour tout k ∈ Z, l’application
de Rn+1 dans R définie par

(a0, a1, . . . , an) 7→
n∑

i=0

ai

∏
1≤j≤n, j 6=i(k − j)

∏
1≤j≤n, j 6=i(i− j)

est continue. La topologie induite par T1 sur Rn[X] est donc la topologie usuelle d’un
espace vectoriel réel de dimension finie. Par le théorème de Riesz, celle-ci est localement
compacte.

e) L’application φ de R[X] dans Rn+1 définie par P 7→
(
P (0), P (1), . . . , P (n)

)
est

linéaire, surjective, et continue par l’assertion c). Deux polynômes ont la même image par
Ψ si et seulement si leur différence admet 0, 1, . . . , n pour racines, donc, celles-ci étant deux
à deux distinctes, si et seulement si leur différence est divisible par Qn. Donc φ passe au
quotient en une application φ : R[X]/QnR[X] → Rn+1 linéaire bijective continue entre des
espaces vectoriels de même dimension n + 1. Son inverse est la composée de l’application
de Rn+1 dans Rn[X] inverse de celle considéré en c), donc continue, de l’inclusion de
Rn[X] dans R[X], continue par définition de la topologie de sous-espace topologique, et
de la projection canonique R[X] → R[X]/QnR[X], continue par définition de la topologie
quotient. Donc φ est un homéomorphisme.

f) Montrons que l’ensemble M des monômes est (séquentiellement) fermé. Soit Pn =
(anX

mn)n∈N une suite dans M convergeant vers un polynôme P pour T1. Par continuité
de l’évaluation en 1, la suite (an = Pn(1))n∈N converge vers P (1). Si la suite (mn)n∈N

est constante, égale à N , notons Q = P (1)XN . Alors pour tout k ∈ Z, par continuité
de l’évaluation en k, nous avons Q(k) = limn→+∞ Pn(k) = P (k), donc P et Q ayant une
infinité de racines en commun, coïncident, et P = Q ∈ M . Sinon, quitte à extraire, nous
pouvons supposer que la suite (mn)n∈N converge vers +∞. Si P = 0, alors P ∈M . Sinon,
il existerait k ∈ Z tel que P (k) 6= 0. Mais alors, par continuité des évaluations en k et
k+1, la suite des

(
k+1
k

)mn = Pn(k+1)
Pn(k) convergerait (vers P (k+1)

P (k) ), ce qui n’est pas possible.

g) Pour montrer que l’application de R[X]×R[X] dans R[X] définie par (P,Q) 7→ PQ
est continue, il suffit de montrer, par les propriétés des topologies initiales, que pour tout
R ∈ R[X] et tout k ∈ Z, l’application f : R[X] × R[X] → R définie par f(P,Q) =
||PQ − R||k est continue en tout point (P0, Q0). Comme

∣∣ |PQ − R||k − |P0Q0 − R||k
∣∣ ≤

|P (k)Q(k) − P0(k)Q0(k)|, ceci découle de la continuité de l’application d’évaluation en k
et du produit dans R.

Si Q ∈ R[X] prend des valeurs entières sur Z, alors l’application de R[X] dans R[X]
définie par P 7→ P ◦ Q est continue, car pour tout k ∈ Z, l’application d’évaluation en
Q(k) ∈ Z est continue.

Réciproquement, si Q ∈ R[X] et k0 ∈ Z sont tels que Q(k0) n’appartienne pas à Z,
alors en notant Pn le polynôme d’interpolation de Lagrange de degré 2n + 1 valant 0 en
tout point de Z∩ [−n,+n] et 1 en Q(k0), alors (Pn)n∈N tend vers 0 pour T1 (car, pour tout
k ∈ Z, Pn(k) vaut 0 si n est assez grand, donc converge vers 0). Mais la suite (Pn ◦Q)n∈N

ne converge pas vers 0◦Q = 0, car Pn ◦Q(k0) = 1 pour tout n. Donc l’application de R[X]
dans R[X] définie par P 7→ P ◦Q n’est pas continue.

(2) a) Soit Pn = Xn. Pour tout i ∈ N, si n est assez grand (n > i), alors ai(P ) = 0.
Donc par les propriétés de la topologie produit, la suite (Pn)n∈N converge vers le polynôme

301



nul pour la topologie T2. Mais Pn(1) = 1 ne converge pas vers 0 quand n tend vers l’infini,
donc par continuité de l’évaluation en 1 pour la topologie T1, la suite (Pn)n∈N ne converge
pas vers le polynôme nul pour la topologie T1.

b) Soit Pn =
∏n
i=−n(X − i). Pour tout k ∈ Z, si n est assez grand (n > |k|), alors

||Pn||k = |Pn(k)| = 0. Donc par définition de la topologie T1, la suite (Pn)n∈N converge
vers le polynôme nul pour T1. Mais a1(Pn) = (−1)n(n!)2 ne converge pas vers 0 quand n
tend vers l’infini, donc par continuité des projections pour la topologie produit, la suite
(Pn)n∈N ne converge pas vers le polynôme nul pour la topologie T2.

c) Si A est l’ensemble des P ∈ R[X] tels que |ai(P )| ≤ i pour tout i ∈ N, alors Φ(A) est
contenu dans

∏
i∈N[−i, i]. Comme

∏
i∈N[−i, i] est compact par le théorème de Tychonov,

donc fermé car RN est séparé, l’adhérence de Φ(A) est contenue dans
∏
i∈N[−i, i]. Comme

tout fermé d’un compat est compact, le résultat s’en déduit.
[En fait, on peut montrer, même si c’est inutile, que Φ(A) =

∏
i∈N[−i, i]. En effet,

pour tout (ai)i∈N dans RN, l’image par l’application Φ de la suite de polynômes (Pn =∑n
i=0 aiX

i)n∈N converge vers (ai)i∈N, car pour tout i ∈ N, si n est assez grand (n ≥ i),
alors ai(P ) = ai. Ceci montre aussi que l’image de Φ est dense.]

d) Comme les coefficients de PQ et de P ◦Q sont des polynômes en les coefficients de
P et de Q, et par les propriétés des topologies produits, les applications de multiplication
et de composition de deux polynômes sont continues pour T2.

Schème E.96 (1) Soit F un sous-groupe fermé de RN . Soit F1 un sous-espace vectoriel
de RN , contenu dans F , de dimension maximale (éventuellement nulle). En particulier,
F1 est isomorphe (en tant que groupe topologique additif) à Rq, pour un q ∈ N. Soit F2

l’intersection de F et de l’orthogonal de F1 (pour le produit scalaire usuel sur RN ). Alors
F2 est un sous-groupe de F , et F est isomorphe (en tant que groupe topologique) au groupe
produit F1 × F2, par l’application, où π : RN → F1 est la projection orthogonale (qui est
linéaire), définie par x 7→ (π(x), x − π(x)).

Montrons que F2 est discret. Sinon, il existe une suite (xn)n∈N dans F2 tendant vers 0.
Quitte à extraire,

(
xn/||xn||

)
n∈N

converge vers un vecteur v non nul, et la droite vectorielle
D passant par v est contenue dans l’adhérence de F (chacun des points de D étant limite
de multiples entiers de xn). Donc F1 +D serait un sous-espace vectoriel de RN , contenu
dans F , de dimension strictement supérieure à celle de F1, contradiction.

Montrons que le groupe F2 est isomorphe à Zp avec p ∈ N ∩ [0, N − q], ce qui conclut.
Si F = F1, le résultat est clair. Si F 6= F1, soit e1 un élément non nul de norme minimale
dans F2 (qui existe, car l’intersection d’un compact de Rn et d’une partie discrète de Rn

est finie). Construisons par récurrence sur i ∈ N − {0}, tant que c’est possible, un vecteur
ei, tel que e1, . . . , ei soient linéairement indépendants et que Ze1 + · · · + Zei soit contenu
dans F2 (donc en particulier i est au plus la dimension de l’orthogonal de F1, c’est-à-dire
N − q). Supposons e1, . . . , ei construits. Soit Vi le sous-espace vectoriel de RN engendré
par e1, . . . , ei.

Si F2 n’est pas contenu dans Vi, soit ei+1 un élément de F2, n’appartenant pas à Vi, tel
que

||ei+1|| = min
x∈F2−Vi

min
v∈Vi

||x+ v|| .

Ceci existe, car l’application f : x 7→ d(v, Vi) = minv∈Vi
||x− v|| est continue, strictement

positive en dehors de Vi qui est fermé, et sa borne inférieure sur F2−Vi est à chercher dans
une partie finie de F2 − Vi, par discrétude de F2 et par invariance par Ze1 + · · · + Zei de
F2 − Vi. Alors ei+1 convient.
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Si F2 est contenu dans Vi, montrons que F2 = Ze1 + · · · + Zei, ce qui termine la
récurrence, et montre le résultat. Sinon, soit x ∈ F2 tel que x /∈ Ze1 + · · · + Zei. Alors,
quitte à enlever à x un élément de Ze1 + · · · + Zei, il existe λ1, . . . , λi ∈ R tels que
x = λ1e1 + · · · + λkek et λk 6= 0, |λk| ≤ 1

2 . Mais alors x ∈ F2 − Vk−1 (en posant par
convention V0 = {0}), et minv∈Vk−1

||x+v|| ≤ ||λkek|| < ||ek||, ce qui contredit la propriété
de minimalité de ek.

(2) Notons que δ est bien définie, car pour ǫ > 1, Vǫ(Bǫ) = RN (et en particulier
δ ≤ 1). L’application δ : X×X → R est clairement positive ou nulle, nulle sur la diagonale
et symétrique. Elle s’annule seulement sur la diagonale : si δ(F,F ′) = 0, alors pour tout
x ∈ F , pour tout ǫ > 0 suffisamment petit, d(x, F ′) ≤ ǫ, donc x ∈ F ′ puisque F ′ est fermé,
et F ⊂ F ′ ; d’où, par symétrie, si δ(F,F ′) = 0, alors F = F ′.

Soient A,B des parties de RN et ǫ, η > 0 ; remarquons que

Vǫ(A) = {x ∈ RN : ∃ y ∈ A, d(x, y) < ǫ} ,

donc Vǫ(Vη(A)) ⊂ Vǫ+η(A), par inégalité triangulaire dans RN [si x ∈ Vǫ(Vη(A)), alors
il existe y ∈ Vη(A) tel que d(x, y) < ǫ, donc il existe z ∈ A tel que d(y, z) < ǫ, d’où
d(x, z) < ǫ+η et x ∈ Vǫ+η(A)] ; de plus, si ǫ ≤ η etA ⊂ A′, alors Bǫ ⊂ Bη et Vǫ(A) ⊂ Vη(B) ;
enfin, Vǫ(A ∪B) = Vǫ(A) ∪ Vǫ(B).

Montrons que δ vérifie l’inégalité triangulaire. Soient F,F ′, F ′′ ∈ X et ǫ, η > 0 tels que
F ⊂ Vǫ(F

′ ∪Bǫ), F ′ ⊂ Vǫ(F ∪Bǫ), F ′ ⊂ Vη(F
′′ ∪Bη) et F ′′ ⊂ Vη(F

′ ∪Bη). Donc

F ⊂ Vǫ(F
′ ∪Bǫ) = Vǫ(F

′) ∪ Vǫ(Bǫ) ⊂ Vǫ(Vη(F
′′ ∪Bη) ∪ Vǫ(Bǫ)

⊂ Vǫ+η(F
′′) ∪ Vǫ+η(Bη) ∪ Vǫ(Bǫ) ⊂ Vǫ+η(F

′′ ∪Bǫ+η) .

De manière symétrique, F ′′ ⊂ Vǫ+η(F ∪Bǫ+η). Donc δ(F,F ′′) ≤ ǫ+η. En prenant la borne
inférieure sur tous les tels ǫ et η, nous avons donc bien

δ(F,F ′′) ≤ δ(F,F ′) + δ(F ′, F ′′) .

(3) Supposons tout d’abord que (Fi)i∈N converge vers F pour la distance δ.
a) Soit x ∈ F . Par définition de la distance δ, pour tout p ∈ N, il existe Np ∈ N tel

que pour tout i ≥ Np, il existe xi,p ∈ Fi tel que d(x, xi,p) < 1
p+1 . Nous pouvons supposer

que la suite (Np)p∈N est strictement croissante, et nous posons alors xi = 0 si i < N0, et
xi = xi,p si Np ≤ i < Np+1. Alors clairement xi ∈ Fi et xi →i→+∞ x.

b) Soit (ik)k∈N une suite strictement croissante dans N, soit xik un élément de Fik pour
tout k ∈ N. Supposons que xik converge vers un élément x de RN quand k → +∞. En
particulier, la suite (xik)k∈N reste bornée, donc pour tout ǫ > 0, pour k assez grand, il
existe par définition de δ un point xk,ǫ dans F tel que d(xik , xk,ǫ) ≤ ǫ. Donc x est limite
de points de F . Mais comme F est fermé, ceci implique que x ∈ F .

Maintenant, supposons que les assertions a) et b) soient vérifiées, et montrons que
(Fi)i∈N converge vers F pour la distance δ.

Fixons ǫ > 0. Puisque K = F ∩B(0, 1
ǫ ) est fermé dans un compact, donc est compact

et métrisable, il existe une suite finie (xj)1≤j≤m dans K telle que pour tout x dans K,
nous ayons d(x, xj) < ǫ

2 . Par l’assertion a), pour tout j ∈ N ∩ [1,m], il existe une suite
(xi,j)i∈N telle que xi,j ∈ Fi et xi,j →i→∞ xj . Par finitude de m, il existe N ′ ∈ N tel que
pour tout i ≥ N ′, pour tout j ∈ N ∩ [1,m], nous ayons d(xi,j , xj) ≤ ǫ

2 . Donc par inégalité
triangulaire, K ⊂ Vǫ(Fi), et donc, pour tout i ≥ N , nous avons F ⊂ Vǫ(Fi ∪Bǫ).
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Montrons par l’absurde qu’il existe aussi N ′′ ∈ N tel que pour tout i ≥ N ′′, nous avons
Fi ⊂ Vǫ(F ∪Bǫ), ce qui conclut. Sinon, pour tout n ∈ N, il existe in ≥ n et xin ∈ Fin tel que
xin /∈ Vǫ(F ∪ Bǫ). Nous pouvons supposer que la suite (in)n∈N est strictement croissante.
En particulier, la suite (xin)n∈N reste dans le compact B(0, 1

ǫ ), donc converge quitte à
extraire vers x ∈ RN . Mais d(xin , F ) ≥ ǫ, et donc par passage à la limite, d(x, F ) ≥ ǫ > 0,
et x n’appartient pas à F , ce qui contredit l’assertion b).

(4) Puisque tout est métrisable, nous pouvons utiliser des suites pour montrer la conti-
nuité. Soit donc (gi, Fi) une suite convergeant vers (g, F ) dans G×X. Montrons que giFi
converge vers gF en utilisant la question 3).

Pour tout y ∈ gF , posons x = g−1y ∈ F . Alors puisque Fi converge vers F et par a),
il existe xi dans Fi convergeant vers x. Posons yi = gixi ∈ giFi. Alors par continuité de
l’action de GLN (R) sur RN , nous avons yi = gixi → gx = y, ce qui montre a).

Soit yik un élément de gikFik pour tout k ∈ N, convergeant vers y ∈ RN . Posons
xik = g−1

ik
yik ∈ Fik , qui converge vers x = g−1y par continuité de l’inverse et de l’action

de GLN (R) sur RN . Puisque Fi converge vers F et par b), nous avons x ∈ F , et donc
y = gx ∈ gF , ce qui montre b).

(5) Si N = 2, le groupe SO(2), compact, homéomorphe à un cercle, agit transitivement
sur le sous-espace Z de X formé des sous-groupes isomorphes à R, car ce sont les droites
vectorielles de R2. Le noyau de l’action est {±Id}. L’application orbitale SO(2) → Z définie
par g 7→ g(R × {0}), continue, surjective, induit par passage au quotient une application
SO(2)/{±Id}, continue, bijective, de source compacte (car {±Id} est un sous-groupe fermé
de SO(2), donc SO(2)/{±Id} est séparé et image d’un compact par une application conti-
nue) et de but séparé, donc est un homéomorphisme. De plus, l’application de R dans
SO(2) qui à θ ∈ R associe la rotation d’angle θ, induit un homéomorphisme de R/πZ dans
SO(2)/{±Id}. Donc Z est homéomorphe à un cercle.

(6) Rappelons que par le théorème de Bolzano-Weierstrass, pour tout ǫ > 0, tout espace
métrique compact X admet une partie A finie ǫ-dense (i.e. telle que tout point de X soit
à distance au plus ǫ d’un point de A). Comme X est un espace métrique, montrons que de
toute suite (Fi)i∈N dans X, on peut extraire une sous-suite convergente.

Nous pouvons supposer que Fi est non nul, donc infini, pour tout i. Pour tous i, k ∈ N,
soit Ki,k une partie finie 1

k+1 -dense de Fi ∩ B(0, k). Nous pouvons supposer que Ki,k ⊂
Ki,k+1. Numérotons (xi,j)j∈N les éléments de

⋃
k∈NKi,k, de manière à ce que les éléments de

Ki,k+1 −Ki,k soient de numéro supérieurs à ceux de Ki,k. Ainsi, pour tout j ∈ N, la suite
(xi,j)i∈N reste dans un compact de RN , donc converge quitte à extraire. Par extraction
diagonale, nous pouvons supposer que pour tout j ∈ N, la suite (xi,j)i∈N converge vers
xj ∈ RN . Notons F l’adhérence de {xj : j ∈ N}. Alors F est un fermé de RN . De plus,
pour tout y ∈ F , il existe yi ∈ Fi tel que yi converge vers y. Et si yin ∈ Fin converge vers
y, alors les yin restent dans un compact, donc sont proches d’éléments xin,j avec j borné,
donc y appartient à F (qui est fermé). Enfin, si y, z ∈ F , alors soient yi, zi ∈ Fi tels que yi
converge vers y et zi converge vers z. Alors yi−zi ∈ Fi converge vers y−z, donc y−z ∈ F ,
et F est un sous-groupe. Par 3), la suite (Fi)i∈N converge donc vers F dans X.

(7) Soit Y l’ensemble des sous-groupes fermés de RN isomorphes à ZN . La preuve de
(1) montre de plus qu’un élément de Y est discret, et engendré (comme groupe abélien)
par des vecteurs (e1, . . . , eN ) linéairement indépendants. Considérons l’application orbitale
Θ̃ : G → Y définie par g 7→ g(ZN ). Cette application est continue, surjective par ce qui
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précède, et passe au quotient en une application continue Θ : G/GLN (Z) → X qui est
bijective, car le stabilisateur de ZN sous l’action de G est exactement GLN (Z). Si F est un
élément de Y , engendré (comme groupe abélien) par des vecteurs (e1, . . . , eN ) linéairement
indépendants, et si F ′ ∈ Y est suffisamment proche de F pour la distance δ, alors en prenant
des vecteurs e′1, . . . , e

′
N de F ′ proches de e1, . . . , eN , la suite (e′1, . . . , e

′
N ) sera linéairement

indépendante, et engendre F ′, ce qui montre que Y est ouvert. La matrice de passage de la
base vectorielle (e1, . . . , eN ) à la base vectorielle (e′1, . . . , e

′
N ) est donc proche de l’identité.

Donc par continuité de la projection canonique G→ G/GLN (Z), cela montre la continuité
de la réciproque de Θ.

Schème E.99 (1) Pour tout α dans A , l’application x 7→ ||fα(x)|| est continue, comme
composée des applications continues fα et y 7→ ||y||. Comme toute borne supérieure de
fonctions (semi-)continues inférieurement est semi-continue inférieurement, le résultat en
découle.

(2) Supposons par l’absurde que l’intérieur de Fn soit non vide. Soient x0 ∈ E et ǫ > 0
tels que B(x0, 2ǫ) ⊂ Fn. Alors tout α dans A , pour tout x dans E tel que ||x|| = 1, par
inégalité triangulaire et puisque x0 et x0 + ǫx appartiennent à B(x0, 2ǫ), nous avons

||fα(x)|| =
1

ǫ
||fα(ǫx+ x0 − x0)|| ≤

1

ǫ

(
||fα(x0 + ǫx)|| + ||fα(x0)||

)
≤ 2n

ǫ
.

Donc supα∈A ||fα|| ≤ 2n
ǫ < +∞, ce qui contredit l’hypothèse.

(3) Le sous-espace Fn = {x ∈ E : g(x) ≤ n} est fermé, car g est semi-continue
inférieurement (voir la proposition 5.27). Donc cFn est un ouvert dense de l’espace métrique
complet E. Par le théorème 5.45 de Baire, G =

⋂
n∈N

cFn est donc dense.
[Voici une autre méthode pour montrer directement le résultat final. Par l’absurde,

supposons qu’il existe x0 dans E − G. Cet ensemble étant ouvert, il existe ǫ > 0 tel que
B(x0, 2ǫ) ⊂ E − G. En particulier, λy = supα∈A ||fα(y)|| < +∞, pour tout y dans
B(X0, 2ǫ). Pour tout x non nul dans E, pour tout α ∈ A , nous avons

sup
α∈A

||fα(x)|| = sup
α∈A

||x||
ǫ

||fα(x0 +
ǫ

||x||x) − fα(x0)|| ≤
||x||
ǫ

(λx0+ ǫ
||x||

x + λx0) < +∞

Le théorème 6.25 de Banach-Steinhaus, qui dit qu’alors supα∈A ||fα|| < +∞, contredit
l’hypothèse centrale de l’énoncé.]

Schème E.100 Le but de cet exercice est de montrer, dans un exemple très simple, que
la somme directe de deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace vectoriel topologique
n’est pas forcément fermée.

(1) Commençons par une remarque générale (qui implique que A et B existent bien).

Lemme 8.1 Si E est un espace vectoriel topologique, et A une partie de E, alors il existe
un (et un seul) plus petit (pour l’inclusion) sous-espace vectoriel fermé contenant A. C’est
l’intersection de tous les sous-espaces vectoriels fermés contenant A, ainsi que l’adhérence
du sous-espace-vectoriel engendré par A.

Preuve. L’ensemble des sous-espaces vectoriels fermés contenant A est clairement stable
par intersection (quelconque). Donc son intersection est l’unique plus petit sous-espace
vectoriel fermé contenant A. Celui-ci contient bien sur l’adhérence du sous-espace-vectoriel
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engendré par A. Nous avons vu que l’adhérence d’un sous-espace vectoriel est un sous-
espace vectoriel (fermé). Le résultat en découle. �

Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est complet, donc un espace de
Hilbert, et (an)n∈N (respectivement (bn/||bn||)n∈N) est une suite orthonormée, dont l’espace
vectoriel engendré est dense dans A (respectivement B), donc est une base hilbertienne de
A (respectivement B).

Si (αi)i∈N et (βi)i∈N sont deux suites de carré sommable telles que
∑

i∈N αi ai =∑
i∈N βi bi/||bi||, alors

∑

i∈N

(αi −
(
1 +

1

(i+ 1)2
)−1/2

βi) e2i −
∑

i∈N

(
1 + (i+ 1)2

)−1/2
βi e2i+1 = 0 .

Comme (en)n∈N est une base hilbertienne de E, et par sommabilité des carrés de la suite

de n-ème terme
(
1 + (n+1

2 )2
)−1/2

βn−1
2

si n est impair, et αn
2
−
(
1 + 1

(n
2
+1)2

)−1/2
βn

2
si n est

pair, il en découle (par unicité de l’écriture en base hilbertienne) que βi = 0 pour tout i,
et donc que αi = 0 pour tout i. Donc A ∩B = {0}.

(2) Posons f : (x, y) 7→ x+y et xn = (−an, bn) ∈ A×B (muni par exemple de la norme
produit du maximum). Alors ||xn|| ≥ 1 et ||f(xn)|| = 1

n converge vers 0 quand n tend vers
+∞. Donc la bijection réciproque de f : A×B → A+B n’est pas continue.

(3) L’espace vectoriel engendré par la réunion des bases hilbertiennes de A et B ci-
dessus est égal à l’espace vectoriel engendré par la base hilbertienne (en)n∈N, donc est
dense dans E. Si A + B est fermé, alors il est complet, donc l’application (x, y) 7→ x + y
de A×B dans A+B est une application linéaire bijective continue, entre deux espaces de
Banach, donc est un homéomorphisme par le théorème de Banach (voir le corollaire 6.27),
ce qui contredit (2). On peut aussi trouver explicitement un élément de A×B −A× B :
l’élement ∑

n∈N

bn − an =
∑

n∈N

1

n+ 1
e2n+1

de E existe, car ( 1
n+1)n∈N est de carré sommable, mais il n’appartient pas à A + B. En

effet, supposons que (αi)i∈N et (βi)i∈N soient deux suites de carré sommable telles que

∑

i∈N

αi ai +
∑

i∈N

βi bi/||bi|| =
∑

n∈N

1

n+ 1
e2n+1 .

Comme (en)n∈N est une base hilbertienne, par unicité de l’écriture en base hilbertienne,
on devrait avoir alors αi = βi

||bi|| et βi

(n+1)||bi|| =
1

n+1 pour tout i, donc en particulier αi = 1

pour tout i, ce qui contredit le fait que (αi)i∈N est de carré sommable.

Schème E.101 (1) La série
∑

n∈N
1
n!u

n est normalement convergente, par les propriétés
de la norme d’opérateur, donc elle converge dans l’espace de Banach L (E). Si u et v

commutent, alors (u+v)n =
∑n

k=0

(n
k

)
ukvn−k par récurrence, donc le fait que exp(u+v) =

(exp u)(exp v) se démontre comme pour l’exponentielle réelle, en utilisant le théorème de
Fubini pour permuter les sommes.

(2) Notons f : R → E l’application t 7→ exp((t− t0)u) · x0, qui vérifie f(t0) = x0. Pour
montrer que f est solution, il s’agit de montrer que f est dérivable et que f ′(t) = u(f(t))
pour tout t dans R. L’application d’évaluation en x0 étant linéaire continue, par le théorème
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de dérivation des fonctions composées, il suffit de vérifier que si g : R → E est l’application
t 7→ exp(tu), alors g est dérivable et g′(t) = u ◦ g(t). Pour tout h ∈ ] − 1, 1[,

g(t+ h) =
(
exp(hu)

)(
exp(tu)

)
=
(
id +hu+ h2

+∞∑

n=2

hn−2

n!
un
)
◦ g(t) .

Or ||∑+∞
n=2

hn−2

n! un|| est borné uniformément en h par
∑+∞

n=2
1
n! ||u||n < +∞. Donc g(t +

h) = g(t) + h u ◦ g(t) + o(h), ce qui montre le résultat.
[On peut aussi utiliser, en en vérifiant toutes les hypothèses, le théorème 7.5 de déri-

vation terme à terme des séries.]
Comme le domaine de définition de f est R, la solution f est maximale.
(3) a) Soient λ ∈ Sp(u) et Q ∈ C[X] tels que P − P (λ) = (X − λ)Q. Alors P (u) −

P (λ) id = (u− λ id) ◦Q(u) = Q(u) ◦ (u− λ id). Comme u− λ id est non surjective ou non
injective, P (u) − P (λ) id l’est aussi, et donc P (λ) ∈ Sp(P (u)).

b) Par le théorème de d’Alembert, il existe n dans N et a, λ1, . . . , λn dans C tels que
P (X)−µ = a

∏n
k=1(X−λk), donc P (u)−µ id = a(u−λ1 id)◦ · · · ◦ (u−λn id). Si aucun λi

n’est dans Sp(u), alors P (u)−µ id est inversible, ce qui contredit le fait que µ ∈ Sp(P (u)).
Donc, par exemple, λ1 ∈ Sp(u), et P (λ1) − µ = 0. Nous avons montré que

P (Sp(u)) = Sp(P (u)) .

(4) Il est immédiat que toute puissance d’un opérateur autoadjoint est encore autoad-
joint, et que l’adjoint d’une combinaison linéaire d’opérateurs autoadjoints est la combi-
naison linéaire à coefficients conjugués de ces opérateurs (en particulier, toute combinaison
linéaire à coefficients réels d’opérateurs autoadjoints est encore autoadjoint). Le résultat
en découle.

(5) En utilisant, pour la seconde égalité, le fait que le rayon spectral d’un opérateur
autoadjoint est égal à sa norme ; pour la troisième égalité, l’assertion (1) ; pour la quatrième
égalité, l’assertion (3) ; et pour la dernière égalité, le fait que le spectre d’un opérateur
autoadjoint soit réel, nous avons

||P (u)||2 = ||P (u)P (u)∗|| = sup
λ∈Sp(P (u)P (u)∗)

|λ| = sup
λ∈Sp

(
(PP )(u)

) |λ| = sup
λ∈Sp(u)

|(P P )(λ)|

= sup
λ∈Sp(u)

|P (λ)|2 .

(6) Notons A l’algèbre des restrictions des polynômes complexes au compact Sp(u) de
C, qui sépare les points et est stable par passage à la partie réelle et à la partie complexe.
L’application de A dans L (E) définie par P 7→ P (u) est un morphisme d’algèbres, qui est
1-lipschitzien par la question (5). Par le théorème de Stone-Weiertrass, A est dense dans
C (Sp(u),C). Par le théorème de prolongement, puisque L (E) est complet, l’application
uniformément continue P 7→ P (u) s’étend de manière unique en un morphisme d’algèbres
continu Ψ : C (Sp(u),C) → L (E).

(7) Si λ /∈ f
(
Sp(u)

)
, alors l’application continue t 7→ f(t)−λ ne s’annule pas sur Sp(u),

donc son inverse g appartient à C (Sp(u),C). Comme g(t)(f(t) − λ) = (f(t) − λ)g(t) = 1
pour tout t ∈ Sp(u), et puisque Ψ est un morphisme d’algèbres, nous avons Ψ(g)◦ (Ψ(f)−
λ id) = (Ψ(f) − λ id) ◦ Ψ(g) = id, donc Ψ(f) − λ id est inversible, et λ /∈ Sp

(
Ψ(f)

)
. Le

résultat en découle, par contraposée.
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(8) Par continuité du produit scalaire, l’ensemble des opérateurs autoadjoints est fermé.
Par (1) et puisque f est limite uniforme de polynômes réels, Ψ(f) est autoadjoint.

Il découle du cours que si E est de dimension infinie, alors 0 est une valeur spectrale
de tout opérateur autoadjoint compact. Comme 0 n’est pas dans l’image de f , le résultat
découle donc de la question (7).

[Autre solution : Si Ψ(f) est compact, alors son spectre consiste, outre éventuellement
0, en une suite (infinie car E est de dimension infinie et Ψ(f) n’est pas l’opérateur nul)
(λi)i∈N d’éléments non nuls (ce sont en fait des valeurs propres de multiplicités finies, réelles
car Ψ(f) est autoadjoint, mais ceci n’est pas utile) convergeant vers 0. Par la question (7),
λi = f(µi), avec µi une valeur spectrale de u. Or λi tendant vers 0, ceci contredit le fait
que f(Sp(u)) est fermé (par compacité de Sp(u) et continuité de f) et ne contient pas 0.]

Schème E.110 Notons tout d’abord que le champ de vecteurs X est défini et de classe C∞

(car |z|2 = x2 +y2) sur R2, donc satisfait les hypothèses du théorème de Cauchy-Lipschitz.
(1) Si z est comme dans l’énoncé, l’application f : t 7→ eitz est définie sur R, dérivable,

vérifie f(0) = z, et sa dérivée vaut f ′(t) = ieitz = if(t) = X(f(t)) car cos(2nπ|f(t)|2) =
cos(2kπ) = 1. Par unicité locale dans le théorème de Cauchy-Lipschitz, nous avons donc
φt(z) = f(t) dès que ces applications sont définies en t, et par maximalité, φt(z) est défini,
et vérifie cette propriété, pour tout t ∈ R.

0

1

√
1
2

(2) Le champ de vecteurs X, étant continu sur R2, est en particulier borné sur un
voisinage d’adhérence compacte U de D. Montrons que toute courbe intégrale maximale
γ de X, de position initiale (au temps t = 0) dans D, reste dans D aussi longtemps
que définie. En effet, le cercle unité S1 de R2, qui est le bord de D, est l’image d’une
courbe intégrale par (1). Par le théorème des valeurs intermédiaires, si γ sortait de D, alors
γ devrait rencontrer S1 en au moins un point. Mais par unicité des solutions maximales
d’une équation différentielle autonome, deux courbes intégrales maximales, dont les images
se rencontrent en un point, diffèrent par translation du temps. Donc l’image de γ devrait
être contenue dans S1, et la position initiale de γ ne pourrait pas être dans D.
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Toute valeur d’adhérence du graphe d’une courbe intégrale de position initiale dans D
est donc contenue dans D, donc dans U . Par le théorème d’explosion en temps fini des
solutions maximales d’une équation différentielle, ceci implique que toute courbe intégrale
de position initiale dans D est définie sur R, ce qui montre le résultat.

(3) Pour k = 0, . . . , n−1, notons Ck la couronne ouverte {z ∈ C :
√

k
n < |z| <

√
k+1
n },

et Ck son adhérence. Comme les deux cercles du bord de Ck sont des images de courbes
intégrales de X par la question (1), par le même raisonnement que pour la question (2),
toute courbe intégrale de X de position initiale z dans Ck reste dans Ck, donc toute valeur
d’adhérence de φt(z) en ±∞ appartient au compact Ck.

Pour tout r ∈ ]
√

k
n ,
√

k+1
n [ , si |z| = r, alors l’angle

orienté θr entre iz et X(z) ne dépend que de r et vaut
1
2

(
1 − cos(2nπr2)

)
∈ ]0, 1] ⊂ ]0, π2 [.

0

z

iz

X(z)

θr

On a
d

dt
|φt(z)|2 = 2Re

(
ϕt(z)X(ϕt(z))

)
= 2cos

(π
2

+ θ|φt(z)|
)
< 0 .

Donc si z ∈ Ck, alors l’application t 7→ |φt(z)| est strictement décroissante. Elle est bornée

inférieurement par
√

k
n , et supérieurement par

√
k+1
n . Donc |φt(z)| converge vers une limite

ℓ± ∈ [
√

k
n ,
√

k+1
n ] quand t tend vers ±∞. Comme θr 6= 0 si r ∈ ]

√
k
n ,
√

k+1
n [, nous avons

nécessairement ℓ− =
√

k+1
n et ℓ+ =

√
k
n .

0

√
k+1

n

√
k
n

Par continuité et la propriété de flot, si w est une valeur d’adhérence de φt(z) quand
t tend vers ±∞, alors φs(w) est aussi une valeur d’adhérence pour tout s dans R. Donc
l’ensemble des valeurs d’adhérence de φt(z) quand t tend vers +∞ (respectivement −∞)

est le cercle de centre 0 et de rayon
√

k
n , réduit à un point si k = 0, (respectivement

√
k+1
n ). Les courbes intégrales dans la couronne Ck spiralent donc entre ces deux cercles,

en s’en rapprochant à l’infini. En particulier, quand le temps converge vers +∞, toute
courbe intégrale de position initiale dans C0 converge vers 0.
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(4) Le fait que R soit une relation d’équivalence découle, en utilisant le fait que le
champ de vecteurs X soit complet dans D, des propriétés de flot : la propriété φ0 = id
implique la réflexivité, (φt)

−1 = φ−t implique la symétrie, et φs ◦ φt = φs+t implique la
transitivité de R.

[Une autre manière de dire cela est que, par les propriétés du flot d’un champ de
vecteurs complet, l’application de R × D dans D, définie par (t, z) 7→ φt(z), est une action
du groupe R sur D ; puisque R est la relation « être dans la même orbite » pour cette
action, R est une relation d’équivalence.]

Notons p : D → D/R la projection canonique. Remarquons que la courbe intégrale
d’image {0} et celle de position initiale 1

2
√
n

sont d’images disjointes, donc les images par p

de ces trajectoires sont des points u et v distincts de D/R. Comme φt( 1
2
√
n
) converge vers

0 quand t tend vers +∞, et par continuité de p, v = p
(
φt(

1
2
√
n
)
)

converge vers p(0) = u.

Donc u ∈ {v}, et D/R n’est pas séparé.
[Une autre manière de raisonner est de dire, par cet argument de convergence, que R

n’est pas fermé dans D × D, donc D/R ne peut être séparé.]

Schème E.112 (1) La forme linéaire ℓ : F + Rv → R définie par y 7→ λ, où λ est l’unique
réel tel qu’il existe x ∈ F avec y = x + λv, est continue. C’est immédiat si E est de
dimension finie. Mais si l’on suppose seulement que F est fermé, alors soit d = d(v, F ), qui
est strictement positif, car F est fermé, et v /∈ F . Pour tout λ ∈ R∗, pour tout x ∈ F , nous
avons −x

λ ∈ F , donc

||v +
x

λ
|| ≥ d(v, F ) = d ,

et donc |λ| ≤ 1
d ||λv + x||. Par conséquent, la forme linéaire ℓ est continue, de norme au

plus 1
d .

Par le théorème de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire continue sur E prolongeant
ℓ. Son noyau H, qui est un hyperplan fermé de E ne contenant pas Rv, donc suppplémen-
taire à Rv, contient alors ℓ−1(0) = F . L’application (λ, x) 7→ λv + x de R ×H dans E est
continue, car E est un espace vectoriel topologique, et bijective, d’application réciproque
z 7→ (ℓ(y), y − ℓ(y)v), qui est continue.

(2) (i) Puisque f : V → E est C∞, l’application y 7→ dfy de V dans l’espace de Banach
L (F,E) est C∞. L’inverse est une application C∞ de L (F,E) dans L (E,F ). Comme la
fonction d’évaluation d’une application linéaire en un point est une application bilinéaire
continue, donc C∞, le fait que f∗X soit de classe C∞ découle du théorème de dérivation
des applications composées.

(ii) Pour tout z dans W , si y = g(z), nous avons

(f ◦ g)∗X(z) = (d(f ◦ g)z)−1
(
X
(
f ◦ g(z)

))
= (dgz)

−1 ◦ (dfy)
−1
(
X
(
f(y)

))

= (dgz)
−1
(
f∗X

(
g(z)

))
= g∗(f∗X)(z) .

(iii) L’application v : t 7→ f ◦ ϕtf∗X(y) est bien définie sur l’intervalle ouvert conte-
nant 0, qui est le domaine maximal de définition de la solution de l’équation différentielle
z′ = f∗X(z) valant y en t = 0. De plus, par le théorème de dérivation des applications
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composées,

v′(t) = dfϕt
f∗X

(y)

( d
dt
ϕtf∗X(y)

)
= dfϕt

f∗X
(y)

(
f∗X

(
ϕtf∗X(y)

))
= X

(
f
(
ϕtf∗X(y)

))

= X
(
v(t)

)
.

On montre que v est même la solution maximale de l’équation différentielle z′ = X(z)
valant f(y) à l’instant t = 0, en utilisant le fait que f soit un difféomorphisme local
(par le théorème d’inversion locale), et la formule f∗(g∗X) = X, si g = f−1, étant vraie
localement, par (ii).

(3) (i) Soient H un hyperplan fermé supplémentaire à RX(a), et ℓ une forme linéaire
continue sur E de noyau H telle que ℓ(X(a)) = 1 (qui existent par la question (I)). Notons
f : (R ×H) → E l’application (λ, x) 7→ λX(a) + x + a, qui est un C∞-difféomorphisme,
car son inverse est z 7→ (ℓ(z − a), z − ℓ(z − a)X(a)) dont les composantes sont affines,
donc C∞. Notons que f(0, 0) = a et que (df(0,0))

−1 = d(f−1)f(0,0) est l’application linéaire
z 7→ (ℓ(z), z − ℓ(z)X(a)) Nous avons donc

f∗X(0, 0) = (df(0,0))
−1
(
X
(
f(0, 0)

))
=
(
ℓ(X(a)),X(a) − ℓ(X(a))X(a)

)
= (1, 0) .

(ii) Notons que Φ1(t, x) = ϕtY (0, x) est bien défini, et de classe C∞ (car C∞ en chaque
variable) si |t| et ||x || sont suffisamment petits. De plus,

∂1(Φ1)(0,0) =
d

dt |t=0
ϕtY (0, 0) = Y (0, 0) = (1, 0) ,

et, puisque ϕ0
Y (0, x) = (0, x),

∀h ∈ H, ∂2(Φ1)(0,0)(h) = (0, h) .

Donc d(Φ1)(0,0) est l’identité de R × H. Par le théorème d’inversion locale, il existe des
voisinages ouverts W1,W

′
1 de (0, 0) dans R × H tels que Φ1 : W1 → W ′1 soit un C∞-

difféomorphisme. De plus,

d(Φ1)(t,x)(1, 0) = ∂1(Φ1)(t,x) =
d

dt
ϕtY (0, x) = Y (ϕtY (0, x)) = Y (Φ1(t, x)) ,

ce qui montre le résultat, en appliquant l’inverse de d(Φ1)(t,x) aux deux membres de cette
équation.
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a
X(a)

ψ

φ

boîte à flot

section transverse

R

R

H

H

(1, 0)

(1, 0)
0

0

(iii) Par l’assertion (ii) précédente, considérons un intervalle ouvert I ′2 contenant 0,
une boule ouverte W2 de centre 0 dans H , un voisinage ouvert W ′2 de 0 dans E, et
φ : W ′2 → I ′2 ×W2 un C∞-difféomorphisme tel que φ(a) = (0, 0) et

(
φ−1

)∗
X = Z ,

où Z : (W ′2 × I ′2) → (R ×H) est l’application constante valant (1, 0). L’application φ ◦ S :
W → R × H est de classe C∞, c’est une immersion en 0 telle que φ ◦ S(0) = (0, 0) et
l’image de d(φ ◦S)0 ne contienne pas R×{0}. Notons π1 : R×H → R et π2 : R×H → H
les projections sur le premier et le second facteur, qui sont linéaires continues, donc C∞.
L’application π2◦φ◦S : W → H est donc, par composition, une application C∞ d’un ouvert
de H dans H, qui est une immersion en 0 (car le noyau de π2 est R×{0}, qui ne rencontre
l’image de d(φ ◦ S)0 qu’en (0, 0)), d’image de 0 égale à 0. Puisque H est de dimension
finie, l’application linéaire injective d(π2 ◦ φ ◦ S)0 : H → H est une bijection. Donc par
le théorème d’inversion locale, quitte à restreindre W et W2 (et donc W ′2), l’application
π2 ◦ φ ◦ S : W →W2 est un C∞-difféomorphisme. Posons

f = (π1 ◦ φ ◦ S) ◦ (π2 ◦ φ ◦ S)−1 : W2 → R

qui est de classe C∞, et ψ : (I ′2 ×W2) → (R ×W2) l’application définie par

(t, x) 7→ (t− f(x), x) .

Alors, quitte à réduire I ′2 et W2 (et donc W,W ′2), il existe un intervalle ouvert I2 contenant
0 tel que l’application ψ : (I ′2 ×W2) → (I2 ×W2) soit un C∞-difféomorphisme, d’inverse
(t, x) 7→ (t+ f(x), x). De plus, par construction, ψ envoie φ ◦ S(W ) sur {0} ×W2.

Remarquons que
(
ψ−1

)∗
Z = Z, car si y = ψ(x), alors

(
ψ−1

)∗
Z(y) =

(
d(ψ−1)y

)−1(
Z(ψ−1(y))

)
= dψx(1, 0) = ∂1Ψx = (1, 0) ,

puisque ψ(t, 0) = (t, 0). En posant Φ2 = ψ ◦ φ, le résultat découle alors de (1) (ii).

(4) (i) Pour tout h dans E, nous avons

dLa(h) = lim
t→0, t>0

L(a+ th) − L(a)

t
≥ 0 ,
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par passage à la limite des inégalités. Comme −dLa(h) = dLa(−h) ≥ 0, on en déduit que
dLa(h) = 0.

(ii) La partie Vs est un fermé (comme intersection de fermés) borné dans un espace
vectoriel réel normé de dimension finie, donc est compact. Par continuité de L et puisque
L(a) < s, la partie Vs, contenant l’ouvert B(a, r) ∩ L−1(] − ∞, s[) contenant a, est un
voisinage de a. Pour tout ǫ ∈ ]0, r], l’application continue L, restreinte au compact B −
B(a, ǫ), atteint son minimum mǫ, qui en particulier est strictement supérieur à L(a). Si
s ∈ ]L(a),mǫ[, alors Vs ⊂ B(a, ǫ). Donc tout voisinage de a contient un Vs.

(iii) Par continuité de L en restriction au compact S(a, r), nous avons

m = min
x∈S(a,r)

> L(a) .

Soient s ∈ ]L(a),m[ et x dans Vs. L’application t 7→ L◦ϕt(x) (définie sur l’intervalle maxi-
mal I = ]δ−, δ+[ contenant 0 tel que L ◦ϕt(x) existe) est décroissante, car, par le théorème
de dérivation des fonctions composées, sa dérivée à l’instant t est dLϕt(x)

(
X(ϕt(x))

)
, qui

est négatif ou nul par hypothèse. Donc pour tout t ∈ ]0, δ+[ , nous avons L ◦ ϕt(x) ≤
L ◦ϕ0(x) = L(x) < s. En particulier, ϕt(x) appartient au compact Vs, sur laquelle l’appli-
cation X est bornée et de différentielle bornée. De plus, Vs est un fermé contenu dans le
domaine de définition de L et de l’équation différentielle z′ = X(z). Par la propriété d’ex-
plosion des solutions maximales d’une équation différentielle, nous avons donc δ+ = +∞
et ϕt(x) ∈ Vs pour tout t ≥ 0.

(iv) Soient s ∈ ]L(a),m[ et x dans Vs. Par (iii), l’application t 7→ L(ϕt(x)) est une
application décroissante de ]0,+∞[ dans R, minorée par L(a), donc est convergente vers
ℓ ∈ R quand t tend vers +∞.

Montrons par l’absurde que la seule valeur d’adhérence de t 7→ ϕt(x) quand t tend
vers +∞ est a. Par compacité de Vs, dans lequel reste la courbe t 7→ ϕt(x) par (iii), ceci
concluera. Supposons donc qu’il existe y 6= a dans Vs et (tn)n∈N une suite de réels positifs
tendant vers +∞ telle que la suite

(
ϕtn(x)

)
n∈N

converge vers y. En particulier, L(y) = ℓ.
Pour tout τ > 0, on a L(ϕτ (y)) < L(y), donc par continuité, ℓ = limk→+∞L(ϕτ+tk (x)) <
L(y) = ℓ, contradiction.
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Index

à base dénombrable, 281
action, 92

à gauche, 92
libre, 178
transitive, 177, 282

adhérence, 30
adjoint, 179, 219
Alexandrov, 131
algèbre

de Banach, 181
normée, 181
topologique, 81

C∗-algèbre, 220
algèbre stellaire, 220
anneau topologique, 77
anneaux hawaïens, 281
annulation à l’infini, 182
application

à décroissance rapide, 19
à variables séparées, 170
analytique, 247

complexe, 247
réelle, 176, 247

anti-linéaire, 199
bornée, 15
canonique, 61
concave, 191
continue, 34

en un point, 33
contractante, 117
convexe, 190
de classe C0, 244
de classe C∞, 244
de classe Cω, 247
de classe Ck, 244
de Lyapounov, 276

stricte, 276
essentiellement

égales, 181
finie, 181

étale, 275
fermée, 36
höldérienne, 152, 286
isométrique, 12, 201
linéaire bornée, 87
lipschitzienne, 152
lisse, 19, 26
ouverte, 36
périodique, 153
partielle, 239

propre, 131
résolvante, 258
sesquilinéaire, 199
sous-additive, 151
uniformément continue, 149

arbre binaire, 135
archimédien, 9
asymptotiquement

équivalent, 108
dominée, 107
négligeable, 107

auto-adjoint, 221
autonome, 272

base d’ouverts, 25
base hilbertienne, 211
bidual topologique, 179
bijection

canonique, 177
Bn, 280
boîte à flot, 275
borné, 15
borne

inférieure, 7
supérieure, 7

boule
fermée, 13
ouverte, 13, 17
unité, 280

bouquets de cercles, 281

C (X,Y ), 138
Cantor, 58
cardinal, 28
champ de vecteurs, 273

complet, 274
image réciproque, 275

chemin, 39
concaténé, 21, 52

cocycle, 258
coefficients

d’une série entière, 247
de Fourier, 212

coercive, 207
compact, 122

relativement, 165
compactifié d’Alexandrov, 131
complété, 155–157
complet, 274
composante connexe, 53

par arcs, 53
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composante neutre, 74
concaténation, 21, 52
concave, 191
cône, 71
conjugaison, 75
conjugué, 199
connexe, 38

par arcs, 39
rectifiables, 21

continuement différentiable, 231, 232
convergence, 100

simple, 145
uniforme, 138
uniforme sur les compacts, 148

convexe, 81, 190
coordonnées hilbertiennes, 211
corps

des fractions, 157
ordonné, 8

archimédien, 9
topologique, 77

complet, 113
valué, 78

complet, 155
non discret, 78

correspondance, 22
coupure, 8
courbe de von Koch, 23
courbe intégrale, 273

maximale, 273
CPn, 280
critère

pour base d’ouverts, 26

D(Ω), 26
décalage, 278
décomposition

polaire, 77
demi-espace fermé, 188
dénombrable à l’infini, 133
dense, 31
Gδ-dense, 173
ǫ-dense, 123
dérivable, 230–232

deux fois, 242
dérivée, 230, 231

partielle, 239
en un point, 239

partielle d’ordre p, 244
développement en fraction continue, 172
diamètre, 15
difféomorphisme, 250

local, 253

différentiable, 230, 231
au sens de Gâteaux, 235
au sens de Fréchet, 230, 235
deux fois, 242

différentielle, 230, 231
partielle, 239

en un point, 239
distance, 12

à une partie, 14
bi-invariante, 24
définie par une norme, 82
de Wasserstein, 24
de Hausdorff, 22
de la convergence uniforme, 138
de longueur, 21

induite, 21
de Prokhorov, 24
discrète, 15
du peigne, 20
entre deux parties, 14
équivalentes, 14
homogène, 114
induite, 15

par une norme, 15
invariante à droite, 24
invariante à gauche, 24, 112
produit, 17
SNCF, 20
topologiquement équivalentes, 14
ultramétrique, 13

distribution, 66
dual topologique, 89, 179

écart, 17
écrasement, 72
ensemble

bien ordonné, 28
ordonné, 7

filtrant croissant, 60
isomorphe, 28

résolvant, 213
totalement ordonné, 8

ensemble triadique de Cantor, 58
enveloppe convexe fermée, 191
équation différentielle

autonome, 272
équation d’Euler, 208
équation différentielle, 255

d’ordre p, 271
résolue, 271

linéaire, 263
à paramètre, 263

équicontinuité, 164
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uniforme, 164
équilibre, 275

attractif, 276
stable, 275

équivalent, 108
espace

de Banach, 113, 179
de Fréchet, 113, 179
de Hilbert, 202

isomorphes, 201
de longueur, 21
de Schwartz, 47
grassmanien, 282
lenticulaire, 94
préhilbertien, 201
projectif, 94

complexe, 94, 280
réel, 94, 280

propre, 213
espace métrique, 12

complet, 112
isométriques, 12
quotient, 70

espace topologique, 10
à base dénombrable d’ouverts, 25, 281
compact, 121
σ-compact, 133
connexe, 38
connexe par arcs, 39
discret, 10
homéomorphes, 10
localement connexe, 52
localement compact, 129
localement connexe par arcs, 52
métrisable, 13
normal, 37, 279
séparable, 32, 281
séparé, 32

associé, 299
totalement discontinu, 281

espace vectoriel
conjugué, 199
normé, 15, 83
topologique, 80

complet, 113
localement connexe, 84

explosion, 262
exposant conjugué, 181
extrémité, 21

F(X,Y), 138
famille

séparante

de pseudo-distances, 17
de semi-normes, 19

fermé, 10
de Zariski, 11

fermée, 36
filtrant croissant, 60
filtre des voisinages, 29
flot, 274

local, 273
fonction caractéristique, 163
forme sesquilinéaire, 199
formule de Parseval, 212
fortement continue, 89
frontière, 30

genre, 11
graphe, 56, 198
groupe

discret, 75
linéaire, 76
orthogonal, 76
spécial linéaire, 76
spécial orthogonal, 76
spécial unitaire, 76
topologique, 74

complet, 113
produit, 75

unitaire, 76
groupe à un paramètre

d’homéomorphismes, 274
de difféomorphismes, 274

hermitienne, 76
höldérienne, 152
homéomorphisme, 10
homothéties, 80
hyperplan

affine, 186
d’appui, 188
séparant, 186

strictement, 186

identité
de la médiane, 200
de Pythagore, 200

immersion, 249
inductif, 125
inégalité

de Cauchy-Schwarz, 201
triangulaire, 9, 12

inverse, 12
ultramétrique, 13

injection
isométrique, 12, 154
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intérieur, 30
intervalle, 8

fermé, 8
ouvert, 8

invariante par homéomorphismes, 11
isolé, 49

à droite, 50
à gauche, 49

isométrie, 12
isomorphe, 28, 74, 77, 78, 80
isomorphisme

d’anneaux topologiques, 77
d’espaces vectoriels topologiques, 80
de corps

ordonnés, 8
topologiques, 78
valués, 78

de groupes topologiques, 74

jacobien, 248
jauge, 84

limite, 100
à droite, 100
à gauche, 100
en +∞, 100
en −∞, 101
inférieure, 158
simple, 145
supérieure, 158
uniforme, 138

lipschitzienne, 152
lisse, 19, 26
localement

compact, 129
connexe, 52
connexe par arcs, 52
convexe, 84
fini, 63

longueur, 21

métrisable, 13
métrisable complet, 112
maigre, 173
majorant, 7, 125
marginales, 24
matrice jacobienne, 249
maximal, 125
mesure σ-finie, 181
mesure de Stieljes, 226
méthode itérative de Picard, 117
minorant, 7
module de continuité, 151
moins fine, 43

morphisme
d’espaces vectoriels topologiques, 80
d’anneaux topologiques, 77
de groupes topologiques, 74
de corps topologiques, 78

multiplicité, 213

nombre de bouts, 133
normable, 20
normal, 37, 279
normalement convergente, 180
norme, 15, 82

associée à un produit scalaire, 200
d’opérateur, 88, 179
duale, 91, 179
équivalentes, 16
euclidienne, 16
hilbertienne, 202
image, 15
préhilbertienne, 201
produit, 17
quotient, 95
ultramétrique, 82
uniforme, 143

nulle part dense, 31

opérateur
à noyau, 215

de type Hilbert-Schmidt, 216
auto-adjoint, 221
compact, 215
continu, 213
de rang fini, 215
positif, 221

orbite, 177
ordinal, 28

dénombrable, 28
ordre, 7

bon, 28
partiel, 7
total, 8

orthogonal, 200
orthogonalité, 200
ouvert, 10

élémentaire, 55
ouverte, 36

paramètre, 256
partie compacte, 122
partition de l’unité, 63

subordonnée, 63
passage au quotient, 67
plongement isométrique, 12
plus fine, 43
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Pn(C), 94, 280
Pn(R), 94, 280
point à l’infini, 131
point extrémal, 191
polynôme

trigonométrique, 169
prébase, 25
préserver l’ordre, 7
préserver la norme, 16
presque partout au sens de Baire, 173
problème de Cauchy, 256, 257
produit scalaire, 200

euclidien standard, 202
hermitien standard, 202

projection, 203
stéréographique, 131

prolongement, 153
propre, 131
pseudo-boule ouverte, 17
pseudo-distance, 17

induite par une semi-norme, 19
invariante à gauche, 112

R, 26
rang, 249
rayon spectral, 213
recollement, 72
recouvrement, 121

fermé, 121
localement fini, 52
mauvais, 125
ouvert, 63, 121

localement fini, 63
relation d’équivalence engendrée, 69
relativement compact, 165
relativement compacte, 132
résolution de l’identité, 225
résolvante, 258, 266
Riesz, 130
RPn, 280

S (Rr), 19
séries formelles

de Laurent, 80
saturé, 68
σ-compact, 133
segment initial, 28
semi-continue

inférieurement, 163
en un point, 161

supérieurement, 163, 215
en un point, 161, 214

semi-lipschitzienne, 255

à paramètre, 256
semi-norme, 19, 83

quotient, 95
séparable, 32, 281
séparante, 17, 19, 166
séparé, 32

associé, 283
série entière, 247

normalement convergente, 247
Sn, 280
solution

approchée, 260
d’équation différentielle, 255, 271

à paramètres, 256
maximale, 255

somme
disjointe, 61
hilbertienne, 209

sommet, 71
sous-additive, 151
sous-algèbre unitaire, 166
sous-espace topologique, 48
sous-recouvrement, 121
Sp(·), 213
spectre, 213

résiduel, 213
sphère, 13

unité, 280
stabilisateur, 177
subimmersion, 249
submersion, 249
suite

à décroissance rapide, 278
de Cauchy, 112
de Cauchy, 110, 111
exhaustive de compacts, 63, 133
uniformément de Cauchy, 140

support, 26
surface

de révolution, 289
suspension, 71
symétrique, 84
système

fondamental de voisinages, 29
inductif

d’espaces topologiques, 73
projectif

d’espaces topologiques, 59
d’espaces vectoriels topologiques, 81
de groupes topologiques, 75

théorème
d’Arens-Fells, 17
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d’Arzela-Ascoli, 165
d’interversion des limites et des dérivées,

237
d’interversion des séries et des dérivées, 238
d’interversion des limites, 140
d’inversion locale, 250
d’Urysohn, 36
de Baire, 171
de Banach, 198
de Banach-Alaoglu, 193
de Banach-Steinhaus, 196
de Bolzano-Weierstrass, 123
de Cauchy-Lipschitz, 257

autonome, 273
de Dini, 146, 148
de Dugundji, 36
de forme normale

des applications de rang constant, 254
des immersions, 253
des submersions, 254

de Hahn-Banach, 184, 187
de Heine, 152
de Krein-Milman, 192
de l’arbre et de l’écorce, 53
de l’image ouverte, 197
de la moyenne, 236
de Lax-Milgram, 207
de Lyapounov, 276
de Morgenstern, 176
de prolongement, 153

d’Urysohn, 36
de Riesz, 130
de Riesz-Fréchet, 205
de Schauder, 217
de Schwarz, 243
de Stampachia, 208
de Stone-Weierstrass, 166
de Tychonov, 126
de Weierstrass, 169
de Zorn, 125
des accroissements finis, 236
des boîtes à flot, 275
des chipolatas, 54
des fonctions implicites, 251
du graphe fermé, 198
du point fixe

de Banach, 117
de Brouwer, 136
de Schauder, 136
de Tychonov, 136

du redressement, 275
Tn, 68
topologie, 9

compacte-ouverte, 146
définie par une famille de semi-normes, 45
de Chabauty, 285
de l’ordre, 28
de la convergence simple, 145
de la convergence uniforme, 138
de la convergence uniforme sur les compacts,

148
de Schwartz, 27
de Whitney, 27
de Zariski, 11
discrète, 10
engendrée, 25
étroite, 48
faible, 90
faible (d’un espace vectoriel topologique),

90
faible (définie par une famille de sous-espa-

ces), 62
faible-étoile, 91
finale, 61
forte, 89
grossière, 10
image réciproque, 10
induite, 48

par une distance, 13
par une famille de pseudo-distances, 18
par une norme, 15

initiale, 44
la moins fine, 44
limite projective, 59, 73
moins fine, 43
normable, 20
plus fine, 43
produit, 54
quotient, 67
somme disjointe, 61
usuelle, 127
vague, 194

topologie usuelle sur Rn, 16
tore, 68
totalement ordonnée, 125
totalement discontinu, 53, 281
trajectoire, 273
transformation de Fourier inverse, 212
translation, 80

à droite, 74
à gauche, 74

transversale locale, 275
Tychonov, 126

uniformément
continue, 149
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de Cauchy, 140
équicontinue, 164

unitaire, 202

V (x), 29
valeur

propre, 213
régulière, 213
spectrale, 213

valeur absolue, 9, 78
p-adique, 79
triviale, 78
ultramétrique, 78

valeur d’adhérence, 108
variété topologique, 52
vecteur propre, 213
voisinage

d’un point, 29
d’une partie, 29

r-voisinage
fermé, 14
ouvert, 14

Zorn, 125
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