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Dans ces notes, nous supposons connues les notions d’espaces vectoriels normés réels
ou complexes (et leurs distance et topologie associées) contenues dans le programme du
cours de Mathématiques Spéciales MP*. Nous reviendrons plus longuement sur les espaces
vectoriels normés dans le paragraphe 2.8 et le chapitre 6. Les preuves qui ne sont pas
données ci-dessous sont les mémes que dans le cas particulier des espaces vectoriels normés,
ou sont laissées en exercice. La consultation de livres de contre-exemples [GO, Ste, Kha|
est souvent profitable (surtout pour le premier).

1 Vocabulaire

Les références recommandées sont [Boul, Dix, Dug].

1.1 Le corps ordonné des nombres réels

On ne ferait pas grand chose en analyse sans le corps ordonné R des nombres réels.
Disons quelques mots sur cet objet en préambule.

Soit E un ensemble. Rappelons qu'un ordre (ou ordre partiel) sur E est une relation <
qui est réflexive (V z € E, x < z), antisymétrique (V x,y € E, si x < y et y = x, alors
x =y) et transitive (V x,y,z € E,six <yety <z alorsx <z). Onnote x < ysix <y
etxFy r-ysiy=<x,etx=ysiz>=yetaxF£y. Un ensemble ordonné est un ensemble
muni d’un ordre.

Si(E, =) et (F, =) sont deux ensembles ordonnés, une application de E dans F' préserve
Pordre si f(x) < f(y) pour tous & < y. Si une bijection préserve l'ordre, alors son inverse
aussi.

Exemples. L’inclusion est un ordre (partiel) sur 'ensemble &?(FE) des parties de E, et
sera souvent sous-entendu. Si < est un ordre sur F, alors la relation <’ définie par x <’ y si
et seulement si y < x est encore un ordre, appelé 1'ordre inverse de <. Si (F, =) et (F, <)
sont deux ensembles ordonnés, alors la relation < sur I'ensemble produit E x F', définie
par

(z,9) 2 (@,y) <= (z<2’ou(z=2"ety 2y))

est une relation d’ordre sur E x F', appelé 1'ordre lexicographique. Si f : &' — F est une
application, alors les applications image d’une partie A — f(A) et image réciproque d’une
partie B — f~!(B) préservent l'ordre, respectivement de &(E) dans Z(F) et de 2 (F)
dans Z(FE).

Soient I un ensemble ordonné et A une partie de E. Un élément x de E est un majorant
de A si
Vye A y=<ux.

Un élément x de E est un minorant de A si
VyeA yrx.

La borne supérieure (resp. inférieure) de A est (lorsqu’il existe) le plus petit majorant
(resp. le plus grand minorant) de A (il est alors unique), noté sup A (resp. inf A). Par
exemple, s € F est la borne supérieure de A si et seulement si

VeeA z=<s et VseE (VoreA 2=<s)=s5=<5".
7



Si (z;)ier est une famille d’éléments de E, on note sup;c;z; = sup{z; : i € I} (resp.
infje; x; = inf{z; : i € I}), lorsqu’ils existent.
Pour tous z,y dans un ensemble ordonné (F, <), on note

[,y ={:€F :z=2z=2y},
|z, y] ={z€eF : x<z2=y},
[x,y] ={2€F :z=<z<y},
|,y ={z€FE :x=<z<y},
[,4+0] ={z€FE : =z},
Je,+o0] ={z€FE : xz<2z},

| —o0,z] ={2z€E : x*xz},
|—oo,z] ={z€FE : x>2z},

que 'on appelle les intervalles de E. Les premiers, cinquiémes et septiémes sont les inter-
valles fermés. Les quatriemes, sixiémes et huitiémes sont les intervalles ouverts.

Un ordre total sur E est un ordre < tel que pour tous z,y dans E, on ait z < youy < x.
On note min{z,y} = = et max{z,y} = y si x < y, et min{x,y} = y et max{z,y} = =
si y = z. Un ensemble muni d'un ordre total est un ensemble totalement ordonné. Par
exemple, 'ordre lexicographique sur le produit de deux ensembles totalement ordonnés est
un ordre total.

Un corps (totalement) ordonné est un corps (commutatif) K muni d’un ordre total <
tel que, pour tous x,y,z dans K, si x < y, alors  + z < y + z (propriété de compatibi-
lité de l'ordre avec la structure de groupe additif, aussi appelée invariance de 'ordre par
translations) et si z <y et 0 < z, alors zz < yz (propriété de compatibilité de 'ordre avec
la multiplication, aussi appelée invariance de l'ordre par multiplication par un élément
positif). Un isomorphisme de corps ordonnés est un isomorphisme de corps préservant
Pordre.

Nous supposons connus dans ce texte le corps ordonné (R, <) et sa valeur absolue
| - |. Il existe de nombreuses constructions de R (voir par exemple [Boul, TG IV.3]), qui
nécessitent plus ou moins de travail. Nous préférons introduire R immédiatement, car cela
permettra de donner des exemples et des constructions en topologie et en analyse trés
rapidement. Rappelons-en (car cela n’est pas au programme des classes préparatoires) une
construction élémentaire & partir du corps ordonné (Q, <).

Une coupure de Q est une partie A de Q, différente de @) et de Q, telle que pour tous x
dans A et y dans Q, si y < x, alors y € A.

On note R l’ensemble des coupures de @, et on note < la relation d’inclusion entre
coupures, qui est un ordre total sur R, comme on le vérifie facilement (pour deux coupures
A et B, on a min{4,B} = AN B et max{A, B} = AU B). Sauf mention contraire, un
intervalle dans ce texte sera un intervalle de R.

On identifie Q avec son image dans R par application r — {z € Q : = < r}, qui est
une injection préservant 'ordre. Si A et B sont deux coupures de Q, on pose

A+B={z+y : z€ A, ye B}
8



et on montre facilement que (R,+) est un groupe abélien, d’élement neutre la coupure
0={zx€Q : z <0}, et d'opposée de la coupure A la coupure

- A={yeQ :VaeAd y<—z}.
Si A et B sont deux coupures de Q, on pose

{z€eQ :Jzxe€dx>0,FJyeB,y>0, z2<zy} siA,B>0,

—((-A4)B) siA<0,B>0,
AB=<(¢ —(A(—-B)) siA>0,B<0,

(—A)(—B) siA,B<0,

0 siA=0o0uB=0.

On vérifie facilement que (R, <) est un corps (commutatif) totalement ordonné pour les
deux lois ci-dessus, I’élément neutre pour la multiplication étant la coupure 1 = {z € Q :
x < 1}, et l'inverse de la coupure A > 0 étant la coupure

1/ A={yecQ : VeeA >0 = y<l1l/z}.

On vérifie facilement que la valeur absolue | - | (ou |x| = max{x, —x} pour tout z dans
R) du corps ordonné R vérifie, pour tous A, B,C dans R :

e |A| =0 si et seulement si A =0,

o |AB| = |A| |B],

o |A+B| <A +|B],
cette derniére propriété étant appelée 'inégalité triangulaire.

Il est de plus archimédien, i.e. pour tous A, B > 0 dans R, il existe n dans N tel que
B < nA, comme on le vérifie facilement : comme A > 0 et B # Q, il existe des éléments
p,q,7,s de N — {0} tels que 0 < p/q < A et B <r/s, et n =rq convient (car ps > 1).

Une autre propriété cruciale est la suivante.

Théoréme 1.1 Toute partie majorée (resp. minorée) et non vide de R admet une borne
supérieure (resp. inférieure).

Preuve. Soit P une partie majorée non vide de R. Alors S = [J . p A est une coupure de
Q, car si B est un majorant de P, alors () # S C B # Q. De plus, si B est un majorant de
P, alors A C B pour tout A dans P, donc S < B, ce qui montre le résultat.

On peut raisonner de méme pour un ensemble minoré non vide P, ou remarquer que
I’ensemble — P des éléments opposés des éléments de P est un ensemble majoré non vide,
et que si S est la borne supérieure de — P, alors —S est la borne inférieure de B. ]

Il existe de trés nombreuses caractérisations de R, dont celle disant que R est, & iso-
morphisme de corps ordonnés prés, I'unique corps totalement ordonné archimédien dans
lequel toute partie majorée non vide admet une borne supérieure (voir par exemple [Bou2,

Chap. V, §2|).

1.2 Espaces topologiques

Soit  un ensemble. Une topologie sur E est un ensemble & de parties de E tel que

(1) toute intersection finie d’éléments de & appartient & O,
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(2) toute union d’¢léments de & appartient a &.

Par convention, une intersection vide de parties d’'un ensemble F est égal & F, et une
union vide de parties de E est égale a la partie vide. Donc () et E appartiennent a &, si &
est une topologie sur E. La premiére condition (stabilité par intersections finies) peut étre
remplacée indifféremment par : E appartient & & et AN B appartient & ¢ pour tous A, B
dans 0.

Un espace topologique est un ensemble X muni d’une topologie & sur X. Par abus, on
note souvent X le couple (X, &). Les éléments de & sont appelés les ouverts de X (ou de
la topologie & quand on veut préciser).

Les complémentaires des ouverts d’une topologie s’appellent les fermés de cette to-
pologie. Toute union finie de fermés est fermée, toute intersection de fermés est fermée,
donc 0 et X sont fermés. Etant donné un ensemble de parties d’un ensemble E, stable par
intersections et par unions finies, ’ensemble des complémentaires de ces parties est une
topologie sur E. On peut remplacer la stabilité par unions finies par le fait de contenir ()
et d’étre stable par I'union de deux éléments.

Exemples 1 : Si E est un ensemble, alors & = {(), E} est une topologie sur E, dite topologie
grossiére. L’espace (E, 0) est alors dit grossier. Les seuls fermés d'un espace grossier F
sont () et E.

L’ensemble &(F) de toutes les parties de E est une topologie sur E, appelée topologie
discrete. L'espace topologique (E, Z(E)) est alors dit discret. Toute partie d'un espace
discret est ouverte et fermée. Un espace topologique est discret si et seulement si tous ses
singletons sont ouverts.

Exemples 2 : Si E et F sont des ensembles, si & est une topologie sur E et si f :
F — FE est une application, alors 'ensemble f~1(&) des f~!(A) lorsque A parcourt ¢
est une topologie, appelée topologie image réciproque, sur F (voir aussi le paragraphe 2.5).
L’ensemble des fermés de f~1(&) est exactement l'ensemble des images réciproques des
fermés de 0.

Exemples 3 : L'intersection 0 = (), ; 0; d'une famille (});e; de topologies sur E est
une topologie sur F (si cette famille est vide, par convention, cette intersection est égale
a Pensemble de toutes les parties de E). En effet, si (U;);er est une famille d’éléments
de O, alors pour tous ¢ € I et j € J, la partie U; appartient a ) ; par conséquent, les
parties ();c; Us si I est fini et | J;c; U; appartiennent a &}, pour tout j dans .J, donc elles
appartiennent & &.

Nous utiliserons cet exemple dans le chapitre 2 pour construire des topologies les plus
petites possibles (pour l'inclusion), comme intersection de topologies vérifiant certaines
propriétés.

Exercice E.1 Soit E un ensemble. Montrer que ’ensemble des parties vides ou complé-
mentaires de parties finies de E, est une topologie sur E.

Une bijection f : X — Y entre deux espaces topologiques est un homéomorphisme
si 'image réciproque par f de la topologie de Y est la topologie de X. Deux espaces
topologiques X et Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de X dans Y.

De maniére équivalente, f : X — Y est un homéomorphisme si et seulement si I'image
réciproque par f de tout ouvert de Y est un ouvert de X et si I'image directe par f
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de tout ouvert de X est un ouvert de Y. La bijection inverse d’'un homéomorphisme est
encore un homéomorphisme. La composition de deux homéomorphismes est un homéo-
morphisme. L’application identité d’un espace topologique est un homéomorphisme. “Etre
homéomorphe a” est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’espaces topologiques.

Une propriété (P) sur une collection ¢ d’espaces topologiques est dite invariante par
homéomorphismes si tout élément de %, homéomorphe & un élément de € ayant la propriété
(P), admet aussi la propriété (P). Nous ne préciserons pas ¢ lorsque % est la collection
de tous les espaces topologiques.

Par exemple, les propriétés “étre grossier” et “étre discret” sont des propriétés invariantes
par homéomorphismes.

Un type de probléme préféré des topologues est de classer & homéomorphismes prés
les espaces topologiques d’une collection donnée. Par exemple : étant donné un élément
n de N, classer & homéomorphismes prés les variétés topologiques de dimension n (voir
la définition a la fin du paragraphe 1.7), éventuellement avec des conditions (invariantes
par homéomorphismes) supplémentaires données, telles que compactes (voir la partie 4),
connexes (voir le paragraphe 1.9) ... Par exemple, voici la classification topologique des
surfaces compactes connexes orientables (nous ne définirons pas ce terme ici, mais c’est
le cas (par un théoréme non trivial) de toutes les surfaces compactes contenues dans R3,
et il suffit de considérer ce cas dans cette introduction) : toute surface compacte connexe
orientable est homéomorphe & une, et exactement une, surface de la liste ci-dessous, indexée
par un entier g € N introduit par Riemann, appelé genre (voir par exemple [Gra, Rey]) :

So T?

T2#T? T2HT2H .. #T?
sphere tore surface orientable de genre g

Le cas n = 3 a bien str fait couler beaucoup d’encre récemment, avec les travaux de
Thurston et de Perelman (voir par exemple [BBB|). Ces problémes de classifications, méme
si leur résolution compléte est infructueuse, donnent souvent lieu a l'invention (ou décou-
verte, suivant les orientations philosophiques) d’invariants topologiques (le plus souvent,
mais pas seulement, des objets de nature algébrique), par exemples des invariants de to-
pologie algébrique (voir cours de ’année prochaine ...) ou les récents invariants quantiques
(voir cours de seconde année de mastére).

Nous terminons ce paragraphe par un exemple d’origine algébrique.

Exemple 4 : Soient k£ un corps commutatif, n un élément de N et A, (k) = k™. Un fermé
de Zariski de A, (k) est une partie de la forme

F={zek" : Viel, P(z) =0},
avec (F;)icr une famille de polynomes sur k™. L’ensemble des fermés de Zariski est l’en-
semble des fermés d’'une unique topologie sur A, (k), appelée la topologie de Zariski.

Preuve. L’ensemble vide est un fermé de Zariski, car c’est I’ensemble des zéros du poly-
nome constant 1. Si F, F’ sont des fermés de Zariski, ensembles des zéros communs des
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familles de polynomes (P;)cr, (Q;)je. respectivement, alors F'UF” est Uensemble des zéros
communs de la famille de polynémes (PZ-Q]-)(M)E 1%, donc est un fermé de Zariski. Si F},
pour j € J, est un fermé de Zariski, ensemble des zéros communs de la famille de polyndémes
(Pi,j)ielj, alors ﬂjeJ F}; est I'ensemble des zéros communs des F; ; pour j € J et i € I,
donc est un fermé de Zariski. O

Remarque. En fait, par le théoréme du Nullstellensatz de Hilbert (voir par exemple
[Per]), tout fermé de Zariski de A,, (k) est ensemble des zéros communs d’une famille finie
de polynémes.

Un exemple crucial de collection d’espaces topologiques est donné dans la partie sui-
vante.

1.3 Espaces métriques

Soit E un ensemble. Une distance sur E est une application d : E' x E — [0, +o0] telle
que, pour tous x,y, z dans F,

(1)
(2) (séparation) sid(x,y) =0, alors z =y;

(3) (symétrie) d(z,y) = d(y,z);

(4) (inégalité triangulaire) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

(annulation sur la diagonale) d(x,z) = 0;

Si d est une distance sur E, alors

d(x’y) > |d(m,z) - d('z’y)|

pour tous z,y, z dans F (cette inégalité s’appelle [’inégalité triangulaire inverse).

Un espace métrique est un ensemble X muni d’une distance d. Par abus, nous noterons
souvent X le couple (X, d), en notant plus précisément dx la distance de X si nécessaire
(le contexte aidant, cela l’est rarement, et d désignera par défaut la distance de tout espace
métrique considéré).

Une application f: X — Y entre deux espaces métriques est isométrique si

Vaz,ye X, d(f(x), f(y) =d(x,y) .

Une application isométrique étant clairement injective, on parlera aussi d’injection (ou
plongement) isométrique. Une isométrie entre deux espaces métriques est une bijection qui
est une application isométrique; son inverse est alors aussi une application isométrique.
Deux espaces métriques X et Y sont isométriques s’il existe une isométrie de X dans Y.
“Etre isométrique &” est une relation d’équivalence sur tout ensemble d’espaces métriques.

Remarque. Pour pouvoir définir une distance, nous avons eu besoin de l'intervalle [0, +o0o[
de R et de propriétés de R (voir le paragraphe 1.1). Mais le lecteur vérifiera que les seules
propriétés de R utilisées dans la définition d’une distance, et pour montrer I'inégalité tri-
angulaire inverse, sont celles de groupe abélien ordonné. Pour tout groupe abélien ordonné
A, d’ensemble des éléments positifs ou nuls AT, on définit une A-distance sur £ comme une
application d : Ex E — AT vérifiant les axiomes (1) & (4) ci-dessus. Nous renvoyons & [Chi]
pour des exemples intéressants de A-espaces métriques, par exemple lorsque A = R x R
muni de l'ordre lexicographique.
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Soit (X, d) un espace métrique.
Soient x € X et r > 0. La boule ouverte de centre x et de rayon r est

B(z,r)={y € X : d(z,y) <r}.

La boule fermée de centre x et de rayon r est

B(z,r)={y e X : d(z,y) <r}.
La sphére de centre x et de rayon r est
S(z,r)={ye X : dlz,y) =r}.

Lorsque l'on veut préciser la distance, on pourra la mettre en indice, et noter By(z,r),
Bd(x’ T)a Sd(x’ T)'

Exercice E.2 Soit d une distance sur un ensemble X. Elle est dite ultramétrique si son
inégalité triangulaire est remplacée par la condition (plus forte)

d(z,y) < max{d(z,z2),d(z,y)} ,

appelée inégalité triangulaire ultramétrique.
Si d est ultramétrique, montrer les propriétés suivantes.
(1) Pour tous x,y,z dans X,

si d(z,z) #d(z,y), alors d(z,y) = max{d(z,z),d(z,y)} .

(2) Tout point d’une boule pour d en est un centre.

(3) Tout point d’une boule ouverte pour d est un centre de la sphére correspondante.

(4) Etant donné deux boules ouvertes, montrer qu’ou bien l'une des deuz est contenue
dans lautre, ou bien elles sont disjointes.

Topologie induite par une distance L’ensemble & des parties U de X telles que
VeeU, Je>0, B(zr,e)CU

est une topologie sur X, appelée topologie induite par la distance d. Sauf mention contraire,
tout espace métrique sera muni de la topologie induite par sa distance.

La preuve que & est bien une topologie est la méme que celle pour les distances induites
par des normes. En effet, soit (U;);c; une famille d’éléments de &. Si I est fini et x €
MNicr Ui, soit €; > 0 tel que B(x,¢;) C Us; alors € = inficre; > 0 et B(x,€) C (;c; Us. Si
x € ;e Us, soit ig € I tel que & € Uy, et € > 0 tel que B(x,¢) C Uy, ; alors B(x,€) C
Uiel Ui.

Une isométrie entre deux espaces métriques est clairement un homéomorphisme pour
les topologies induites par les distances (elle envoie boule ouverte sur boule ouverte, ainsi
que son inverse). Voir le paragraphe 5.3 pour des généralisations.

Un espace topologique (X, 0) est dit métrisable il existe une distance sur I’ensemble X
dont la topologie induite est &. La propriété « étre métrisable » est une propriété invariante
par homéomorphismes. Si la plupart des espaces topologiques rencontrés sont métrisables,
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il existe quand méme en analyse des exemples cruciaux qui ne sont pas métrisables (voir
par exemple l'exercice E.9 ci-dessous). De plus, dans de nombreux cas, il n’existe pas de
distance naturelle (i.e. invariante par toutes les transformations que 'on a envie d’étudier)
induisant la topologie donnée (voir par exemple 'espace de Schwartz dans I'exemple (iv)
ci-dessous). Il est donc crucial d’étudier les espaces topologiques pour eux-mémes, sans les
supposer, lorsque c’est possible, munis d’une distance fixée.

Deux distances d et d’ sur un ensemble E sont dites équivalentes s’il existe ¢ > 1 tel

que

Vae,ye FE, %d(m,y) <d(z,y) <cd(x,y) .
La relation « étre équivalente & » sur I’ensemble des distances sur E est une relation d’équi-
valence.

Deux distances sur un ensemble sont dites topologiquement équivalentes si elles induisent
la méme topologie. Bien str, équivalent implique topologiquement équivalent, mais la ré-
ciproque est loin d’étre vraie, et on prendra garde a ne pas confondre ces deux notions :
si f: X — X est un homéomorphisme d’un espace topologique X, et d une distance
sur X induisant la topologie de X, alors 'application d’ : X x X — [0,4o00| définie par
d'(z,y) =d(f(z), f(y)) est une distance sur X topologiquement équivalente a d, mais qui
n’est équivalente & d que si f est bilipschitpzienne (voir la partie 5.3).

Soit A une partie de X.
Pour x € X, on appelle distance de x G A le nombre

d(z,A) = inf{d(z,y) : ye€ A}

(avec la convention d(z, A) = 400 si A est vide). Par des arguments d’inégalité triangulaire
et d’approximation de borne inférieure, la fonction distance & une partie non vide est 1-
lipschitzienne (voir la partie 5.3), i.e.

Ve,ye X, |dz,A)—d(y,A)| <d(z,y) .
Le r-voisinage ouvert de A est ’ensemble
Vi(A)={zeX : dz,A) <r}.
Le r-voisinage fermé de A est ’ensemble

Vi(A)={ze X : d(z,A) <r}.

Exercice E.3 Pour la topologie induite par une distance, montrer que les boules ouvertes
et les voisinages ouverts de parties sont ouverts, et que les boules fermées et les voisinages
fermés de parties sont fermés.

Si B est une partie de X, on appelle distance de A & B le nombre
d(A,B) = inf{d(z,y) : x€ A, y € B} =inf{d(z,B) : x € A} =inf{d(y,A) : y € B}

(avec la convention d(A, B) = 400 si A ou B est vide).
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Le diameétre de A est I'élément de [0, +o00] défini par

diam A = sup d(z,y)
Yy €A

si A est non vide, avec la convention que diam() = —oco. Si B est une partie de A, alors
diam B < diam A. Pour tout = dans X, et tout » > 0, le diamétre de V,(A) est, par
inégalité triangulaire, au plus 2r 4+ diam A ; et le diamétre de S(x,r) est au plus 2r.

La partie A est bornée si elle est vide ou si son diamétre est fini. Si X est non vide,
ceci équivaut par I'inégalité triangulaire au fait qu’il existe xg € X et r > 0 tels que A soit
contenue dans B(zg, 7). Une application d’un ensemble & valeurs dans X est bornée si son
image est bornée.

Il est parfois utile de chercher s’il existe une unique boule de rayon minimal contenant
une partie non vide bornée donnée (voir |[BH| pour une trés jolie collection d’espaces
meétriques dans lesquels ceci est possible).

Les vérifications des exemples suivants sont laissées en exercice.

Exemple (i) Pour tout ensemble E, I'application d définie par

0siz=y
1 sinon

d(z,y) = {

est une distance sur F, appelée la distance discréte. La topologie induite par cette distance

est la topologie discréte (les boules ouvertes de rayon % sont les singletons).

Exemple (ii) Soient (X, d) un espace métrique et Y une partie de X. La restriction de d &
Y xY est une distance sur Y, dite induite. Sauf mention explicite du contraire, toute partie
d’un espace métrique sera munie de la distance induite (et donc de la topologie induite par
sa distance induite, que nous caractériserons et étudierons dans la partie 2.3 : il est facile
de montrer qu'une partie A de Y est ouverte pour la topologie de Y si et seulement s’il
existe un ouvert U de X tel que A=UNY).

Exemple (iii) Soit F un espace vectoriel sur le corps K = R ou K = C. Une norme sur

E est une application || - || de E dans [0, +oc] telle que, pour tous z,y dans F et tout A
dans K,
(i) ||z|| = 0 si et seulement si z = 0,

(ii) (homogénéité) |[Ax|| = |A]|[x]],
(i) (sous-additivité) ||z + y|| < ||z|| + ||| -

Si f: E — F est un isomorphisme linéaire sur un espace vectoriel F' sur K, alors y —
[|#7(y)|| est une norme sur F, appelée la norme image de || - || par f.

Un espace vectoriel normé (réel ou complexe) est un espace vectoriel (réel ou complexe)
muni d’une norme. Par exemple, (R, |- |) et (C,|-]|) sont des espaces vectoriels normés. Si
(E, || -||) est un espace vectoriel (réel ou complexe) normé, alors il est facile de vérifier (et
cela a été fait 'année derniére) que d(z,y) = ||z —y|| est une distance sur ’ensemble E, dite
induite par la norme. La topologie induite par la distance induite par une norme est appelée
la topologie induite par cette norme (et a déja été introduite en classes préparatoires).

Sauf mention contraire, tout espace vectoriel normé sera muni de la distance induite
par sa norme (et donc toute partie d’un espace vectoriel normé (en particulier toute partie
de R et C) sera munie de la topologie induite par sa distance induite ...).
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Remarquons qu’une application linéaire f : ¥ — F entre deux espaces vectoriels normés
est isométrique (pour les distances induites par les normes) si et seulement si elle préserve
la norme, i.e. si

VeeE, |[f(o)l =]zl

Soit F un espace vectoriel réel ou complexe. Deux normes || -|| et ||| sur E sont dites
équivalentes 8’il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout  dans F,

1
Sl < izl < el

La relation « étre équivalente & » sur ’ensemble des normes sur F est une relation d’équi-
valence.

Deux normes sont équivalentes si et seulement si leurs distances induites sont équiva-
lentes, et ces distances sont alors topologiquement équivalentes.

Nous reviendrons plus longuement dans les paragraphes 2.8, 3.4 et surtout dans le
chapitre 6 sur la topologie des espaces vectoriels normés.

Ci-dessous, nous dessinons les boules unités, pour n = 2 et diverses valeurs de p dans
[1,+00], des normes (équivalentes)

" /
lon -zl = (Sl )
=1

sur ’espace vectoriel R™, ol par convention,

@1zl = e o
La norme || - [|2 sur R™ est appelée la norme euclidienne, et la topologie induite par la

norme euclidienne est appelée la topologie usuelle sur R™.

1 1 1 7 /ﬂ‘%* 1
so00H

boule unité de boule unité de boule unité de boule unité de boule unité de

-1l -1l - 1l2 - 1la - 1loo

Exercice E.4 Déterminer toutes les isométries de R"™ muni de la distance d, induite par
la norme || - |p.

L’exercice suivant dit que tout espace métrique est isométrique & un sous-espace d’un
espace vectoriel normé (ce sous-espace étant muni de la restriction de la distance induite
par la norme). Mais ce n’est pas une raison pour ne considérer que les distances induites
par la norme des espaces vectoriels normés, la géométrie des distances particuliéres pouvant
apporter des informations supplémentaires pour étudier un probléme donné.
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Exercice E.5 (Théoréme d’Arens-Fells) Soient X un espace métrique, xo un point
fizé de X, F l’ensemble des parties finies non vides de X, et B(F) l’espace vectoriel réel
des applications bornées f de F dans R, muni de la norme dite uniforme

[ flloc = sup [f(A)
AcesF

Pour tout x dans X, notons f, : . F — R lapplication définie par
fo: A= d(z, A) — d(zg, A) .

Montrer que x — f, est une isométrie de X sur son image dans B(F). En déduire que
tout espace métrique est isométrique a un fermé d’un espace vectoriel normé.

Exemple (iv) Sin € N—{0} et Ey,..., E, sont des espaces métriques, alors I'une quel-
conque des applications d), ci-dessous, dites distance produit, est une distance sur I’ensemble
produit ¥ = Fy X -+ X E, : pour tout p € [1,4+00], et pour tous & = (z1,...,2,),y =
(y1,...,Yyn) dans E,

/
dp(z,y) = { < > iy d(xi, yi)P )1 " ip+£ oo

maxi<i<n d(zi, y;) sinon .

De plus, ces distances d,, sont équivalentes.
Soient n € N— {0}, E1, ..., E, des espaces vectoriels normés, et p € [1,400]. Alors les
applications || - ||, : B4 X -+ X E, — [0, 4o00[ définies par

" /
lan, )l = (3l )"
=1

sip # 400 et

I, vn)lloo = mmax o]

sont des normes (équivalentes), appelées normes produits sur l'espace vectoriel produit
E; x --- x E,, et la distance associée & la norme || - ||, est la distance produit d, des
distances associées aux normes des F;.

Exemple (v) Une pseudo-distance (ou écart) sur un ensemble E est une application
d: ExE — [0,400] vérifiant les axiomes (1), (3) et (4) des distances. On définit les pseudo-
boules et les pseudo-distances & une partie comme pour les distances. En particulier, pour
tous z € E et € > 0, on note

B(z,e) ={y € E : d(z,y) < €},

(et By(x,€) lorsque I'on veut préciser la pseudo-distance), que l'on appelle la (pseudo-)boule
ouverte de centre x et de rayon e pour la pseudo-distance d.

Une famille (d;);er de pseudo-distances sur un ensemble E est dite séparante si pour
tous z,y distincts dans F), il existe i € I tel que d;(x,y) # 0.

Remarques : e sic > 0 et si d est une pseudo-distance sur F, alors

d
cd, min{c,d} , T1d
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sont des pseudo-distances sur F, les deux derniéres étant bornées (majorées par c et 1

respectivement) : Papplication x +— Tt est croissante sur [0, +00], et, pour tous z,y > 0,

r+y < x n Y
l+z4+y ~ 1+z 1+y’

Si de plus d est une distance, alors les pseudo-distances c¢d, min{c, d}, #‘ld sont des dis-
tances, induisant la méme topologie que d sur F.

e Une somme convergente » ;;d; de pseudo-distances d'une famille dénombrable de
pseudo-distances (d;)ier est une pseudo-distance, qui est une distance si la famille est
séparante.

e Une borne supérieure finie sup;c; d; de pseudo-distances d'une famille de pseudo-
distances (d;);er est une pseudo-distance, qui est une distance si la famille est séparante.

Topologie induite par une famille de pseudo-distances Soient £ un ensemble et
(da)acer une famille de pseudo-distances sur E. L’ensemble & des parties U de E telles
que pour tout z dans U, il existe € > 0 et <7’ une partie finie de .7 tels que

ﬂ Bda(x,e) cU
acd’!

est une topologie sur X, qui est appelée la topologie définie par la famille de pseudo-
distances (do)acer- Si la famille (dy)acos est composée d'un seul élément, qui est une
distance, on retrouve bien str la définition précédente.

La preuve que € est bien une topologie est similaire a celle pour les distances. En effet,
soit (Uj)ier une famille d’éléments de &

Si I est fini et € (;c; Us, alors pour tout i € I, soient ¢; > 0 et .27 une partie finie de
o tels que ﬂaeﬂi By, (z,€¢;) C Us. Alors € = inficr €; est strictement positif, &’ = (J,c; %%
est fini, et (¢ Ba, (z,€) C (V;e; Ui- Donc & est stable par intersections finies.

Si x € ;e Us, soit ig € I tel que & € Uy,. Soient € > 0 et o/’ une partie finie de <,
tels que (e Bdo (7,€) C Usy. Alors (e Ba, (2, €) C U;ep Ui. Donc & est stable par
unions.

Exercice E.6 (1) Soit E un ensemble muni d’une famille séparante de pseudo-distances
(dp)nen. Soient (an)nen une suite de réels strictement positifs telle que la série Z:i% an
converge, et (by)nen une suite de réels strictement positifs convergeant vers 0.

Montrer que les applications

§(z,y) = sup min{b,,d,(z,y)}

neN
dn(2,y)
8 (x,y) = an——r"—
=t dn(z,y)
"(w,y) =Y apmin{l,dy(z,y)}
neN

sont des distances topologiquement équivalentes sur E, dont la topologie induite est la to-
pologie définie par la famille de pseudo-distances (dp)neN-
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(2) Donner un exemple d’ensemble E muni d’une famille séparante de pseudo-distances
(dn)nen telles que les distances

dp(z,y)

§(w,y) = sup min{l,dy(,y)} , &(z,y) =) 2 T d(any)

neN neN

ne soient pas topologiquement équivalentes.

Une semi-norme sur un espace vectoriel £ sur le corps K = R ou K = C est une
application || - || de E dans [0, +-o00[ vérifiant

Va,ye E,VAeK, [0l =0, [[Az[l = [Alllzll, llz+yll <lzll+ [yl ,

c’est-a-dire vérifiant toutes les propriétés d’une norme sauf peut-étre I’axiome de séparation
llz]| =0 = x==0.

Si || - || est une semi-norme sur un espace vectoriel E, alors d(z,y) = ||z — y|| est
une pseudo-distance sur lensemble E, dite induite par || - ||. Une famille (|| - ||;)ier de
semi-normes sur un espace vectoriel F est dite séparante si la famille des pseudo-distances
associées 'est, ou, de maniére équivalente, si, pour tout = dans F, si ||z||, = 0 pour tout
« dans &7, alors x = 0.

L’espace de Schwartz des fonctions a décroissance rapide Par exemple, pour tout
r € N — {0}, une application f de I'espace euclidien usuel R" dans R, qui est lisse (i.e. de
classe C*), est dite a décroissance rapide si pour tous k dans N, m = (my,...,m,) € N" et

Hlml
x = (x1,...z,) (avec, de maniére usuelle, |m| = mi+---+m, et " f = W‘f )
L Oy
I'application

z = (L4 [[a]|*) 0™ f ()

est bornée. Notons .7 (R") 'espace vectoriel réel des applications f de R" dans R lisses a
décroissance rapide. Alors

1fllkm = sup (1 [[2][*) [0 f(x)]
rERT

est une semi-norme sur .#’(R"). Notons I = N x N", et (dk,m ) (k,m)er la famille des pseudo-
distances sur .(R") induites par les semi-normes || - ||, qui est séparante.

Soit ¢ : I — [0,400[ une application telle que la série ), ; 2-%00) converge (par
exemple ¢(k,m) = k + |m|). Notons

di(z,y)

_ —0(3)
dy(z,y) =) 2% 1+di(z,y)

el

Alors les applications d, définies ci-dessus sont, par les exemples de pseudo-distances pré-
cédents, des distances bornées sur .#(R"). De plus, les distances d,, sont topologiquement
équivalentes, comme on le montre aisément (voir I'exercice E.6 (1)).

Ainsi, ensemble .(R") est muni de nombreuses distances topologiquement équiva-
lentes. Nous définirons de maniére intrinséque la topologie définie par ces distances au
paragraphe 2.2.
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Nous définirons, dans le paragraphe 3.1, une suite convergente vers un élément y dans
un espace métrique (X,d) comme une suite (z,)nen telle que d(z,,y) — 0. Il est facile
de montrer que les distances d, définissent les mémes suites convergentes dans .7(R")
(i.e. une suite (fy)nen dans . (R") converge vers un élément g de .’(R") pour 'une de ces
distances si et seulement si elle converge vers ce méme élément pour une autre, car c’est le
cas si et seulement si pour tout couple (m, k), la suite de réels || f, — g||x,m converge vers 0
quand n tend vers +o00). Mais il n’est pas clair que 'une de ces distances soit “meilleure”
que les autres. D’ott l'intérét d’une notion générale de convergence, voir la partie 3 : la
notion de convergence n’est pas une propriété d'une distance, mais c’est une propriété de
la topologie qu’elle induit.

Exercice E.7 Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou K = C, et & une topologie
sur . On dit que O est normable s’il existe une norme sur E dont la topologie induite est
0. Si A est une partie de E et A € K, on note \A={\z : z € A}.

(1) Montrer que si O est normable, alors les applications

FxFE — FE o KxF — FE
(r,y) +— x—y Ny) = My

sont continues (voir le paragraphe 1.8 pour la définition de la continuité, et le paragraphe
2.4 (et la remarque (iii) suivant la proposition 2.9) pour celle de la topologie d’un produit
de deuz espaces topologiques).

(2) Si la topologie O est normable, et définie par une distance d, montrer que pour
tout € > 0 suffisamment petit, Uensemble % = {%HB(O,e) :n € N} est un systéme
fondamental de voisinages ouverts du vecteur nul pour O, i.e. % C O, 0 appartient a
tout élément de U, et tout ouvert de O contenant O contient un élément de % (voir le
paragraphe 1.5).

(3) En déduire que lespace de Schwartz des fonctions a décroissance rapide n’est pas
normable.

Exemple (vi) Les applications d de C x C dans [0, +oo[ suivantes sont des distances sur
C, respectivement appelées distance SNCF et distance du peigne :

d(z,y) = {

|x — y| six ety sont colinéaires sur R
|z| + |y| sinon

|r —y| si Rex = Rey
|Imz| + |Imy| + | Rex — Rey| sinon.

d(z,y) = {

Remarquons que les topologies induites par ces distances sont différentes de la topologie
usuelle de C.

distance SNCF distance du peigne
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Exemple (vii) Soit (X,d) un espace métrique. Un chemin dans X est une application -y
de [0, 1] dans X qui est continue (i.e. telle que

Ve>0, Vitpe[0,1], In>0, Vte[0,1], [t—to] <n = d(v(t),7v(to)) <€,

voir le paragraphe 1.8) . Les extrémités d’un chemin + sont les points v(0) et (1). La
longueur d’'un chemin v de X est

n
longy =sup > d(y(t:),¥(tit1)) ,
=0
ol la borne supérieure est prise sur tous les n dans N et toutes les subdivisions tg = 0 <
ty <+ <ty <tyy1 =1de[0,1]. En particulier,

long y > d(7(0),7(1)) .

Deux chemins ~,v" qui ne différent que par reparamétrage a la source (i.e. 7/ = v o0 ¢ ou
¢ :[0,1] — [0,1] est un homéomorphisme) ont la méme longueur.

Sivy:[0,1] - X et 4" : [0,1] — X sont deux chemins continus tels que (1) = ~/(0),
on appelle concaténation des chemins v et 7' I'application 7" : [0,1] — X, notée souvent
~ -/, définie par

"(t) = { 'Y/(%) S% te [?7 %]
Y(2t—-1) site[z,1].

Dans l'espace métrique (X, d), il est facile de vérifier que la concaténation 7" est encore
un chemin (continu), de v(0) a +/(1).

Un espace métrique est connexe par arcs rectifiables si pour tous z,y dans X, il existe
un chemin de longueur finie d’extrémités x,y. Si X est connexe par arcs rectifiables, alors
Papplication dy, qui au couple (x,y) de points de X associe la borne inférieure des longueurs
des chemins d’extrémités x, y, est une distance sur X (pour vérifier I'inégalité triangulaire,
utiliser la concaténation des chemins et des arguments classiques de passage a la borne
inférieure). Elle est appelée la distance de longueur induite par d, et elle vérifie

dy>d et (dg)g:dg .

(Cette derniére égalité n’est pas si évidente que cela, car les distances d et dy ne sont pas
toujours topologiquement équivalentes, voir [Grol, page 5|.) Un espace de longueur est un
espace métrique (X, d) tel que d = dy, et d est alors appelée une distance de longueur. Un
espace métrique X est géodésique si pour tous x,y dans X, il existe un chemin d’extrémités
x,y de longueur égale a d(z,y). Bien sir, un espace géodésique est un espace de longueur.

Exemples : o L’espace euclidien R? privé de 0 est un espace de longueur qui n’est pas
géodésique.

e Tout espace vectoriel normé, et plus généralement tout convexe d’un espace vectoriel
normé, est un espace géodésique : par I'inégalité triangulaire, la ligne droite y est un plus
court chemin !

e [’ensemble C muni de la distance SNCF ou de la distance du peigne est un espace
géodésique.

e Sur la sphére unité S,, de I'espace euclidien usuel R"*! la distance d induite par la
distance euclidienne de R™*! n’est pas une distance de longueur, et la distance de longueur
dy induite par d, qui est la distance angulaire, est géodésique, les arcs de grands cercles y
sont les plus courts chemins.
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d(z,y) = lly — «||

— 3 d( ) )
de(z,y) = 2arcsin =%

Des exemples d’espaces métriques géodésiques apparaissent naturellement en géométrie
riemannienne, sous-riemannienne et leurs dégénérescences (voir par exemple [Grol, Gro2|).

Exemple (viii) Soit (X,d) un espace métrique, et Z.(X) l'ensemble de ses parties
fermées bornées non vides. Nous allons munir &2.(X) d’une distance, invariante par les
isométries de X.

On appelle correspondance entre deux ensembles F et F' une relation &# entre F et F
(rappelons que Z est une partie de E x F, que 'on note z Z y au lieu de (z,y) € Z, et
que P'on dit alors que z est en relation avec y pour Z) telle que tout point de E soit en
relation pour # avec au moins un point de F' et réciproquement.

Proposition 1.2 Considérons l'application dp : Pe(X) x P.(X) — [0,400| définie par

dy(K,K") :max{ sup d(z, K'), sup d(x',K)}
zeK ' eK’

=inf{e>0: K CV(K') et K'CV(K)},

ou encore en demandant que di (K, K') soit la borne inférieure des € > 0 tels qu’il existe
une correspondance X entre K et K' telle que

Vo,ye KxK', 1 Zy = d(z,y) <e.

Alors dp est une distance sur P.(X), invariante par les isométries de X : pour toute

isométrie f de X, on a dy(f(K), f(K")) =dy(K, K").
Cette distance, qui dépend bien siir de d, est appelée la distance de Hausdorff sur
P (X).

Exemples :  Si X est 'espace métrique [0, 1] usuel, et A,, = {niJrl ,0<k<n+1},
alors

1
dg(X,A,) = — 400 0.
e Pour tous les n € N — {0} et p € [1,400], notons B, la boule unité fermée de R"
pour la norme || - ||, (voir I'exemple (iii)). Les B, sont des fermés bornés non vides de R"

muni de la distance euclidienne usuelle. Pour tout pg dans [1, 4+00], il est facile de montrer
que dp (Bp, Bp,) tend vers 0 quand p tend vers py dans [1, 4+00].

e On considére la suite (K, ),en de lignes polygonales du plan R?, ou K, est formé
de 4™ segments consécutifs de longueurs 3%, qui est définie ainsi par récurrence : Ky est
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I'intervalle unité horizontal [0,1]; K41 est obtenu & partir de K, en subdivisant en trois
chacun des 4" segments de K,, et en remplacant le tiers du milieu 7 par les deux autres

cotés du triangle équilatéral ayant 7 comme base (et situé a gauche en parcourant K, bien
que cela n’ait guére d’importance). Il est facile de montrer que dg (K, K,t1) = @%n, et
qu’il existe un fermé borné K du plan tel que dg (K, K) converge vers 0 quand n tend vers
+oo : 'application f, : [0,1] — K, obtenue en découpant I'intervalle [0, 1] en 4" segments
de longueurs égales, puis en prenant sur chacun de ces segments une application affine sur
le segment correspondant de K, est uniformément de Cauchy (voir le paragraphe 3.4),
donc converge vers une application continue de [0, 1] dans R?, dont I'image est K. Ce fermé

borné K est appelé la courbe de von Koch.

Ko
Ky
A Ky
AN
IOk
_ K3

Exercice E.8 Montrer que la courbe de von Koch est homéomorphe a [0,1] (donc est
connexe par arcs, au sens du paragraphe 1.9), mais n’est pas connexe par arcs rectifiables
(pour la distance usuelle de R?).

La notion de limite (voir le paragraphe 3.1) pour la distance de Hausdorff permet
souvent de construire de trés jolis objets fractals (voir par exemple [Man, Fal, Mat]).

Preuve. Par définition des e-voisinages ouverts, les deux inclusions K C V.(K') et K’ C
Ve(K) sont vérifiées si et seulement si la relation x Z y définie par d(z,y) < € est une corres-

pondance entre K et K. Si K C V(K') et K’ C V.(K), alors on a max{ sup,c d(z, K'),

SUD,/c K d(a:’,K)} < e Si max{ sup,ci d(z, K'),sup,c g d(ﬂ:',K)} < €, alors K C
Ve(K') et K' C Vo(K). L’égalité des trois définitions en découle aisément.

La fonction dy est finie (pour tous K, K’ dans Z.(X), pour z € K et 2/ € K', on a
dy(K,K') < diam K + d(z,2’) + diam K’), positive ou nulle, symétrique et nulle sur la
diagonale. Par inégalité triangulaire, on a V¢ (Ve (A)) C Veye(A)) pour toute partie A de X
et tous €, ¢ > 0. Donc en utilisant la seconde définition, 'application dy vérifie I'inégalité
triangulaire. (On peut aussi composer les correspondances : si #Z est une correspondance
entre K et K’ telle que d(x,2') < e si x Z 12/, et si Z' est une correspondance entre K’ et
K" telle que d(a,2") < €' sia’ #' 2", alors la relation #” entre K et K" définie par © #" x”
si et seulement s’il existe 2’ dans K’ tel que x Z 2’ et 2’ #' 2" est une correspondance entre
K et K" telle que d(z,2") < e+ € si x Z" 2", par inégalité triangulaire).

Si dy (K, K') =0, alors pour tout « dans K, on a d(z, K') < € pour tout € > 0, donc
d(z, K") = 0. Nous verrons dans le paragraphe 1.6 que si une partie A de X est fermée,
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alors d(x, A) = 0 si et seulement si x appartient & A. Donc K C K’. Par symétrie, ceci
montre ’axiome de séparation de dg. O

Exemple (ix) Soit (X, d) un espace métrique. Soit # la tribu de ses boréliens et .# (X)
I’ensemble de ses mesures (boréliennes) de probabilité (voir le cours d’Intégration et proba-
bilité). Il existe sur .Z (X) plusieurs topologies intéressantes et naturelles (voir 1’exemple
(3) du paragraphe 2.2), et ces topologies suffisent en général. Mais pour les aficionados des
distances, et quelques usages précis, il existe aussi plusieurs distances intéressantes et na-
turelles sur . (X) (voir [Par, Vil]). Nous n’en donnons qu’'une ci-dessous, voir par exemple
[Vil, Chap. 6] pour la définition et les premiéres propriétés des distances de Wasserstein
dwp entre deux éléments p, v de 4 (X), pour p € [0, 4o00] :

1/p

dwaler) = nt [y i)
mell(p,v) J X x X

ou II(u, ) est 'ensemble des mesures (boréliennes) de probabilité m sur I'espace topologi-

que produit X x X (voir paragraphe 2.4) telles que les mesures images (appelées marginales,

voir le cours d’Intégration et probabilité) (pry).m et (pry).m de m par les projections

canoniques pr; : (z,y) — = et pry : (z,y) — y soient respectivement p et v.

Proposition 1.3 Considérons Uapplication dp : 4 (X) x #(X) — [0, +o00[ définie par
dp(p,v) =inf{e>0 : VB € B, u(B) <v(Vi(B))+e et v(B) < pu(Vi(B))+e€}.
Alors dp est une distance sur M (X).

Cette distance est appelée la distance de Prokhorov sur .4 (X).

Preuve. L’application d, est & valeurs finies (majorées par 1), positives ou nulles; elle
est symétrique et nulle sur la diagonale, par construction. En utilisant de nouveau le fait
que V (Vo (A)) C Vi (A)) pour toute partie A de X et tous €, > 0, et qu'un voisinage
ouvert est ouvert, donc borélien, I'inégalité triangulaire en découle.

Si B est un fermé de X, alors (V; (B))n oy est une famille décroissante de boréliens,
dintersection l'ensemble des  de X tels que d(z,B) = 0, qui est égal a B d’aprés le
paragraphe 1.6. Donc par convergence monotone (voir le cours d’Intégration et probabilité),
pour tout p dans .2 (X), la suite des p(V1(B)) converge vers pu(B). Il en découle que si
dp(p,v) =0, alors pu(B) = v(B) pour tout fermé B de X. Comme les fermés engendrent
la tribu des boréliens, ceci implique que p = v, ce qui montre ’axiome de séparation de
dp. O

Exemple (x) Une distance d sur un groupe G est dite invariante a gauche (resp.a droite
si pour tous g, x,y dans GG, nous avons

d(gz,gy) = d(z,y) (resp. d(gz,gy) = d(z,y) ).

Une distance est dite bi-invariante si elle est invariante a droite et & gauche. Par exemple,
la distance induite par une norme sur un espace vectoriel est invariante par translations.
Sur le groupe (R7, x), la formule

a
d(a,b) = log §|
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est une distance invariante & gauche (donc a droite, par commutativité).
Sur le groupe O(n) des rotations de R™, la formule

d(z,y) = (trace t(y —z)(y — x))%

est une distance bi-invariante.

Nous renvoyons par exemple a [Grol][Vil, Chap. 27] pour d’autres trés jolis exemples
d’espaces métriques.

1.4 Topologie engendrée et base d’ouverts

Soit F un ensemble. Pour toute partie ¥ de Z(FE), il existe une unique topologie la
plus petite (pour l'inclusion) contenant Y. C’est I’ensemble & des unions d’intersections
finies d’éléments de Y. C’est I'intersection de toutes les topologies contenant 3. On dit que
O est la topologie engendrée par X, et que X est une prébase de 0.

Preuve. L’intersection de toutes les topologies contenant ¥ est une topologie, clairement
la plus petite pour l'inclusion. Il est clair que toute topologie contenant Y contient &. Il
suffit donc pour conclure de montrer que & est une topologie. Ceci découle du fait que
E € 0 et de la distributivité

<UAi)m UBj = U (A;N B;j). O

el jedJ el jed

Une base d’ouverts d’'un espace topologique (X, &) est une partie & de O telle que tout
ouvert de X soit union d’éléments de Z. De maniére équivalente, une base d’ouverts de
(X, 0) est une partie Z de 0 telle que

VUECO, VeecU, IVERB, zcVCU.

Un espace topologique est a base dénombrable d’ouverts s’il admet une base d’ouverts qui
est dénombrable.

Si f: X — Y est un homéomorphisme, si Z est une prébase (respectivement une base)
d’ouverts dans Y, alors f~1(2) est une prébase (respectivement une base) d’ouverts dans
X. La propriété « étre a base dénombrable d’ouverts » est une propriété invariante par
homéomorphisme.

Exemples. (a) L’ensemble des intersections finies d’éléments d’une prébase est une base
d’ouverts.

(b) Si (X,d) est un espace métrique, alors {B(z,7) : z € X,r > 0} est une base
d’ouverts de la topologie induite par la distance d, par définition de celle-ci.

(c) Si X est un ensemble muni de topologie définie par une famille de pseudo-distances
(da)acwr, alors par définition, cette topologie est la topologie engendrée par I'ensemble des
boules ouvertes pour ces pseudo-distances d,. De plus, I’ensemble des intersections finies
Ni=1 B, (z,¢€) de boules ouvertes (de mémes centre et rayon) pour ces pseudo-distances,
ou ay,...,an € &, x € X et € >0, est une base d’ouverts de cette topologie.

(d) Un espace vectoriel normé de dimension finie est & base dénombrable d’ouverts :
dans R¥, I’ensemble des pavés dyadiques H‘ijzl lzi — riyx; + i, avec les z; et r; > 0 de
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la forme 57 avec m,m dans Z, est une base dénombrable d’ouverts; plus généralement,
I’ensemble des boules ouvertes de rayon rationnels et centrées en des points dont toutes les

coordonnées dans une base fixée sont rationnelles.

Par définition, tout ensemble de parties d’un ensemble est une prébase de sa topologie
engendrée. Mais par contre la propriété « étre une base d’ouverts d’une certaine topologie »
est une condition non automatique sur les ensembles de parties d’un ensemble.

Proposition 1.4 (Critére pour qu’une prébase soit une base) Soit E un ensemble.
Soit B une partie de P (E) telle que | J B = E et telle que

(x) YUOVeRB VYeeUNV, IWeB, zeWCUNV.

Alors ’ensemble € des unions d’éléments de A est la topologie engendrée par %B. En
particulier, B est une base d’ouverts de sa topologie engendrée.

Preuve. Il suffit de montrer que & est une to- W
pologie. Comme E € & et par la formule de <7
distributivité ci-dessus, il suffit de montrer que

Iintersection de deux éléments de % est union @

d’éléments de Z. Ceci découle de la condition

(*). 0

En fait, la topologie d’un espace métrique a été construite ainsi au paragraphe 1.2, en
prenant pour & 'ensemble des boules ouvertes, et en montrant que % satisfait au critére
ci-dessus pour vérifier que la topologie induite par la distance est bien une topologie. Il en
était de méme pour la topologie définie par une famille de pseudo-distances (exemple (v)
du paragraphe 1.2).

Exemple (1) : la droite numérique étendue.

Soient 400 et —oo deux ensembles distincts n’appartenant pas a R. L’ensemble des par-
ties de RU{+00, —oo} de la forme ]z — 1, 2+ L[ ou {—oc} U ]— 00, —n[ ou Jn, +oo[ U {+00}
avec x € R et n € N — {0} est une base d’ouverts pour une topologie sur R U {—o0, +00}.
Cet ensemble muni de cette topologie est noté R.

Exemple (2) : les topologies de Schwartz et de Whitney sur ’espace des fonc-
tions lisses & support compact.

Soient K =R ou K = C, r € N — {0} et Q un ouvert non vide de l'espace euclidien
usuel R”. Définissons le support d'une application f de €2 dans K comme le plus petit fermé
de © en dehors duquel f est nulle (i.e. intersection de tous les fermés en dehors desquels
f est nulle, ou (en renvoyant au paragraphe 1.6 pour la notion d’adhérence) 1’adhérence de
I’ensemble des points z de Q tels que f(z) # 0). En particulier, le support de f est fermé.
Rappelons qu'un compact de R” est, pour I'instant, un fermé borné de R", et un compact
de  un compact de R" contenu dans €2 (nous reviendrons bien str longuement sur cette
notion dans le chapitre 4, nous n’aurons besoin pour ’étude ultérieure de cet exemple que
du fait que tout fermé contenu dans un compact est compact, et que de tout recouvrement
ouvert d’un compact on peut extraire un sous-recouvrement ouvert fini).

Soit Z(2) l'espace vectoriel sur K des applications de €2 dans K lisses (i.e. de classe
C*) a support compact dans 2. Remarquons que Z(f2) est la réunion, pour K parcourant
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les compacts de 2, des sous-espaces vectoriels Pk (€2) des applications dont le support
(compact) est contenu dans K.

Soit ‘5(?7 +(Q) Pensemble des applications continues de Q dans R, nulles sur la frontiére
de Q et strictement positives dans 2. Il n’est pas si évident que cela que ‘5007 +(Q) est non
vide et méme non-dénombrable, mais nous verrons dans le paragraphe 1.8 que puisque le
complémentaire “Q2 de Q est fermé, et s’il est non vide (sinon les applications constantes
strictement positives conviennent), alors pour tout ¢t > 0, I'application = +— ¢ d(x, Q) de
Q dans R est continue, nulle sur la frontiére de € et strictement positive dans Q, donc
appartient a %007 +(Q).

(i) Pour tout f dans Z(2), pour tout € dans I'ensemble (50074_(9), notons By . I'ensemble
des g dans Z2(Q) tels que
0™ f(z) — 0™ g(x)| < e(x)

pour tous les x dans Q et m € N tels que |m| < ﬁ

Proposition 1.5 L’ensemble % des By pour f € Z(Q) et e € 65 (Q) est une base
d’une topologie sur 2(2), appelée la topologie de Schwartz.

Preuve. Appliquons le critére précédent. Tout d’abord, nous verrons, dans le paragraphe
1.6 suivant, que si 9Q # (), alors Iapplication &g : x — d(z, Q) est continue, strictement
positive sur et nulle sur 9Q. Si 9Q = (), posons g¢ :  +— 1. Alors dans les deux cas,
€0 € (f(ng(Q). Comme f € By, I'ensemble # recouvre 2(Q2).

Soit g € By, N By or. L'application de  dans [0, 1[ définie par

0™ f(z) — 9™g()]

€T = )
meNT : |m|<1/e(z) 8(1’)

ainsi que celle obtenue en remplacant (f,e) par (f’,&’), est continue, nulle en dehors d’un
compact et strictement inférieure a 1, donc est strictement inférieure a  pour un n € |0, 1.
Soit ¢” = (1 — n) min{e, &'}, qui appartient a (50074_(9). Par l'inégalité triangulaire de la
valeur absolue, on vérifie que

Byer C Bpe N Byr et

ce qui permet d’appliquer la proposition 1.4. O
(ii) Pour tout f dans Z(f2), pour tout £ dans l’ensemble %&JF(Q) et pour tout k dans
N, notons B}ﬁ’k I’ensemble des g dans Z(Q) tels que, sur 2,
0" f —0"g| < e

pour tout m € N? tel que |m| < k. De méme, I'ensemble des B},&k pour f € 2(Q),
€ € (5(?,+(Q) et k € N, est une base d’une topologie sur Z(Q2), appelée la topologie de
Whitney.

Ce genre de topologies (surtout celle de Schwartz) intervient dans la théorie des distri-
butions (voir par exemple [Sch]). Nous reviendrons moultes fois sur cet exemple, qui nous
servira d’illustrations pour de nombreuses notions de topologie et d’analyse.

Exemple (3) : la topologie de 1’ordre.
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Soit (E, =) un ensemble totalement ordonné. La topologie de l’ordre est la topologie
dont une base d’ouverts est ’ensemble des parties I de E de la forme I = E ou

I=|z,yj={z€F : <2<y} ou

I=]-oc0,y={2€F : z2<y} ou I =z,+o0[={2€FE : <z}

pour les z,y dans E (I'ensemble de ces parties vérifie le critére pratique 1.4). Par exemple,
il est facile de vérifier que si < est 'ordre usuel sur toute partie A de R, alors la topologie
de A (induite par la valeur absolue de R) et la topologie de 'ordre pour < sur A coincident.
En particulier, les intervalles ouverts de R sont des ouverts, et les intervalles fermés de R
sont des fermés.

Nous reviendrons sur les propriétés des topologies de 'ordre ultérieurement. Nous don-
nons ci-dessous quelques définitions sur les bons ordres, qui nous serviront pour construire
des exemples d’espaces topologiques plus tard.

Un ordre total sur E est un bon ordre si toute partie non vide de £ admet un plus petit
élément (ie. VA C E,si A#(alors 3z € A, Vy e A, z <y). Un ensemble muni d’un
bon ordre est un ensemble bien ordonné (par définition, ceci implique qu’il est totalement
ordonné).

Par exemple, ’ensemble N muni de son ordre usuel est bien ordonné. Par exemple, si
E, F sont deux ensembles bien ordonnés, alors I’ensemble produit £ x F' muni de 'ordre
lexicographique (défini au paragraphe 1.1) est bien ordonné.

Rappelons qu’une application f : £ — F' entre deux ensembles ordonnés F, F' préserve
lordre si pour tous z,y dans F, si x =< y alors f(x) =< f(y). Deux ensembles ordonnés
sont dit isomorphes s’il existe une bijection de 'un dans l'autre préservant ’ordre. La
relation « étre isomorphe a » est une relation d’équivalence. Un ordinal est une classe
d’isomorphisme d’ensembles bien ordonnés. Comme un cardinal est une classe d’équivalence
d’ensembles pour la relation « étre en bijection », le cardinal d’un ordinal est bien défini.
Un ordinal est dit dénombrable si son cardinal lest (i.e. si son cardinal est le cardinal
d’une partie de N). Par un théoréme de Zermelo (voir [Kri]), tout ensemble admet un bon
ordre, et donc il existe un ordinal non dénombrable (voir ci-dessous pour un exemple ne
dépendant pas de 'axiome du choix).

Soit E un ensemble bien ordonné. Un segment initial de E est une partie de la forme
{y € E : y <z} pour un z dans E. Muni de l'ordre induit de celui de E, un segment
initial de E est bien ordonné. Soit «, § deux ordinaux, on dit que a < (3 si « est isomorphe
a un segment initial de B (ce qui ne dépend pas des choix des représentants). On note
a = fsia<foua=0. On montre que tout ensemble d’ordinaux, muni de cet ordre =<,
est bien ordonné. En particulier, la classe d’isomorphisme de ’ensemble (qui en est bien
un) bien ordonné des ordinaux dénombrables est un ordinal non dénombrable, qui est le
plus petit ordinal non dénombrable.

1.5 Voisinages

Soit X un espace topologique et A une partie de X.
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Un wvoisinage de A est une partie de X contenant un
ouvert contenant A. On appelle voisinage d’'un point = de X

un voisinage de {x}.

Un systéme fondamental de voisinages de A (ou du point @
x si A= {x}) est un ensemble & de voisinages de A tels que v
tout voisinage de A contienne un élément de Z.

Cette notion de voisinages permet de reconstruire la topologie. En effet, une partie A
de X est ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points, car elle est
alors égale & la réunion des ouverts qu’elle contient. En particulier, si deux topologies sur
un méme ensemble ont les mémes ensembles de voisinages de points, alors elles sont égales.

Si 7/(A) est I'ensemble des voisinages de A (on note ¥ (x) si A = {z}), alors

— toute partie de X contenant un élément de ¥(A) appartient a 7' (A);

— toute intersection finie d’éléments de ¥ (A) appartient a ¥ (A).

(Si A est non vide, ces propriétés sont des propriétés de filtres (voir par exemple |Dix,
Boul]), et on parle du filtre des voisinages de A.)

Exemple (0) L’ensemble des voisinages ouverts de A est un systéme fondamental de
voisinages de A. L’ensemble des voisinages de A contenus dans un voisinage donné Vj de
A est un systéme fondamental de voisinages de A (car si V' est un voisinage de A, alors
V' NV est un voisinage de A contenu dans V' et dans Vp).

Exemple (1) Soit (X,d) un espace métrique. Pour n’importe quelle suite de réels stric-
tement positifs (ry,)nen tendant vers 0, U'ensemble {B(z,7,) : n € N} est un systéme
fondamental (dénombrable) de voisinages de x € X. En considérant les boules fermées,
tout point d’'un espace métrique admet un systéme fondamental de voisinages fermés.
Mais ceci n’est pas vrai pour tous les espaces topologiques (voir I'exercice E.11).

Par contre, étant donnée une partie A de X, 'ensemble {V.(A) : € > 0} n’est pas
toujours un systéme fondamental de voisinages de A. Par exemple, si A = {(z,y) € R? :
x> 0,0y =1} et U = {(z,y) € R? : x,y > 0}, alors U est un voisinage ouvert de A
qui ne contient aucun V¢(A). Voir I'exercice E.85 du paragraphe 8.1 pour une condition
suffisante sur A pour que {Vi(A4) : € > 0}, ainsi que {V(A) : € > 0}, soit un systéme
fondamental de voisinages de A.

De méme, soit X un espace topologique dont la topologie est définie par une famille
dénombrable de pseudo-distances (dg)acr. Pour tout z dans X, l'ensemble des parties
Nacoyr Ba(z,€) de X, otte > 0 et &7’ est une partie finie de <7, est un systéme fondamental
de voisinages de x.

En particulier, tout point d’un espace métrique admet un systéme fondamental dénom-
brable de voisinages. De méme, tout point d’un espace topologique dont la topologie est
définie par une famille dénombrable de pseudo-distances admet un systéme fondamental
dénombrable de voisinages.

Ce fait donne un critére souvent utilisé pour montrer qu'un espace topologique est
non métrisable : il suffit d’y exhiber un point qui n’admet pas de systéme fondamental
dénombrable de voisinage.

Exemple (2) En reprenant les notations de l’exemple (2) du paragraphe 1.4, pour tout
f € 2(Q) fixé, 'ensemble des B _ ; pour € € (5(?,+(Q) et k € N est un systeme fondamental
(non dénombrable) de voisinages de f pour la topologie de Whitney. De méme, pour tout
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[ € 2(9) fixé, I'ensemble des By, pour € € Cg& +(Q) est un systéme fondamental (non
dénombrable) de voisinages de f pour la topologie de Schwartz.

Exercice E.9 Montrer que les topologies de Whitney et de Schwartz ne sont pas métri-
sables.

Le type de construction de topologie comme celle induite par une distance et celle de
I'exemple (2) est un moyen trés répandu de construire des bases d’ouverts : on se donne,
pour tout point x d’un ensemble F, un ensemble E, de parties de E le contenant, et on
montre que la réunion des E, lorsque x parcourt E vérifie le critére 1.4 pour étre une
base d’ouverts d’une topologie. Bien souvent (mais bien str pas automatiquement, nous
laissons au lecteur le soin de donner un critére nécessaire et suffisant pour cela), pour
tout x, I'’ensemble F, sera un systéme fondamental de voisinages de x. Attention, ce n’est
pas parce qu'une topologie est construite par la donnée d’un systéme fondamental non
dénombrable de voisinages en chaque point qu’elle n’admet pas de systéme fondamental
dénombrable de voisinages en chaque point (penser déja au cas des espaces métriques).

Si f: X — Y est un homéomorphisme et x € X, alors f(¥(z)) = ¥ (f(x)), et
I'image par f d’un systéme fondamental de voisinages de x est un systéme fondamental de
voisinages de f(z).

1.6 Intérieur, adhérence, frontiére

Soient X un espace topologique et A une partie de X.

L intérieur de A est I'ensemble, noté ;1 (ou parfois int(A)), des points de A dont A est
un voisinage. L’adhérence de A est I'ensemble, noté A (ou parfois adh(A)), des points de
X dont tout voisinage rencontre A. On note aussi parfois A~ pour désigner I'adhérence
d’une partie A pour une topologie &, lorsque 1'on veut préciser la topologie. La frontiére
de A est 'ensemble, noté 0A, des points de X adhérents & A et & son complémentaire :

DA =AnNCA.

Pour tout x dans X, soit ¥, un systéme fondamental de voisinages de x. Alors il découle
(¢}

des définitions que x € A si et seulement s'il existe V dans ¥, tel que V. C A; et x € A si
et seulement si pour tout V' dans 7, I'intersection V' N A est non vide.

Les propriétés suivantes se montrent de la méme maniére que pour les topologies des
espaces vectoriels normés, et sont donc laissées en exercices. Les inclusions du sixiéme point
ne sont en général pas des égalités, des contre-exemples ayant déja été vus (en prenant des
intervalles bien choisis dans l'espace topologique R).

Si A, B sont des parties de X, alors

e L’intérieur de A est la réunion des ouverts contenus dans A, c’est le plus grand (pour

I'inclusion) ouvert contenu dans A.
e [’adhérence de A est l'intersection des fermeés contenant A, c’est le plus petit (pour
I'inclusion) fermé contenant A.

[e]
(¢} o e}
e A est ouvert si et seulement si A=A (donc A = A).

o A est fermé si et seulement si A = A (donc A= A).
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e ANB = ANB, AUB = AUB.

e AUB C AUB, 4nB c 4AnB.

¢ J(AUB) C 9A U 9B.

e X— A= X— A(donCE:X—X—A et 9A=A— A).
e X = XA (donc A :X—X/—\A).

—A
e si f: X — Y est un homéomorphisme, alors

— -

FA) =FA), f(A)=TFA), fOA)=0f(A)).

Soit 4 une base d’ouverts de X. Une partie A de X est dense dans X si I'une des
conditions clairement équivalentes suivantes est vérifiée :

e 'adhérence de A est égale & X,

e la partie A rencontre tout ouvert non vide de X (en au moins un point),

e tout élément non vide de Z contient au moins un point de A,

e l'intérieur du complémentaire de A est vide.
Une partie de X est nulle part dense si 'intérieur de son adhérence est vide.

Par exemple, Q est dense dans R; R est dense dans 'espace R défini dans 'exemple
1 du paragraphe 1.4; I'ouvert des matrices inversibles de 'espace vectoriel .#3(R) (muni
d’une norme matricielle quelconque) est dense dans .#;(R); Z (et plus généralement tout
ensemble infini) est dense dans A (R) = R pour la topologie de Zariski définie par I'exemple
4 du paragraphe 1.2; Z" est Zariski-dense dans A, (R) = R"™.

Exemple. Si X est un espace métrique et si A est une partie de X, alors
o
r€A < Je>0, B(z,e) CA,

z€A < VneN, Bz, Z7)NA#£D.

Autrement dit,
r€A <= d(z,A)=0.

En particulier, A est fermé si et seulement si 'ensemble des x dans X tels que d(z, A) =0
est égal & A; et A est dense dans X si et seulement si pour tout € > 0 et tout x dans X,
il existe a dans A tel que d(x,a) < e. Dans un espace métrique X, on a, pour tous les x
dans X et r > 0,

o
—

B(x,r) C B(z,r) et B(x,r) C B(z,r).
Ces inclusions sont des égalités dans le cas des espaces vectoriels normés, mais sont fausses
en général.
Plus généralement, si X est un ensemble muni de la topologie définie par une famille
de pseudo-distances (d;);es (voir 'exemple (v) du paragraphe 1.3), et si A est une partie
de X, alors

n
r€A < dneN, Jig,...,ip €I, Je>0, ﬂBdik(x,e)CA,
k=0
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T€EA < Ve>0, Viy...,ip €I, Iy € A, max{d;,(z,9),...,di,(z,y)} <e.

Notons que si € A alors d;(x, A) = 0 pour tout i € I, mais que la réciproque n’est pas
vraie, comme le montre ’exemple de I'ensemble X = C, de la famille de pseudo-distances
{dy,dy} ot di(z,2') = |[Rez — Rez2/| et da(z,2') = |Imz — Im 2’|, du point = = 0 et de
Iensemble A = {1,i}.

Un espace topologique est séparable s’il admet une partie dénombrable dense. La pro-
priété « étre séparable » est invariante par homéomorphismes. Par exemple R, et tout
espace vectoriel (réel ou complexe) normé de dimension finie, est séparable (car Q" est
dense dans R™).

Proposition 1.6 Un espace topologique a base dénombrable d’ouverts est séparable.

Preuve. Si (U;);en est une base d’ouverts (que 'on peut supposer non vides), si x; est un
point de Uj, alors la partie {z; : ¢ € N} est dense, car elle rencontre tout ouvert non vide.

O

De nombreux espaces topologiques, méme trés gros, sont séparables (voir la partie 6.1).
En particulier, pour tout ouvert non vide 2 de R™ et tout p dans [1, +o00], I’espace vectoriel
normé ILP(Q) est séparable ; par contre, I’espace vectoriel normé L°°({2) n’est pas séparable
(voir le cours d’Intégration et probabilité, et [Bre, page 66]).

Exercice E.10 (1) Montrer qu’un espace métrisable X est séparable si et seulement s’il
est a base dénombrable d’ouverts.
(2) Considérons B = { la,b] : a,b €R, a < b}.
i) Montrer que A est une base d’une topologie O sur R.
ii) Montrer que l’espace topologique (R, O) est séparable.
ii1) Montrer que tout point de ’espace topologique (R, &) admet un systéme fondamental
dénombrable de voisinages.
iv) Montrer que l’espace topologique (R, 0) n’admet pas de base dénombrable d’ouverts.

v) Montrer que l’espace topologique (R, 0) n’est pas métrisable.

1.7 Séparation

Un espace topologique X est séparé si deux points distincts de X admettent des voisi-
nages disjoints. (Les anglophones disent “Hausdorff space” pour espace séparé, et on trouve
parfois aussi la terminologie « espace Ty » (voir[Dug, page 138]). On ne confondra pas la
séparation (propriété d’étre séparé) et la séparabilité (propriété d’étre séparable).

Les propriétés suivantes sont immeédiates.
e Soit X un espace topologique. Pour tout x dans X, soit %, un systéme fondamental
de voisinages de x dans X. Alors X est séparé si et seulement si

Ve,ye X, 3U e, 3Ved, UNV=0.

e Dans un espace séparé, les singletons sont fermés (puisque leur complémentaire est
voisinage de chacun de ses points).

e La topologie grossiére sur un ensemble ayant au moins deux éléments n’est pas
séparée.

e La propriété “étre séparé” est invariante par homéomorphismes.
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Proposition 1.7 Tout espace topologique métrisable est séparé.

L’espace topologique (R, &) étudié dans 'exercice E.10 est séparé, mais non métrisable.
Nous verrons ultérieurement des exemples intéressants d’espaces séparés non métrisables,
comme 'espace Z(R) des applications lisses a support compact sur R muni de la topologie
de Schwartz (voir I'exemple 3.2 du paragraphe 2.2) ou l'espace topologique produit [0, 1]
(voir le paragraphe 2.4).

Preuve. Soient d une distance sur un ensemble X, et
z,y deux points de X. Si z # y, alors r = 3d(z,y) >
0. Si B(xz,r) N B(y,r) est non vide, soit z un de ses
points. Alors d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) < 2r =d(x,y),
impossible. O

C’est a cause de cette preuve que le second axiome des distances (voir le paragraphe
1.3) est appelé 'axiome de séparation. La topologie induite par une pseudo-distance (voir
lexemple (v) du paragraphe 1.3) n’est pas toujours séparée (par exemple la pseudo-distance
(identiquement) nulle sur un ensemble induit la topologie grossiére). Il est facile de montrer
que la topologie définie par une famille de pseudo-distances est séparée si et seulement si
cette famille est séparante (voir aussi la proposition 2.1).

Exercice E.11 Soient 0_,04 deuzr ensembles distincts,

n’appartenant pas a [0,1]. Soit X [ensemble {04} U

{0_}U]0,1]. On note B(z) = {Jz — L,z +1[n]o,1] : 0, X

n € N—{0}} pour x # 04 et B(0+) = {{0+}U]0, 1 : :I EI
n € N—{0}}. Montrer que % = J,cx #(u) est une base

d’ouverts d’une topologie non séparée sur X. Montrer que 0- X
04 n’admet pas de systéme fondamental de voisinages fer-

mes.

Exercice E.12 Montrer que tout ouvert de Zariski non vide de A™(R) est un ouvert dense
de R™ pour la topologie usuelle de R™. En déduire que la topologie de Zariski sur A™(R)
n’est pas séparée pour n > 0.

Exercice E.13 Montrer que la topologie de l’ordre (voir l’exemple (3) du paragraphe 1.4)
sur un ensemble totalement ordonné est séparée.

Le probléme de séparation des espaces topologiques sera un probléme crucial pour les es-
paces topologiques quotients (voir la partie 2.6, qui fournira en particulier d’autres exemples
d’espaces non séparés). Vérifier leur séparation devra étre un réflexe (et ce probléme n’est
pas toujours trivial).

1.8 Continuité

Soient X et Y deux espaces topologiques, o € X et f: X — Y une application.
. : . /
On dit que f est continue en xq si, P v
pour tout voisinage V' de f(z() dans Y, il ﬂ
existe un voisinage U de zg dans X tel que U
JU) V. Fw)
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Il est immédiat que si Z est un espace topologique et si g : Y — Z est une application
continue en f(zg), alors go f : X — Z est continue en xq si f est.

Soit 7 un systéme fondamental de voisinages de g, et 7" un systéme fondamental de
voisinages de f(x(). Alors en utilisant la définition d’un systéme fondamental de voisinage,
il est facile de montrer que f est continue en z si et seulement si pour tout V' € ¥, il existe
U € % tel que f(U) C V. En particulier, on peut remplacer « voisinage » par « voisinage
ouvert » dans la définition de la continuité en un point.

Exemple (1) Dans un espace métrique, ’ensemble des boules ouvertes (ainsi que des
boules fermées) centrées en un point z de rayons strictement positifs (éventuellement
seulement dans une partie de ]0,+oo[ s’accumulant sur 0) est un systéme fondamental
de voisinages de x. Donc si Y est un espace métrique, alors f est continue en xq si et
seulement si pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage U de xq tel que pour tout y dans U,
on ait d(f(y), f(z0)) < €.

En particulier, si la topologie de X est induite par une distance d et si celle de Y est
induite par une distance d’, alors f est continue en z si et seulement si

Ve>0, 3n>0, dxz)<n = d(f(z),f(x0)) <e.

Nous pouvons remplacer les deux derniéres inégalités strictes par des inégalités larges,
et prendre €, n seulement de la forme r, > 0,5, > 0, olt 1, —p—100 0,8, —p—t0o 0.

La traduction de cette propriété dans le cas des espaces vectoriels normés est laissée
au lecteur, qui retrouvera la définition usuelle de la continuité en un point des applications
entre (parties d’)espaces vectoriels normés.

Proposition 1.8 Soient % une base d’ouverts de Y, et ¥ une prébase de Y (i.e. un
ensemble de parties de Y engendrant la topologie de Y ). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) pour tout owvert U de Y, f~1(U) est un ouvert de X ;
(1°) pour tout U € B, f~H(U) est un ouwvert de X ;

(17) pour tout U € X, f~1(U) est un ouvert de X ;

(2) pour tout fermé F de'Y, f~1(F) est un fermé de X ;
(3) pour tout x € X, f est continue en x ;

(4) pour tout A C X, f(A) C f(A).

On dit que f est continue si elle vérifie I'une de ces conditions.

Preuve. Il est immédiat que (1) implique (1’) qui implique (1”) (en prenant pour 2 ’en-
semble des intersections finies d’éléments de X, qui est une base d’ouverts). La réciproque
découle du fait que tout ouvert de X est union d’intersections finies d’éléments de X, et
que l'image réciproque commute avec la réunion et 'intersection.

L’équivalence des assertions (1) et (2) se montre par passage au complémentaire.

L’équivalence de (1) et (3) découle du fait qu'une partie d’un espace topologique est
ouverte si et seulement si elle est voisinage de chacun de ses points.

Montrons que (4) implique (2). Soient F' un fermé de Y et A = f~1(F). Alors f(A) C

f(A)C F=F.Donc AC Aet A est fermé.
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Montrons que (1) implique (4). Soient x € f( A) et V un voisinage ouvert de x. Soit
y € Atel que f(y) = z. Alors f~(V) est un voisinage ouvert de y, donc rencontre A, donc
V rencontre f(A). Par conséquent, x € f(A), et le résultat en découle. O

Les propriétés suivantes sont immeédiates.

e [’image d’une partie dense de X par une application continue surjective f: X — Y
est dense dans Y (appliquer (4)).

e Si X est discret, alors f est continue. Si Y est grossier, alors f est continue.

e Sif:X —=Yetg:Y — Z sont deux applications continues, alors go f : X — Z
est continue.

e Une bijection f : X — Y est un homéomorphisme si et seulement si f et f~! sont
continues.

e Sig: X' — Xetey:Y — Y’ sont des homéomorphismes, alors 1) o f o ¢ est continue
(resp. continue en un point x(; de X’) si et seulement si f est continue (resp. continue en

¢(x)).

Pour les premiers exemples d’applications continues, nous renvoyons aux applications
continues entre (parties d’)espaces vectoriels normés. Nous reviendrons plus longuement
sur la continuité dans le chapitre 5.

Proposition 1.9 Soit A une partie d'un espace métrique X. Alors l'application x
d(z,A) de X dans R est continue.

Preuve. En utilisant 1’exemple (1) ci-dessus, ceci découle du fait vu au paragraphe 1.3
que cette application est 1-lipschitzienne, et nous reverrons cela plus généralement dans le
paragraphe 5.3. U

Si K =R ou K = C, avec leur topologie usuelle, si f,g: X — K sont deux applications
continues, alors les applications f+ ¢ : X — K définie par z — f(z)+g(x) et fg: X - K
définie par z — f(z)g(z) sont continues. Il y a un moyen « propre » de montrer cela (voir
le paragraphe 2.8), mais cela se démontre aisément « & la main » ainsi : pour tout zy dans
X, pour tout € > 0, soient V, V' deux voisinages de zq tels que |f(z) — f(zo)| < § pour =
dans V, et |g(x) — g(wo)| < § pour  dans V'. Alors pour x dans le voisinage V NV’ de
Zg, On a

I(f +9)(@) = (f + 9)(@o)| < [f(z) — f(zo0)| + |g(x) — g(z0)| <€,

ce qui montre la continuité de f 4 ¢g. En utilisant qu’une fonction continue sur X a valeurs
dans un espace métrique est bornée au voisinage de tout point de X, la continuité du
produit se montre de méme.

En particulier, comme les applications coordonnées sont continues de K™ dans K (par
exemple car 1-lipschitziennes i.e. |z; — y;| < ||z — y|| pour tous z,y dans K", avec || - || la
norme euclidienne ou hermitienne usuelle, et z;, y; les i-émes coordonnées de x,y respecti-
vement), les applications polynomiales de K™ dans K sont continues.

Exemple (2) En reprenant les notations de 'exemple (2) du paragraphe 1.4, les trans-
lations dans ’espace vectoriel Z(Q2) sont continues (donc sont des homéomorphismes, car
leurs inverses sont aussi des translations), a la fois pour la topologie de Whitney et celle
de Schwartz : si ty : f — f+ g est la translation par g € Z(2), alors pour tous f,g dans
2(9)

tg_l(B}+g,€,k) = B},e,k et tg_l(Bf+g,€) = By .
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Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application. On dit que f
est ouverte si I'image par f de tout ouvert de X est un ouvert de Y. On dit que f est
fermée si 'image par f de tout fermé de X est un fermé de Y. Donc une application entre
deux espaces topologiques est un homéomorphisme si et seulement si c¢’est une bijection
continue fermée, et si et seulement si c’est une bijection continue ouverte.

Exercice E.14 Soient X et Y deux espaces topologiques, et f : X — Y une application
continue injective. Montrer que si Y est séparé, alors X aussi.

Le résultat suivant permet d’étendre une application continue, a valeurs réelles, définie
sur une partie fermée d’un espace métrique a l'espace tout entier, et donc d’interpoler
continuement deux applications continues & valeurs réelles définies sur des fermés disjoints.

Théoréme 1.10 (Théoréme de prolongement d’Urysohn) Soient X un espace to-
pologique métrisable, F un fermé non vide de X et f : ' — R une application continue
bornée. Alors il existe une application continue g : X — R, prolongeant f, de mémes bornes
inférieures et supérieures que f :
VaeF, g(z) = f(x), supg(z)=supf(r), infg(x)=inf f(z).
reX z€F zeX zek

Le fermé F' est muni de la topologie induite par la restriction a F' d’une distance d sur
X induisant la topologie de X (voir le paragraphe 2.3 pour éviter de telles contorsions).

Le résultat précédent est valable pour les applications & valeurs dans les espaces de
Banach réels, et méme dans les espaces vectoriels topologiques réels localement convexes
(voir le chapitre 6 pour les définitions de ces notions, et [Dug, page 188] pour une preuve
de ce théoréme de Dugundji), en remplacant les deux derniéres conditions par le fait que

I'image de g soit contenue dans I’enveloppe convexe fermée (voir définition apres le corollaire
6.16) de I'image de f.

Preuve. Quitte & translater f et g par une constante, nous pouvons supposer que m =
infzerp f(x) > 0. Posons

infyer f(y) % sinon ,

g(x):{ f(z) sizeF

qui est bien définie, car d(z, F') = 0 si et seulement si z € F.

Montrons ’égalité des bornes de f et de g. Soit M = sup,cp f(z). Pour tout « ¢ F' et
tout € > 0, il existe y € F' tel que d(z,y) < d(z, F)(1+¢€), donc sup,¢ cp g(x) < M(1+e€).
En faisant tendre € vers 0 et en utilisant le fait que f = g sur F', on obtient que f et g ont la
méme borne supérieure. Comme d(x,y) > d(x, F') pour tout y dans F', on a immédiatement
que infye ep g(x) > m. En utilisant le fait que f = g sur F, on obtient que f et g ont la
méme borne inférieure.

Montrons la continuité de g en xg ¢ F. Bien que °F soit ouvert, ceci n’est pas auto-
matique, car une borne inférieure de fonctions continues n’est pas toujours continue (voir
le paragraphe 5.4). Soit € € |0,1[. Comme d(zg, F') > 0 et par continuité de la distance a
une partie (voir la proposition 1.9), il existe un voisinage U de xg et C' > 0 tels que pour
tous x, 2’ dans U, on ait

d(z, F)

> N < 0/
d(z,F) > C, d(z,z") <e et A F)

—1<e€.
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Notons que U C °F. Soient z, 2" dans U. Choisissons y € F' tel que f(y)j((;:’%)) <g(z)+e
Par inégalité triangulaire,

d(x,y) + €

oa') < 1) G < 1) S <

(z', F)
ég(m)+e(1+<M+1)+%) :

Par échangeabilité de x et de 2/, et en prenant z’ = g, on en déduit que |g(x) — g(xo)| <
6(2+M + %) pour tout x dans U, donc g est continue en xg. (Le lecteur savant reconnaitra
l& un argument d’uniforme continuité, mais nous devrons attendre le paragraphe 5.3 avant
d’employer un tel argument).

Montrons la continuité de g en xg € F. Par continuité de f sur F' et de la distance a
une partie, pour tout € > 0, il existe € € ]0,min{1,€}] et un voisinage U de x( tel que,
pour tout  dans U, pour tout y dans F tels que d(z,y) < max{e + €2, %e’}, on ait

dz,F) <€, dz,x) <€ et |f(y)— f(zo)] <e.

Soit z € U. Si xz € F, alors |g(z) — g(zo)| = |f(z) — f(xo)| < e. Sinon, soit y dans F' tel
que d(z,y) < d(x, F)(1 + €). En particulier, d(x,y) < ¢ + €. Alors

o) < 1) G

Réciproquement, soit z € F tel que infycp f(y)d(z,y) > f(2)d(z,z) — €'d(z, F). En parti-
culier, d(x, z) < ﬁ(f(xo)d(x,xo) +d(z, F)) < MEL - Alors

<fy)A+€) < (f(wo) + €)1 +€) < fwo) +e(2+ M) .

m

o) 2 J() Gmr = ¢ 2 J() =€ 2 flaw) — e~ € 2 flan) = 2

Ceci montre le résultat. O

Porisme 1.11 ? Soient X un espace topologique métrisable, F un fermé de X, et U un
ouvert de X contenant F. Alors il existe une application continue de X dans [0,1] valant
1 sur F' et valant 0 en dehors de U.

Preuve. Les parties F' et U sont des fermés de F'U “U (pour la topologie induite par
une distance induisant la topologie de X), par la caractérisation des fermés dans un espace
métrique Y (A C Y est fermé si et seulement si A = {x € Y : d(z,A) = 0}). Comme
f710) = U et f71(1) = F, l'application f : F U U — [0,1] valant 0 sur “U et 1 sur F
est donc continue (utiliser la caractérisation (2) de la proposition 1.8). On applique alors
le théoréme 1.10. U

Ce corollaire 1.11 est valable sur d’autres espaces topologiques que les espaces mé-
triques, mais pas dans tous. Un espace topologique X est dit normal s’il est séparé et si
deux fermés disjoints de X ont des voisinages disjoints, ou, de maniére équivalente, si pour
tout fermé F' et tout ouvert V tels que F' C V, il existe un ouvert U tel que

FcUcUCcCV.

La propriété « étre normal » est invariante par homéomorphismes. Il existe des espaces
séparés non normaux (voir par exemple [Dug, page 144]).

2du grec mépLo e, corollaire, voir par exemple les Eléments d’Euclide.
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Proposition 1.12 Un espace topologique métrisable est normal.

Preuve. Soit (X,d) un espace métrique. Soient F' et F’ deux fermés disjoints, posons
fix—d(x,F)et f 2z~ d(z, F'), qui sont continues par la proposition 1.9. Soient

U={zeX : fla)<fl(z)} et U={zeX : f(x)>f(z)}.

Alors U et U’ sont ouverts, par continuité de f et f’, disjoints, et contiennent respec-
tivement F et F’, car f et f’ ne s’annulent que sur les fermés F et I’ respectivement.

O

Le corollaire 1.11 du théoréme 1.10 est vrai plus généralement pour les espaces normaux,
comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 1.13 (Lemme d’Urysohn) Soient X un espace topologique normal, et F et
F' des fermés disjoints de X . Alors il existe une application continue f : X — [0,1] telle
que f(xz) =0 pour tout x dans F et f(z') =1 pour tout x' dans F’.

Cette propriété donne en fait une caractérisation des espace normaux : un espace to-
pologique séparé X est normal si et seulement si pour deux fermés disjoints quelconques
de X, il existe une application continue de X dans [0, 1], valant 0 sur 'un des fermés et 1
sur autre (voir par exemple |Dug, page 146]).

Preuve. Notons D,, = {2% : 0 < k < 2"}, de sorte que la réunion croissante D =
Unen Dn soit 'ensemble des nombre dyadiques de [0, 1]. Par récurrence, construisons une
famille d’ouverts (Us)sep de X tels que si s < ¢ sont dans D, alors

FcUcU,cUcU cX-—F".

Puisque X est normal et F' est un fermé contenu dans 'ouvert X — F’, il existe un ouvert
Up tel que F C Uy C Uy C X — F'. De méme, il existe un ouvert U; tel que Uy C U; C
UycX-F.

Supposons que (Up)iep,, soient construits, et soit s € Dy, 11 — D,,. Alors il existe s_, s
deux éléments consécutifs de D, tels que s = % Soit Ug un ouvert de X tel que
Us_ CUs C Ug C Ug, . Ceci conclut a I'existence de (Us)sep.

Maintenant, notons f 'application de X dans [0, 1] définie par f(z) = 1siz € Uy, et
sinon

fz)=inf{se D : € Us}.

En particulier, f(z) =1sixz € F' et f(x) =0six € F. Il n’est pas difficile de vérifier que
f est continue, ce qui démontre le résultat. O

1.9 Connexité et connexité par arcs
Un espace topologique X est connexe si I'une des propriétés équivalentes suivantes est
vérifiée :
(1) Les seules parties ouvertes et fermées de X sont ), X.
(2) Il n’existe pas de partition de X en deux ouverts non vides.

(3) Il n’existe pas de partition de X en deux fermés non vides.
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(4) Toute application continue de X a valeurs dans un espace discret est constante.
(5) Toute application continue de X a valeurs dans I'espace discret {0,1} est constante.

L’équivalence est immédiate : en utilisant les complémentaires, les trois premiéres pro-
priétés sont équivalentes. De plus (4) implique (5), qui implique (2), car une application
valant 0 sur un ouvert non vide et 1 sur un ouvert non vide complémentaire est conti-
nue. Enfin, (1) implique (4), car 'image réciproque d’un point d’un espace discret par une
application continue f est une partie non vide a la fois fermée et ouverte.

Méthodologie : Un argument de connexité permet souvent de vérifier que tout point d’un
espace topologique X vérifie une propriété donnée (P) : si X est connexe, et si I’ensemble
des points de X qui vérifie la propriété (P) est non vide, fermé et ouvert, alors il est égal
aX.

Exemples.

e Les intervalles de R sont connexes (si U et V' sont deux ouverts non vides disjoints
de réunion un intervalle I, alors la borne inférieure ou la borne supérieure d’un intervalle
maximal contenu dans U n’appartient pas a I).

e Si f: X — Y est une application continue surjective, et si X est connexe, alors Y
lest (par composition d’applications continues et la propriété (5) ci-dessus).

Un espace topologique X est connexe par arcs si pour tous z,y dans X, il existe
un chemin (continu) de z a y, i.e. une application continue f : [0,1] — X telle que
F(0) =2, (1) = y.

Par exemple, les convexes de R™ et des espaces vectoriels normés F sont connexes par
arcs, car, pour tous x,y dans F, application f :t+— tx + (1 — t)y est continue (et méme
lipschitzienne, voir la partie 5.3) : || f(t) — f(s)|| < |t — s|(||z]| + ||y]])-

Un espace connexe par arcs est connexe (utiliser la propriété (5), la composition d’ap-
plications continues et la connexité des intervalles).

Exemple. Par exemple, 'adhérence dans R? du gra-
phe de la fonction z — sin 1, définie sur ] 0, 400, est
connexe, mais n’est pas connexe par arcs (nous mon-
trerons ces deux affirmations plus tard, mais il est im-

portant de garder cet exemple en téte). -1

Nous reviendrons plus longuement sur la connexité et connexité par arcs dans le para-
graphe 2.3.

1.10 Indications pour la résolution des exercices
Schéme ? E.2 (1) Si d(,2) < d(z,y), alors
d(z,y) < max{d(z,2),d(z,y)} = d(z,y) < max{d(z,z),d(z,y)} = d(z,y) .
(2) et (3) Il découle de I'inégalité triangulaire ultramétrique que

Ve,ye E,Vr>0, dz,y)<r = B(z,r)=B(y,r),

fn.m. (gr. oxnpa). Structure d’ensemble d’un processus.
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Ve,y€ E,¥Yr >0, d(x,y) <r = B(x,r)=B(y,r),

et
Ve,ye E,Vr>0, dx,y) <r = S(z,r)=S(y,r).

Schéme E.3 Nous ne traitons que le cas des voisinages ouverts (dont le cas des boules
ouvertes est un cas particulier). Soit r > 0 et A une partie d'un espace métrique X. Soit
y € Vp.(A), et e =1 —d(y,A) > 0. Par inégalité triangulaire, pour tout z dans X, on a
d(z,A) <d(z,y) +d(y,A). Donc B(y,e) C V;.(A), ce qui montre le résultat.

Schéme E.6 (1) Le fait que 6,9’ et §” soient des distances découle des remarques dans
Iexemple (v). Le fait qu’elles soient topologiquement équivalentes découlera du fait qu’elles
induisent toutes la méme topologie. Montrons que la topologie ¢ induite par " est égale
a la topologie O, définie par la famille de pseudo-distances (d,)nen. Les deux autres véri-
fications sont semblables, et laissées au lecteur.

Soit M > 0 la somme de la série ) a,,. Pour tout € > 0, soit N tel que Ziﬁoj\,_ﬂ an < 5.

Alors pour tout x dans FE, la boule By (x,€) contient I'intersection ﬂnNzo By, (x, 557), donc
par la définition des ouverts pour 0" et pour O, tout ouvert de &” est un ouvert de 0.

Réciproquement, pour tout N dans N, pour tout € € |0, 1], pour tout x dans F, soient
b =ming<,<n a, > 0ety € E tels que §"(z,y) < be. Alors pour tout n dans {0,..., N},
nous avons a, min{1, d, (z,y)} < be, ce qui implique que d,,(z,y) < €. Donc ﬂnNzo By, (z,€)
contient By (x, be). Par conséquent, par la définition des ouverts pour " et pour &, tout
ouvert de O, est un ouvert de ¢”. D’ou 0" = 0..

(2) L’application 0 est bien une distance, toujours par les remarques dans ’exemple
(v).
Soit E = [0,1]" I’ensemble des suites (x;);eny & valeurs dans [0,1]. Si z = (z;)ien et
y = (¥i)ien sont deux éléments de F, alors pour tout ¢ dans N, on note d;(z,y) = |x; — yil.
Il est immédiat que (d;);en est une famille séparante de pseudo-distances sur E. Notons 0
la suite constante nulle de E. Pour tout n dans N, notons z,, = (2,,;)ien 1'élément de E
défini par

1 .o
P S O <n

’ 1  sinon.
Alors §(0,z,,) = 1 et on montre facilement que ¢'(0,x,) converge vers 0 quand n tend vers
400, ce qui montre le résultat.

Schéme E.9 Montrons que la fonction nulle 0 de Z(€2) n’admet pas de systéme fon-
damental dénombrable de voisinages (a la fois pour la topologie de Whitney et celle de
Schwartz), ce qui implique le résultat. Comme pour tous € € (500,4_(9) et k €N,

B

0,min{e,

/
%} - BO,E,k ’

il suffit de considérer la topologie de Schwartz. Supposons par ’absurde qu’il existe un sys-
téme fondamental dénombrable de voisinages (V,,)nen de 0 pour la topologie de Schwartz.
Soit €, € ‘5007 +(Q) tel que By, soit contenu dans V,,. En particulier, pour tout  dans €,
la suite e, (x) converge vers 0. Nous allons construire une application € € Cfoq +(£2) qui tend
vers 0 quand on se rapproche du bord de 2 plus vite que n’importe quel &,,.
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o
Soit (Kp,)nen une suite de compacts de Q tels que K,, C K1 (par exemple

1
Ky,={zeR" : d(z, Q) >

—_— <
_’I’L—|—1’ d(xao)—n}a

ou d est la distance euclidienne usuelle sur R™). En particulier, les frontiéres 0K,, sont des
compacts deux a deux disjoints de R", non vides si n est assez grand, ce que 1’on suppose
quitte a extraire. Soit € : Q — ]0,4+00[ qui, pour tout n dans N coincide avec %6,1 sur le

fermé 0K, et qui est prolongé continuement par le théoréme de prolongement d’Urysohn
(¢}

1.10 sur Vouvert A, =K, 11 —K,, de sorte que

sup €(y) - max{ sup 6n(y)’ sSup 6n+1(y)} 5
yeA—n yedKy, yEOK 41

et

inf e(y) = min{ inf ¢ , inf € .
yein (y) {yeﬁKn n(y) YEOK i1 n+1(y)}

En particulier, e est continue et strictement positive sur €2, et se prolonge continuement par
0 sur 02 : on peut utiliser que ¢ est continue sur chaque A,,, puis utiliser les résultats de
recollement d’applications continues (la proposition 2.3 et I'exercice E.15) du paragraphe
2.3 dans le chapitre suivant.

Maintenant, By . est un voisinage ouvert de 0 pour la topologie de Schwartz, qui ne
contient aucun By, (car on construit aisément un élément de By, — Boﬁ), donc aucun
V.. Ceci contredit le fait que (V,)nen soit un systéme fondamental de voisinages de 0 pour
la topologie de Schwartz.

Schéme E.10 (1) Si (z;)ien est une suite dense dans X, montrons que
{B(zj,r) : ieN, reQ, r>0},

qui est une famille dénombrable d’ouverts de X, est une base d’ouverts de X. Pour tout
ouvert U de X et tout = dans U, soit r € Q tel que r > 0 et B(z,r) C U. Par densité, soit
i € N tel que z; € B(z, 5). Alors par I'inégalité triangulaire

x € B(xi,g) C B(x,r)CcU,

ce qui montre le résultat, par la proposition 1.6.

(2) i) On utilise le critére (*) de la proposition 1.4. Il est immédiat que R est égal a
Ua.ber, a<p Ja;b], et le résultat découle alors du fait que % U {0} est stable par intersection
de deux éléments : si x € ]a,b] N |a’, ], alors

r € |max{a,a'}, min{b,b'} | = |a,b] N ]a’,b'] .

ii) La partie Q est encore dense dans (R, &), car elle rencontre tout élément de 4.

iii) Pour tout b dans R, I'ensemble { |b— bl : n € N} est un systéme fondamental
dénombrable de voisinages de b.

iv) Si (R, @) admet une base dénombrable d’ouverts non vides ' = { U,, : n € N}, si
Un = Uier, lai bi], et sib ¢ {sup;c;, b; : n € N}, alors [b—1,b] n’est pas union d’éléments
de &', ce qui contredit le fait que |b — 1,b] soit ouvert.
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v) Ceci découle de (1) et iv).

Schéme E.11 Tout d’abord, la réunion des éléments de & est égale a X. Soient B et B’
deux éléments de 4, et y € BN B’. On vérifie aisément, en considérant six cas possibles,
que B N B’ contient un élément B” de Z contenant y. Par le critére (*) de la proposition
1.4, ensemble # est donc bien une base d’ouverts.

De plus, #(04) est un systéme fondamental de voisinages de 0. Comme tout élément
de A(0_) rencontre tout élément de Z(0. ), 'espace topologique X n’est donc pas séparé.
Schéme E.12 Tout fermé de Zariski est, par définition de la forme F = (;c; P;'(0) ou
(P;)icr est une famille de polynomes réels a n variables. Comme un polynéme est continu,
et une intersection de fermés est fermée, F' est donc un fermé de la topologie usuelle de
R™.

Supposons que F' ne soit pas égal a R™, et montrons que son complémentaire est
dense. Soit x = (x1,...,7,) un élément de R™. Comme F # R", il existe i dans I et
une droite affine D passant par z telle que P; ne soit pas identiquement nul sur D. Soit
(Y1, ..., Yn) un vecteur directeur de D. Alors P;(Xy; +x1,..., Xyn + 2,) est un polynéme
non nul & coefficients réels en une variable, donc n’ayant qu’'un nombre fini de racines
t1,...,t,. Sit est un réel suffisament proche de 0 et différent de t,...,tx, alors le point
(tyr + 1, ..., tyn + x,) de R™ est proche de x, et n’annule pas P;, donc n’appartient pas
a F, ce qui montre le résultat.

On conclut en remarquant que deux ouverts denses d’un espace topologique non vide
ont une intersection non vide.

Schéme E.13 Soient (F, <) un ensemble totalement ordonné, et x, y deux points distincts
de E. Supposons par exemple que =z < y. S’il existe z dans E tel que z < z < y, alors
U={teFE : t<ztetU ={t e FE : z <t} sont des voisinages ouverts disjoints
de x et y respectivement, pour la topologie de l'ordre. Sinon, U = {t € E : t < y} et
U ={teFE : x <t} sont des voisinages ouverts disjoints de x et y respectivement, pour
la topologie de I'ordre.

Schéme E.14 Soient x # y dans X. Alors f(x) # f(y), donc il existe des voisinages
ouverts disjoints U et V de f(z) et f(y) respectivement. Mézalor f~*(U) et f~1(V) sont
des voisinages ouverts disjoints de x et y respectivement, par continuité de f.
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2 Constructions de topologies

Les références recommandées sont [Boul, Dix, Dug|, ainsi que |Bre| pour le paragraphe
2.8.

2.1 Comparaison de topologies

Soit £/ un ensemble. Une topologie &1 sur E est moins fine qu'une topologie 05 sur
E si 0 est contenue dans Oy, et plus fine si € contient 5. (Un moyen mnémotechnique
pour se souvenir de cette définition est de retenir qu’étre plus fine signifie « avoir plus
d’ouverts ».) La relation « étre moins fine que » est une relation d’ordre sur I’ensemble des
topologies de E, qui (voir le premier exemple ci-dessous) admet un plus petit et un plus
grand élément.

Soient 01, U5 deux topologies sur X et, pour tout z dans X, soient ¥](x) et ¥5(x) deux
systémes fondamentaux de voisinages de x pour respectivement &) et 5. Il est immédiat
de montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

— 01 est plus fine que Oj ;
tout fermé pour O est fermé pour 0 ;

— Dl'application identique (F, 01) — (E, 03) est continue;
— pour tout z de E, tout voisinage de x pour 05 est voisinage de x pour O ;
— pour tout x de E, tout élément de #5(x) contient un élément de 74 (x).

Cette derniére propriété est souvent utile pour montrer que deux topologies coincident :
il suffit en effet de montrer que I'une est plus fine que l'autre, et réciproquement, par
exemple en utilisant deux fois la derniére propriété ci-dessus.

Exemples. e La topologie grossiére est la topologie la moins fine sur F, et la topologie
discréte est la topologie la plus fine sur F.

e Sin > 1, la topologie usuelle sur R™ (i.e. celle induite par la distance euclidienne)
est plus fine que la topologie de Zariski sur A, (R) = R™ (et de méme en remplacant R
par C). En effet, tout fermé de Zariski de R™ est U'intersection des ensembles des zéros
d’une famille d’applications polynomiales, donc continues. Donc tout fermé de Zariski est
un fermé de la topologie usuelle de R™.

e La topologie induite par la distance SNCF sur R? (voir I'exemple (vi) du paragraphe
1.3) est strictement plus fine que la topologie usuelle sur R? (c’est un exercice).

e En reprenant les notations de 'exemple (2) du paragraphe 1.4, pour tout ouvert non
vide © de l'espace euclidien usuel R™, la topologie de Schwartz sur () est plus fine que
la topologie de Whitney sur Z(2). En effet, pour tout voisinage B}7 pdefe? (©) pour
la topologie de Whitney, si &/ = inf{e, %}, alors €/ € Cg& L () et B}@ ;. contient le voisinage
By, de f pour la topologie de Schwartz.

Les propriétés suivantes sont évidentes, juste un peu de gymnastique intellectuelle. Soit
01 une topologie sur F plus fine qu'une topologie 0.

e (Toute topologie plus fine qu'une topologie séparée 'est encore.) Si Oy est séparée,
alors ¢ aussi : deux ouverts disjoints pour @5 sont encore deux ouverts disjoints pour 7.

e (Toute topologie moins fine quune topologie séparable 'est encore.) Si 0 est sépa-
rable, alors 05 aussi : comme Oy C 01, une partie de E' qui rencontre tout ouvert non vide
de O rencontre aussi tout ouvert non vide de 0.
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e Pour toute partie A de F, l'intérieur de A pour 05 est contenu dans l'intérieur de
A pour 07, et 'adhérence de A pour &) est contenue dans I'adhérence de A pour 0y (car
I'intérieur d’une partie est le plus grand ouvert contenu dans une partie et son adhérence
est le plus petit fermé la contenant).

e Si une application f : X — Y entre deux espaces topologiques est continue, alors
elle est encore continue pour toute topologie plus fine sur X et pour toute topologie moins
fine sur Y.

En analyse fonctionnelle, il est souvent intéressant de travailler avec des topologies les
moins fines possibles, car si une topologie a moins d’ouverts, elle posséde par contre plus
de compacts (voir le chapitre 4), et les phénoménes de compacité jouent un role important
en analyse.

Rappelons que l'intersection d’une famille de topologies est encore une topologie. Etant
donné une propriété & sur les topologies de E, qui est stable par lintersection d’une
famille (quelconque) de topologies de E, il existe donc une topologie la moins fine vérifiant
la propriété & : c’est I'intersection de toutes les topologies sur E vérifiant la propriété &2.

Comme on ne peut remplacer intersection par union ci-dessus, cela explique pourquoi les
topologies initiales (par exemple produit) définies ci-dessous sont plus faciles & comprendre
que les topologies finales (par exemple quotient) définies au paragraphe 2.5.

2.2 Topologie initiale

Soit X un ensemble, soit (Y;);er une famille d’espaces topologiques et pour tout i € I,
soit f; :+ X — Y; une application. La topologie initiale sur X définie par (f;)ics est la
topologie la moins fine rendant continues les applications f; pour ¢ € I. Celle-ci existe, car
I'intersection d’une famille de topologies sur X, rendant toutes les applications f; continues,
rend encore toutes les f; continues.

Les propriétés suivantes sont immeédiates.

e C'est la topologie engendrée par {f, '(U;) : i € I, U; ouvert de Y;}. Dans le cas
particulier ott I est un singleton, nous pouvons omettre les mots “engendrée par” : la
topologie initiale est ’ensemble des images réciproques des ouverts de 'espace d’arrivée
par I'unique élément de la famille.

e Si %, est une base d’ouverts de Y; pour tout ¢ € I, alors I’ensemble des intersections
finies d’éléments de {f; 1(U;) : i € I, U; € %;} est une base d’ouverts de X.

En particulier, si I est dénombrable, et si Y; est a base dénombrable pour tout i € I,
alors X est a base dénombrable.

e Si z € X et ¥ est un systéme fondamental de voisinages de f;(x) dans Y; pour tout
i € I, alors 'ensemble des intersections finies d’éléments de {f; 1(V;) : i € I, V; € ¥} est
un systéme fondamental de voisinages de x dans X.

e Si Z est un espace topologique et si g : Z — X est une application, alors g est
continue si et seulement si chacune des applications f; o g est continue.

En effet, si g est continue, alors f; o g 'est par composition d’applications continues.
Réciproquement, comme les fl-_l(Ui), ou ¢ € I et U; est un ouvert de Y;, engendrent la
topologie de X, pour montrer que g est continue, il suffit de montrer que les g~ ( f;l(UZ-))
sont des ouverts de Z. Or g~ (f; 1 (U:)) = (fi o 9)~"(Us), ce qui montre le sens réciproque.

Exemple 1 : Topologie image réciproque Comme nous l'avons définie dans le pa-
ragraphe 1.2, si X est un ensemble, si (Y, &) est un espace topologique et si f : X — Y

44



est une application, alors la topologie image réciproque f~1(&) est (par exemple par le
premier point ci-dessus) la topologie initiale sur X définie par (la famille réduite a une
seule application) f.

Exemple 2 : Topologie définie par une famille de pseudo-distances. Soit X un
espace topologique dont la topologie est définie par une famille de pseudo-distances (d;);cr
(voir I'exemple (v) du paragraphe 1.3). Alors cette topologie ¢ coincide avec la topologie
initiale @5 sur X définie par la famille d’applications ( Jazo 1 T — do(z, xo))m €X. e de
X dans [0, +o0[, c’est-a-dire la topologie la moins fine rendant continue les applications
pseudo-distances a un point.

En effet, comme la pseudo-boule B, (xq,€) est égale a fa,xo_l([O,e[), la topologie 0
est moins fine que 0.

Réciproquement, soient xg € X, tg € R, e > 0, x € fmmo_l(]to — ety +€]), et € =
€ — |do(z,20) — to|. Alors € > 0 par définition de z. De plus, B,(z,€') est contenue dans
fawo “(Jto — €, to + €]), car si y € By(,¢€), alors

|da(y,m0) — to| < |da(y, 7o) — da(w,0)| + |da(, z0) — to|
S da(x,y) + |da($,$0) - t0|
<€ + ‘da(.%',.%'o) — to‘ =€.

Donc faz, '(Jto — € to + €]) est un voisinage pour &) de chacun de ses points. Comme
I’ensemble des fmxo_l(]to —€,to+e€[) pour xp € X, ty € Ret € > 0 est une prébase d’ouverts
de 05 par la seconde propriété ci-dessus, la topologie 05 est moins fine que 07, et les deux
topologies coincident.

En particulier, la topologie d’un espace métrique (X, d) est la topologie initiale définie
par la famille d’applications (x — d(z, mo))m cx de X dans R, c’est-a-dire la topologie la
moins fine rendant continues les applications de distance & un point.

Exemple 3 : Topologie définie par une famille de semi-normes. Soient F un
espace vectoriel réel ou complexe, et (|| - ||a)acey une famille de semi-normes sur F. La
topologie définie par la famille (|| - ||a)ace sur E est la topologie initiale définie par la
famille d’applications (fa,z, @ 2 — ||z — ﬂUoHa)xer weyy de B dans [0, +ool, c’est-a-dire la
topologie la moins fine rendant continue ces applications.

La topologie définie par (|| - ||a)acw est exactement la topologie de E définie par la
famille de pseudo-distances dq(x,y) = ||z — y||o par ce qui précéde. En particulier, elle est
engendrée par les pseudo-boules

Bo(zg,6) ={x € E : ||z — x¢||a < €}

ol zyg € E, ¢ > 0 et @ € &. Donc elle a pour base d’ouverts les intersections finies
de telles boules. De plus (voir 'exemple (1) du paragraphe 1.5), I'ensemble des parties
Noco iz € E ¢ ||z — xg||la < €} de E, ot € > 0 et &/’ est une partie finie de &7, est un
systéme fondamental de voisinages d’un point donné zg € E.

Notons que les translations sont des homéomorphismes : pour tout vy dans E, 'ap-
plication t,, de E dans E définie par z — z 4 vg est bijective, d’inverse t_,,, et elle est
continue, car pour tous zg € F et a € &7/, nous avons fq z, © tyy = fa,zo—ve €t o0 applique
le quatriéme point ci-dessus.
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Soit Y un espace topologique, soit yo € Y, soit 7, un systéme fondamental de voisi-
nages de yo dans Y, et soit f : Y — FE une application. D’aprés ce qui précede, si E est
munie de la topologie ci-dessus, alors f est continue en yq si et seulement si

Ve>0, Yaew/, 3U eV, YyelU, |fly)—Ff(wo)lla<e.

En effet, si f est continue en yg, alors la propriété en découle par composition des applica-
tions continues f et x — || — f(yo)||o. Réciproquement, si cette propriété est satisfaite,
alors pour tout k£ dans N, pour tous z1,...,x, dans E, pour tous a,...,q dans o7 et
pour tout € > 0, il existe, pour tout entier ¢ tel que 1 < ¢ <k, un élément V; € 7, tel que
I|f(y) — f(yo)|la; < €. Par conséquent, pour tout y dans le voisinage ();<,;<,, Vi de yo, et
pour 1 <1 < n, nous avons o

[11F (@) = illa, = 1£ (w0) — illa,

ce qui montre la continuité de f.

< (W) = f(Wo)lla: <€,

Proposition 2.1 (1) La topologie définie par une famille de semi-normes est séparée si et
seulement si la famille est séparante.

(2) La topologie sur un espace vectoriel réel ou compleze, définie par une famille dé-
nombrable et séparante de semi-normes, est métrisable.

Preuve. (1) Si la famille n’est pas séparante, alors il existe deux points distincts x et y
dans E tels que ||y — z||o = 0 pour tout a € &7, donc y appartient & tout voisinage de z,
et I/ n’es pas séparé. La preuve du sens direct est similaire & celle du fait que la topologie
induite par (une distance associée &) une norme est séparée.

En effet, si z,y € E sont distincts, soit « € &7 tel que € = ||z—yl|o > 0. Les applications
foiur |lu—2|o et fy : y— |Ju—y||lo sont continues. Donc f;1([0, §[) et fy_l([O, 5D
sont des ouverts contenant respectivement x et y. Ces ouverts sont disjoints, par inégalité
triangulaire, car s’il existait z dans E tel que ||z — z[|o < § et ||z — y|[o < §, alors on
aurait ||z — y||o < €, ce qui n’est pas possible.

(2) Il n’est pas difficile de vérifier que chacune des distances définies dans l’exercice E.6
(1) du paragraphe 1.3 induit cette topologie.

En effet, avec les notations générales de ’exemple (2), supposons que I’ensemble d’indice
</ soit égal & N (ce qui est possible, & bijection prés, quitte a rajouter, si 7 est fini, des
semi-normes nulles). Notons d,, la pseudo-distance associée a la semi-norme || - ||,,, et d la
distance définie par

d(z,y) = Z 27" min{1,d,(z,y)} .
neN
Notons Oorm €t Ogisy Tespectivement la topologie définie par la famille de semi-normes et
celle induite par la distance d. Comme les translations dans E sont des homéomorphismes
a la fois pour Oyorm et Ogist (ce sont méme des isométries pour Oygigt) , il suffit de montrer
que tout voisinage du vecteur nul pour I'une contient un voisinage du vecteur nul pour
I'autre. Rappelons que
{B4(0,¢) : ¢> 0}

est un systéme fondamental de voisinages de 0 pour Oyig, €t que
N
{ﬂ{xEE t |zl <€} : NeN, e>0}
n=0
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est un systéme fondamental de voisinages de 0 pour Oyorm-

Soit € > 0. Soit N € N tel que Ziﬁoj\,_ﬂ 27" < £. Soit x dans X. Si [[z[|, < § pour
0 < n < N, alors d(z,0) < izgzo 27" 4 5 < e. Donc tout voisinage de 0 pour Og;st
contient un voisinage de 0 pour Chorm

Réciproquement, soient € € ]0,1[ et N € N. Soit x dans X. Si d(z,0) < €27V, alors
pour tout n € N, on obtient 27" min{1,d,(z,0)} < €2=V. Donc, pour 0 < n < N,
[|z]|, = min{1,d,(z,0)} <, et le résultat en découle. O

Exemple 3.1 : L’espace de Schwartz des applications lisses a décroissance rapide. Pour
tout r € N — {0}, soit .#(R") l'espace vectoriel des applications C* de R" dans R a
décroissance rapide, défini dans I'exemple (v) du paragraphe 1.3. Considérons la famille
(I - [|&,m)ken, menr de semi-normes définie dans 'exemple (v) du paragraphe 1.3. Par la
preuve de la proposition 2.1 (2) précédente, la topologie définie par cette famille coincide
avec la topologie induite par la distance

1 .
dlz,y) = Y sy L 2 =yl } -
keN, meN”

Sauf mention contraire, I’espace vectoriel .7 (R") sera muni de cette topologie (métrisable),
et s’appelle l’espace de Schwartz.

Exemple 3.2 : L’espace des applications lisses a support dans un compact prescrit. Avec les
notations de ’exemple (2) du paragraphe 1.4, pour K = R ou K = C, pour tout r € N—{0},
pour tout ouvert 2 de R" et pour tout compact non vide K dans €2, rappelons que Zk ()
est 'espace vectoriel sur K des applications C* de Q dans K) dont le support est contenu
dans K.

Pour tout f dans Zk(Q2) et tout m dans N”, posons

1l = mas |7 ()]

Il est facile de vérifier que ||-||,, est une semi-norme sur Zx (2), et que la famille (||-||;,)menr
est une famille dénombrable séparante de semi-normes sur Zx (£2). La topologie sur Pk ()
définie par cette famille est donc métrisable (voir la proposition 2.1).

Ezxemple 3.3 : L’espace des applications lisses a support compact. Toujours avec les nota-
tions de I'exemple (2) du paragraphe 1.4, pour K = R ou K = C, pour tout r € N — {0},
pour tout ouvert non vide Q2 de R”, rappelons que Z(12) est I'espace vectoriel des applica-
tions lisses de R™ dans K) & support compact dans . Pour tout f dans Z(2) et tout e
dans 6§, (€2), posons

_ [0 f ()|
[|f|]le = max max —_—.
€Q  meN” | |m|<1/e(z) e(x)
Il est facile de vérifier que la borne supérieure définissant || f||. est bien un maximum (par

compacité du support de f), que || - || est une semi-norme sur Z2(2), et que la famille

(I 1e)eeg @

est une famille (non-dénombrable) séparante de semi-normes sur 2(Q2) : si f € 2(2) n’est
pas la fonction nulle, alors ||f||c > 0 pour tout & € %3, (€2) (qui est non vide, comme vu
dans l'exemple (2) du paragraphe 1.4).
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Proposition 2.2 La topologie sur Z()) définie par cette famille de semi-normes est la
topologie de Schwartz. En particulier, la topologie de Schwartz est séparée.

Mais comme indiqué dans ’exercice E.9, elle n’est pas métrisable.

Preuve. Pour ces deux topologies, les translations dans I’espace vectoriel Z(2) sont des
homéomorphismes (voir I'exemple (2) du paragraphe 1.8). Donc il suffit de montrer que
tout voisinage de la fonction nulle 0 pour 'une contient un voisinage de 0 pour 'autre, et
réciproquement.

Rappelons que les

Boe={fe2(Q) :VeeQ, VmeN, |m|<1/e(x) = |0"f(z)] <e(x)},

pour € € Cfoq +(£2), forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour la topologie
de Schwartz.

Soit & € €y (Q). 1l est immédiat que {f € 2(Q) : [|f]lc <1}, qui est un voisinage
ouvert de 0 pour la topologie définie par la famille de semi-normes, est contenu dans By .

Réciproquement, soient €1,...,, dans CK(?,Jr(Q) et n1,...,n, dans ]0,2]. Posons ¢ =
minj<;<r €, qui appartient a Cg& (), et n = minj<;<g 7, qui est strictement positif.
Alors I'ensemble (<, {f € 2(Q) : ||f|le; < ni} contient le voisinage pour la topologie
de Schwartz BO’T]E/Q,_CQI' 1/e; <2/(ne) pour 1 <i < k. O

Remarquons qu’a la fois dans . (R"), dans Zx(Q2) et dans Z(Q2), pour tout m dans
N", les applications f +— 0™ f sont continues : pour tous k € N, m,m’ € N" ¢ € (f(ng(Q),
on a e/(1+me) € 65, (), et pour tout f € . (R"), pour tout g € Zx () et pour tout
h e 2(9),

O™ fllkmr = I fllkmtmss 1107 gllmr = [gllmim et (107 Rl < [Plle/qrme) -

Exemple 3 : Topologie étroite. Soit X un espace topologique. Notons .Z(X) l'en-
semble des mesures boréliennes positives de probabilité sur X (voir le cours d’Intégration
et Probabilité, ou [Coh]). Notons %(X) I'espace vectoriel réel des applications continues
bornées de X dans R. La topologie étroite sur .#(X) est la topologie initiale définie par la
famille d’applications p — p(f) lorsque f parcourt €2 (X).

2.3 Sous-espace topologique
Soient X un espace topologique, A une partie de X et i : A — X l’inclusion.

La topologie initiale sur A définie par i est appelée la topologie induite sur A. L’ensemble
A muni de cette topologie est appelé un sous-espace topologique de X (ou sous-espace
par abus). Sauf mention contraire, toute partie d’un espace topologique sera munie de la
topologie induite.
Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies initiales, ou sont laissées en
exercice.
e L’inclusion ¢ est continue, et la topologie induite sur A est la moins fine rendant
continue ¢%.
e Si Y est un espace topologique, si f : X — Y est une application continue et si B
est une partie de Y contenant f(A), alors la restriction g : A — B de f est continue.
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e Une partie U de A est ouverte dans A si et seulement s’il existe un ouvert U’ de X
tel que U = U’ N A. Si £ est une base d’ouverts de X, alors {UNA : U € B} est
une base d’ouverts de A.

e Une partie F' de A est fermée dans A si et seulement s’il existe un fermé F’ de X tel
que F' = F' N A.

e Pour tout x dans A, une partie V' de A est un voisinage de = dans A si et seulement
s’il existe un voisinage V' de x dans X tel que V = V' N A. Si ¥ est un systéme
fondamental de voisinages de x € A dans X, alors {VNA : V € ¥} est un systéme
fondamental de voisinages de x dans A.

e Tout ouvert de A est un ouvert de X si et seulement si A est ouvert dans X.

e Tout fermé de A est un fermé de X si et seulement si A est fermé dans X.

e Si AC B C X, alors 'adhérence de A dans B est I'intersection avec B de I’'adhérence
de A dans X.

Exemples et remarques. (1) Par exemple, par le cinquiéme point appliqué aux boules
ouvertes, pour toute partie Y d’un espace métrique (X, d), la topologie induite sur Y par
la distance induite sur Y par d est la topologie induite sur Y par la topologie induite sur
X par la distance d.

(2) Par le troisitme point, avec R ’espace topologique défini dans I’exemple (1) du
paragraphe 1.4, I'inclusion R — R est un homéomorphisme sur son image (celle-ci étant,
comme dit ci-dessus, munie de la topologie induite).

(3) Par le dernier point, toute partie d’un espace topologique est dense dans son adhé-
rence (celle-ci étant, comme dit ci-dessus, munie de la topologie induite).

(4) Reprenons les notations de ’exemple (2) du paragraphe 1.4 et des exemples 3.2 et
3.3 du paragraphe 2.2 précédent. Soient K et K’ deux compacts non vides d’un ouvert 2
de R" ou r € N — {0}, tels que K C K'. Pour tout m dans N"| la restriction & 25 (Q2) de
la semi-norme || - ||,;, de Zk(€2) est la semi-norme || - ||, de Zx(2). Donc la topologie de
Pk () coincide avec la topologie induite sur Zg (€2) par la topologie de Zk/(€2).

De plus, Zk(Q) est fermé dans Zg(§2), car son complémentaire est ouvert : si fy €
Dk (Q) — D (), soit xg € K' — K tel que n = |fo(zg)| > 0, alors (avec 0 I'élément nul
de N") l'ensemble {f € Zx/(Q) : ||f — follo < n/2} est un voisinage ouvert de fy dans
D () disjoint de Pk ().

La topologie induite par la topologie (de Schwartz) de Z(2) sur Zk () est la topologie
de Pk (), car pour tout f dans Zx (), pour tout € € G5 (Q), si N = max,ex ﬁ, alors

Iflle <N max |[f|lm
meNT, [m|[<N

et réciproquement, pour tout m dans N”, si ¢ € CKOOHF(Q) est tel que Kk = max ek e(x) <
1/|m|, alors

1l < & [ f]]e -
De plus, Zk(Q2) est fermé dans Z(Q2), car son complémentaire est ouvert : si fo €
‘D (), soit zg € °K tel que n = |fo(xzo)| > 0, et € € 63, () tel que e(zp) < %, alors
By, - est un voisinage ouvert de fo dans 2(Q) disjoint de Zx ().

On dit que x € A est un point isolé de A si le singleton {z} est une partie ouverte du
sous-espace topologique A, i.e. (voir le troisiéme point ci-dessus) s’il existe un voisinage
V de z dans X tel que VN A = {z}. Si X = R, un point = de A est isolé a gauche s’il
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est isolé dans | — oo, 2] N A, et isolé a droite s'il est isolé dans [z, +oo] N A. Comme un
espace topologique est discret si et seulement si ses singletons sont ouverts, les assertions
suivantes sont équivalentes :

e le sous-espace A est discret ;

e tout point de A est isolé.

La continuité d’une application est une propriété locale, c’est-a-dire qu’elle vérifie la
propriété (de faisceau, voir par exemple [God|) suivante.

Proposition 2.3 Si (U;)ier est une famille d’ouverts de X, de réunion égale o X, si
f: X =Y est une application de X dans un espace topologique Y, alors f est continue st
et seulement si, pour tout i € I, la restriction fiy, : Uy =Y de f a U; (muni, comme dit
ci-dessus, de la topologie induite) est continue.

Preuve. Si f; : U; — X est l'inclusion, alors f|yy, = f o f;, ce qui montre le sens direct par
composition d’applications continues.

Réciproquement, si V est un ouvert de Y, alors f~1(V) = U, f‘Ui_l(V) est un ouvert
de X, car tout ouvert de U; est un ouvert de X, puisque U; est ouvert. U

La proposition précédente est en général fausse si 'on remplace ouverts par fermés,
mais reste vrai aprés un tel remplacement si I’on suppose que I’ensemble d’indice I est fini,
comme le montre P'exercice (corrigé) suivant.

Exercice E.15 Soient X, Y deuz espaces topologiques, A, A’ deux fermés de X de réunion
X,etf: A=Y, f A =Y deux applications continues telles que flanar = f/\AmA/'
Alors Uapplication g : X — Y, telle que g(z) = f(x) siz € A et g(x) = f'(x) siz € A,
est continue.

Le résultat suivant donne une liste de propriétés topologiques qui sont héritées par
passage a la topologie induite.

Proposition 2.4 Soit X un espace topologique et A une partie de X (munie de la topologie
induite).

e Si X est séparé, alors A l’est.

e Si X est a base dénombrable d’ouverts, alors A [’est.

e Si X est métrisable, alors A [est.

e 5i X est métrisable séparable, alors A [’est.

Preuve. Comme les ouverts de A sont les traces sur A des ouverts de X, les deux pre-
miéres assertions sont immeédiates. Nous avons déja mentionné la troisiéme. Montrons la
quatriéme.

Nous pouvons supposer A non vide. Si X est métrisable séparable, alors soient d une
distance induisant sa topologie et (x,,)nen une suite dense dans X. Pour tout n dans N soit
an un élément de A tel que d(zy,, ay) < d(zp, A)—l—n%rl, en supposant que a,, = T, si x, € A.
Alors la suite (an)nen est dense dans A. En effet, pour tout a dans A — {a, : n € N} et
tout € > 0, soit n dans N tel que d(a,r,) < getn+1> 3 ('l n’y avait qu'un nombre fini

de points z,, dans B(a, 5), alors a serait I'un des x,,, donc I'un des a,, ce que nous avons
exclu). Alors

1 €
< - +d(zn,a) +

€
< — A
d(a,a,) < d(a,z,) + d(xp, an) < 5 + d(2n, A) + n+1—3 n+1

3 <e€,
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ce qui montre le résultat. ]

Comme le montre ’exercice suivant, ce n’est pas parce qu'un sous-espace topologique
A d’un espace topologique X est séparé que deux points de A ont des voisinages disjoints
dans X.

Exercice E.16 Soit X un espace topologique, w un ensemble n’appartenant pas a X, et
Y = X U {w}. Montrer que ’ensemble des parties de Y, vides ou de la forme U U {w}
pour U un ouvert de X, est une topologie sur'Y . Montrer que linclusion de X dans Y est
un homéomorphisme sur son image (celle-ci étant munie de la topologie induite par Y ).
Montrer que deux voisinages dans Y de deux points de X ont une intersection non vide.

Montrer que l’espace topologique Y est séparable (alors que son sous-espace X ne [’est
pas forcément).

La proposition suivante donne en particulier des conditions pour qu'un espace « loca-
lement métrisable » soit métrisable. Remarquons que l’espace topologique {O4 }U |0, 1] de
lexercice E.11 est « localement métrisable » (tout point admet un voisinage métrisable),
mais il n’est pas métrisable (car non séparé).

Notons ¢?(R) l'espace vectoriel normé des suites réelles de carré sommable, pour la
norme

+oo 1
2
Iznnenlle = (Yo 22)*
n=0

(qui est un espace de Hilbert, voir le paragraphe 6.2, mais nous n’avons pas besoin de cette
information ici)

Proposition 2.5 Soit X un espace topologique dans lequel tout point admet un voisinage
métrisable (donc un systéme fondamental de voisinages fermés dont la topologie induite est
métrisable). Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) X est métrisable séparable ;
(2) X est séparé et a base dénombrable d’ouverts ;

(3) il existe une application de X dans l3(R) qui est un homéomorphisme sur son image
(pour la topologie induite).

Preuve. L’espace vectoriel normé 2(R) est métrisable séparable (I’ensemble des suites
presque nulles de rationnels est dense). Tout sous-espace topologique d’un espace métrisable
séparable l'est encore (voir la proposition 2.4). Donc (3) implique (1).

Un espace métrique séparable est séparé (voir la proposition 1.7) et a base dénombrable
(voir 'exercice corrigé E.10 (1)). Donc (1) implique (2).

Montrons que (2) implique (3). Soit (U;);en une base dénombrable d’ouverts de X. Nous
pouvons supposer que U; est métrisable (pour la topologie induite), car si J est 'ensemble
des i € N tels que U; est métrisable, alors (Uj)jes est encore une base d’ouverts, par
I’hypothese sur X. (En effet, pour tout ouvert U de X, pour tout = dans U, si V, est un voisinage
métrisable de x dans X, et si d, est une distance sur V,, induisant sa topologie, alors Edm (,1)NU
est un voisinage de = dans X, donc il existe i, dans I tel que x € U;, C By, (2z,1) N U, et
U= Uer Ui,-) _

Notons d; une distance sur I'espace U; induisant sa topologie. Considérons la fonction
vi + X — [0,1] définie par ¢;(x) = min{1, d;(x,dU;)} si x est dans U; et p;(z) = 0 sinon. Il
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est facile de vérifier que ¢; est continue et non nulle exactement sur U;. Alors I’application
frx— (H%gpi(x))ieN est un homéomorphisme de X sur son image dans £2(R). En effet,
I'injectivité découle du fait que X est séparé et que (U;);en est une base d’ouverts. La
continuité vient du fait que les ¢; sont continues et bornées en valeur absolue par 1. Enfin,
lapplication f : X — f(X) est fermée, car si F' est un fermé de X et si x n’est pas dans
F, alors il existe i tel que x € U; C X — F, et donc d(f(x), f(F)) > @i(x)/(i+1) > 0. 11
découle du paragraphe 1.8 qu’une injection continue fermée est un homéomorphisme sur
son image. Donc (2) implique (3). O

Soit n un élément de N. Une variété topologique de dimension n est un espace topologi-
que métrisable séparable, dans lequel tout point admet un voisinage ouvert homéomorphe
a un ouvert de 'espace euclidien usuel R™. Au lieu de demander que X soit métrisable
séparable, nous pourrions demander, de maniére équivalente par la proposition 2.5, que X
soit séparé a base dénombrable d’ouverts. Il est souvent plus facile de vérifier les conditions
séparé, a base dénombrable d’ouverts, que les conditions métrisable séparable (lorsque 1'on
veut montrer qu'un objet est une variété topologique). Par contre, les secondes propriétés
sont souvent plus utiles lorsque 'on travaille sur une variété topologique donnée, et que
l'on a besoin des propriétés les plus fortes. Voir le cours de Géométrie différentielle du
second semestre pour I'usage de ces conditions globales sur les variétés.

Exercice E.17 Soient X un espace topologique et (A;)icr une famille de parties de X.
On suppose vérifiée au moins l'une des deux conditions suivantes :
e}

— (Aj)ier est un recouvvrement (voir définition au chapitre 4) de X ;
— (Ay)ier est un recouvrement fermé de X localement fini (i.e. pour tout x dans X, il
existe un voisinage V de x tel que {i € I : VN A; # 0} est fini).
Montrer qu’une partie B de X est fermée (resp. ouverte) si et seulement si A; N B est
fermé (resp. ouvert) dans A;.

Parties connexes
Soit X un espace topologique.

L’espace X est localement connexe si tout point de X admet un systéme fondamental
de voisinages connexes. L’espace X est localement connexe par arcs si tout point de X
admet un systéme fondamental de voisinages connexes par arcs.

Comme un espace connexe par arcs est connexe, un espace localement connexe par arcs
est localement connexe.

Si f:[0,1] — X et f/:[0,1] — X sont deux chemins continus tels que f(1) = f/(0),
on appelle concaténation des chemins f et f’ Papplication g : [0,1] — X, notée souvent
f - f', définie par

o) :{ f(2t) site [(1)’ %]

Par lexercice (corrigé) E.15, la concaténation g est un chemin (continu) de f(0) a f/(1).

Proposition 2.6 Si X est connexe et localement connexe par arcs, alors X est connexe
par arcs.

Preuve. Cette preuve est un exemple typique de la méthodologie introduite au paragraphe
1.9.
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Par concaténation de chemins, I’ensemble non vide A des points de X que 'on peut
joindre par un chemin a un point zy donné de X est, par connexité locale par arcs, a la
fois ouvert et de complémentaire ouvert.

(En effet, si @ € A, alors soient V' un voisinage connexe par arcs de x, et f un chemin de zg a
z. Pour tout y dans V, soit f’ un chemin de x a y dans V. Alors la concaténation de f et f’ est
un chemin de zp & y, donc V C A et A est ouvert. Si x ¢ A, alors soit V' un voisinage connexe par
arcs de x. S’il existe un point y de V appartenant a A, alors soient f un chemin de zy a y et f’
un chemin de y & x. La concaténation de f et f’ est alors un chemin de xg & x, ce qui n’est pas
possible. Donc V' C “A, et “A est ouvert.)

On conclut par connexité de X. O

Une composante connexe de X est un sous-espace connexe maximal (pour 'inclusion)
de X. Une composante connexe par arcs de X est un sous-espace connexe par arcs maximal
(pour 'inclusion) de X.

Un espace topologique est totalement discontinu si toutes ses composantes connexes
sont réduites & des singletons. Par exemple, un espace discret est totalement discontinu,
et l'espace de Cantor triadique (voir l'exercice E.22 du paragraphe 2.4) n’est pas discret,
mais est totalement discontinu.

Les propriétés suivantes des parties connexes et connexes par arcs de X sont immé-
diates.

e [’image d’un sous-espace connexe par une application continue est un sous-espace
connexe (par le second point des propriétés des sous-espaces topologiques et le second
exemple du paragraphe 1.9).

e [’image d’un sous-espace connexe par arcs par une application continue est un
sous-espace connexe par arcs, par composition des applications continues.

e Pour tout sous-espace connexe C' de X, si C € D C C, alors D est connexe (le
célébre-par-le-nom théoréeme de l’arbre et de l’écorce, obtenu en appliquant la continuité
d’une restriction d’application continue, les propriétés (5) du paragraphe 1.9 et (4) de la
proposition 1.8, ’hypothése impliquant que C' est dense dans D). En particulier, 'adhérence
d’un connexe est connexe (mais il n’est pas toujours vrai que 'adhérence d’un connexe par
arcs est connexe par arcs, voir I'exemple ci-dessous).

e Une composante connexe est fermée (par le théoréme de 'arbre et de 1'écorce et
par maximalité). Mais il n’est pas toujours vrai qu’une composante connexe par arcs est
fermée, voir 'exemple ci-dessous.

e La réunion d’une famille de sous-espaces connexes
d’intersection non vide est connexe (toujours en appli-
quant la propriété (5) du paragraphe 1.9, et puisque les
restrictions d’applications continues sont continues).
Donc si A est une partie connexe non vide de X (par
exemple un singleton), alors la réunion de tous les
sous-espaces connexes de X contenant A est la compo-
sante connexe de X contenant A. En particulier, deux
composantes connexes distinctes sont disjointes. L’en-
semble des composantes connexes de X est donc une
partition de X.
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Exercice E.18 (Le célébre-par-le-nom théoréme des chipolatas) Soit (Cy)nen une famille
de sous-espaces connexes de X, tels que, pour tout n dans N, Uintersection C,, N Cpy1 soit
connexe. Montrer que la réunion |,y Cn est conneze.

e Si X est réunion d’une famille (A;);c; de sous-espaces connexes par arcs dont 'inter-
section (),c; A; est non vide, alors X est connexe par arcs, par concaténation de chemins
continus.

e Si X est localement connexe, alors les composantes connexes de X sont fermées et
ouvertes (car voisinages de chacun de leurs points).

e Dans un espace localement connexe par arcs, les composantes connexes par arcs
sont ouvertes et fermées (car, par un argument déja vu dans la preuve de la proposition
2.6, 'ensemble des points que I'on peut joindre & un point fixé par un chemin continu
est ouvert et de complémentaire ouvert, par concaténation de chemins continus). Donc,
dans un espace localement connexe par arcs, les composantes connexes et les composantes
connexes par arcs coincident.

Exemple. Par exemple, 'adhérence dans R? du graphe de

la fonction f : z — sin%, définie sur |0, +o0[, est connexe
(comme adhérence de I'image du connexe |0, +oo[ par I’ap-
plication continue ¢ +— (¢, f(¢))). Mais elle n’est pas loca-
lement connexe (il est facile de voir que le point (0,1) n’a

pas de systéme fondamental de voisinages connexes). Elle a 1
donc une seule composante connexe. Mais elle possede deux
composantes connexes par arcs, I'une (le segment vertical

{0} x [0,1]) fermée (donc non ouverte), et l'autre, bien str, -1
non fermée et ouverte : le segment vertical {0} x [—1,1] et

le graphe de f sont connexes par arcs, comme images par

des applications continues d’intervalles, et nous verrons au
paragraphe 3.3 pourquoi ces deux connexes par arcs sont
maximaux.

2.4 Topologie produit

Soient (X;)ier une famille d’espaces topologiques et

X=]]%i={@)icr e (JX)" : Viel, z€X}
icl iel

I’ensemble produit, muni de ses projections canoniques pr; : X — X; avec pri(z) = z; si
x = (x;)ier. La topologie initiale sur X définie par (pr;);cs est appelée la topologie produit
sur X. Sauf mention contraire, ’ensemble produit d'une famille d’espaces topologiques sera
muni de la topologie produit.

Par exemple, si n € N — {0} et si Xj,..., X, sont des espaces topologiques, alors la
topologie produit sur X = X; x ... X X,, est la topologie la moins fine rendant continues
les projections (z1, ..., 2, ) — z; pour 1 < i < n.
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Un ouvert élémentaire de X est une partie de X de la forme

VJ’(UJ.)].GJ = {(xi)iel cX : V] € J, T € Uj} = ﬂ pT’;l(Uj)
JjeJ

pour J une partie de I et U; un ouvert de X; pour tout j dans J.
Par exemple, sin € N— {0} et X = X7 x Xg X ... x X,,, alors les ouverts élémentaires
de X sont exactement les parties de la forme Uy x Uy X ... X U, avec U; un ouvert de X;.

Les propriétés suivantes découlent des propriétés des topologies initiales, ou sont laissées
en exercice :

Les projections pr; sont continues, et la topologie produit est la topologie la moins
fine rendant continues les projections pr;.

L’ensemble des ouverts élémentaires de X est une base d’ouverts de la topologie
produit de X.

Plus généralement, si %; est une base d’ouverts de X; pour tout ¢ € I, alors
I'ensemble des ouverts élémentaires de la forme Vj )., out J est une partie finie
de I et U; € #; pour j € J, est une base d’ouverts de la topologie produit de X.
Sia = (a;)ier € X, si ¥ est un systéme fondamental de voisinages de a; dans X;
pour tout ¢ dans I, alors ’ensemble des parties de X de la forme

{(w)ier € X 1 Vjed zeViy=rr;'(V)),
jed

lorsque J est une partie finie de I et V; € ¥ pour j € J, est un systéme fondamental
de voisinages de a dans X pour la topologie produit.

Soient Y un espace topologique et f : Y — X une application. On note f; = pr; o f
la i-éme composante de f, de sorte que f(y) = (fi(y))ier. Alors f est continue en
y € Y siet seulement si f; 1 Y — X; est continue en y pour tout ¢ dans I. De méme,
f est continue si et seulement si f; : Y — X, est continue pour tout i dans 1.
(Associativité de la topologie produit) Si I = |J,c 4 o est une partition de I, et si
Yo = [Lic 1, i, alors lapplication canonique

1RSI IR

acA el

définie par (ya)aca — (%;)ier st Yo = (Ti)icr,, est un homéomorphisme.
(Commutativité de la topologie produit) Sio : I — I est une bijection, alors ’applica-
tion [[;e; Xi — [ier Xo(), définie par (2;)ier + (T4(;))ier, est un homéomorphisme.
Si A; est une partie de X; pour tout i dans I, alors

[+ -1
el il

En effet, I'inclusion du terme de gauche dans le terme de droite découle de la conti-
nuité des projections : pour tout j dans I,

pri([T4) < pri(JT4) € 4.

icl el
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Réciproquement, soit (z;)ien € [[;c; Aj;, soit J une partie finie de I et soit V; un
voisinage de x; pour j € J. Posons V; = X; si i ¢ J. Puisque z; € A;, il existe
a; € A; NV, pour tout 7 € I. Donc

(aq)ier € (HAZ) N ( ﬂ pri ' (V)

iel jed

ce qui montre 'autre inclusion.

e Il découle du point précédent que si A; est une partie de X, alors [[;; A; est fermé
dans X si A; est fermé dans X; pour tout i dans I, la réciproque étant vraie si les
A; sont non vides.

Remarque. En particulier, si X, Y, Z sont des espaces topologiques, alors les applications
(X xY)xZ — X x (Y x Z) telles que ((z,y),2) — (z,(y,2)), et X xY =Y x X telle
que (z,y) — (y,x), sont des homéomorphismes.

La derniére propriété ci-dessus est fausse pour les ouverts : A = [0, 1[N n’est pas ouvert
dans X = [0,1] : le point de A dont toutes les composantes sont nulles est adhérent au
complémentaire de A, car tout voisinage d’un point de X contient un élément de X dont
les composantes sont égales & 1 & partir d’un certain rang, par le troisiéme point ci-dessus.

Attention, il existe des ouverts dans ’espace topologique produit
R x R qui ne sont pas des ouverts élémentaires (i.e. pas produits
de deux ouverts). Par exemple, la boule ouverte unité (pour la
- i distance euclidienne usuelle) est un ouvert de la topologie produit,
par exemple car c’est I'image réciproque de l'ouvert | — oo, 1] de
R par lapplication (z,y) — x? + y* continue pour la topologie
produit (par continuité de la somme et du produit d’applications
continues). Mais ce n’est pas un produit de deux parties de R. La
réunion de deux ouverts élémentaires n’est pas toujours un ouvert
élémentaire (voir le dessin ci-contre).

Si X, Y, Z sont trois espaces topologiques, et si f : X — Y, g : X — Z sont deux
applications continues, alors I'application z — (f(x), g(x)) de X dans ’espace topologique
produit Y x Z est continue, par le quatriéme point ci-dessus. On appelle graphe d’une
application h : E — F entre deux ensembles E et F', 'application = — (x,h(x)) de
Iensemble E dans ’ensemble produit E x F' (on appelle aussi par abus graphe 'image de
cette application). En particulier, le graphe d’une application continue f : X — Y est une
application continue.

Exercice E.19 Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques non vides, de produit X =
[Lic; Xi. Pour tout i dans I, soit x; un point fixé de X;. Montrer que pour tout j dans I,
Vapplication ¢j : X; — X qui a x dans X; associe la famille (y;)icr, ot y; = x; sii # j et
y; = x, est un homéomorphisme de X; sur son image dans l’espace topologique produit X .

En particulier, toute propriété invariante par homéomorphismes, préservée par passage
a un sous-espace topologique, qui est vraie pour un produit d’espaces topologiques non
vides, est vraie pour chacun d’eux.

Exercice E.20 (Un produit de surjections ouvertes est ouverte) Soient (X;)icr et (Yi)ier
deux familles d’espaces topologiques et X = [[,c; Xi, Y = [Lie; Yi. Pour tout i dans I,
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soit f; + X; — Y; une application ouverte et surjective, et soit f : X — Y [Uapplication de
i-éme composante f; o pr; pour tout i € I (i.e. f((ﬂ:z)lel) = (fl(xz))ZEI) Montrer que f
est ouverte.

Proposition 2.7 Un produit d’espaces topologiques séparés est séparé. Si un produit d’es-
paces topologiques non vides est séparé, alors chacun des facteurs est séparé.

Preuve. Soit X = [[,c; X; un espace topologique produit. Si @ = (z;)icr # ¥ = (Yi)ier
alors il existe au moins un j dans I tel que x; # y;. Si les X; sont séparés, alors il existe
deux ouverts disjoints U,V dans X tels que z; € U et y; € V. Donc prj_l(U) et prj_l(V)
sont deux ouverts (élémentaires) de X, disjoints, et contenant respectivement x et y. Par
conséquent, X est séparé.

Réciproquement, si X est séparé et si les X; sont non vides, on choisit a; dans X; pour
tout ¢ dans I. Soit j dans I. L’application ¢ : X; — X définie par x +— (2;);er ol z; = = et
x; = a; pour tout ¢ # j, est un homéomorphisme sur son image. En effet, elle est injective,
et continue car pr; o ¢ est continue pour tout ¢. Sa réciproque est la restriction & I'image
de ¢ de la j-éme projection, donc est continue. ]

Exercice E.21 (1) Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X et B une
partie de Y. Montrer que

I(Ax B)=((0A) x B)U (A x (0B)) .

(2) Soit (X;)ier une famille d’espaces topologiques. Pour tout i dans I, soit A; une
partie de X;. Montrer que Hie] A; est dense dans X si A; est dense dans X; pour tout i
dans I, la réciproque étant vraie si les A; sont non vides.

Proposition 2.8 Le produit d’une famille dénombrable d’espaces topologiques a base dé-
nombrable (respectivement séparable) est encore a base dénombrable (respectivement sépa-
rable).

Preuve. L’affirmation concernant l'existence d’'une base dénombrable d’ouverts est une
propriété des topologies initiales (et découle immédiatement du second point ci-dessus).
Pour tout j € N, soit (2 1)ren une suite dense dans un espace topologique X;. Soit
a € X = [[;ey Xn- Considérons 'ensemble A des éléments (2;);cr de X tels qu'il existe
une partie finie J de I telle que x; = a; si ¢ ¢ J, et que, pour tout j € J, il existe k € N
tel que xj; = x;. Il n’est pas difficile de montrer que A est dénombrable et dense pour la
topologie produit sur X. O

Proposition 2.9 Le produit d’une famille dénombrable d’espaces topologiques métrisables
est encore métrisable.

Faisons quelques remarques avant de donner la preuve.

Remarques. (i) Par contre, le produit d’une famille non dénombrable d’espaces topolo-
giques ayant au moins deux points n’est pas métrisable. Plus précisément (voir [Dug, page
189]), si (X;)ier est une famille d’espaces topologiques ayant au moins deux points, alors
I'espace topologique produit J[,.; X; est métrisable si et seulement si I est dénombrable
et X; est métrisable pour tout 7 dans I.
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(ii)) Si n € N — {0} et si Ey,...,FE, sont des espaces métriques, alors la topologie
induite par I'une des distances produits (deux a deux équivalentes, donc topologiquement
équivalentes) d,, définies dans ’exemple (iv) du paragraphe 1.3 coincide avec la topologie
produit des topologies sur les F; induites par leurs distances : en prenant la distance
doo(,y) = maxj<;<pn d(x;,y;), la boule ouverte de centre (z1,...,x,) et de rayon € pour
dso est exactement le produit des boules ouvertes de centre z; et de rayon € dans E;, pour
1< <n.

(iii) En particulier, si Ey,..., E, sont des espaces vectoriels (réels ou complexes) nor-
més, alors dans 'espace vectoriel Fy x --- X E,, muni de I'une quelconque de ses normes
produits définies dans ’exemple (iv) du paragraphe 1.3 (elles sont équivalentes), la topolo-
gie induite par cette norme coincide avec la topologie produit des topologies induites par
les normes dans les F;. Comme cas particuliérement particulier, la topologie produit sur
R"™ coincide avec la topologie usuelle.

Preuve. Il suffit par la remarque (ii) de considérer le cas des familles infinies. Soient (X, d;)
un espace métrique pour tout i dans N, et X I'ensemble produit [[;c Xi. En appliquant
lexercice corrigé E.6 (1) a la famille des pseudo-distances (z,y) — d;(pri(x), pri(y)), Uap-
plication d : X x X — [0, +oo[ définie par

d(z,y) = 27 min{l,di(pri(z), pri(y))}
1€N
est une distance (parmi tant d’autres) sur 'ensemble produit X.
Des arguments similaires & ceux de la preuve de la proposition 2.1 montrent que la
topologie induite par la distance d est la topologie produit. En effet, d’une part, la boule
ouverte pour d de centre z et de rayon € € ]0,4] contient le voisinage ouvert élémentaire

de x égal a
N

_ €
() pri ' (Blpri(z). 7)) -
=0
ou N € N est fixé tel que Z;Of\’, 11 271 < 5. Réciproquement, le voisinage élémentaire
ouvert de = égal a

ﬂ pri_l(B(pri(x)vei)) )
=0

ou N € Net ¢ €]0,1] pour 1 <7 < N, contient, en posant € = minj<;<y ¢ > 0, la boule
ouverte pour d de centre z et de rayon €2V, O

Exercice E.22 On définit par récurrence une suite de fermés (Cy)nen de [0,1], en posant
Co = [0,1], en supposant que C,, est la réunion disjointe de 2™ intervalles de longueur
3%, et en construisant Cpy1 en divisant chaque composante de C), en trois intervalles de
longueurs égales, et en enlevant lintérieur de celur du milieu. L’ensemble triadique de
Cantor C est défini par C = (e Cn.

Co

¢y, —m ————
Co +— —e —e —e
Cy H H Mo HoH HoH
O e e e e
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(1) Montrer que Cy, est un fermé borné non vide de R, qu’il n’a pas de point isolé, et
que ses composantes connexes sont ses singletons.

(2) On munit I’ensemble {0,1} de la topologie discréete et {0,1}N de la topologie produit.
Montrer que l’application

¢:{0,11N — C

o0

2z;
(@i)ien = ZgiJer
i=0

est un homéomorphisme.

(3) Montrer que CN et C' sont homéomorphes.

(4) Soit F' un ensemble fini ayant au moins deuz éléments, muni de la topologie discréte.
Montrer que FN et C' sont homéomorphes.

Exercice E.23 Montrer que le produit d’une famille d’espaces topologiques connexes (res-
pectivement connezes et localement connexes, connexres par arcs, connexes par arcs et lo-
calement connexes par arcs) est connexe (respectivement connexe et localement conneze,
connexe par arcs, connexe par arcs et localement connezxe par arcs).

Réciproquement, montrer que si un produit d’une famille d’espaces topologiques non
vides est connexe (respectivement connexe par arcs), alors chaque espace est conneze (res-
pectivement connexe par arcs).

Montrer que le produit d’une famille finie d’espaces topologiques localement connexes
(resp. localement connexes par arcs) est localement connexe (resp. localement connexe par
arcs).

Attention, en munissant {0,1} de la topologie discréte, alors I’espace produit {0, 1}
est un produit d’espaces localement connexes, qui n’est pas localement connexe.

Topologie limite projective.

Soit I un ensemble muni d’un ordre =< ; pour tout ¢ € I, soit X; un espace topologique ;
et pour tous 7,75 € I tels que ¢ <X j, soit f;; : X; — X; une application continue telle que
fii=idsiiel et

fij o fik = fik
sii = j < k. Une telle donnée ((X;),(fij)) est appelée un systéme projectif d’espaces
topologiques.

On note lim X; 'ensemble des éléments (x;);c; de I'ensemble produit Hie 1 X; tels que
fij(z;) = x; pour tout i < j. Pour tout ¢ dans I, on note f; : lim X; — X; la restriction a

lim X; de la i-éme projection pr; : [[,c; Xi — Xi, qui vérifie

Jijofi=1i

si i < j. La topologie initiale sur lim X; définie par (f;);cs est appelée la topologie limite
projective. Sauf mention contraire, I’ensemble lim X; sera muni de cette topologie.

Les propriétés des topologies initiales, et celles des sous-espaces topologiques et des
espaces topologiques produits (propositions 2.4, 2.7, 2.8, 2.9) donnent des propriétés des
espaces topologiques limites projectives. En particulier,
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e la topologie limite projective est la topologie la moins fine rendant continue les
applications f; : 1<£n X; — X;; elle coincide avec la topologie induite sur h£1 X; par la
topologie produit sur [, Xi;

e une topologie limite projective d’espaces topologiques séparés est séparée;

e la topologie limite projective d’'un systéme projectif dénombrable d’espaces topolo-
giques & base dénombrable (respectivement métrisables, métrisables séparables) est encore
a base dénombrable (respectivement métrisable, métrisable séparable) ;

e Supposons que [ soit filtrant croissant (i.e. pour tous 4,j dans I, il existe k tel que
i X ket j =< k). Pour tout ¢ dans I, soit %; une base d’ouverts de X;. Alors I’ensemble des
fi_l(Ui) pour i € I et U; € %; est une base d’ouverts de la topologie limite projective sur
liin X;.

En effet, par les propriétés des sous-espaces et des espaces produits, on sait que ’en-
semble des intersections finies de la forme V = Z-jl(Ui )N - N fl-zl(Uik), pour k € N,

ij € I et U; € B;; pour 1 < j <k, est une base d’ouverts de lim X;. Soit 7 € I tel que
ij <ipour 1 <j <k Alors V = fi_l(f:il(Ui )N N f;zl(U,k)) Donc pour tout = dans

)

V, le point f;(x) appartient a 'ouvert fl-:l-l(Ui yN---N f;zl(U,k) Cet ouvert contient un
élément W de %; contenant f;(x). D'ott z € f; 1(W) C V, et le résultat en découle.

Par exemple, soit p un nombre premier; pour m < n, notons 7, , la projection ca-
nonique de Z/p"7Z sur Z/p™Z (induite par passage au quotient de l'identité de Z dans
Z), définie par x mod p"” +— x mod p™, qui vérifie 7, , = id et w0 T,y = Ty, si
m < n < r. Nous munissons l'ensemble fini Z/p"Z de la topologie discréte (qui est évi-
demment métrisable séparable) ; en particulier les my, ,, sont continues.

0

Z/p"Z .

Z;zlz % — T . o

Z/pZ 07 ™2 RS i

)52 044 2416 1405 34N7 T2

z, L1 Lk L A N
P

Figure : L’espace topologique Z, pour p = 2.
L’espace topologique limite projective
Ly =lim Z /"7

est un espace topologique métrisable séparable (sur lequel nous reviendrons), muni d’ap-
plications continues surjectives 7, : Z, — Z/p"Z.

Exercice E.24 Montrer que l'espace topologique Z,, est homéomorphe a l’espace de Can-
tor triadique. (On pourra montrer qu’il est homéomorphe a l’espace topologique produit
{0,...,p— 13N 00 {0,...,p — 1} est muni de la topologie discréte.)

Proposition 2.10 Soit ((X;)icr, (fij)i<jer) un systéme projectif d’espaces topologiques. Si
les X; sont séparés, alors X = lim X; est un sous-espace fermé de espace produit [ [;c; X;.
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Preuve. Montrons que le complémentaire de X est ouvert. Si z = (z;)ier ¢ X, alors il
existe ¢ < j tels que f;j(x;) # ;. Comme X; est séparé, il existe des voisinages ouverts V'
et V' de fij(x;) et ; respectivement, qui sont disjoints. Comme f;; est continue, il existe
un voisinage ouvert V" de z; dans X tel que f;;(V") soit contenu dans V. Alors I’ensemble
des (yi)ier tels que y; € V" et y; € V' est un ouvert élémentaire de [],.; X;, contenu dans
le complémentaire de X. O

2.5 Topologie finale

Soit X un ensemble, soit (Y;);er une famille d’espaces topologiques et pour tout i € I,
soit f; : Y; — X une application. La topologie finale sur X définie par (f;);cs est la topologie
dont les ouverts sont les parties U de X telles que pour tout ¢ dans I, la partie fi_l(U )
soit un ouvert de Y;. Le fait que cette topologie vérifie bien les axiomes du paragraphe 1.2
vient du fait que les images réciproques commutent avec intersections et réunions.

Les propriétés suivantes sont immeédiates.

e Une partie F' de X est fermée si et seulement si pour tout ¢ dans I, la partie f;l(F )
est un fermé de Y;.

e Cette topologie est la topologie sur X la plus fine rendant continue toutes les appli-
cations f;.

e Soient Z un espace topologique et g : X — Z une application. Alors g est continue
si et seulement si, pour tout ¢ dans I, 'application g o f; est continue.

Exemple (1) : Topologie somme disjointe. Soit (X;);c; une famille d’espaces topo-
logiques. On rappelle qu’'un ensemble X muni d’applications f; : X; — X est une somme
disjointe des X; si pour tout ensemble Y muni d’applications g; : X; — Y, il existe une
unique application (dite canonique) ¢ : X — Y telle que le diagramme suivant commute
pour tout ¢ :
x, ILox
g\ 1o
Y

L'ensemble {(z,) € (U;e; Xi) x I : x € X;}, muni des applications f; : X; — X définies
par f;(x) = (x,i), convient. Il est unique modulo 'unique bijection faisant commuter les
diagrammes ci-dessus. On identifie 2 € X; avec son image par f;. On note X = J[,.; Xj,
muni des inclusions f; : X; — X.

La topologie finale sur X définie par (f;);cs est appelée la topologie somme disjointe.
Sauf mention contraire, un ensemble somme disjointe sera muni de la topologie somme
disjointe.

Il est immédiat qu’un espace topologique somme disjointe d’espaces topologiques sépa-
rés est séparé, et qu’'un espace topologique somme disjointe dénombrable d’espaces topo-
logiques & base dénombrable (resp. séparables) est & base dénombrable (resp. séparable).

Exercice E.25 Montrer qu’un espace topologique somme disjointe d’espaces topologiques
métrisables est métrisable.

Exemple (2) : Topologie faible. Soient X un ensemble et (X;);c; une famille de parties
de X. On suppose chaque X; munie d’une topologie, et on note f; : X; — X linclusion. La
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topologie finale sur X définie par (f;);cr est appelée la topologie faible définie par (X;)ier.
(Cette terminologie n’est pas trés bonne, car sémantiquement multivaluée)

Si X est somme disjointe des X;, alors la topologie faible ci-dessus est la topologie
somme disjointe.

Cette topologie intervient de maniére importante pour définir les CW-complexes (quand
ils ne sont pas finis) en topologie algébrique (voir le cours de I'année prochaine, ou par
exemple [Hat, Pau, Spal).

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies finales :

e une partie F' de X est fermée si et seulement si F'N X; est fermée dans X; pour tout
i dans [ ;

e une partie O de X est ouverte si et seulement si O N X; est ouverte dans X; pour
tout ¢ dans I ;

e Soient Z un espace topologique et g : X — Z une application. Alors g est continue
si et seulement si sa restriction ¢ |x,: X; — Y a X; est continue pour tout ¢ dans I.

La topologie faible définie par une famille dénombrable de parties (X;);er de X, munies
chacunes d’une topologie séparable et dont la réunion est X, est séparable, en prenant la
réunion d’une famille dénombrable dense dans chaque X; : tout ouvert non vide de X
contient un point de cette réunion.

Une topologie faible n’est pas forcément séparée : il est facile de vérifier que la topologie
de l'espace topologique X = {0_,04} U |0, 1] de I'exercice E.11 est la topologie faible définie
par les deux parties X1 = {04} U ]0, 1], homéomorphes a [0, 1] donc séparées.

Par exemple, si X = R?, et si (X;);c; est la famille des droites vectorielles de R?, munies
de leur topologie usuelle, alors la topologie faible définie par (X;);ecr est (strictement) plus
fine que la topologie usuelle sur R?, et méme strictement plus fine que la topologie induite
par la distance SNCF sur R? (voir 'exemple (vii) du paragraphe 1.3).

Exercice E.26 Soit X un espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :
e X est discret;
e la topologie de X est la topologie faible définie par la famille des singletons (un
singleton posséde une et une seule topologie) ;
e la bijection canonique [[,.x{z} — X est un homéomorphisme.

Exercice E.27 Soit X un ensemble, muni de la topologie faible définie par une famille
(Xy)ier de parties de X munies chacune d’une topologie. Montrer que si, pour tous i,j
dans I, les topologies induites sur X; N X; par celles de X; et de X; coincident, et si
X;NX; est fermé dans X; et dans X;, alors

e la topologie de X; coincide avec la topologie induite sur X; par la topologie de X ;

o X, est fermé dans X.

En particulier, si X est un ensemble, union croissante d’une famille de parties (X, )nen,
ou X, est munie d’une topologie, de sorte que X,, est fermé dans X,,1, et la topologie de
X, est la topologie induite sur X,, par la topologie de X, 11, alors la topologie faible sur
X définie par la famille (X, )nen induit sur chaque X, la topologie de X,,, et X, est fermé
dans X.

Exemple (3) : Topologie de Schwartz
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Soit  un ouvert non vide de R", ou » € N — {0}. Comme vu dans 'exemple (2) du
paragraphe 1.4, l'espace vectoriel Z(2) des applications lisses a support compact sur )
est la réunion, pour K parcourant les compacts non vide de €2, des sous-espaces vectoriels
Pk (Q) des applications dont le support est contenu dans K.

Munissons Iespace vectoriel Z2(€2) de la topologie de Schwartz (voir I'exemple (2) du
paragraphe 1.4), de base d’ouverts (nyg)feg(m’eecgﬁ(ﬂ). Nous avons muni (voir I'exemple

3.2 du paragraphe 2.2) l'espace vectoriel Zk () d'une topologie, définie par la famille de
semi-normes (|| - ||m)menr. Etudions la relation entre ces topologies.

Soit (Kp)nen une suite exhaustive de compacts
dans Q, ie. Kg = 0, K, est un compact de Knot
Q, contenu dans lintérieur de K, 11, et  est la
réunion des K,, pour n € N. On a alors aussi que

[}
Q est la réunion des ouverts K,, pour n € N. Par
exemple, on peut prendre, avec d la distance eucli-
dienne, les fermés bornés contenus dans ) définis
par
K, =

{z eR" : d(z, Q) >1/(n+1), d(0,z) <n—1}.

Nous avons besoin d’un peu de vocabulaire et d’un résultat préliminaire pour pouvoir
démontrer la proposition 2.13.

Soit X un espace topologique. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts
de X, de réunion X. Une famille (P, )qc.s de parties de X est localement finie si pour tout
x dans X, il existe un voisinage de x ne rencontrant qu’un nombre fini de P,.

Une partition (lisse) de l'unité de €2 est une famille (pq)acr d’applications C* de §2
dans R, d'images contenues dans [0, 1], dont la famille des supports est localement finie, et
qui vérifie Y~ ¢q = 1 (remarquer que la somme ) ¢, (z) ne posséde qu'un nombre fini
de termes non nuls pour tout = dans Q). Soit % = (U;)ier un recouvrement ouvert de €.
Une partition de ['unité subordonnée a % est une partition de 'unité (p;);cr de Q, telle
que, pour tout ¢ € I, le support de ¢; soit contenu dans U;.

Remarque. Supposons que I'on ait une partition de l'unité (@), )acs de Q, telle que, pour
tout o € &, il existe un élément de % contenant le support de ¢/ . Il est alors facile de
modifier cette partition de I'unité pour la rendre subordonnée & % . En effet, si f : o — [
est n’importe quelle application telle que le support de ¢/, soit contenu dans U f(a) POUr
tout o € &7, posons
it T Z Pal(z)
acf=1(i)

avec la convention usuelle ) 5 = 0. Alors (;)ics est une partition de I'unité subordonnée
a % . En effet,

(1) p; est bien définie et C*°, car au voisinage de tout point, ¢; est somme d’un nombre
fini de ¢/, ;

(2) 22500 = 20 a0 =13

(3) (Supp ¢;)icr est localement finie, car p;(z) # 0 seulement s'il existe o € &7 tel que
i = f(a) et ¢l (x) # 0, ce qui implique que pour tout ouvert U de €,

{iel: Suppp;NU #0}C f({a e : Supp ey, NU #0})
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et I'image d’une partie finie par une application est finie;
(4) on a

Swppeic ) Swpeh= |J Suppy,CU;,
acf-1(:) acf~1(i)

car une union localement finie de fermés est fermé.

Proposition 2.11 Tout recouvrement ouvert de ) admet une partition lisse de ['unité qui
lui est subordonnée.

La preuve de cette proposition utilisera le lemme suivant.

Lemme 2.12 Pour tout xg dans R" et tout voisinage U de xq, il existe une application
C*® de R" dans R, de support contenu dans U, constante égale a 1 sur un voisinage de xq,
et a valeurs dans [0, 1].

Preuve. Rappelons que lim;_, o+ tine L =0 pour tout n

dans R. II est alors facile de vérifier que, pour tous a < b, \

I'application de R dans R 1]
2t—(a+b) -1
<1 + e(b—t><t—a>> sia<t<b
: 0
Jap it 1 sit<a % 1
0 sit>b a b

est C*°. Alors, pour € > 0 suffisamment petit, 'application
T fe/a(l|[x — x0[|) convient, pour || - [| la norme usuelle. O

Preuve de la proposition 2.11. Soit (K, ),ecn une suite exhaustive de compacts dans
e}

Q. Posons K_1 =10, et K], = K,4+1— K,, qui est un compact de €.
Soit Z = (Uy)acw un recouvrement ouvert de 2. Posons

Vn,oz = Uoz N (Kn—i—Z _Kn—1> .

Alors (Vi,q)acer est un recouvrement ouvert de K.

Pour tout = dans K], soit W, un voisinage ouvert de z, contenu dans V;, , pour un o
dans 7. Par le lemme précédent, il existe donc (en prolongeant par 0 en dehors de W)
une application ¢, de € dans [0, 1] de classe C*°, de support contenu dans W, constante
égale a 1 sur un voisinage ouvert W, de x. Comme la famille d’ouverts (W ),ck: recouvre
le compact K], il existe une partie finie B,, de K, telle que (W, ),ecp, recouvre K),. Posons

iy > ealy),

neN, zeB),

qui est une somme n’ayant localement qu'un nombre fini de termes non nuls (car pour x
dans B,,, 'application ¢, est nulle sur K,,_;, donc sur un voisiange de y si n est assez
grand), et qui est strictement positive (en fait supérieure ou égale a 1) pour tout y dans .
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Posons ¢!, = ¢, /¢. Alors (¢))nen, zeB, est une partition de I'unité que l'on peut rendre
subordonnée & % en utilisant la remarque précédant la proposition 2.11. O

Bien que nous ne le démontrerons pas (voir [Sch]), la topologie de Schwartz sur Z(2) est
strictement moins fine que la topologie faible (ou limite inductive, voir la fin du paragraphe
2.6 suivant) définie par la famille de sous-espaces Zk (€2) pour K compact de 2. Mais ces
deux topologies sont quand méme trés proches, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 2.13 Les ouverts convezes pour la topologie de Schwartz sur Z(2) sont exac-
tement les ouverts convexes pour la topologie faible définie par la famille des espaces topo-

logiques (Zk,, (2)) neN"

[¢]
Remarquons que pour tout compact K de €0, puisque les ouverts K, recouvrent {2,
o

il existe n € N tel que K C Jy<p<,, K C K. Nous avons vu dans les exemples et
remarques du paragraphe 2.3 que la topologie de 2 () coincide avec la topologie induite
sur Pk () par la topologie de Zg/ () si K C K'.

Donc il découle de cette proposition que les ouverts convexes pour la topologie de
Schwartz sur Z(€)) sont aussi exactement les ouverts convexes pour la topologie faible
définie par la famille des espaces topologiques (QK(Q)) ;¢ ou K parcourt tous les compacts
non vides de €.

Preuve. Comme les translations préservent la convexité et sont des homéomorphismes a
la fois pour la topologie de Schwartz et pour la topologie faible, il suffit de montrer que
tout voisinage convexe de la fonction nulle 0 pour 'une des deux topologies contient un
voisinage de 0 pour 'autre, et réciproquement.

Puisque tout voisinage (convexe ou pas) de 0 pour la topologie de Schwartz contient
By,. pour tout € € 087 +(©), il suffit de démontrer, pour en déduire que la topologie de
Schwartz est moins fine que la topologie faible, que tout By . est un voisinage de 0 pour
la topologie limite inductive. Il suffit pour cela de démontrer que, pour tout n dans N,
'intersection By . N Pk, (§2) est un voisinage de 0 dans P, (2). Soit N = max ¢k, 5—13:),
qui est fini car K,, est compact et € est continue non nulle sur K,,, et n = inf ek, e(z) qui
est strictement positif car K,, est compact, et € est continue, strictement positive, sur K.
Alors

N {F €2 [Ifllm <}

meN” : |m|<N

est un voisinage de 0 dans Yk, (€2), qui est contenu dans By . N Pk, (12).
Réciproquement, soit V' un voisinage convexe de 0 pour la topologie faible, et montrons

qu’il contient un voisinage de 0 pour la topologie de Schwartz. Puisque V est un voisinage

de 0 pour la topologie faible, pour tout n dans N, il existe N,, € N — {0} et 7, > 0 tel que

V= () AF € k(@ : 1Fllm < 1}

meN” : |m|<Np

soit contenue dans V' N Y, ,,(£2). Nous pouvons supposer que la suite (N, )nen est crois-
sante vers +oo et (1), )nen décroissante vers 0.
[e]

La famille Z = (K42 —Ky)nen est un recouvrement ouvert de §2. La proposition 2.11
fournit une partition lisse de 'unité (¢, )nen subordonnée & ce recouvrement, que nous
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fixons. Pour tout n dans N, comme le support de ¢,, est contenu dans K, 12 — K, et par
la formule de dérivation de Leibnitz, il existe une constante k,, > 0 telle que pour tout f
dans 2(€) et tout € > 0, si

Vee °K,, VmeN', Im|<N, = |0"f(x)] <e,

alors
VmeN, |ml <N, = |12 onfllm < kne .

Nous pouvons supposer que la suite (ky,)nen est croissante vers +o0.

€n

€n+1
€En+42

€n+3
-

| K, O0Knp1 0Knio  OKpis
Posons ¢, = min{{%, Nin}, de sorte que la suite (€y)nen est décroissante vers 0. Il est
facile de construire une application ¢ dans 087 +(£) telle que pour tout = dans “K,, on ait

g(z) < €, (il suffit de définir € comme valant €, sur 0K, et d’'interpoler continuement
[e]

par le théoréeme d’Urysohn 1.10 dans K, 11— K,, les recollements étant continus par la
proposition 2.3 et I'exercice corrigé E.15 du paragraphe 2.3).
Soit f € By, montrons que f appartient & V. Comme V est convexe et

+o0 1 '
f=2 5@ aif)
=0

(cette somme n’ayant qu’un nombre fini de termes non identiquement nuls), il suffit de
montrer que pour tout n dans N, Papplication 2", f est dans V, (qui est contenu
dans V). Or 2"l f est nulle en dehors de K, 12 — K,,, donc en particulier appartient &
Pk, ., (). De plus, pour tout = dans °K,, et tout m € N", si [m| < N, alors [m| < é <
ﬁ par la construction de e. Donc puisque f € By, pour tout  dans °K,, et tout m € N"
tel que |[m| < Ny, nous avons |0™ f(z)| < e(x) < {*. Donc par définition de k,, pour
tout m € N” tel que |m| < N,,, nous avons [|2"1, f||m < 1, Par conséquent, 2" 1y, f
appartient bien a V,. O

Porisme 2.14 Une forme linéaire sur l’espace vectoriel (réel ou complexe) Z(Q) (muni
de la topologie de Schwartz) est continue si et seulement si sa restriction o Pk () est
continue pour tout compact non vide K de Q.

Preuve. La préimage d’un voisinage convexe de 0 dans R ou C par une forme linéaire est
convexe. 0

Une forme linéaire continue sur () est appelée une distribution (voir par exemple
[Sch|, ou le cours d’Analyse II du second semestre). Vu la lourdeur de manipulation de
la topologie de Schwartz, le corollaire ci-dessus est crucial, et dans de nombreux cours

66



et ouvrages, on définit une distribution comme étant une forme linéaire sur Z(£2), dont
la restriction & Zk(£2) est continue pour tout compact non vide K de . La topologie
de Pk () est, elle, bien plus gentille : elle se comporte bien par changement de compact
(voir I'exemple (4) du paragraphe 2.3), est métrisable (voir I'exemple 3.2 du paragraphe
2.2), et nous montrerons méme que Zk (£2) est un espace de Fréchet (voir 'exemple (3) du
paragraphe 5.1).

2.6 Topologie quotient

Soient X un ensemble et Z C X x X une relation d’équivalence sur X. On note
Y = X/% lensemble des classes d’équivalences de Z et

7 X > X/Z=Y

la projection canonique, qui & x € X associe sa classe d’équivalence Z(x), que 'on notera
souvent [z] s’il n’y a pas d’ambiguité. On rappelle la propriété universelle des quotients :
pour tout ensemble Z et pour toute application f : X — Z constante sur chaque classe
d’équivalence de Z, il existe une et une seule application f': X/% — Z telle que f = f’om,

i.e. telle que le diagramme

x Lz

s l /f’
X/ %

commute. On dit que f’ est application obtenue par passage au quotient de f.

Si X est un espace topologique, alors la topologie finale sur Y définie par 7 est appelée la
topologie quotient. Sauf mention contraire, tout ensemble quotient sera muni de la topologie
quotient.

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies finales, la premiére étant a
retenir comme la définition de la topologie quotient la plus souvent utilisée :

e une partie U de Y est ouverte si et seulement si 7~ 1(U) est ouvert dans X ;

e une partie F' de Y est fermée si et seulement si 77! (F) est fermé dans X ;

e la projection canonique 7 est continue, et la topologie quotient est la topologie la

plus fine sur Y rendant continue 7 ;

e pour tout espace topologique Z, une application f : Y — Z est continue si et

seulement si fow: X — Z est continue.
En particulier, toute application obtenue par passage au quotient d’une application conti-
nue est encore continue.

Exercice E.28 Soient X un espace topologique, Y un espace topologique quotient de X,
et m: X — Y la projection canonique.

(i) Montrer que si X est connexe (resp. connexe par arcs), alors Y [’est aussi.

(i) Montrer que si 7 est ouverte, et si X est localement connexe (resp. localement
connezxe par arcs), alors Y l'est aussi.

(iii) Soient Z wun espace topologique, f : X — Z une application constante sur les
classes d’équivalence, et f 1Y — Z Uapplication obtenue par passage au quotient. Montrer
que si f est ouverte, alors 7 est ausst ouverte.
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Soit A une partie de X. Le saturé de A par & est la partie de X définie par

RA= | ] %(a) =77 (n(4)) .

acA
La partie A est dite saturée si A = ZA.

Remarques. (1) Si A est ouvert (respectivement fermé) et saturé dans X, alors 7(A) est
ouvert (respectivement fermé) dans Y, car alors 7! (7(A)) = A. En général, 'hypothése
“saturée” ne peut étre omise.

(2) L’image réciproque par la projection canonique est une bijection entre les parties
de X/Z et les parties saturées de X, qui préserve les opérations booléennes usuelles (in-
tersection, union, complémentaire).

Proposition 2.15 L’espace topologique quotient Y est séparé si et seulement si pour tous
x ety dans X n'appartenant pas & la méme classe d’équivalence, il existe deux ouverts U
et V saturés disjoints contenant xet y respectivement.

Preuve. On suppose la condition vérifiée. Soient 2’ et 3/ dans Y tels que 2’ # 3. Soient x
et y dans X tels que 7(z) = 2/, 7(y) = y'. Soient U et V comme ci-dessus. Alors m(U) et
(V') sont des ouverts (car leurs préimages par 7 sont U et V', qui sont ouverts), disjoints
et contenant z’ et v respectivement. Donc Y est séparé.

Réciproquement, si Y est séparé, si z,y € X ne sont pas équivalents, alors ' = m(x) #
m(y) = 3. Soient U’ et V' deux ouverts disjoints de Y contenant z’ et y’ respectivement.
Alors U = 7= 1(U") et V = 7~ Y(V') conviennent. O

Le quotient d’un espace séparé n’est pas toujours séparé. Regarder si un quotient est
séparé ou non doit devenir un réflexe.

Exemple. Soient n € N — {0} et Z la relation d’équivalence sur R" définie par
TRYy<—=x—yeci’.

On note T™ ou R™/Z™ (voir aussi le paragraphe 2.9) I'espace topologique quotient R" /%,
que I'on appelle tore de dimension n. Soit w : R™ — T" la projection canonique. On identifie
R? avec C par (z,y) — z + iy. L’application

¢: R* — (Sy)"
(t1,.cntn) (GQMtl, s eQm‘tn)

est continue, surjective, et induit par passage au quotient une bijection

E: T - A (Sl)n A
(o ta)] o (0,2t

Cette bijection est continue, car ¢ o m = ¢ l'est. L’espace quotient T™ est séparé par la
proposition 2.15 (car si z,y € R™ ne sont pas équivalents, alors, en utilisant la distance
euclidienne, si € = d(y,z + Z"™), qui est strictement positif car x + Z" est fermé, alors
Urezn B(x 4k, €/2) et Upezn B(y+k,€/2) sont des voisinages ouverts saturés disjoints de
x et y), voir aussi l'exercice E.29 ci-dessous. Il découlera de la remarque suivant le théoréme
4.13 que ¢ est un homéomorphisme.
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Exercice E.29 Soient X un espace topologique et Z une relation d’équivalence sur X.
(1) Montrer que si X/Z est séparé, alors # C X x X est fermé.
(2) Montrer que si Z C X x X est fermé et sim: X — X/Z est ouverte, alors X /%
est séparé.
(8) Montrer que si X' est un espace topologique séparé, si f : X — X' est une appli-
cation continue et si x £y < f(x) = f(y), alors X/# est séparé.

La réciproque de la premiére assertion de ’exercice précédent n’est pas vraie en général,
la seconde assertion donnant une condition supplémentaire suffisante pour qu’elle devienne
correcte (voir par exemple la proposition 2.25 pour une application fréquente).

Exercice E.30 Soient X un espace topologique et % une relation d’équivalence sur X
différente de X x X (i.e. ayant au moins deux classes d’équivalence). Montrer que si
lune des classes d’équivalence de Z est dense, alors la topologie quotient sur X /% n’est
pas séparée. Montrer que si toutes les classes d’équivalence sont denses, alors la topologie
quotient sur X /% est la topologie grossiére.

Exercice E.31 Soient X un espace topologique et Z une relation d’équivalence sur X. On
note w: X — X /% la projection canonique. Soient A une partie de X et #4 = ZN(Ax A)
la relation d’équivalence induite sur A. On a une application injective continue évidente
AR — X|Z. Montrer que sous l'une des conditions suivantes, la topologie quotient de
AJZ 4 coincide avec la topologie induite par celle de X /% :

— tout ouvert saturé de A est la trace sur A d’un ouvert saturé de X ;

— A est ouvert et w est ouverte ;

— A est fermé et w est fermée ;

— A A— X/A est fermée.
Que se passe-t-il si X =R, e Zy<=x—y€Z, et A=[0,1] ou [0,1] ?

Exercice E.32 Soient X et Y deuz espaces topologiques munis de relations d’équivalence
Xx et By respectivement.

(1) On note tx : X — X/Zx et ny : Y — Y /Ry les projections canoniques. Soit %
la relation d’équivalence sur X x'Y définie par (x,y) Z (2',y') si et seulement si x Hx '
et y Xy y'. Montrer que Uapplication de X XY dans (X/%x) x (Y/Ry) définie par
(z,y) — (rx(x), 7y (y)) induit par passage au quotient une application

0 (X xXY)/% — (X/Z%Zx) x (Y/Ry)

qui est une bijection continue. Montrer que si mx et my sont ouvertes, alors ¢ est un
homéomorphisme.

(2) Montrer que si wx est ouverte, si Z' est la relation sur l’ensemble produit X x Y
définie par (z,y) Z' (2',y') si et seulement si v Zx «' et y =1, alors Z' est une relation
d’équivalence sur X x Y telle que les espaces topologiques (X x Y)/ %' et (X/Zx) xY
soient homéomorphes (voir [Boul, page 35]).

Soient E un ensemble et ~ C E X E une relation sur E (on note souvent z ~ y au lieu
de (z,y) € ~). On appelle relation d’équivalence engendrée par ~ 'intersection de toutes
les relations d’équivalence contenant ~. C’est la plus petite (pour I'inclusion) relation d’é-
quivalence contenant ~. On montre facilement que c’est la relation d’équivalence % définie
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par x Z y si et seulement s’il existe n € N et xg, x1,...,x, dans F tels que zg = x,x, =¥y
et pour tout i € {1,...,n}

Ti—1 ~x; ou xI; ~T;—1 OUu Ty = XTj—1-

Exemple. Soient I et Iy deux copies de 'intervalle [0, 1]. 0 [Il—] 1
Soit #Z la relation d’équivalence sur la somme disjointe 0 [2—]1
I 111> engendrée par la relation t € I} ~ t € I, pour tout

t > 0. Alors (I1 11 12)/% (muni de la topologie quotient de la lﬂ-
topologie somme disjointe) n’est pas séparé (et est homéo- 04 X :I EI
morphe a l'espace de l'exercice E.11). 0. % 0 1

Exercice E.33 Soient m: R? — T? = R?/Z? la projection canonique, et o € RU {oo}.
1. Soit D une droite de pente a dans R?. Montrer que si
a € QU {oo}, alors m(D) est homéomorphe a un cercle. $
i

Montrer que si a« ¢ QU {00}, alors w(D) est dense dans

T? et mp : D — w(D) est une bijection continue. Est-ce /

que mp est un homéomorphisme sur son image ? 7 /["'>
2. Soit ~ la relation sur T? définie par ' ~ ' si et seulement /

s’il existe une droite D de pente o dans R? et z,y dans

D tels que w(x) = o', w(y) = y'. Montrer que ~ est une +7T

relation d’équivalence, et que l’espace quotient T2/ ~ est

séparé si et seulement si a € Q. Si a € Q, montrer que
l’espace quotient T?/ ~ est homéomorphe & un cercle. Si
a ¢ Q, montrer que la topologie (quotient) de T2/ ~ est

la topologie grossiere.

Distance quotient d’une pseudo-distance.

Soit E un ensemble, muni d’'une pseudo-distance d. Comme vu dans 'exemple (v)
du paragraphe 1.3, celle-ci induit une topologie sur E, de la méme maniére que pour les
distances, les (pseudo-)boules ouvertes B(z,e) = {y € E : d(z,y) < €} pour x € E et
€ > 0 formant une base d’ouverts de la topologie.

Considérons la relation d’équivalence & sur E définie par x ~ y si et seulement si
d(x,y) = 0 (qui est bien une relation d’équivalence, par les propriétés des pseudo-distances).
Remarquons que si @ ~ 2’ et si y ~ 3/, alors d(x,y) = d(2',y’). L’ensemble quotient E' =
E/%, muni de lapplication d’ : E' x E' — [0,4o00[ (bien) définie par d'(2/,y") = d(z,y)
pour tous z € x’,y € ¥, est clairement un espace métrique, appelé ’espace métrique
quotient de I'espace pseudo-métrique (F,d).

Comme les (pseudo-)boules ouvertes pour d sont des ouverts saturés, il est immédiat
que la topologie induite par d’ sur E’ est la topologie quotient de la topologie sur E induite
par d. L’espace topologique E’ est le “plus grand” quotient séparé de E, au sens que si F
est un espace topologique séparé et si f : E — F' est une application continue, alors il
existe une application (continue) f’: E' — F telle que le diagramme suivant commute :

E
NS
E — F.
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En effet, si d(x,y) = 0, alors f(z) = f(y), sinon = et y auraient des voisinages ouverts
disjoints, ce qui n’est pas possible.

Plus généralement, tout espace uniforme admet un « plus grand » espace topologique
quotient séparé, voir par exemple [Boul, TG II.23].

Par exemple, si £/ est un espace vectoriel muni d’'une semi-norme, alors il existe un
« plus grand » espace vectoriel normé quotient (nous y reviendrons a la fin du paragraphe
2.9). Pour tout p € [0,400[, pour K = R ou K = C, pour tout ouvert 2 non vide
de R", ou r € N — {0}, il sera vu en cours d’Intégration et probabilité que, sur 1’espace
vectoriel .Z,(£2, K) des applications mesurables de 2 dans K de puissance p-éme intégrable,
I’application

-l = (1@ an)

est une semi-norme, et l'espace vectoriel normé quotient est noté L,(€,K) : la relation
d’équivalence identifie deux fonctions si elles différent d’une fonction presque partout nulle.

Constructions topologiques par quotients.

La topologie quotient est I'une des plus utile en mathématiques (parfois tellement
naturelle que I'on n’y pense méme pas). Elle permet en particulier de donner un sens précis
& de nombreuses notions de recollements, pincements et autres modifications topologiques,
pour construire de nouveaux espaces topologiques & partir d’espaces topologiques donnés.
Nous indiquons ci-dessous quelques exemples.

Exemple (1) : les cones. Soit X un espace topologique. Le cone sur X est I'espace
topologique quotient
CX = (X x[0,1])/%

ol Z est la relation d’équivalence engendrée par (z,1) ~ (2/,1) pour tous z,z’ dans X.

1

- *
X X % [0,1] CX

On vérifie que x — [(z,0)] est un homéomorphisme sur son image, permettant d’identifier
X avec une partie de CX, et que si f : X — Y est une application continue, alors
lapplication Cf : CX — CY définie par [(z,t)] — [(f(x),t)] est continue. L’image de
X x {1} dans C'X est réduite & un point, appelé sommet du cone. Si f : X — Y et
g Y — Z sont des applications continues, alors C(go f) = (Cg)o(Cf) et C(idx) = idcx.

Exemple (2) : les suspensions. Soit X un espace topologique. La suspension de X est
I’'espace topologique quotient

SX = (X x [-1,1])/%

ou Z est la relation d’équivalence engendrée par (x,1) ~ (2/,1) et (x,—1) ~ (2/, —1) pour
tous x, 2’ dans X.
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1+
X x [-1,1] SX

On vérifie que x +— [(z,0)] est un homéomorphisme sur son image, permettant d’identifier
X avec une partie de SX, et que si f : X — Y est une application continue, alors
Papplication Sf : SX — SY définie par [(x,t)] — [(f(x),t)] est continue. Si f: X — Y et
g:Y — Z sont des applications continues, alors S(go f) = (Sg) o (Sf) et S(idx) = idgx.

Exemple (3) : les écrasements. Soient X un espace topologique et A une partie de X.
L’écrasement de A dans X, noté X/(A), est 'espace topologique quotient X/Z ou Z est
la relation d’équivalence engendrée par x ~ z’ pour tous z, 2’ dans A.

X

| X/(4)

On vérifie que si A est ouvert ou fermé, alors la restriction & X — A de la projection
canonique 7 : X — X/(A) est un homéomorphisme sur son image. Par exemple, C X /(X)
et SX sont homéomorphes.

Exercice E.34 Pour tout n dans N, soit S, = {(zq,...,2,) € R"™ : 22 +... +22 =1}
la sphére unité usuelle de R, Montrer que les espaces topologiques S(S,) et Spy1 sont
homéomorphes.

Exemple (4) : les recollements. Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie
de X et f: A — Y une application continue. Le recollement de X surY par f est 'espace
topologique quotient

XUpY =(X11Y)/Z%

ot Z est la relation d’équivalence engendrée par x ~ f(x) pour tout  dans A.

T D

On vérifie que si A est fermé (resp. ouvert), et si 7 : X[[Y — X Uy Y est la projection
canonique, alors 7y : Y — X Uy Y est un homéomorphisme sur son image, qui est fermée
(resp. ouverte). On vérifie que si A est non vide, et si X,Y sont connexes (resp. connexes
par arcs), alors X Uy Y est connexe (resp. connexe par arcs). Siu: X — Zetv:Y — Z
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sont deux applications continues, telles que u(z) = v(f(x)) pour tout = dans A, alors il
existe une unique application continue w : XU;Y — Z telle que wom x =uetwonmy = v.
Si Y est réduit & un point *, alors f est ’application constante de A dans Y si A est non
vide, et l'inclusion de X dans X []{*} induit un homéomorphisme

X/(A) ~ X Uy {x} .
Exercice E.35 Vérifier les affirmations des exemples ci-dessus.

Exercice E.36 Pour tout i € Sy, soit R; une copie de [0,+o0[. Sur la somme disjointe
X = Hz’eSl R;, on note Z la relation d’équivalence engendrée par 0 € R; ~ 0 € R;
pour tous i,j dans Sy1. Montrer que [’espace topologique quotient X/% est homéomorphe a
Iensemble R? muni de la topologie faible définie par la famille des rayons vectoriels de R2.

Topologie limite inductive.

Soit I un ensemble muni d’un ordre = filtrant croissant (rappelons que cela signifie que
pour tous 7,7 dans I, il existe k tel que i < k et j < k); pour tout ¢ € I, soit X; un espace
topologique ; pour tous 4, j € I tels sur 7 < j, soit f;; : X; — X une application continue;
supposons que f; =id si i € I et que

frjo fiji = fri

sii = j =< k. Une telle donnée ((X;),(fij)) est appelée un systeme inductif d’espaces
topologiques.
On note lim X; l'ensemble quotient de l'ensemble somme disjointe ], ; X; par la

relation d’équivalence ~ définie par, pour 4,j € I et x; € X;,x; € Xj,

(on vérifie facilement que ~ est bien une relation d’équivalence). Pour tout ¢ dans I, on
note f; : X; — lim X; la composition de l'inclusion canonique X; — Hie] X, avec la
—
projection canonique [[,c; X; — lim X;, qui vérifie
—

fiofii=fi

si i < j. La topologie finale sur lim X; définie par (f;);csr est appelée la topologie limite
inductive. Sauf mention contraire, ’ensemble lim X; sera muni de cette topologie.

Les propriétés des topologies finales, et celles des espaces topologiques sommes disjointes
et des espaces topologiques quotients, donnent des propriétés des espaces topologiques
limites inductives. En particulier,

e la topologie limite projective est la topologie la plus fine fine rendant continue les
applications f; : X; — lim X ; elle coincide avec la topologie quotient sur lim X; de la
topologie somme disjointe sur [[;; X;;

e une partie A de lim X; est ouverte (respectivement fermée) si et seulement si f; ' (A)
est un ouvert (respectivement fermé) de X; pour tout i € I;

e si Z est un espace topologique et ¢ : lim X; — Z est une application, alors g est

continue si et seulement si, pour tout ¢ dans I, 'application g o f; : X; — Z est continue.
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Exemples. (1) Soit X un ensemble, union croissante d’une famille (X,,),cn de parties de
X, munies chacune d’une topologie, telle que la topologie induite sur X,, par la topologie
de X,,4+1 soit la topologie de X,. Si n < m, notons f,,, : X, — X,, l'inclusion. Ainsi,
((Xn), (fm,n)) est un systéme inductif d’espaces topologiques, et on note f,, : X, — hin Xn

Papplication associée comme ci-dessus. On identife X avec lim X, par la bijection (qui en
est bien une) de X dans lim X; définie par z — f,(x) si z € X,,. Alors la topologie limite

inductive sur X coincide avec la topologie faible définie par la famille de parties (X, )nen,
car pour toute partie A dans X et tout n dans N, on a f,, }(4) = AN X,,. Cest I'exemple
le plus fréquent de topologie limite inductive que ’on rencontre.

(2) Les ouverts convexes de la topologie de Schwartz sur Z(2) sont exactement les
ouverts convexes de la topologie limite inductive, lorsque K varie sur les compacts de
Q, des topologies des Zk(£2) (muni de la topologie définie par la famille de semi-norme
[|f]lm de exemple 3.2 du paragraphe 2.2), par la proposition 2.13. Si (K, )nen est une
suite exhaustive de compacts de €2, alors les topologies limites inductives sur liiI} DK (Q) et

K
lim Pk, () coincident (une fois ces deux ensembles identifiés & Z(€2) comme ci-dessus).
n

2.7 Groupes et corps topologiques

Groupes topologiques.

Un groupe topologique est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une
structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que ’application

GxG — (G

(z,y) +— ay!

soit continue. (L’ensemble produit G x G est bien str muni de la topologie produit.) Par
composition d’applications continues, il revient au méme de demander que les applications
d’inverse  — =1 (composée de x — (e, ), oll e est I'’élément neutre, et de (z,y) — zy~!)
et de multiplication (z,y) — xy (composée de (z,y) — (z,y~!) et de (x,y) — zy 1) soient
continues.

Un morphisme de groupes topologiques entre deux groupes topologiques est un mor-
phisme de groupes qui est continu. Un isomorphisme de groupes topologiques est un iso-
morphisme de groupes qui est un homéomorphisme. Deux groupes topologiques sont iso-
morphes s’il existe un isomorphisme de groupes topologiques de I'un sur 'autre.

La composante neutre d'un groupe topologique est la composante connexe de son élé-
ment neutre.

Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Définissons la translation a gauche
Ly : G — G et la translation a droite R, : G — G, respectivement par x — gz et x +— xg L.
Ces applications sont des homéomorphismes, car continues et bijectives d’inverses L,-1 et
Rg—l respectivement. Il est & remarquer que ces applications commutent : pour tous g, h
dans G,

RyoLp,=LpoR,.

Si f: G — G’ est un morphisme de groupes, avec G’ un groupe topologique, alors, pour
tout g dans G,
fOLg:Lf(g)of'
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Donc un morphisme de groupes entre deux groupes topologiques est continu si et seulement
s’il est continu en I’élément neutre.

Si Homéo(G) désigne le groupe des homéomorphismes de G, alors les applications de
G dans Homéo(G) définies par g — L4 et g — Ry sont des morphismes de groupes :

Lgh:LgOLh, Rgh:RgORh.

(C’est pour cette derniére propriété que l'on définit de la maniére ci-dessus la translation
a droite. Certains ouvrages notent a tort R, l'application = +— zg.) En particulier, L, =
id,(Lg)"' =L,1,R. =id,(Ry) ' =R

g—l.

Exemples.

(1) Soit G un groupe. Muni de la topologie discréte, G est un groupe topologique. Un
groupe topologique, dont la topologie est discréte, est appelé un groupe discret.

(2) Les groupes (R, +), (R*, x), (C,+), (C*, x), munis de leur topologie usuelle, sont
des groupes topologiques (abéliens).

(3) Un sous-groupe d’un groupe topologique, muni de la structure de groupe induite et
de la topologie induite, est un groupe topologique. Par exemple, siS; = {z € C : |z| = 1},
alors (S1, X) est un groupe topologique.

(4) 11 découle immédiatement de la définition de la topologie produit que si (G;)ier
est une famille de groupes topologiques alors I'ensemble produit G = [],.; G, muni de la
structure de groupe produit (de loi terme a terme ((z;)ier, (vi)icr) — (ziyi)icr) et de la
topologie produit, est un groupe topologique, appelé groupe topologique produit.

(5) Soit ((Gs),(fij)) un systéme projectif de groupes topologiques, i.e. (I,=) est un
ensemble ordonné; G; est un groupe topologique pour tout ¢ € I; f;; : G; — G; est
un morphisme de groupes topologiques pour tous 7,5 € I tels que ¢ < j; et ces données
vérifient que f;; =idsii € I et fijo fijx = fir sii = j 2 k. Alors, muni de la topologie
limite projective et de la structure de groupe limite projective (sous-groupe du groupe
produit [[;c; G;), 'ensemble limite projective 1<£n G est un groupe topologique.

Nous renvoyons au paragraphe 2.9 suivant pour la notion de groupe topologique quo-
tient.

(6) Par continuité de P’application (z,y) — xy~!, 'adhérence d'un sous-groupe dun
groupe topologique est encore un sous-groupe.

(7) La multiplication de deux matrices carrées réelles (resp. complexes) est polynomiale
o7 'Comatrice(M) exprimant
I'inverse d’une matrice inversible, I'inverse d’une matrice carrée inversible réelle (resp. com-
plexe) est rationnelle (de dénominateur ne s’annulant pas) en les coefficients, donc continue.
Donc, pour K = R ou K = C, le groupe GL,,(K), muni de sa structure de sous-espace
topologique de l'espace vectoriel normé 4, (K) = K "2, est un groupe topologique.

(8) Les applications exponentielles = +— e” de (R,+) dans (R, x) et de (C,+) dans
(C*, x) sont des morphismes de groupes topologiques. Les applications déterminants = —
det z de GL,(R) dans (R*, x) et de GL,(C) dans (C*, x) (qui sont polynomiales en les
coefficients) sont des morphismes de groupes topologiques.

(9) Pour tout g dans un groupe topologique G, la conjugaison iy : G — G définie par

x + grg~! est un isomorphisme de groupes topologiques (d’inverse ig-1).

en les coefficients, donc continue. Par la formule M~! =

Proposition 2.16 Si Gq est la composante neutre d’un groupe topologique G, alors
e G est un sous-groupe distingué de G,

75



e les composantes connexes de G sont les classes a gauche (ainsi que les classes a
droite) de G modulo Gy,

e si Gy est ouverte, alors le groupe topologique quotient (i.e. ’ensemble quotient muni
des structures de groupe quotient et d’espace topologique quotient — qui est un groupe
topologique, voir le paragraphe 2.9 =) G /Gy est discret.

Preuve. L’application de Gy x Gy dans G définie par (x,7) +— xy~! est continue, donc

son image est contenue dans G par connexité, donc Gy est un sous-groupe. Pour tout g
dans G, 'application de Gy dans G définie par = +— gzg~' est continue, donc son image
est contenue dans G par connexité, donc G est distingué. En particulier classes a gauche
et classes a droite coincident.

Les translations a gauche étant des homéomorphismes, pour tout g dans G, la classe a
gauche gGq est le plus grand connexe contenant g, donc est égal a la composante connexe
de g.

Les images réciproques des singletons par la projection canonique G — G/Gy sont les
classes a gauche de Gy. Comme une composante connexe est fermeée (voir le paragraphe 2.3),
si Gy est ouverte, alors les classes & gauches sont ouvertes et fermées, donc les singletons
de G/Gy sont ouverts et fermeés, et G/Gy est discret. O

Exercice E.37 Montrer que tout groupe topologique connexe est engendré par tout voisi-
nage de son élément neutre.
Montrer qu’un groupe topologique est séparé si et seulement si {e} est fermé.

Si X est un espace topologique et G un groupe topologique, si f,g: X — G sont deux
applications continues, alors 'application produit fg : X — G définie par x — f(x)g(z)
est continue, par composition d’applications continues (I’application x +— (f(x), g(z)) est
continue de X dans G x (). De méme, Papplication x +— f(z)~! est continue (on fera
attention a ne pas confondre les applications réciproques et les inverses des éléments).

Les groupes classiques.
Nous renvoyons a [MT| pour tout complément sur ce paragraphe.

Soit n € N — {0}. On note GL,,(C) le groupe linéaire complexe des matrices complexes
n-n inversibles et GL, (R) son sous-groupe des matrices a coefficients réels, appelé le groupe
linéaire réel, muni de leur structure de groupe topologique vue dans I'exemple (7) ci-dessus
(ce sont des ouverts de .#,(C) = C"* et .#,(R) = R™). Une matrice A de .#,(C) est dite
hermitienne si A* = A ot A* ='A est la matrice adjointe de A

Soient

SL,(C) = {z € GL,(C) : det x =1}
le groupe spécial linéaire complexe,
U(n) = {x € GL,(C) : 27! ="}
le groupe unitaire, et SU(n) = U(n) N SL,(C) le groupe spécial unitaire. Soient
SL,(R) ={z € GL,(R) : det x =1}
le groupe spécial linéaire réel,
O(n) = {z € GL,(R) : z~! = 'z}
le groupe orthogonal, et SO(n) = O(n) N SL,(R) le groupe spécial orthogonal.
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Exercice E.38 1. Montrer que SL,(C),U(n),SU(n), GL,(R),SL,(R),O(n) ainsi que
SO(n) sont des sous-groupes fermés de GL,(C).

2. Montrer que les groupes topologiques SO(2) et U(1) sont isomorphes au groupe topo-
logique (S1, x).

3. Montrer que U(n),SU(n),SO(n) sont connexes par arcs, et que O(n) posséde deux
composantes connexes, donc deur composantes connexes par arcs.

4. Soit H (respectivement ) le sous-espace topologique de [’espace vectoriel normé
usuel A, (C) = cr’ formé des matrices hermitiennes (respectivement hermitiennes
définies positives). Montrer que l'application exponentielle est un homéomorphisme
de H sur 7% . Montrer qu’il existe un homéomorphisme x v+ /T et un seul de ™+
dans lui-méme tel que (/x)? = x pour tout x dans . Montrer que l'application
AT x U(n) — GL,(C) définie par (x,y) — xy est un homéomorphisme (appelé
décomposition polaire de GL,(C)), d’inverse x — (Va*z,Va*x _11'). En déduire
que GLy,(C) est homéomorphe . U(n) xR™ | que SLy,(C) est homéomorphe a SU(n) x

R™ =1 que GL,(R) est homéomorphe i O(n) xRS , que SLy,(R) est homéomorphe
a SO(n) x Rn(n;l)_l. En particulier, en déduire que SLa(R) est homéomorphe a

Sl X RQ,

Anneaux et corps topologiques.

Un anneau topologique est un ensemble A muni d’une structure d’anneau et d’une
structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que les applications

AxA — A AxA — A
(r,y) = zx-—y (v,y) = wy

soient continues. En particulier, le groupe additif (A,+) est un groupe topologique. Un
morphisme (d’anneauz topologiques) entre deux anneaux topologiques est un morphisme
d’anneaux qui est continu. Un isomorphisme d’anneauz topologiques est un isomorphisme
d’anneaux qui est un homéomorphisme. Deux anneaux topologiques sont isomorphes s’il
existe un isomorphisme d’anneaux topologiques de I'un sur 'autre.

Tout sous-anneau d’un anneau topologique, muni de la topologie induite, est un an-
neau topologique. Le produit d’une famille d’anneaux topologiques, muni des structures
d’anneau produit et d’espace topologique produit, est un anneau topologique. Par conti-
nuité des opérations, ’adhérence d’un sous-anneau d’un anneau topologique est encore un
sous-anneaul.

Exemple. Muni de la topologie discréte, tout anneau, et en particulier 'anneau Z/p"Z,
est un anneau topologique. Muni de la structure de sous-anneau de 'anneau produit
[L.enZ/p™Z, Vespace topologique limite projective Z, = lim Z/p"Z, défini a la fin du

paragraphe 2.4, est un anneau topologique.

Un corps topologique est un ensemble K muni d’une structure de corps (commutatif)
et d’une structure d’espace topologique compatibles, i.e. telles que les applications

KxK — K KxK — K K — K'
(@y) — z-y ' (zy) = wy z = a!
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soient continues, o K* = K — {0}. En particulier, le groupe additif sous-jacent (K,-+)
est un groupe topologique, ’anneau sous-jacent est un anneau topologique, et le groupe
multiplicatif (K™, x) est un groupe topologique. Toute application polynomiale P : K" —
K est continue.

Un morphisme (de corps topologiques) entre deux corps topologiques est un morphisme
de corps qui est continu. Un isomorphisme de corps topologiques est un isomorphisme de
corps qui est un homéomorphisme. Deux corps topologiques sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de corps topologiques de I'un sur 'autre.

Exemples.

e Le corps C, muni de sa topologie usuelle, est un corps topologique.

e Tout sous-corps d’un corps topologique, muni de la topologie induite, est un corps
topologique (par exemple Q et R!). Par continuité des opérations, ’adhérence d’un sous-
corps d’un corps topologique est encore un sous-corps.

e Si K est un corps topologique séparé, alors la topologie produit sur K™ est plus fine
que la topologie de Zariski sur A, (K) = K", pour la méme raison que lorsque K =R : les
polynomes sont continus et le singleton {0} est un fermé de K (voir le paragraphe 2.1).

e Si K est un corps topologique, alors 'anneau des matrices carrées n-n sur K, muni
de la topologie produit de ., (K) = K "2, est un anneau topologique. Le groupe GL,,(K),
muni de la topologie induite par celle de ., (K ), est un groupe topologique. L’application
déterminant = +— det z de GL,(K) dans (K*, x) est un morphisme de groupes topolo-
giques. (Tout ceci pour les mémes raisons que lorsque K = R.)

Corps valués.

Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application | - | de K dans [0, +o0[
telle que, pour tous x,y dans K,

(i) |z| =0 si et seulement si z =0,
(i) [zy| = |=[[yl,
(i) |z +y| < fa|+[y[ .

Par (ii), on a || = |1]|z|, et comme K contient un élément non nul, (i) implique que
|1l =1.Donc |- 12 =1et|—1]=1.
Par (ii) encore, on en déduit que | — x| = |z|.

Toujours par (ii), nous avons |z~1| = ‘—i‘
On montre comme pour les distances que | |z| — |y | < |z -yl
Une valeur absolue est dite ultramétrique si la troisiéme condition est remplacé par la

condition (qui implique (iii) bien stir)
|+ y| < max{fx], |y[} -

Une valeur absolue est dite triviale si elle est constante égale & 1 en dehors de 1’élément
neutre.

Un corps valué est un corps muni d’'une valeur absolue. Il est dit non discret si sa valeur
absolue n’est pas triviale. Un isomorphisme de corps valués d'un corps valué K dans un
corps valué K’ est un isomorphisme de corps f : K — K’ tel que |f(z)| = |z| pour tout =
dans K.
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Par exemple, les valeurs absolues usuelles sur R et C sont des valeurs absolues, et R et
C (qui seront munis, sauf mention contraire, de leur valeur absolue usuelle) sont des corps
valués.

L’application d : K x K — [0, 4o00| définie par d(x,y) = |r — y| est une distance sur
K, qui est ultramétrique si la valeur absolue 'est. La topologie induite par cette distance
munit K d’une structure de corps topologique (la preuve est la méme que celle pour C). Un
corps valué sera muni de la topologie induite par la distance associée & sa valeur absolue.
Ainsi, un corps valué est un corps topologique.

Exercice E.39 Montrer que la topologie d’un corps valué K est la topologie discréte si et
seulement si la valeur absolue de K est triviale.

Exemples.

(1) Soit p un entier naturel premier. Tout rationnel non nul r s’écrit de maniére unique
p"a/bavec n € Z, a € Z — {0}, b € N — {0} tels que a et b soient premiers entre eux et ne
soient pas divisibles par p. Posons alors 1,(r) = n, et par convention 1,(0) = +oo. Il n’est
pas difficile de montrer que I'application v, : Q — (Z U {+o0}) vérifie, pour tous z,y dans

Q,
(i) vp(x) = +o0 si et seulement si z = 0,
(i) vp(zy) = vp(x) + vp(y),
(ili) vp(z +y) > min{y,(x), vp(y)} -
On appelle valeur absolue p-adique I'application | - |, de Q dans [0, +oo[ définie par

Il = P_Vp(r)

(avec la convention usuelle p~>° = 0). Par les propriétés de v,, 'application | - |, est

une valeur absolue ultramétrique. Remarquons que |p"|, = # pour tout n dans N, donc
(p™)nen converge vers 0 dans Q pour la valeur absolue p-adique (alors qu’elle converge vers

+00 pour la valeur absolue usuelle de Q1).

(2) Soient K un corps et K(X) le corps des fractions rationnelles a coefficients dans K
a une indéterminée X. Pour =z = g dans K(X), avec P et () des polynomes en X, posons

Voo(x) = deg Q — deg P .
Il n’est pas difficile de montrer que l'application v : K(X) — (Z U {+o0}) vérifie, pour
tous z,y dans K (X),
(1) Voo() = 400 si et seulement si z = 0,
(ii) Voo(xy) = Voo(x) + Voo(y)a
(ill) Veo(z +y) = min{veo (), Voo (y) }
L’application | - |« de K(X) dans [0, +o00[ définie par

|x|oo = efuoo(:v)

pour tout z dans K(X) (avec la convention usuelle 7> = 0) est une valeur absolue

ultramétrique sur K (X).
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Exercice E.40 Montrer que la restriction au sous-corps K des fractions rationnelles cons-
tantes de K(X) est la valeur absolue triviale de K, donc que le sous-espace K est discret.

~

(3) Soient K un corps et K = K((X~!)) le corps des séries formelles de Laurent,
i.e. des expressions formelles
+oo
ZaiX_i
1=n

oun €7Zeta; € K pour n < i < oo, muni de 'addition et de la multiplication des séries.
Pour z = 37 q; X" dans K — {0}, posons ves(z) la borne inférieure des i € Z tels que
a; # 0, et par convention vn(0) = +o0. Il n’est pas difficile de montrer que I’application
Voo : K — (Z U {400}) vérifie, pour tous z,y dans K,

(i) Voo(x) = 400 si et seulement si x = 0,
(ii) Voo(xy) = Voo(x) + Voo(y)a
(i) voo(2 +y) = min{vee(z), oo (y)} -
L’application |- |« de K dans [0, +oo[ définie par
’x‘oo - e*l/oo(il?)
pour tout = dans K (avec la convention usuelle e~ = () est une valeur absolue ultramé-
trique sur K.

Nous construirons d’autres exemples dans le paragraphe 5.3.

2.8 Espaces vectoriels topologiques

Soit K un corps topologique. Un espace vectoriel topologique sur K est un ensemble F
muni d’une structure d’espace vectoriel sur le corps K et d’une structure d’espace topolo-
gique compatibles, i.e. telles que les applications

ExE — E o KxE — E
(z,y) — z—y Ny) = My

soient continues. En particulier, le groupe additif (F,+) est un groupe topologique. Les
translations t, : y — y + x, ol x € FE, sont des homéomorphismes. Les homothéties
hy @y — Ay, ou A € K* sont des homéomorphismes. Sauf quelques exemples, tous les
espaces vectoriels topologiques de ce cours seront réels ou complexes.

Un morphisme d’espaces vectoriels topologiques entre deux espaces vectoriels topolo-
giques est une application linéaire qui est continue. Un isomorphisme d’espaces vectoriels
topologiques est un isomorphisme linéaire qui est un homéomorphisme. Deux espaces vec-
toriels topologiques sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels topo-
logiques de I'un sur 'autre.

Exemples.

e Un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel topologique, muni de la structure de
sous-espace topologique, est un espace vectoriel topologique.

e Si (E;)ics est une famille d’espaces vectoriels topologiques sur un corps topologique
K, alors I'ensemble produit E = [],c; E;, muni de la structure d’espace vectoriel produit
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sur K (de lois terme a terme ((z;)ier, (yi)ier) = (zi + yi)ier et (A, (x;)icr) — (Ax;)ier) et
de la topologie produit, est un espace vectoriel topologique.

e Soit ((E;), (fij)) un systéme projectif d’espaces vectoriels topologiques, i.e. (I, =) est
un ensemble ordonné ; E; est un espace vectoriel topologique pour tout i € I'; f;; : E; — Ej;
est un morphisme d’espaces vectoriels topologiques pour tous ¢,j € I tels que i < j; et
ces données vérifient f;; = id sii € I et fijo fijr = fix si i = j = k. Alors, muni de
la topologie limite projective et de la structure d’espace vectoriel limite projective (sous-
espace vectoriel de I'espace vectoriel produit [[;.; ), 'ensemble limite projective 1(£n E;

est un espace vectoriel topologique.
Nous renvoyons au paragraphe 2.9 suivant pour la notion d’espace vectoriel topologique
quotient.

Soit K un corps topologique. Une algébre topologique sur K est un ensemble £ muni
d’une structure d’algébre sur le corps K et d’une structure d’espace topologique compa-
tibles, i.e. telles que les applications

ExFE — F ExFEF — F ot KxFEF — F

(@y) = x-y’' (zy) = wy Ay) = Ay
soient continues. En particulier, 'anneau sous-jacent est un anneau topologique, et 1'ex-
pace vectoriel sous-jacent est un espace vectoriel topologique. Par exemple, si K est un
corps topologique, alors ’algébre des matrices carrées n-n sur K, muni de la topologie
produit de 4, (K) = K ”2, est une algébre topologique. Nous verrons d’autres exemples
aux paragraphes 5.1 et 5.2.

Remarques. (1) Si X est un espace topologique et E un espace vectoriel topologique,
si f,g: X — Eeth: X — K sont des applications continues, alors les applications
f+g9g:X — Eethf: X — E définies par z — f(x) + g(z) et © — h(z)f(x) sont
continues, par composition d’applications continues.

(2) Par continuité des applications de différence et de multiplication externe, I’adhé-
rence d’un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel topologique est un sous-espace vec-
toriel. De méme, 'adhérence d'une sous-algébre d’une algébre topologique est une sous-
algébre.

(3) Rappelons qu'un convere dans un espace vectoriel réel ou complexe E est une
partie P de E telle que, pour tous x,y dans P et pour tout ¢t € [0, 1], le point tz + (1 —t)y
appartienne encore a P.

Tout convexe d’un espace vectoriel topologique (réel ou complexe) E est connexe par
arcs, donc connexe : pour tous x,y dans E, application ¢ — tz + (1 — t)y est continue.

L’adhérence d’un convexe d’un espace vectoriel topologique est convexe : pour tout
t € [0,1], Iapplication f de E x E dans E définie par (z,y) — tz + (1 — t)y est continue,
et donc f(CxC)=f(CxC)cC f(CxC) c C.

L’intérieur d'un convexe C' d’un espace vectoriel topologique est convexe : si x et y
appartiennent a l'intérieur de C, alors pour tout ¢t > 0, I’ensemble des (1 — t)x + tz, pour
z dans un voisinage ouvert de y contenu dans C, est un voisinage ouvert de (1 — t)x + ty

1

contenu dans C', par continuité de I'application w +— (w — (1 —t)x).

(4) Une application linéaire f : E — F entre espaces vectoriels topologiques est continue
si et seulement si elle est continue en 0 (c’est une propriété des groupes topologiques sous-
jacent).

81



En particulier, deux structures d’espaces vectoriels topologiques sur un méme espace
vectoriel coincident si et seulement si tout voisinage de 0 pour 'une contient un voisinage
de 0 pour 'autre, et réciproquement.

Espaces vectoriels normés sur un corps valué.

La classe la plus importante d’espaces vectoriels topologiques est bien stir fournie par
celle des espaces vectoriels normés. Ce paragraphe généralise a un corps valué quelconque
Iexemple (iii) du paragraphe 1.3.

Soit K un corps muni d’une valeur absolue | - |.
Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une application || -|| de E dans
[0, +00] telle que, pour tous z,y dans E et tout A dans K,

(1) |Jz|| = 0 si et seulement si x = 0,
(1) [[Az][ = [A] [[l,
(iif) [}z +y[| < {l]] + [ly]] -

Cette norme est ultramétrique si la troisiéme condition est remplacée par

4+ yll < max{[|z[], [lyl[}
(qui implique (iii) bien str).

Exemples de normes.

e La valeur absolue de K est une norme sur ’espace vectoriel (de dimension 1) K sur
K, qui est ultramétrique si et seulement si la valeur absolue I'est.

e La restriction d’une norme & un sous-espace vectoriel F' de F est une norme sur F.
Sauf mention contraire, lorsque E est muni d’une norme, nous munirons tout sous-espace
vectoriel de la norme restreinte.

e Pour tout n € N — {0}, et pour tout p dans [1,4o00], la formule

- /
sl = (Dol )
=1

pour p # 400, et [|(z1,. .., %n)|loc = SUP1<;<,, |7], définit une norme sur 'espace vectoriel
K™ (pour les mémes raisons que lorsque K = C).
e Pour pour tout p dans [1,+00], la formule

+o00 /
laienlly = (Sl )™
=0

pour p # +00, et ||(z;)ien||ooc = Sup;ey ||, définit une norme sur I'espace vectoriel £,(K)
des suites a coefficients dans K, dont la somme des puissances p-émes des termes est
convergente si p # +00 et qui sont bornées si p = +00 (pour les mémes raisons que lorsque
K =C).

La distance définie par la norme || - || est I'application d : E x E — [0, +oo[ définie par
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qui est bien une distance sur 'ensemble E (ultramétrique si la norme ’est).
Une semi-norme sur E est une application ||-|| de E dans [0, +-o00[ vérifiant les propriétés
ci-dessus des normes, ot 'on remplace la propriété (i) par celle, plus faible,

(i) siz =0 alors ||z|| =0.

La topologie définie par une famille de semi-normes (|| - ||o)acw sur E est la topologie
initiale définie par la famille d’applications (z — ||x—x0||x07a)x0€E7 ey de B dans [0, +ocf,
qui vérifie les mémes propriétés que celles qui ont été énoncées, lorsque K = R, dans
I'exemple (2) du paragraphe 2.2

Un espace vectoriel normé sur K est un espace vectoriel sur K muni d’une norme.
Lorsque K est R ou C avec leurs valeurs absolues usuelles, cette définition est celle déja
vue. Sauf quelques exemples, tous les espaces vectoriels normés de ce cours seront réels ou
complexes. Sauf mention contraire, nous munirons tout espace vectoriel normé sur K de
la distance définie par sa norme, et de la topologie définie par cette distance.

Remarques.

e Un espace vectoriel normé, muni donc de la topologie induite par sa norme, est un
espace vectoriel topologique (la preuve est la méme que celle pour Iespace vectoriel C sur
le corps C, et est un cas particulier de celle qui suit).

e Un espace vectoriel E, muni de la topologie définie par une famille de semi-normes
(Il - |la)ace (et en particulier un espace vectoriel normé, ainsi qu'un espace vectoriel muni
d’une topologie normable, voir 'exercice E.7), est un espace vectoriel topologique.

En effet, par continuité des translations pour une topologie définie par une famille de
semi-normes et les propriétés des topologies initiales, il suffit de montrer que pour tout
a € o, les application (z,y) — ||z — y||o et (t,z) — ||tz||o sont continues en (0,0) et en
(to,0) respectivement. Ceci découle des inégalités

|z = Ylla < [lzfla + [ylla

et

[t]la = [¢] [[z]la < (fto] + [t = to])[2|a -

e En particulier, 'espace de Schwartz .%(R") des applications réelles lisses a décrois-
sance rapide dans R", ot » € N — {0}, est un espace vectoriel topologique (voir ’exemple
3.1 du paragraphe 2.2). Sa topologie n’est pas induite par une norme (voir l'exercice E.7).

e Pour K =R ou K = C, pour tout ouvert 2 non vide de R", o r € N — {0}, pour
tout compact non vide K dans 2, 'espace vectoriel Z () des applications C*> de 2 dans
K dont le support est contenu dans K, muni de la topologie définie dans ’exemple 3.2 du
paragraphe 2.2, est un espace vectoriel topologique sur K.

e Avec K et 2 comme ci-dessus, 1'espace vectoriel Z(Q2) des applications lisses de €2
dans K, & support compact dans €2, muni ou bien de la topologie de Whitney ou bien de
la topologie de Schwartz (voir 'exemple (2) du paragraphe 1.4), est un espace vectoriel
topologique (ces topologies sont définies par des familles de semi-normes, voir 'exemple
3.3 du paragraphe 2.2). Mais ces topologies ne sont pas métrisables (voir l'exercice E.9),
donc elles ne peuvent pas étre induite par une norme.

Espaces vectoriels topologiques localement convexes.
Voici une classe d’espaces vectoriels qui joue un role important en analyse fonctionelle.

83



Un espace vectoriel topologique réel ou complexe E est dit localement convezre si le
vecteur nul admet un systéme fondamental de voisinages convexes.

Bien siir, par continuité des translations et puisque 'intérieur d’un convexe est convexe,
tout point admet alors un systéme fondamental de voisinages convexes ouverts.

Lemme 2.17 Soient E un espace vectoriel topologique sur K = R ou K = C, et C un
voisinage convexe de 0. Appelons jauge de C' Uapplication || - ||c : E — [0, +oo[ définie par

||lz|lc = inf {t>0 : %xec}.

Elle vérifie les propriétés suivantes.

()VayeB, ¥A>0, |Aellc = Malle et [l +ylle < llello + lylle-

(2) L’application ||-||c est continue. En particulier, si E est un espace vectoriel normé,
alors il existe M > 0 tel que

Ve eE, |l <M.
(3) Si C est ouvert, alors
C={zeFE : ||z|lc <1}.

(4) Si K = R et si C est symétrique i.e. si —x appartient & C pour tout = dans C,
alors la jauge de C' est une semi-norme sur E.

(5) Si C" est un voisinage conveze de 0 tel que C' C C, alors || - ||c < || - ||cr-

(6) Si (Ca)ace est une famille de converes de E telle que (), Ca soit un voisinage
de 0, alors

1IN Co nggll e -

(7) Pour tous A >0 et x € E,

T X .
AC 2 C

Preuve. Montrons les assertions (1) et (4). Comme C est un voisinage de 0, pour tout
x dans E, pour t assez grand, %x appartient a C, donc ||z||c est bien défini. La jauge
de C est nulle sur le vecteur nul (ainsi que sur tout éventuel vecteur non nul z tel que
le rayon Rz soit contenu dans C'), et vérifie par construction la propriété d’homogénéité
[|Az||c = || ||z||c pour tout réel A > 0 (et elle vérifie aussi cette formule pour A < 0si C
est symeétrique car alors || — z||c = ||z||¢).

Montrons que || ||¢ est sous-additive. Soient = et y dans E. Pour tous s, > 0 tels que

Lo, %y €C, soit u= %€ [0,1]. Par convexité de C, on a

s

u 1—u
= — —yel.
s—i—t(x—i_y) sx—i_ t y

Donc ||z 4+ y||c < s+t. En prenant la borne inférieure sur s et sur ¢, on a donc ||z + y||¢ <

zlle + [lyllc-
(2) Comme pour les normes, on déduit de la sous-additivité de || - || que

VoyeE | |lzlle—llllc| < llz—yllc.
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Donc la continuité de || - [|¢ en un point quelconque de E découle de sa continuité en 0.

Montrons la continuité de || - || en 0. Soit € > 0. Comme C est un voisinage de 0 et
puisque %x tend vers 0 quand x tend vers 0, il existe un voisinage V' de 0 tel que, pour tout
z €V, on ait 2 € C. Par définition de la jauge, on a alors ||z||c < e pour tout  dans V,
ce qu'il fallait démontrer. L’assertion concernant le cas particulier des espaces vectoriels
normés s’en déduit par homogénéité de || - ||c. (On peut aussi dire que si E est un espace
vectoriel normé, alors comme C' est un voisinage de 0, il existe € > 0 tel que B(0,¢) C C.
En posant M = 1, on a donc par construction ||z||c < M||z|| pour tout z dans E.)

(3) Pour tout = dans C, comme C' est ouvert, si € est assez petit, alors (1 + €)z € C,
donc ||z||c < %—ke < 1. Réciproquement, si z € E et ||z||c < 1, alors il existe ¢ € |0, 1] tel
que 1z € C, et donc par convexité z = t(1z) + (1 —1)0 € C.

L’assertion (5) est évidente, par définition de la jauge d’un convexe.

(6) Notons C' = [,c.s Ca, qui est un voisinage convexe de 0. Par (5), nous avons
SUpaey || - llc. < |- |lc. Réciproquement, soient « dans E, € > 0 et t = sup,c./ ||z||c, +€.
Alors pour tout « € 7, nous avons t > ||z||c, , donc $z € C,. Par conséquent, 12 € C, et
l|lz||c <t =supye.y ||z||c, + €. Le résultat en découle en faisant tendre e vers 0.

L’assertion (7) est évidente, par définition de la jauge d’un convexe. O

Théoréme 2.18 Un espace vectoriel topologique réel ou complexe est localement convexe
si et seulement si sa topologie est définie par une famille de semi-normes.

Un espace vectoriel topologique réel ou complexe admet un systéme fondamental dénom-
brable de voisinages convexes de 0 si et seulement si sa topologie est définie par une famille
dénombrable de semi-normes.

Preuve. Si (|| - ||a)acw est une famille de semi-normes sur un espace vectoriel réel ou
complexe F, alors d’aprés le paragraphe 2.2, I’ensemble des parties

{r e E : YVaeF, |lz|]lo <€},

ot F' est une partie finie de <7 et € > 0, est un systéme fondamental de voisinages (dénom-
brable si la famille de semi-normes ’est et en ne prenant que les € rationnels) de 0 pour la
topologie définie par cette famille de semi-normes. Comme toute semi-norme || - || vérifie
lltz + (1 — t)y|| < t||z|| + (1 —t)||ly|| pour tout t € [0, 1], ces parties sont convexes, et E,
muni de la topologie définie par (|| - ||o)acw, est localement convexe.

Réciproquement, soit E un espace vectoriel topologique localement convexe réel. Si C
est un voisinage ouvert convexe de 0, alors C'N(—C) est encore un voisinage ouvert convexe
de 0, qui est symétrique et contenu dans C. L’ensemble des voisinages ouverts convexes
symétriques de 0 est donc un systéme fondamental de voisinages de 0 dans F.

Soit ¥ un systéme fondamental de voisinages ouverts convexes symétriques de 0. Mon-
trons que la topologie définie par la famille de semi-normes (||-||¢:) cey (quiest dénombrable
si ¥ est) coincide avec la topologie originelle de E. Ces deux topologies faisant de E un
espace vectoriel topologique, il suffit de montrer que tout voisinage de 0 pour 'une est un
voisinage de 0 pour 'autre, et réciproquement.

Pour tout C € ¥, ona C ={z € E : ||z||c < 1} par le lemme 2.17 (3), donc tout
voisinage de 0 pour la topologie originelle est un voisinage de 0 pour la topologie définie
par (H ’ HC)CGA//'

Réciproquement, pour tout C' € # et tout € > 0, nous avons {x € E : ||z||c < €} = %C’
et les homothéties sont des homéomorphismes fixant le vecteur nul. Donc tout voisinage
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de 0 pour la topologie définie par (H . HC) est un voisinage de 0 pour la topologie

originelle.

cerv

Supposons finalement que E soit un espace vectoriel topologique localement convexe
complexe. La preuve ci-dessous utilise des notions de compacité et d’uniforme continuité,
qui seront étudiées dans les chapitres 4 et 5. Le lecteur se convaincra facilement qu’il n’y a
pas de boucle logique! Soit ¥ un systéme fondamental de voisinages ouverts convexes de
0. Notons S; = {A € C : |\| = 1}. Pour tous C' € ¥ et x € E, définissons

||| = sup [[Azllc -
AEST

L’application A — ||Az||c de C dans R est continue, par composition d’applications conti-
nues (voir le lemme 2.17 (2)). Par compacité de S; (voir le corollaire 4.15), la borne supé-
rieure définissant ||x|[;, est atteinte, et en particulier, ||z||;, est fini. Il est alors immeédiat,

par construction et par le lemme 2.17 (1), que 'application || - ||, : E — [0,400[ est une
semi-norme.
Montrons que la topologie définie par la famille de semi-normes (|| - [[t) oy (qui est

dénombrable si ¥ l'est) coincide avec la topologie originelle de E.

Pour tout = dans E, si ||z[|; < 1, alors [[z]|c < 1, donc x € C par le lemme 2.17 (3).
Donc tout voisinage de 0 pour la topologie originelle contient un voisinage de 0 pour la
topologie définie par (|| - ||z) oy -

Réciproquement, comme application de S x E — E définie par (A, z) — Az est
continue et puisque Sy est compact, il découle de la proposition 5.5 (2) que 'application
T +— Az est continue uniformément en A. Donc pour tout C € 7, et tout € > 0, il existe
C" € ¥ tel que pour tout z € C’ et pour tout A € Sy, nous avons \x € %C, c’est-a-

dire |[Az||c < §. Ceci implique que C” est contenu dans {x € E : ||z|lz < €}. Donc
(en passant aux intersections finies), tout voisinage de 0 pour la topologie définie par
(- 1) e ¢, contient un voisinage de 0 pour la topologie originelle. O

Exemples. Les exemples suivants sont des cas particuliers d’espaces vectoriels réels ou
complexes, munis de topologies définies par une famille de semi-normes, pour lesquels on
applique le théoréme 2.18.

e Les espaces vectoriels normés réels ou complexes sont localement convexes.

e L’espace de Schwartz . (R™) des fonctions lisses & décroissance rapide sur R" est
localement convexe.

e Pour tout ouvert Q non vide de R", ou r € N — {0}, pour tout compact non vide K
dans €, les espaces vectoriels réels ou complexes Z(2) et Zk (€2) sont localement convexes.

Remarque. Il découle de la proposition 2.13 (voir aussi le tout dernier exemple du para-
graphe 2.6) que si E est un espace vectoriel topologique localement convexe, et f : 2() —
E est une application linéaire, alors f est continue pour la topologie de Schwartz sur Z(Q)
si et seulement si, pour tout compact non vide K de (2, la restriction fiz, () : Ik (2) — F
est continue pour la topologie de Z (€2) (définie par la famille de semi-normes (/||| )merr)-
Le corollaire 2.14 est un cas particulier de cette remarque.

Continuité des applications linéaires et multilinéaires.
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Soit K un corps muni d’une valeur absolue non triviale | - |. Soient F, F' deux espaces
vectoriels normés sur K. Pour toute application linéaire f : E — F', on pose

Ve sy W@

sci—foy |l

Lorsque K =R ou K = C, on a aussi

A= sup  [[f(@)[[= sup |[f(2)]].

ze B, [|z||=1 ze kB, [|z]|<1

Si F'=K =R, c’est-a-dire lorsque f est une forme linéaire réelle, on a aussi, par invariance
de la sphére unité et de la boule unité par passage a I'opposé,

Ifll=sup  flz)= sup  f(z).
2€E, |[2]|=1 z€E, al|<1

Proposition 2.19 Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f est continue en O ;
(2) f est continue ;

(3) IIf1| est fini.

C’est a cause de l'équivalence entre (1) et (3) que les termes « application linéaire
bornée » et « application linéaire continue » sont parfois employés comme synomymes.

La preuve a déja été vue dans le cas K = R ou K = C. L’équivalence des deux premiéres
assertions est une propriété des espaces vectoriels topologiques.

Preuve. Supposons que (3) soit vérifié, et montrons (2). Nous pouvons supposer que
€

[|f]| # 0, car sinon f est l'application nulle, qui est continue. Si ||z — z¢|| < Mgy alors
[|f(z) = f(zo)]| < e, donc (2) est vérifié. Il est immeédiat que (2) implique (1).

Montrons que (1) implique (3). Comme la valeur absolue de K est non triviale (et en
considérant les inverses), il existe ¢t dans K tel que [t| > 1. Soit € > 0 tel que si ||z]| < ¢,

alors ||f(z)|| < 1. Pour tout y dans E, soit n € Z tel que €|t|* ! < [|y|| < €[t|™. Alors

@I _ IFE 9l 1 5

[lyll =l — e

Exercice E.41 Soient E et F' deuz espaces vectoriels topologiques réels ou complexes dont
les topologies sont définies par les familles de semi-normes (|| - ||i)icr €t (|| - ||;)jes respec-
tivement, et soit f : E — F wune application linéaire. Montrer que f est continue si et
seulement si

Vied Ji,...;ixel,3c>0,VaeeE, |[f@)];<clzlli+--+Izli) -

Notons .Z(E, F') 'espace vectoriel sur K des applications linéaires continues de E dans
F'. La proposition suivante est immédiate (et sa preuve est la méme que celle pour K = R
ou K = C, déja vue 'année derniére).
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Proposition 2.20 (i) L’application f — ||f]|| est une norme sur £ (E, F), appelée norme
d’opérateur.

(ii) Si f € L(E,F) et g€ Z(F,G), alors

g o fII < llgll I1£1] -
(ii3) Si E # {0}, alors ||id|| = 1. O

En particulier, si V' est un espace vectoriel normé, alors 'espace vectoriel &nd(V)
des endomorphismes continus de V est un espace vectoriel normé pour la norme définie
ci-dessus.

I1 découle de la proposition 2.20 (ii) que si f € Z(FE, E), alors

LI < A

Pour tout f dans Z(F, F), la composition a droite par f, c’est-a-dire 'application linéaire
de Z(F,G) dans Z(FE,G) définie par

gr—gof,

est continue, de norme inférieure ou égale a || f||. De méme, pour tout g dans Z(F,G), la
composition a gauche par g, c’est-a-dire lapplication linéaire de .Z(FE, F) dans Z(E,G)
définie par

f=ygof

est continue, de norme inférieure ou égale a ||g]||.

Remarque. Si E est un espace vectoriel normé sur K, alors I'application de E dans
Z (K, E) définie par = — {p, : t — tx} est un isomorphisme linéaire isométrique (la
norme d’opérateur de ¢, est égale a la norme de x).

Soient Ei,...,E,, G des espaces vectoriels normés sur K. Comme ci-dessus, une
application multilinéaire v de Ey X --- X F,, dans F est continue si et seulement si elle est
continue en (0,...,0), et si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel que

Vay € By, ..., Vo, € By, Nu(zr, ... zn)|| < cllza]] .- ||zal| -
Notons

L(Br,...,Ep; F)

I’espace vectoriel sur K des applications multilinéaires continues de E; X --- x E,, dans F.
Muni de la norme

ul| = sup [CI ]|

21€B1—{0}, ..., aneBn—f0}, T1[l - ||Znll

)

c’est un espace vectoriel normé sur K. Lorsque K =R ou K = C, on a aussi

[|lul| = sup lu(z, ... 2n)|| = sup llu(z, ..., x0)| -
[lz1]|=1, ..., [[znl]=1 [|[z1]|<1, ..., [[znl|<1
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Si I' = K = R, c’est-a-dire lorsque u est une forme multilinéaire réelle, on a aussi, par
invariance de la sphére unité et de la boule unité par passage a 'opposé,

|ul| = sup w(zy, ..., xn) = sup w(z, ..., Ty)
llz1]|=1, ..., [[zn]|=1 [lz1]|<1, o [Jon| <1

Comme dans la proposition 2.20 (ii), si f € ZL(E1,...,En; F) et si g € Z(F,G), alors
gofeL(Ey,...,Ey;G) et
g o fII < llgll 11£1] -

En particulier, Papplication de Z(Ey, ..., Ey; F)x Z(F,G) dans Z(Ey, ..., E,; G) définie
par

(fr9)—=gof

est bilinéaire, continue, de norme inférieure ou égale a 1.

Proposition 2.21 Soient E, F,G trois espaces vectoriels normés sur K. Alors Uapplica-
tion de £ (E, F;G) dans £ (E, Z(F,QG)) définie par

us {x = (g y = ulz,y))}
est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie pour les normes.

Par récurrence, il existe donc une isométrie linéaire entre les espaces vectoriels normés

X(El,...,En;F) et g(El,g(Eg,,g(En,F)))
Preuve. Comme
|z ()] = u(z, I < [lull |2 Y]] ,

Papplication linéaire u, : F' — G est continue, et ||uz|| < |Jul|||z||. Donc 'application
linéaire x — wu, est continue, de norme au plus ||u||. Comme

sup HuxH _ sup sup Hu$(y)H — HUH ,

veb—{0} 1zl ser—{o} yer—goy |I=ll [yl

I’application considérée est bien une isométrie. Enfin, montrons qu’elle est surjective. Si
v e ZLE,Z(FG), alors 'application u : (z,y) — v(x)(y) est clairement bilinéaire, et
comme

(@) W) < llo@@)[[ [yl < [l =]yl ,
Papplication u est continue, et v(x) = u,, ce qui démontre le résultat. ]

Nous terminons ce paragraphe par deux constructions d’espaces vectoriels topologiques,
qui sont trés importantes en analyse.

Topologie faible.

Soit E un espace vectoriel topologique sur un corps topologique K (par exemple un
espace vectoriel normé réel ou complexe). La topologie de E (par exemple celle induite par
la distance induite par la norme, le cas échéant) est aussi appelée la topologie forte, et une
application continue de F, muni de la topologie forte, dans un espace topologique est dite
fortement continue. Le dual topologique E' (aussi noté E*, voire E, le plus simple est de
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toujours préciser si ’on prend le dual algébrique ou topologique) de E est I'espace vectoriel
des formes linéaires fortement continues sur F.

La topologie initiale sur E définie par la famille (¢),cpr est appelée la topologie faible
sur E, voire pour préciser la topologie faible o(E, E"). Par définition, la topologie faible sur
E est la topologie la moins fine rendant continues les formes linéaires fortement continues.

Remarque. Pour tout ¢ dans E’, 'application de E dans [0, +o0o[ définie par z — |€(z)| est
clairement une semi-norme sur F, par linéarité de ¢. La topologie faible sur F coincide avec
la topologie définie par la famille de semi-normes (x — |€(m)|) toujours par linéarité

LeE’ (
des ¢ € E').

Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies initiales, ou sont élémen-
taires :
e sixy € I, alors I’ensemble des parties de la forme

Ve,gl,___,gn(m'o) = {.%' cF : MZ(.%') — &(.%’0)‘ <e 1< < n}

lorsque € > 0, n € N — {0} et ¢1,...,4, € E’, est un systéme fondamental de voisinages de
xo dans F pour la topologie faible;

e les ouverts pour la topologie faible sont les unions d’intersections finies de parties de
la forme ¢~1(&) avec € ouvert de K et £ € E';

e la topologie forte sur E est plus fine que la topologie faible (car la topologie forte
rend continue les formes linéaires fortement continues, par définition);

e [l'espace vectoriel E, muni de la topologie faible, est un espace vectoriel topologi-
que (par la linéarité des applications définissant la topologie initiale); si K est R ou C,
alors comme les voisinages Ve ¢, 4. (0) sont convexes, par linéarité des /;, I'espace vectoriel
topologique F est localement convexe ;

e si F est un espace vectoriel normé sur K = R ou K = C de dimension finie n, alors
la topologie forte et la topologie faible coincident.

En effet, lorsque nous aurons montré (voir le corollaire 4.16) que deux espaces vectoriels
normés sur K de méme dimension finie sont homéomorphes, cela découlera du fait que
sur K” muni de la norme |[(x1,...,2,)||cc = maxi<i<pn |zi], si 41,..., £, sont les formes
linéaires coordonnées (qui sont continues, car de norme 1), alors la boule ouverte de centre
0 et de rayon e > 0 est égale a ([_, ¢; "({zr € K : |z] < €}), donc est un ouvert faible, ce
qui conclut par les deux points précédents.

Exercice E.42 Soit E un espace vectoriel normé réel ou complexe.

(1) Montrer que si E est de dimension infinie, alors la topologie forte et la topologie
faible sont distinctes.

(2) Quel est lintérieur, pour la topologie faible, de la boule unité ouverte de l’espace

vectoriel normé E 7 Quelle est [’adhérence, pour la topologie faible, de la sphére unité de
E?

Nous reviendrons sur cet exemple dans le chapitre 6, en montrant que bien que la
topologie faible d’un espace vectoriel normé soit séparée, elle n’est ni égale a la topologie
forte ni métrisable en dimension infinie.

Topologie faible-étoile.
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Soient ' un espace vectoriel topologique sur un corps topologique K, et E* le dual
topologique de E. La topologie faible-étoile est la topologie initiale sur E* définie par la
famille d’applications (¢, : E* — K)epg, ol ¢, : £ — £(x). Attention, c’est une topologie
sur ¥, pas sur E. C’est donc la topologie la moins fine sur £* rendant continue les

applications d’évaluation en tout point de E des formes linéaires fortement continues sur
E.

Remarque. Pour tout x dans E, application de E* dans [0, 4o00| définie par £ — |{(z)]
est clairement une semi-norme sur E*, par linéarité de .. La topologie faible-étoile sur £
coincide avec la topologie définie par la famille de semi-normes (¢ — |€(:r:)|)m o (toujours
par linéarité des @,).

Si g € E*, alors par les propriétés des topologies initiales, I’ensemble des parties de la
forme

‘/;,xl,--.,xn(EO) = {E €E": Vi= 1, - 1 M('Il) - £0($2)| < 6}

lorsque € > 0, n € N — {0} et x1,...,z, € E, est un systéme fondamental de voisinages de
ly dans E* pour la topologie faible-étoile.

L’espace vectoriel E*, muni de la topologie faible-étoile, est un espace vectoriel to-
pologique (par la linéarité des applications définissant la topologie initiale). Si K est R
ou C, alors comme les voisinages V ;, . 5.(0) sont clairement convexes, 'espace vectoriel
topologique E* est localement convexe.

Proposition 2.22 La topologie faible-étoile sur E* est séparée.

La famille des semi-normes (¢ — |¢(z)))
cas particulier de la proposition 2.1 (1).

vCE est clairement séparante, donc ceci est un

Preuve. Si /' et £ sont deux éléments distincts de E*, alors il existe un élément z dans

E tel que € = |((x) — £"(x)| > 0. Par conséquent {{ € E* : |l(x) —{(x)] < §}
et {¢ € E* : |l(x) —¢"(x)] < §} sont deux voisinages ouverts disjoints de ¢ et ¢”
respectivement, pour la topologie faible-étoile. ]

Soit F un espace vectoriel normé réel. Pour tout ¢ dans E*, posons

[e]l =" sup [l(x)[= sup L(z).
2€E, [[2]|<1 2€E, |jaf|<1

Par la proposition 2.20, 'application £ — ||¢|| est une norme sur E*, appelée la norme duale.
Donc (E*,|| ||) un espace vectoriel réel normé. Il est facile de voir que toute application
Yz, pour x € X, est une forme linéaire fortement continue sur E* pour cette norme :
[0(x)| < ||z|||]¢]] pour tout ¢ dans E*. La topologie faible-étoile de E* est donc moins fine
que la topologie faible de E* (qui elle-méme est moins fine que la topologie forte de E*).
Lorsque E est de dimension finie, il est facile de montrer que ces trois topologies sur E*
coincident. Nous y reviendrons ultérieurement.

Proposition 2.23 Soit E un espace vectoriel normé réel, D une partie de E, et Op la
topologie initiale sur E* définie par (¢, : E* — R)zep. Alors Op est moins fine que la
topologie faible-étoile sur E*. De plus, si D est dense dans E, alors sur tout borné (pour
la norme duale) de E*, les restrictions des topologies Op et faible-étoile coincident.
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Preuve. La premiére assertion est immédiate.
Par les propriétés des topologies initiales, pour tout £y € E*, I’ensemble des parties de
la forme

V€7$17---7J»‘n(£0) = {€ elb* . Vie {1, e ,n}, M(.%’Z) — 50(.%'@)‘ < 6}

lorsque € > 0, n € N et z1,...,z, € D, est un systéme fondamental de voisinages de £y
pour Op.
Pour tous ¢, /) € E* de normes duales au plus ¢, et pour tous z,y € E, nous avons

[(z) — Lo(x)| < [(z) — L(y)] + [€(y) — Lo(y)| + [€o(y) — Lo(2)]
< Nz =yl + €(y) — Lo(y)| + |4l ||z — yl|
< [l(y) — bo(y)| + 2¢[lz —yl| -

Le résultat en découle. O

Nous reviendrons plus longuement sur les propriétés topologiques des espaces vectoriels
normés dans le chapitre 6.

En analyse, on consideére fréquemment des espaces vectoriels topologiques d’applications
a valeurs réelles ou complexes, que 1'on appelle souvent espaces fonctionnels, ainsi que des
applications linéaires entre espaces fonctionnels, que 'on appelle souvent opérateurs. Nous
y reviendrons au chapitre 6.

2.9 Espace quotient d’une action de groupe

Un exemple important d’ensemble quotient est ’ensemble des orbites de I'action d’un
groupe sur un ensemble. Il est important d’étudier les topologies quotients dans ce cadre.

Nous renvoyons au cours d’Algébre I pour les notions d’actions de groupes sur des en-
sembles. Soient G un groupe topologique et X un espace topologique. Une action continue
(a gauche) de G sur X est une action (& gauche) de G sur X qui est continue, i.e. ¢’est une
application continue de I’espace topologique produit G x X dans X, notée (g,z) — g -
ou tout simplement (g, z) — gz s’il y a pas de risque de confusion, telle que

VeeX, Yg,heG, ecx=uz, et (gh)-x=g-(h-x).

Dans toute la suite de ce texte et sauf mention contraire, toute action d’'un groupe topolo-
gique sur un espace topologique sera une action continue (& gauche). Notons qu’alors, pour
tout ¢ dans G, application x — ¢-z est un homéomorphisme de X, d’inverse z — g~ ! -,
et que l'application du groupe G dans le groupe des homéomorphismes de X défini par

g — (x — g-x) est un morphisme de groupes.

Par exemple, si G est un groupe topologique, si H est un sous-groupe de G, alors les
actions de H sur G par translations a gauche (h,g) — hg et par translations a droite
(h,g) — gh~! sont clairement continues.

Soient G un groupe topologique et X un espace topologique muni d’une action (continue
a gauche) de G. Notons Z la relation d’équivalence définie par = % y si et seulement si x et
y sont dans la méme orbite, i.e. s'il existe g dans G tel que y = gx. Notons G\X = X/Z#
I’ensemble quotient de cette action et 7 : X — G\X la projection canonique. Chaque
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orbite sera, sauf mention contraire, munie de la topologie induite, et ’ensemble quotient
G\ X sera muni de la topologie quotient.

La projection canonique 7 est alors continue par définition de la topologie quotient,
mais elle est de plus ouverte, par la proposition 2.24 ci-dessous.

En particulier, si H est un sous-groupe de GG, nous notons respectivement H\G et G/H
les espaces topologiques quotients des actions par translations & gauche et par translations
a droite. Nous verrons dans le corollaire 2.26 ci-dessous que I'action de G par translations
a gauche sur l'espace topologique quotient G/ H, définie par

GXG/H — G/H
(9.9H) +— g¢'H,

et 'action de G par translations a droite sur 'espace topologique quotient H\G, définie
par

Gx H\G — H\G

(9.Hg') +~— Hgg™",

sont continues.

Proposition 2.24 Pour toute action continue d’un groupe topologique G sur un espace
topologique X, la projection canonique m: X — G\X est ouverte.

Preuve. Pour tout ouvert U de X, son image 7(U) est un ouvert de G\ X, car 7~ (7(U)) =
U e gU, qui est une union d’ouverts, car GG agit par homéomorphismes. ]

Voici un critére simple (cas particulier de l'exercice E.29) pour savoir quand ’espace
quotient d’une action est séparé.

Proposition 2.25 L’espace topologique quotient G\X est séparé si et seulement si Z est
un fermé de X x X. Dans ce cas, toute orbite de G dans X est fermée.

Preuve. Soient = et y deux points de X qui ne sont pas dans la méme orbite.

Si G\X est séparé, alors il existe deux ouverts saturés disjoints U et V' contenant
respectivement z et y. Donc U x V est un voisinage de (z,y) dans X x X ne rencontrant
pas Z, et % est fermé.

Réciproquement, si Z est fermé, alors il existe des voisinages ouverts U de x et V de
y tels que (U x V)N Z = (. Comme 7 est ouverte, 7(U) et (V') sont deux voisinages
ouverts de 7(x) et m(y) respectivement, qui sont disjoints par construction. Donc G\ X est
séparé.

Comme les singletons d’un espace séparé sont fermés, I'image réciproque d’un fermé
par une application continue est un fermé, la derniére assertion est claire. O

Porisme 2.26 Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe, et m : G — G/H la
projection canonique. Alors
e lapplication 7 est continue et ouverte, et l'action de G sur G/H par translations a
gauche est continue ;
e si H est distingué, alors le groupe quotient G/H (muni de la topologie quotient) est
un groupe topologique ;
e [’espace topologique quotient G/H est séparé si et seulement si H est fermé.
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Ce résultat est bien sir encore valable en remplacant G/H par H\G et translations a
gauche par translations a droite.

Preuve. Le résultat découle des propositions 2.24 et 2.25, par les trois remarques suivantes.
(1) Soit ¢ : G x G/H — G/H Vaction de G sur G/H, définie par (g,¢'H) — g¢'H.
Pour tout ouvert U de G/H, 'ensemble

V=A{(g.9)eGxG:gdex(U)}

est ouvert, car la multiplication dans G et 'application 7 sont continues. Par 'exercice
(corrigé) E.20, Papplication 7’ : (G x G) — (G x H\G) définie par (g,¢") — (9,9’ H) est
ouverte, car ¢’ — ¢'H ’est par la proposition 2.24. Donc ¢~ }(U) = 7' (V) est ouvert, et v
est continue.

(2) Par ce qui précéde et par composition, 'application de G x G/H dans G/H définie
par (g,g'H) — g '¢g'H est continue, donc, par passage au quotient si H est distingué,
I'application de G/H x G/H dans G/H définie par (z,y) — x~ 'y est continue.

(3) Soient Z la relation d’équivalence « étre dans la méme classe a droite par H » sur
G, et ¢ : G x G — G application continue (z,y) — z~'y. Alors Z = ¢~ '(H). De plus,
H est l'orbite de e pour 'action par translations a gauche de H sur G. ]

Exemples.

(1) Pour tout n dans N, pour tout corps topologique K, le groupe multiplicatif K* =
(K*,x) agit (continuement a gauche) sur I’espace topologique K" — {0} par la
restriction de la multiplication scalaire (A, z) — Az. La relation d’équivalence définie
par cette action est formée des couples (z,y) de vecteurs non nuls colinéaires de K"+,
donc ses classes d’équivalences sont les droites vectorielles (privées de 0). On note
P, (K) (ou parfois KP,,) et on appelle espace projectif de K"*! I'espace topologique
quotient KX\ (K" —{0}). On appelle P,,(R) I'espace projectif réel de dimension n.
On appelle P,,(C) Uespace projectif complexe de dimension n.

(1) Pour tout n dans N, le groupe (discret) multiplicatif {+1} agit (continuement a

gauche) sur la sphére S,, par z — +x, et la relation d’équivalence définie par cette
action, qui est formée des couples (z,y) avec y = £z, est fermée. Donc {£1}\S,, est
un espace topologique séparé.
L’inclusion de S,, dans R*T! — {0} est continue, et induit par passage aux quotients
une bijection continue f de {£1}\S,, sur P, (R). Son inverse, qui est Iapplication
induite par passage aux quotients de I’application continue de R™*! — {0} dans S,
définie par x — xz/||x||, est encore continue. Donc f est un homéomorphisme (et on
identifie souvent {£1}\S,, et P,,(R) par cette application).

(2) Soient n € N et p e N—{0}. Le groupe (discret) %, = {\ € C : AP = 1} des racines
p-émes de 'unité agit (continuement & gauche) sur la sphére de dimension impaire

S2n+1 — {(205 .. '>Zn) S (cn+1 : |Z0|2 + 4+ |Zn|2 = 1}

par (A, (zo,...,2n)) — (Az0,...,Az,). Il est facile de vérifier que la relation d’équi-
valence définie par cette action est fermée. Donc 'espace quotient Ly, , = %,\S2n+1
est un espace topologique séparé. Il est appelé un espace lenticulaire.

(3) Soit n € N. Le sous-groupe Z" de R™ est fermé, donc 'espace quotient T" = R"/Z"
est séparé (ce que nous avions déja montré dans 'exemple E.29).

94



Etudions la topologie quotient de G/H dans le cas particulier ou G est le groupe
additif d’'un espace vectoriel topologique, et ou H est le sous-groupe additif d'un sous-
espace vectoriel. Notons qu’alors 'espace vectoriel quotient G/H, muni de la topologie
quotient, est un espace vectoriel topologique, par le second point du corollaire 2.26 et par
continuité du passage au quotient de la multiplication externe.

Soit E un espace vectoriel topologique réel ou complexe, dont la topologie est définie
par une famille de semi-normes (n;);cr, et F' un sous-espace vectoriel. Pour tout 7 = z+ F'
dans l'espace vectoriel quotient E/F, notons

n;(T) = inf ni(x+y) .
yeF
qui ne dépend pas du choix d’un représentant. On appelle I'application 7; la semi-norme
quotient de n;, qui est bien une semi-norme par le résultat suivant. En particulier, si (E, ||-]])

est un espace vectoriel normé, alors on appelle norme quotient 'application encore notée
[|- || de E/F dans [0, +oc| définie par

~ 1l = i ‘
1711 = inf llz+yl

Sauf mention contraire, nous munirons E/F de la norme quotient, qui est bien une norme
lorsque F' est fermé, par le résultat suivant.

Proposition 2.27 Awvec les notations ci-dessus, T; est une semi-norme sur E/F. De plus,
la topologie sur E/F définie par la famille de semi-normes (7;)ic; est moins fine que la
topologie quotient, et coincide avec elle si I ne contient qu’un élément.

Si E est un espace vectoriel normé, et si F' est un sous-espace vectoriel fermé, alors la
norme quotient est une norme.

Preuve. Il est immédiat que lapplication 7; : E/F — [0, 4+o00o[ s’annule sur le vecteur nul
0, et vérifie m;(\T) = |\|7;(T), par invariance par homothéties de F'. Pour tous z, 2’ dans E,
pour tout € > 0, soient y, 3’ dans F tels que n;(z+y) < 7;(Z) +¢ et ni (2’ +y') <mi(x') +e
Alors, par inégalité triangulaire,

(T + ) =mi(x +2') <ni((z+2') + (y +9) < niz +y) +ni(a’ +y)
i(T) +7(a7) + 2e,

IN
S

d’ou I'inégalité triangulaire de 7; en faisant tendre € vers 0.

La topologie quotient sur l'espace vectoriel topologique E/F rend les applications 7;
continues (car les n; : E — [0, +o0[ le sont). Donc la topologie quotient est plus fine que
la topologie définie par la famille de semi-normes (7;);e;.

L’image par m de la (pseudo-)boule ouverte de centre x et de rayon e pour la pseudo-
distance associée a n; est égale a la (pseudo-)boule ouverte de centre m(z) et de rayon e
pour la pseudo-distance associée a 7;. Donc lorsque I = {i} est un singleton, si U est un
ouvert de E/F pour la topologie quotient, alors 71 (U) est une union de (pseudo-)boules
ouverte pour n;, donc U = 7(7~1(U)) est une union de (pseudo-)boules ouverte pour 7;.
Les deux topologies coincident donc.

Enfin, si || - || est la norme quotient d’une norme sur F, il suffit par ce qui précéde
de montrer qu’elle vérifie 'axiome de séparation pour montrer qu’elle est une norme. Si

95



|| Z || = 0, alors il existe une suite (y,)neny dans F' qui converge vers —z. Comme F' est

(stable par I'opposé et) fermé, le point x appartient & F', et donc Z = 0. U
Exemples. (1) Soient F un espace vectoriel, || - || une semi-norme sur E, et F = {x € E :
||z|| = 0}. 11 est immeédiat de vérifier que F' est un sous-espace vectoriel fermé de E muni

de la topologie (d’espace vectoriel topologique) définie par la semi-norme, et que la semi-
norme quotient est une norme (qui induit la topologie quotient E/F, par la proposition
précédente).

(2) Dans I’énoncé de la proposition 2.27, si I n’est pas un singleton, alors la topologie
quotient ne coincide pas forcément avec la topologie définie par la famille des semi-normes
quotients.

ly —z| <e

Par exemple, dans £ = R?, la topologie définie par les deux semi-normes (z,y) — |y—z|
et (z,y) — |y| est la topologie usuelle (les parallélogrammes intersections des pseudo-boules
de centre (0,0) et de rayon € pour ces deux semi-normes forment un systéme fondamental
de voisinage de (0,0) pour la topologie usuelle). Mais si F' est le sous-espace vectoriel
{0} x R de E, alors les deux semi-normes quotients sur E/F sont les semi-normes nulles.
Donc la topologie définie par la famille des semi-normes quotient est la topologie grossiére.
Elle est strictement moins fine que la topologie quotient, qui est la topologie usuelle sur

E/F ~R.

2.10 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.15 L’application g est bien définie, car fiana = f’\AmA/ et X = AU A.

Soit F un fermé de Y, alors f~1(F) et f _1(F ) sont, par continuité, des fermés de A et
de A’ respectivement, donc de X, car A et A’ sont fermés. Par conséquent, g~ '(F) =
FHEF)U f/7H(F) est fermé, et g est continue.

Schéme E.19 L’application ¢; est injective, et continue car pr; o ¢; est continue pour
tout 4. Sa réciproque est la restriction a I'image de ¢; de la j-éme projection, donc est
continue.

Schéme E.20 Comme la réunion et 'image directe par une application commutent, il
suffit de montrer que I'image d’un ouvert élémentaire par f est un ouvert élémentaire, ce
qui est immédiat par construction de f, puisque les f; sont ouvertes et surjectives. (NB :
il n’y a pas besoin de la surjectivité si I’ensemble des indices I est fini.)
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Schéme E.23 Soit X = [],.; X; un espace topologique produit.

Supposons que X; soit connexe pour tout i € I, et soit f: X — {0,1} une application
continue (ot {0, 1} est muni de la topologie discréte). Soit x dans X, montrons que f(z) =
f(z) pour tout z dans X, ce qui montre que X est connexe (par la caractérisation (5) du
paragraphe 1.9).

Pour tout y = (y;)ieny dans X et pour tout j € I, nous avons vu (dans la preuve
de la proposition 2.7 et I'exercice E.19) que l'application ¢, ; de X; dans X définie par
t — (x;)ier o x; =t et x; = y; pour tout ¢ # j, est continue (car pr;o¢, ; est continue pour
tout ¢ € I). Alors fo ¢, : X; — {0,1} est continue, donc constante. Donc f(y') = f(y)
si ¢ et y ne different qu’en une composante, et par récurrence, f(y) = f(y') si y et ¢/
ne différent qu’en un nombre fini de composantes. Comme f est continue, il existe un
voisinage V' de z tel que f(y) = f(z) pour tout y dans V. Or, par définition de la topologie
produit, pour tout z dans X, il existe une partie finie J de I telle que si 2’ est obtenu
en remplagant la j-éme composante z; de z par z; pour tout j € J, alors 2/ € V. Donc
f(z) = f(Z) = f(z), et f est constante.

Soit € X. Comme l'ensemble des [[,.; Vi, ott J est une partie finie de I, V; est
un élément d'un systéme fondamental de voisinages de prj(x) dans X; pour tout j €
J, et V; = X; sii ¢ J, est un systéme fondamental de voisinages de x, et comme un
produit d’ensembles connexes est connexe par ce qui précéde, il en découle qu’un produit
d’ensembles connexes et localement connexes est localement connexe.

Supposons que X; soit connexe par arcs, pour tout ¢ dans I. Soient x = (z;);er et
y = (yi)ier deux points de X, et, pour tout i dans I, soit v; : [0,1] — X; un chemin
(continu) de z; & y;. Alors l'application v : [0,1] — X, définie par ¢ — (7;(t))ier, est
continue (car pour tout ¢ € I, application pr; oy = «; l'est). Donc X est connexe par
arcs.

Le méme argument que ci-dessus montre qu'un produit d’ensembles connexes par arcs
et localement connexes par arcs est localement connexe par arcs.

La derniére assertion de 'exercice E.23 découle du fait que les projections canoniques
d’un produit d’ensembles non vides sont surjectives, et que l'image d’un connexe (res-
pectivement connexe par arcs) par une application continue est connexe (respectivement
connexe par arcs).

Schéme E.25 Soient (X;);er une famille d’espaces topologiques métrisables, et X 1'espace
topologique somme disjointe. Soit d; une distance sur X; induisant la topologie de X;, alors
d; = min{1,d;} est une distance topologiquement équivalente a d;, bornée par 1, sur X;
d’aprés Pexemple (v) du paragraphe 1.3. Pour tous z,y dans X, notons d(z,y) = d}(z,y)
s’il existe 7 dans I tel que x et y appartiennent a X;, et d(z,y) = 1 sinon. Il est immédiat
que d est positive ou nulle, nulle exactement sur la diagonale, et symétrique. En distinguant
des cas, il est facile de montrer qu’elle vérifie I'inégalité triangulaire. (C’est la méme preuve
que pour montrer que la distance discréte (voir I'exemple (i) du paragraphe 1.3) sur un
ensemble est bien une distance.)

Schéme E.28 (iii) Pour toute partie U de Y, nous avons f(U) = f(7—*(U)).

Schéme E.29 (1) Montrons que le complémentaire de Z est ouvert. Soit (z,y) ¢ Z.
Alors 7(x) # m(y), donc il existe des voisinages ouverts disjoints U et V' de m(x) et 7(y)
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respectivement. Par conséquent 71 (U) x 7~ (V) est un voisinage ouvert (élémentaire) de
(z,y), disjoint de Z.

(2) Soient 2/ # y' dans X/Z, et x,y dans X tels que w(z) = 2/, 7(y) = 3. Alors
(z,y) ¢ %, donc il existe un voisinage ouvert U de z et un voisinage ouvert V de y tels
que U x V ne rencontre pas Z. Alors w(U) et (V') sont des voisinages ouverts disjoints
de 2’ et y' respectivement dans X/Z.

(3) Soient 2/ # y' dans X/Z, et x,y dans X tels que w(z) = 2/, 7(y) = 3. Alors
f(x) # f(y), donc il existe des voisinages ouverts disjoints U’ et V' de f(z) et f(y)
respectivement dans X'. Par conséquent, f~1(U’) et f~1(V') sont des voisinages ouverts
saturés disjoints de x et y respectivement. Le résultat en découle, par la proposition 2.15.

Schéme E.30 S’il existe une classe d’équivalence dense, alors deux ouverts non vides
saturés la rencontrent tous les deux, donc leurs images dans le quotient ne peuvent pas
étre disjointes.

Si toute classe d’équivalence est dense, alors un fermé saturé non vide est égal a tout
I’ensemble.

On conclut par la bijection entre ouverts saturés/fermés saturés de I'ensemble et ou-
verts/fermés du quotient.

Schéme E.32 Le fait que Z soit bien une relation d’équivalence est immeédiat. Le fait que
Papplication ¢’ : (z,y) — (7x(z), 7y (y)) passe au quotient en une bijection est immédiat
par construction de #. La continuité de ¢ découle de celle de ¢’ par les propriétés des
topologies quotient.

Si mx et my sont ouvertes, alors ¢’ est ouverte, par I'exercice E.20. Ceci implique que
¢ est ouverte par l'exercice E.28 (iii) : si 7 : (X xY) — (X X Y)/Z est la projection
canonique, et si U est un ouvert de (X x Y) /%, alors p(U) = ¢' (771 (U)).

Donc ¢ est un homéomorphisme.

Schéme E.37 Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Soit H le sous-groupe
de G engendré par un voisinage V de e. Alors H est ouvert, car si h € H, alors Vh est
un voisinage de h, contenu dans H. De plus, le complémentaire de H est ouvert, car si
g € G, et si Vgn H est non vide, alors il existe v € V et h € H tel que vg = h, donc
g=vthe H.

Si G est séparé, alors {e}, comme tout singleton de G, est fermé. Réciproquement,
si {e} est fermé, alors tout singleton est fermé, car les translations a gauche sont des
homéomorphismes. Soient g # ¢ € G. Alors e € “{g'g~'}, donc il existe un voisinage
ouvert V de e ne contenant pas ¢g'g~!. Soit U un voisinage de e tel que U™'U = {z7 1y :
x,y € U} soit contenu dans V' (qui existe par continuité en (e, e) de lapplication (x,y) —
x71y). Alors Ug et Ug' sont des voisinages ouverts disjoints de g et ¢’

Schéme E.41 La seconde condition implique que 'application linéaire f est continue en
0, donc est continue.

Réciproquement, si f est continue, alors pour tout j dans J, I'application x — || f(z)||;
est une semi-norme continue. Une démonstration analogue a celle pour les espaces vecto-
riels normés conclut alors. En effet, par continuité en 0 de cette application, soit € > 0
et I' une partie finie de I telle que si |[z|[; = Y ,cp [|z][i < € alors [[f(z)]]; < 1. Pour
tout = dans E, pour tout A > 0 tel que |[Az||p = A|jz||;r <€ on a ||f(Az)||; < 1, donc
||f(x)]|; < %. Si [|z|| = 0, on peut prendre A arbitrairement gand, et donc ||f(z)||; = 0.
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Sinon, on prend A = =i, et If(@)|l; < Ll|z|[r. En posant dans les deux cas ¢ =

IE3
résultat en découle.
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3 Limites et valeurs d’adhérence

La bonne notion de limite se construit a l’aide de filtres. Bien que pas spécialement
compliqués, les filtres (et les ultrafiltres, tellement pratiques), seraient une notion de plus
dans un cours déja riche, et nous renvoyons donc a [Dix, Boul| pour toute information. Nous
nous contenterons d’un cas particulier de filtre, suffisant pour de nombreuses applications.

Les références recommandées pour ce chapitre sont [Boul, Dix, Dug, Die2].

3.1 Limites

Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partiede X, a € A,/ €Y et f: B—Y
une application avec A C B C X (en particulier, f n’est pas forcément définie en a).

On dit que f(z) converge vers £ quand = tend vers a dans A (ou que ¢ est une limite
de f(z) quand x tend vers a dans A) si pour tout voisinage V' de ¢, il existe un voisinage
U de a tel que

fUNA)CV.

On note alors f(z) ea ¢ (ou lim  f(x)=/{siun tel ¢ est unique).
r—a, T r—a, x€

Lorsque A est sous-entendu, par exemple quand A vaut le domaine de définition de f,
on dit que f converge vers £ en a et que £ est une limite de f en a, et on note f(x) — /¢
r—a

ou lim f = £ lorsque cette limite est unique.
a

Exemples.

e Une application g : X — Y est continue en un point o de X si et seulement si g(x)
converge vers g(zg) quand x tend vers xg (par définition de la continuité en un point, voir
le paragraphe 1.8).

e Si 0’ est une topologie sur Y moins fine que la topologie originelle &' de Y, si f(x)
converge vers ¢ quand z tend vers a dans A pour la topologie &, alors f(x) converge aussi
vers ¢ quand z tend vers a dans A pour la topologie & (car tout voisinage de ¢ pour &’
est un voisinage de ¢ pour 0).

r—a, z<a

lim  f(z)
[a7 a—+ 6[ r—a, x>a
la,a+ €| lim+ f(z) (limite & droite)
eSi X =R, et A= ’ , on note alors { = ¢ *7¢ , qui
[ lim  f(z)
]

a— e, al
[

a=6&a lim f(x) (limite a gauche)

ne dépend pas de la valeur de € > 0.

e Si X =R, si A est une partie non majorée de R, et si @ = 400, on note lim f(x)
r—400,rEA

(ou lim f si A est sous-entendu) une limite de f(z) quand z tend vers +oo dans A. De
oo
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méme pour —oo. Bien siir,

(=limf < VVeY(), IRER, Ya>R (A= f®)eV).

¢Si X =R, si A= Netsia=+oo, une application f : A — Y est une suite (z,)nen

a valeurs dans Y, et on note x,, — /¢ (ou £ = limz,,, voire ¢ = lim x,, si cette limite
n—-—4o0o +oo

est unique) si f admet ¢ pour limite en +o0o. Quand nous dirons qu’une suite converge, il

s’agira de la convergence en ce sens. Bien str,

Ty — L = YVe¥{), INeN, Vn>N, z,€V.

n—-+00

La définition suivante dit que I’on ne change pas la définition d’une limite en demandant
a U et V de rester dans des systémes fondamentaux de voisinages prescrits de a et de /.

Proposition 3.1 Soient % et W un systéeme fondamental de voisinages de a et £ dans X
et Y respectivement. Alors

fle) — ¢ = VYVew, AU €%, fUNA)CV.

r—a,rEA

Preuve. Si 'assertion de gauche est vérifiée, alors pour tout V’ dans #, il existe U dans
7 (a) tel que f(UNA) C V. Soit U’ dans % tel que U’ C U. Alors f(U'NA) C V', ce qui
montre 'assertion de droite.

Réciproquement, si I'assertion de droite est vérifiée, pour tout V dans #/(¢), soit V'
dans # tel que V' C V, et soit U’ dans % tel que f(U'NA) C V'. Alors U’ € ¥ (a) et
f(U'NA) CV, ce qui montre l'assertion de gauche. O

Exemple. Si Y est un espace métrique, alors f(x) converge vers ¢ quand x tend vers a
dans A si et seulement si pour tout € > 0, il existe un voisinage U de a dans X tel que
pour tout = dans U N A, on ait d(f(x),?) < e.

Si X et Y sont des espaces métriques, alors

flz) — € <= Ve>0, 36>0, Ve A dx(z,a) <0 = dy(f(x),0) <e.

r—a,r€EA

Et on peut bien siir demander & € et a i d’étre de la forme 1/n pour n dans N — {0}, voire
d’appartenir & n’importe quelle paire de suites convergeant vers 0 ; et remplacer inégalité
stricte par inégalité large.
En particulier, une suite (x,)nen dans un espace métrique converge vers £ si et seule-
ment si
Ve>0, INeN,VneN, n>N = d(z,,l) <e€.

Proposition 3.2 Toute suite croissante majorée dans R est convergente. Toute suite dé-

croissante minorée dans R est convergente. Donc toute suite monotone bornée dans R est
convergente.
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Preuve. Ce résultat a déja été vu en classe préparatoire, comme découlant du théoréme
1.1 : une suite réelle croissante majorée (z,),cn converge vers sa borne supérieure ¢ =
SUp,,cN Tn, car pour tout € > 0, il existe N dans N tel que £ — e < xn et donc pour tout
n>N,onal—e<zy <z, </l Deméme, une suite réelle décroissante minorée (x,,)nen
converge vers sa borne inférieure ¢ = inf,,cn ;. O

Propriétés des limites

Tout au long de cette sous-partie, on conserve les notations X,Y,a, A, B, f du début
du paragraphe.

Une limite n’est pas toujours unique. Si Y est l'espace topologique construit dans
I'exercice E.11, alors la suite z,, = n+r1 converge a la fois vers 04 et O_. Pour les espaces
séparés (par exemple métrisables), ce probléme n’arrive pas :

Proposition 3.3 Si Y est séparé, si f(x) admet une limite quand x tend vers a dans A,
alors cette limite est unique.

Preuve. Si /, ¢ sont deux limites distinctes, alors soient V, V' deux voisinages disjoints de
¢, 0" respectivement. Par définition d’une limite, il existe U et U’ deux voisinages de a tels
que f(UNA) C Vet f(UNA)CV'. Comme UNU’' est un voisinage de a et puisque a
est adhérent a A, Pensemble U N U’ N A est non vide. Donc f(U NU’' N A) est non vide.
Comme f(UNU' NA)C VNV’ lensemble VNV’ est non vide, contradiction. O

Porisme 3.4 (Passage a la limite des égalités) Si lim f(x)=/¢, sig: B =Y

r—a, t€EA
est une application ou A C B’ C X, s’il ewiste un voisinage U de a dans X tel que
f(z) = g(x) pour tout x dans U N A, et si Y est séparé, alors lim  g(x) = L.

r—a, tEA

Preuve. Si f et g coincident sur un voisinage de a dans A, alors (puisque ’ensemble
des voisinages d’un point contenus dans un voisinage donné de ce point est un systéme
fondamental de voisinages de ce point, et par la proposition 3.1) toute limite de f(x)
quand z tend vers a dans A est une limite de g(z) quand z tend vers a dans A. Par unicité
de la limite, le résultat en découle. ]

Proposition 3.5 Si f(x) converge vers { quand = tend vers a dans A, alors £ € f(A).

Preuve. Pour tout voisinage V' de /, soit U un voisinage de a tel que f (UNA) c V.
Comme a € A, I'ensemble U N A est non vide, donc f(A) NV, qui contient f(U N A), est
aussi non vide. O

En particulier, si A est une partie d’un espace topologique X, s’il existe une suite
(p)nen dans A qui converge vers ¢ € X, alors £ appartient & A. La réciproque de cette
assertion est fausse dans les espaces topologiques généraux (et c’est 'une des raisons d’uti-
liser plutot des filtres pour définir la convergence), mais elle reste bien str vraie, par les
propriétés des adhérences, si £ admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages,
comme par exemple dans un espace topologique métrisable.

Comme I’adhérence de ]0, +o00[ dans R est [0, +o0], le corollaire suivant découle immé-
diatement de la proposition 3.5.
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Porisme 3.6 (Passage a la limite des inégalités, 1) SiY =R, si lim  f(z) =¢,

r—a, t€EA

sl existe un voisinage U de a dans X tel que f(x) >0 (resp. f(z) > 0) pour tout x dans
UNA, alors £ > 0. O

On prendra donc bien garde que les inégalités strictes passent a la limite en des inégalités
larges.

Proposition 3.7 (Composition des limites) Soient Z un espace topologique, A’ C

B'cY,l' e Z, et g: B — Z une application, tels que f(A) C A’. Si f(x) e 0 et
r—a, T

. ! /
st g(y)yﬂE&A/ ¢, alors g o f(x)xﬂﬁeA v,

Preuve. On remarque d’abord, par la proposition 3.5, que £ € f(A) c A’. Soit W un
voisinage de ¢’ dans Z. Il existe un voisinage V de ¢ dans Y tel que g(V N A") ¢ W. 1l
existe un voisinage U de a tel que f(U N A) C V. Donc

gof(UNA)cg(VnflAd)cgvnA)ycw. O

Le résultat suivant en découle immédiatement (avec le premier exemple de limite donné
en début de paragraphe 3.1).

Porisme 3.8 Soient Z un espace topologique et g : Y — Z une application. Si nous avons

flx) — N 0 et si g est continue en ¢, alors go f(x) —  g({). O

r—a,x€ r—a,t€EA

En particulier, si G est un groupe topologique d’élement neutre e (par exemple le groupe
additif (E,4) d’'un espace vectoriel topologique), et si f est a valeurs dans G, alors

flz) — 1 = fla!' — e = lfx) — e.

r—a,rEA r—a,rEA r—a,rEA

Dans certains espaces topologiques, on peut définir la topologie (par ’ensemble de ses
fermés), ainsi que les limites et la continuité, a 1'aide de la convergence des suites, comme
le montre la proposition suivante.

Proposition 3.9 Soient Z et Z' deux espaces topologiques, x un élément de Z, £ un élé-
ment de Z' et C une partie de Z. Supposons que tout point de Z admette un systéme
fondamental dénombrable de voisinages (ceci est le cas par exemple lorsque Z est métri-
sable).
e Le point x appartient & C si et seulement s’il existe une suite (x,)nen dans C qui
converge vers .
e La partie C est fermée si et seulement si pour toute suite (xy,)nen dans C' qui converge
vers un élément x de Z, on a x € C.
e Soit f: B — Z' une application, ot A C B C Z et x € A. Alors f(t) converge vers
¢ quand t tend vers x dans A si et seulement si pour toute suite (zy)nen dans A

convergeant vers x, la suite (f(xn))neN converge vers L.
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e Une application f : Z — Z' est continue en x si et seulement si pour toute suite
(Tn)nen convergeant vers x, la suite (f(xn))neN converge vers f(x).

Preuve. Soit (V,,)nen un systéme fondamental dénombrable de voisinages de = dans Z,
que l'on peut supposer décroissant, quitte a remplacer V;, par (,_, Vi.

Si x € C, alors, en prenant z,, € V;,NC, la suite (z,)nen converge vers z. La réciproque
du premier point a été vue (proposition 3.5).

Le second point découle du premier en utilisant qu'une partie est fermée si et seulement
si elle est égale a son adhérence.

Si f(t) ne converge pas vers £ quand ¢ tend vers x dans A, alors il existe un voisinage
U de f(zx) tel que pour tout n dans N, il existe x, dans V;, N A tel que f(z,,) ¢ U. En
particulier, la suite (z,,)n,en dans A converge vers x, et (f(a:n)) ne converge pas vers £.
La réciproque découle du corollaire 3.8.

La derniére assertion découle de la précédente, par le premier exemple du paragraphe
3.1. O

neN

En général, deux topologies différentes sur un méme ensemble peuvent avoir les mémes
suites convergentes (vers les mémes limites). C’est par exemple le cas des topologies de
Schwartz et de Whitney sur 2(Q) (voir l'exercice E.44 ci-dessous). Par contre, deux dis-
tances qui ont les mémes suites convergentes (vers les mémes limites) induisent la méme
topologie, par le second point de la proposition précédente.

Proposition 3.10 Soit (Y;);c; une famille d’espaces topologiques, supposons que la topo-
logie de'Y soit la topologie initiale définie par une famille d’applications (fi 1Y — Yi)ier.

Alors f(x) — L si et seulement si fio f(x) —  fi(€) pour tout i dans I.
r—a, tEA r—a, tEA

Preuve. Le sens direct découle de la continuité de f; et du corollaire 3.8. Réciproquement,
par la caractérisation des voisinages pour une topologie initiale, si V' est un voisinage de
¢ dans Y, alors il existe une partie finie J de I et des voisinages V; de f;(¢) pour tout j
dans J tels que V' contienne (;; fj_l(Vj). Comme f; o f(x) converge vers f;(£), il existe
un voisinage U; de a dans X tel que fjo f(ANU;) C V;. Mais alors f(AN(;c,U;) CV,
ce qui montre le résultat, car [ e U; est un voisinage de a. ]
Exemples.

e SiY est un espace topologique produit [[;.; Y, siles pry : (z;)icr — x; sont ses
projections canoniques, et si f; = pr; o f est 'application i-éme composante de f, alors
f(x) —  (;)ier si et seulement si fi(xr) —  ¥¢; pour tout i dans I.

r—a, tEA r—a, tEA

e En utilisant cette caractérisation des limites & valeurs dans un produit et la composi-

tion d’une limite par une application continue (voir le corollaire 3.8), les résultats suivants

en découlent. Supposons que lim  f(z) =fet lim g(z)=¢ong: B — Y est
r—a, tEA r—a, t€EA

une application telle que A C B’ C X.
Si Y est un groupe topologique, alors

lim  f(x)g(x) =0 et lim  f(z) t=¢"1.

r—a, t€EA r—a, t€EA
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Si Y est un espace vectoriel topologique sur un corps topologique K, si  lim N Aax) ="
r—a, €

o A : B” — K est une application telle que A C B” C X, alors
lim  f(z)—g(z)=0-1, et lim M) f(z)=10"¢.

r—a, tEA r—a, t€EA

Si Y est un corps topologique, alors

li - =0 li =0 et li =yt
M f(z) - g(z) ot f(@)g(e) et lm_ f@) ;
cette derniére assertion sous la condition que ¢ # 0.

En appliquant ceci et le corollaire 3.6 & la fonction f — g, on en déduit le résultat
suivant.

Porisme 3.11 (Passage a la limite des inégalités, 2) Si Y =R, si lim  f(z) =

r—a, t€EA

0, s1g: B —Y est une application ou A C B' C X telle que  lim N g(z) =10, et s’il
€

r—a, T

existe un voisinage U de a dans X tel que f(x) < g(x) (resp. f(x) < g(x)) pour tout x
dans UN A, alors £ < /. O

On prendra donc bien garde que les inégalités strictes entre applications a valeurs réelles
passent a la limite en des inégalités larges.

e SiY est un espace topologique dont la topologie est définie par une famille de pseudo-
distances (d;)ier, alors f(x) ——  £siet seulement si d;(f(z),f) — 0 pour tout i

r—a, t€EA z—a, t€A
dans I. (La preuve est semblable a celle du critére de continuité des applications a valeurs
dans un espace muni d’'une topologie initiale, voir ’exemple 2 du paragraphe 2.2.)

e Comme cas particulier du précédent, si Y est un espace vectoriel topologique sur
un corps valué dont la topologie est définie par une famille de semi-norme (|| - ||;)icr, alors
flx) —  £sietseulement si||f(z) —¢||; —— 0 pour tout i dans I.

r—a, tEA z—a, t€EA

En particulier, avec les notations de I’exemple (iii) du paragraphe 1.3, pour tout r €
N — {0}, une suite (f,)nen, dans lespace de Schwartz .#(R") des applications lisses a
décroissance rapide sur R”, converge vers une application f de .(R") si et seulement si
pour tout k£ dans N et tout m dans N”, on a

lim  max (1+ ||z||F) |8™ fn(z) — 0™ f(z)] = 0.
n—+oo xeR”

Avec les notations de 'exemple (2) du paragraphe 1.4, pour K = R ou K = C, pour
tout compact K d’un ouvert non vide 2 de R”, une suite (f,,)nen, dans espace Pk (2) des
applications lisses de 2 dans K & support contenu dans K, converge vers une application
[ de P (Q) si et seulement si pour tout k dans N et tout m dans N¢, on a

lim max 0" f,(x) = 0" f(x)| = 0.
Jimmax |97 fu(r) — 97 f(0)|

De méme, une suite (f,,)nen dans espace Z2(2) des applications lisses de € dans K a
support compact contenu dans €2, converge vers une application f de Z(€2) si et seulement
si pour tout € € 65(97 +(€), avec les notations de I’exemple 3.3 du paragraphe 2.2,

lim ||f,—fllc = 0.
n—-+o00
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e Soient E un espace vectoriel topologique réel ou complexe, E* son dual topologique,
(27 )nen une suite dans E et € E. On note

T, — T

la convergence de la suite (x,,),en vers x pour la topologie faible, pour bien la distinguer
de la convergence pour la topologie forte. En dimension finie, elles sont identiques, car ces
topologies coincident (voir le paragraphe 2.8).

Plus généralement, soient X un espace topologique, A et B deux parties de X telles
que ACB,ac A, be E et f: B — E une application. On note, le cas échéant,

f($) 496—»(1,96614 b

la convergence de f(x) vers b quand x tend vers a dans A pour la topologie faible. Comme
les suites sont fréquemment utilisées, nous donnons les propriétés de la convergence faible
pour les suites, mais le lecteur n’aura aucun mal & les étendre aux limites générales de
fonctions.
(i) On a x,, — z (pour la topologie faible, donc) si et seulement si ¢(z,,) — £(z) (dans
R ou C) pour tout ¢ dans E*.
(ii) Si x,, — x fortement alors x,, — x faiblement.

e Soient E un espace vectoriel topologique, E* son dual topologique, (¢, )necn une suite
dans E* et £ € E*. On note
by 0

la convergence de la suite (¢,)nen vers £ pour la topologie faible-étoile, pour bien la dis-
tinguer de la convergence pour les topologies forte et faible sur £* lorsque E* est munie
de la norme duale d’'une norme sur F.

Plus généralement, soient X un espace topologique, A et B deux parties de X telles
que AC B,ac A, { € E*et f: B— E* une application. On note, le cas échéant,

*

f(x) 4:1:~>a,:1:€A 4

la convergence de f(x) vers £ quand x tend vers a dans A pour la topologie faible-étoile.
Comme les suites sont fréquemment utilisées, nous donnons les propriétés de la convergence
faible-étoile pour les suites, mais le lecteur n’aura aucun mal & les étendre aux limites
générales de fonctions.
(i) On a £, — ¢ si et seulement si £, (x) — £(x)(dans R ou C) pour tout z dans F.
(ii) Si E est un espace vectoriel normé, et si ¢, — ¢ faiblement (i.e. pour la topologie
faible o(E*, E**) ), alors £, — .
(iii) Si E est un espace vectoriel normé et si £, — ¢ pour la norme duale, alors £, — .
(Ceci découle bien str de (ii) juste ci-dessus et du (ii) dans le point précédent.)

Exercice E.43 Soient X un espace topologique, # une relation d’équivalence sur X, X /%
lespace topologique quotient, 7 la projection canonique, B C X/%,b € B et a € X tel que
m(a) = b. On suppose que 7 est ouverte. Montrer que a € w—1(B). Montrer de plus que

f(y)yﬂweB 0 si et seulement si f o mw(x) e aen (D)

106



Exercice E.44 Montrer, pour les topologies de Schwartz et de Whitney sur 2(§) (voir
lexemple (2) du paragraphe 1.4), qu’une suite (f,)nen dans Z(2) converge pour l'une vers
un €lément g de Z(Q) si et seulement si elle converge pour U'autre vers g, et si et seulement
s’il existe un compact K de Q) tel que g et les f, soient nulles en dehors de K, et que les
O™ f,, convergent uniformément sur K vers 0™g pour tout m dans N¢.

3.2 Comparaison asymptotique : notation de Landau

Soient X un espace topologique, A une partie de X et a € A. Soient K le corps R ou
C (ou plus généralement un corps valué), E, F deux espaces vectoriels normeés sur K et
f:B— E,g: B — F deux applications, ot A C B C X.

On dit que f est asymptotiquement dominée par g au voisinage de a dans A (ou au
voisinage de a tout court si A est sous-entendu, par exemple quand A = B) s’il existe ¢ > 0
et U un voisinage de a dans X tels que

VeeUnA, [[f()l<cllgl)].

On note alors
f=0(g)

ou parfois par abus f(x) = O(g(x)) (en précisant au voisinage de a dans A si ce n’est pas

clair dans le contexte). Si F' = K et s’il existe un voisinage Uy de a tel que g(z) soit non nul

pour tout x dans Uy N A, alors f est asymptotiquement dominée par g si et seulement s’il

existe unfxzo)isinage U de a contenu dans Uy tel que 'application de U N A dans R définie
x

par x — ey soit bornée.

On dit que f est asymptotiquement négligeable devant g au voisinage de a dans A si
pour tout € > 0, il existe un voisinage U de a dans X tel que

VeeUNA, |[[f(x)ll <ellgl)ll .

On note alors

f=o(g)
ou parfois par abus f(z) = o(g(x)) (en précisant au voisinage de a dans A si ce n’est pas
clair dans le contexte). On fera bien attention & ne pas confondre O « grand o » et o « petit
o».Si F =K, et §'il existe un voisinage Uy de a tel que g(x) soit non nul pour tout x dans
Up N A, alors f est asymptotiquement négligeable devant g si et seulement

flz) _

r—a, tEA g(m) -

Notons que f = O(g) si et seulement si f = O(||gl|), si et seulement si || f|| = O(]|g]|),
et de méme en remplacant O par o, la premiére notation étant plus courte.

Remarquons que si f = O(g) et f' = O(g), alors pour tous A, p dans K, on a \f +pf' =
O(g) par l'inégalité triangulaire de la norme (et puisque l'intersection de deux voisinages
de a est encore un voisinage de a). De méme, si f = o(g) et f' = o(g), alors pour tous
A € K ona A+ uf =o(g). Si E et F valent K, alors si f = O(g) et f' = O(g)
(resp. f =o0(g) et [/ =0O(q')), alors ff' = O(gg’) (resp. ff' = o(gg’)), par multiplicativité
de la valeur absolue et puisque 'intersection de deux voisinages de a est encore un voisinage
de a.
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Il est immédiat que les relations « étre asymptotiquement dominé par » et « étre asymp-
totiquement négligeable devant » sont transitives. De plus, si f = O(g) et g = o(h), alors

f=o(h);si f=o(g) et g=0O(h), alors f = o(h).
Si E = F, on dit que f est asymptotiquement équivalent (ou équivalent tout court) a g
au voisinage de a dans A si f — g = o(g). On note alors

[~y

(en précisant au voisinage de a dans A si ce n’est pas clair dans le contexte). Comme
Hg@)II < [lg(x) — f)|] + [[f (@], st ||f(z) — g(@)]| < ellg(@)]| et e <1, alors [|g(z) —
f(@)|] < t=I[If(2)||. On en déduit facilement que la relation d’équivalence asymptotique
au voisinage de a dans A est une relation d’équivalence sur les applications de B dans F.
Par 'inégalité triangulaire inverse, si f ~ g, alors || f]| ~ ||g]|-

Si E = F =K, ¢l existe un voisinage Uy de a tel que g(z) soit non nul pour tout x
dans Uy N A, alors f est asymptotiquement équivalent & g si et seulement si

flz) _

r—a, €A g(l’) N

Ceci entraine qu’il existe aussi un voisinage U de a dans X tel que f ne s’annule pas sur
UnA.

Les équivalents ne se comportent pas bien additivement, par exemple f(z) = x?+2zsinx
est équivalente & g(z) = 22 au voisinage de 400, mais f(x) —g(z) n’a pas de limite quand =
tend vers 400 (en fait, 'ensemble des valeurs d’adhérence (voir le paragraphe 3.3 suivant)
de f(x) — g(z) quand x tend vers +oo est égal a R tout entier).

SIE=F=K,si f~get f' ~¢, il existe un voisinage Uy de a tel que g(z) et ¢'(z)
soient non nuls pour tout x dans Uy N A, alors il découle des propriétés des limites que
ff'~gd.

Pour les exemples et les piéges de ces notations, nous renvoyons au cours de ’année
précédente pour les applications d’une partie de R dans R.

3.3 Valeurs d’adhérence

Soient X et Y deux espaces topologiques, A et B deux parties de X telles que A C B,
a €A (€Y et f: B — Y une application (en particulier, f n’est pas forcément définie
en a).

On dit que ¢ est une valeur d’adhérence de f(z) quand x tend vers a dans A (ou de
f en a si A est sous-entendu) si pour tout voisinage V' de ¢, pour tout voisinage U de a,
I'ensemble f(U N A)NV est non vide.

UNA
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Remarque. Si % et ¥ sont deux systémes fondamentaux de voisinages de a et ¢ dans
X et Y respectivement, alors il est immédiat que £ € Y est une valeur d’adhérence de
f(x) quand = tend vers a dans A si et seulement si pour tout V € ¥, pour tout U € %,
I'ensemble f(U N A) NV est non vide.

Par exemple, si X et Y sont deux espaces métriques, alors £ est une valeur d’adhérence
de f en a si et seulement si

Ve>0, V>0, 3z €A, d(a,x) <d et d(f(x),l) <e.

(et il suffit en fait de vérifier que Ve >0, Jz € A, d(a,xz) <e et d(f(x),0) <e.)

Exemples. (1) Si &’ est une topologie sur Y moins fine que la topologie originelle &' de
Y, si £ est une valeur d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A pour la topologie
0, alors ¢ est une valeur d’adhérence de f(z) quand z tend vers a dans A pour la topologie
0’ (car tout voisinage de £ pour ¢’ est un voisinage de ¢ pour 0).

(2) Si (zp)nen est une suite dans Y, si z € Y, si 7 est un systéme fondamental de
voisinages de z (par exemple 'ensemble ¥ (x) de tous les voisinages de x ou &'(x) de tous
les voisinages ouverts de z) alors z est une valeur d’adhérence de (x,,)nen si et seulement
si

vve?, VNeN, 3n>N z,€V.

En particulier, toute limite d’une sous-suite de (z,)nen est une valeur d’adhérence de
(Zn)nen- La réciproque est fausse en général. Si x admet un systéme fondamental dénom-
brable de voisinages dans X (par exemple si X est métrisable), alors il est immédiat que
x est une valeur d’adhérence de la suite si et seulement si x est limite d’'une sous-suite.

Proposition 3.12 (1) Pour tout systéme fondamental % de voisinages de a dans X,
l’ensemble des valeurs d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A est

() f(UNnA).

vew

(2) Si f(z) admet pour limite ¢ quand x tend vers a dans A, alors { est une valeur
d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A. Si de plus' Y est séparé, alors { est
lunique valeur d’adhérence de f(x) quand x tend vers a dans A.

Preuve. (1) Soit ¢ € Y. Alors, en rappelant que ¥ (¢) est ’ensemble des voisinages de ¢
dans Y,
te (fUNA)«=VYUec%, e fUNA)
Uew
VUew, VVev({) f(UNA)NV #( <= { est valeur d’adhérence de f en a.

(2) On suppose que f(x) — ) £. Soient V un voisinage de £ et U un voisinage de a.
r—a, TE

Alors il existe un voisinage U’ de a tel que f(U'NA) C V. Comme UNU’ est un voisinage
de a € A, 'ensemble U N U’ N A est non vide. Donc

fUNANVOFUNUNANV =fUNUNA)#D.

Par I’absurde, si ¢’ est une valeur d’adhérence de f en a, distincte de ¢, soient V et V'’ deux
voisinages disjoints de £ et ¢/ respectivement. Soit U un voisinage de a tel que f(UNA) C V.
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Alors f(U N A) NV’ est vide, ce qui contredit le fait que ¢ est une valeur d’adhérence de
f en a. O

Exemples.
(1) Si (zp)nen est une suite dans Y, alors 'ensemble des valeurs d’adhérence de (2, )nen

est
ﬂ {z, : n>N}.
NeN

SiY est séparé et si limx,, = x, alors = est I'unique valeur d’adhérence de (x,,)nen-.

(2)Si X =R, A =10,+c[,a =0¢€ Aet f: A — 1
R est l'application x — sin%, alors I'ensemble des valeurs
d’adhérence de f en 0 est [—1,1]. .

En particulier, ceci permet de montrer que 'adhérence F' du graphe de f n’est pas
connexe par arcs. En effet, supposons par I'absurde qu'’il existe un chemin v : [0,1] — F
entre le point (%,0) et (0,0). Comme tout point du graphe de f sépare le graphe en
deux composantes connexes quand on l'enléve, I'image de 7 doit contenir le graphe de
f‘ 0,1 Mais si t est la borne supérieure des s € [0, 1] tels que ~y(s) appartienne au graphe
de f‘ 0,1 alors 7(s) admet une infinité de valeurs d’adhérence quand s tend vers ¢ par

valeurs strictement inférieures, ce qui contredit la continuité de ~y en t.

(3) Soit f : [0, +00[ — C l'application

e (@R
(dont I'image est la courbe spiralante vers le cercle ci- Q
contre). Alors 'ensemble des valeurs d’adhérence de f

en +oo est exactement le cercle unité de C.

3.4 Complétude

Suites de Cauchy

La notion de complétude n’est pas une propriété des espaces topologiques généraux.
Le bon cadre est celui des espaces uniformes, mais vu le programme & couvrir, nous nous
restreindrons ici au cas des espaces métriques et des groupes topologiques (qui ont tous
deux une structure d’espace uniforme), en renvoyant a l’excellent [Boul| pour la notion de
structure uniforme.

Soit (X, d) un espace métrique. Une suite de Cauchy dans X est une suite (x,, )nen dans
X telle que
Ve>0, ANeN, Vmn>N, d(z,,x,) <e.

On peut remplacer inégalité stricte par inégalité large, et demander & € de prendre ses
valeurs dans une partie fixée de ]0, +00[ contenant 0 dans son adhérence.
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Soient X et Y deux espaces métriques. Les propriétés suivantes sont faciles, et ont déja
été vues dans le cas des espaces vectoriels normés réels ou complexes.

e [’image par une application isométrique f : X — Y d’une suite de Cauchy de X est
une suite de Cauchy de Y. (Nous reviendrons dans le paragraphe 5.3 sur la bonne notion
d’application préservant les suites de Cauchy)

e Si d et d sont deux distances équivalentes sur un ensemble E, alors toute suite de
Cauchy pour 'une est une suite de Cauchy pour lautre. En particulier, (les distances
induites par) deux normes sur un espace vectoriel de dimension finie ont les mémes suites
de Cauchy (voir le corollaire 4.16 (2)).

Si d est une distance sur un ensemble F, et si d' est la distance min{l, d} sur E, alors
toute suite de Cauchy pour d est encore de Cauchy pour d’, et réciproquement.

e Toute suite de Cauchy dans X est bornée.

e Toute suite convergente dans X est de Cauchy, par inégalité triangulaire (soit z la
limite d'une suite (2, )nen dans X ; pour tout € > 0, soit N € N tel que d(z,,x) < § pour
tout n > N ; alors pour m,n > N, nous avons d(xy, Tp,) < d(xn, x) + d(z, 2,,) < €).

e Si une suite de Cauchy (z,)neny dans X admet une valeur d’adhérence ¢, alors elle
converge vers £. En effet, pour tout ¢ > 0, soit N dans N tel que d(z,,z,,) < § si
n,m > N, et soit ng > N dans N tel que d(zy,,£) < §. Alors pour tout n > N, on
a d(xn,l) < d(Tn, Tny) + d(Xn,, l) < €.

Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e (par exemple le groupe additif
d’un corps topologique, ou le groupe additif d'un espace vectoriel topologique). Une suite
(n)nen dans G est de Cauchy (&4 gauche (resp. & droite)) si pour tout voisinage V' de
I’élément neutre e dans G (ou, de maniére équivalente, pour tout élément V' d’un systéme
fondamental de voisinages de e dans G fixé), il existe N dans N tel que pour tous m,n > N,
on ait (vy,) ta, € V (resp. o (z,)"t € V). Nous ne considérerons que les suites de Cau-
chy a gauche. Lorsque G est commutatif, par exemple si G est le groupe additif d’un espace
vectoriel topologique, les suites de Cauchy a gauche et & droite coincident bien str. Mais
en général, elles différent, voir par exemple [Boul, TG II1.73, exerc. 4].

Exemples. (1) Si E est un espace vectoriel topologique sur un corp valué dont la topologie
est définie par une famille de semi-normes (|| - [|4) alors une suite (x,)nen dans E est
de Cauchy si et seulement si

acd’

Vaed, Ve>0, INeN, Vmn>N, |z, —znl|la <E€.

(2) L’image par un morphisme de groupes topologiques f : G — G’ d’une suite de
Cauchy de G est une suite de Cauchy de G’. En particulier, si G est un sous-groupe
topologique de G’, alors toute suite de Cauchy de G est une suite de Cauchy de G’.

En effet, pour tout voisinage V de e dans G”, le sous-ensemble f~1(V') est un voisinage
de e dans G par continuité de f. Donc si (zy,)nen est une suite de Cauchy dans G, alors il
existe N dans N tel que pour tous m,n > N, on ait (x,,) z, € f~1(V). Comme f est un
morphisme de groupes, ceci implique que (f(z,,)) "' f(x,) € V. Donc la suite (f(2))nen
est de Cauchy dans G.

Proposition 3.13 Soit G un groupe topologique. Toute suite convergente dans G est de
Cauchy. Si une suite de Cauchy dans G admet une valeur d’adhérence ¢ dans G, alors elle
converge vers £.
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Preuve. Pour tout voisinage ouvert V' de I’élément neutre e dans G, soit U un voisinage
ouvert de e tel que U™'U = {z7'y : 2,y € U} soit contenu dans V (qui existe par
continuité en (e,e) de I'application (z,y) +— 2~ 'y). Soit (z,)nen une suite convergeant
vers ¢ dans G. Puisque U est un voisinage ouvert de ¢, il existe N € N tel que £~ 'z, € U
pour tout n > N. Alors pour m,n > N, on a x, 2, = (("1z,) 1l 1z,) € V.

La preuve de la seconde assertion est similaire. O

Remarques. (1) Plus généralement, soit X un espace topologique dont la topologie est
définie par une famille de pseudo-distances (dy)acor- Une suite de Cauchy dans X est une
suite (zp,)nen dans X telle que

Vaed, Ve>0, ANeN, Vmn>N, do(xn,Tm) <Ee€.

Remarquons que si la famille est séparante et si &/ = N, alors une suite est de Cauchy
dans X si et seulement si elle est de Cauchy pour la distance d = >, 27" max{1,d;}.

Les deux derniéres propriétés des suites de Cauchy dans les espaces métriques sont
vraies (avec preuve tout a fait analogue) pour les espaces topologiques dont la topologie
est définie par une famille de pseudo-distances.

(2) Une pseudo-distance d : G x G — R sur un groupe G est dite invariante (par
translations) a gauche si pour tous x,y,g € G, nous avons

d(gz, gy) = d(z,y) .

Par exemple, la (pseudo-)distance induite par une (semi-)norme sur un espace vectoriel
sur un corps valué est invariante par translations. Si G est un groupe topologique dont
la topologie est définie par une famille de pseudo-distances invariantes par translations a
gauche (dy)acs (par exemple si G est le groupe additif d'un corps valué, ou le groupe
additif d’un espace vectoriel sur un corps valué muni de la topologie définie par une famille
de semi-normes), alors le groupe topologique G et I’ensemble G muni de la topologie définie
par (dy)acey ont les mémes suites de Cauchy. En particulier, pour les espaces vectoriels
normés (qui sont a la fois des espaces métriques et des groupes topologiques), les deux
définitions précédentes coincident.

Espaces complets, de Banach, de Fréchet

Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy dans cet espace est conver-
gente. Un espace topologique est dit métrisable complet si sa topologie est induite par une
distance compléte.

L’un des intéréts principaux de cette notion est que dans un espace métrique connu
pour étre complet, pour montrer qu’une suite est convergente, il n’y a pas besoin d’exhiber
a priori la limite, il suffit de montrer que la suite est de Cauchy.

Exemples. (1) Un ensemble muni de la distance discréte (voir l'exemple (i) du para-
graphe 1.3) est complet (les suites de Cauchy, comme les suites convergentes, sont les
suites constantes & partir d'un certain rang). Mais I'ensemble X = {n%rl : n € N} (muni
de la distance induite par celle de R) est un espace métrique discret, qui n’est pas complet,
la suite (n%i_l)neN de X étant de Cauchy, mais non convergente dans X.

(2) Le lecteur sait depuis sa plus tendre enfance que R (pour sa valeur absolue usuelle)

est complet (et en fait, c’est 'une des maniéres de construire le corps R, voir [Boul, TG
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II1.3] ou la fin du paragraphe 5.3) : une suite de Cauchy réelle étant bornée admet une
sous-suite monotone bornée, qui converge par la proposition 3.2, donc la suite de Cauchy
dans R est convergente (par le dernier point ci-dessus).

(3) Le sous-espace R — {0} n’est pas complet (la suite (n%—l)neN est de Cauchy, mais
non convergente). Il existe un moyen canonique de rendre complet un espace métrique,
voir la fin du paragraphe 5.3.

(4) Les espaces métriques R et |0, 1] sont homéomorphes, mais le premier est complet,
et le second ne l'est pas.

Un groupe topologique (par exemple un corps topologique ou un espace vectoriel topolo-
gique) est dit séquentiellement complet si chacune de ses suites de Cauchy est convergente.

La bonne notion de complétude sur les espaces uniformes nécessite, outre la notion
d’espace uniforme, la notion de filtre. Mais dans le cas des espaces uniformes dont tout point
admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages, la notion de complétude (que
nous ne définissons pas) et de séquentielle complétude sont équivalentes. Nous renvoyons
a lexcellent [Boul] pour un complément d’information.

Par exemple, un groupe topologique discret est séquentiellement complet.

Remarque 3.14 Si la topologie d’'un groupe topologique G est définie par une famille
dénombrable séparante (d;);en de distances invariantes par translations a gauche, alors le
groupe topologique G est séquentiellement complet si et seulement si l'espace métrique
(G,d), ou d est la distance ), 2~ max{1,d;}, est complet, car par la remarque précé-
dente, toute suite de Cauchy pour d est de Cauchy dans le groupe topologique G.

Un espace vectoriel normé E sur un corps valué non discret K est un espace de Banach
s’il est complet. Nous reviendrons au paragraphe 6.1 sur les espaces de Banach.

Remarquons que comme 'application A — Av est un isomorphisme de groupes topolo-
giques du groupe additif de K sur son image dans F pour tout vecteur v de E de norme 1,
qui est une isométrie, si F est un espace de Banach de dimension au moins 1 sur K, alors
K est aussi complet.

Exemple. Pour p € [1,+0o0o[ et K un corps valué complet non discret, I’espace /P (K) des
suites & valeurs dans K, de puissance p-éme sommables, muni de la norme

laneslly = (X leal?) ™"

neN

est un espace de Banach. En effet, si ((x"vk)HEN)kEN est une suite de Cauchy dans ¢ (K),
alors comme les projections canoniques sont 1-lipschitiziennes (voir la définition dans le
paragraphe 5.3), pour tout n fixé dans N, la suite (2, )ren est de Cauchy dans K, donc
converge vers x, € K. Un argument d’inégalité triangulaire et de passage a la limite dans
la formule exprimant que ((xmk)neN) pen €st de Cauchy permet alors de montrer que la

suite (2, )nen appartient a P(K), et que ((wn,k)neN)keN converge vers (z,)nen dans P(K).

Définition 3.15 Soit & un espace vectoriel topologique 1éel ou complexe. On dit que E
est un espace de Fréchet s’il vérifie l'une des trois conditions équivalentes suivantes.

(1) E est séparé, séquentiellement complet et le vecteur nul admet un systéme fondamen-
tal dénombrable de voisinages convezes ;
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(2) E est séquentiellement complet, et sa topologie est définie par une famille dénombrable
séparante de semi-normes ;

(3) E est localement convezxe, et sa topologie est définie par une distance compléte inva-
riante par translations.

Preuve. Montrons que (1) implique (2). Par le théoréme 2.18, puisque le vecteur nul de
E admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages convexes, la topologie de
E est définie par une famille dénombrable de semi-normes. Celle-ci est séparante par la
proposition 2.1 (1), car E est séparé.

Montrons que (2) implique (3). Soit (|| - ||n)neny une famille dénombrable séparante
de semi-normes, définissant la topologie de E. Par le théoréeme 2.18, 'espace vectoriel
topologique F est localement convexe. Par la preuve de la proposition 2.1 (2), 'application
d: E x E — R définie par d(z,y) = >, cymin{1, ||z — y[|»} est une distance induisant la
topologie de E. Elle est clairement invariante par translations. La remarque 3.14 entraine
que d est compléte, car E est séquentiellement complet.

Montrons que (3) implique (1). Tout espace métrisable est séparé. La remarque 3.14
entraine que E est séquentiellement complet. Enfin, soit (Cy)aecr un systéme fondamen-
tal de voisinages convexes de 0, et (puisque tout point d'un espace métrisable admet un
systéme fondamental dénombrable de voisinages), soit (V},)pen un systéme fondamental
dénombrable de voisinages de 0. Pour tout n dans N, soit o, € o tel que C,,, soit contenu
dans V,,. Alors (Cy,, )nen est un systéme fondamental dénombrable de voisinages convexes

de 0. O

Tout espace de Banach est un espace de Fréchet, en utilisant 1’'une quelconque de ces
définitions. Mais nous verrons plus tard que, par exemple, I'espace de Schwartz .(R") des
fonctions a décroissance rapide sur R” pour tout » € N — {0} est un espace de Fréchet, qui
n’est pas un espace de Banach par I'exercice E.7.

Par contre, la topologie d’un espace de Fréchet F n’est pas forcément, comme dans le
cas des espaces de Banach, définie par une distance & la fois invariante par translations
(rappelons que cela signifie que d(z+ 2,y + z) = d(x,y) pour tous z,y, z € E) et homogéne
(i.e. vérifiant d(Az, A\y) = |A|d(x,y) pour tout réel ou complexe A et tous z,y € E), voir
I'exercice E.7.

Voici quelques propriétés des espaces complets.

Proposition 3.16 (1) Un sous-espace fermé F d’un espace métrique complet X est com-
plet.

Un sous-groupe fermé d’un groupe topologique séquentiellement complet est séquentiel-
lement complet.

(2) Un sous-espace complet F' d’un espace métrique X est fermé.

Un sous-groupe séquentiellement complet d’un groupe topologique séparé, dont I’élément
neutre admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages, est fermé.

(8) Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach.

Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Fréchet est un espace de Fréchet.

Preuve. (1) Une suite de Cauchy dans F' est encore de Cauchy dans X, donc converge
dans X, mais la limite appartient & F' car F' est fermé. La preuve de la seconde assertion
est analogue.
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(2) On utilise la caractérisation séquentielle des fermeés. Une suite dans F' qui converge
vers un élément x dans X est de Cauchy, donc converge dans F' vers un élément de F, qui
est x par unicité des limites dans X. La preuve de la seconde assertion est analogue.

(3) La premiére affirmation découle de la premiére affirmation de (1).

La restriction & un sous-espace vectoriel d’une distance invariante par translations est
encore une distance invariante par translations sur ce sous-espace. Comme 'intersection
de deux convexes est encore convexe, la topologie induite sur un sous-espace vectoriel d'un
espace vectoriel topologique localement convexe est encore localement convexe. En utilisant
la définition 3.15 (3) d’un espace de Fréchet, la seconde affirmation découle donc aussi de
la premiére affirmation de (1). O

Proposition 3.17 (i) Le produit d’une famille dénombrable d’espaces métriques complets,
muni de la distance produit définie dans la preuve de la proposition 2.9 du paragraphe 2./
dans le cas d’un produit infini, ou de 'une des distances produits de ’exemple (iv) du
paragraphe 1.8 dans le cas d’un produit fini, est un espace métrique complet.

(ii) Le produit d’une famille de groupes topologiques séquentiellement complets est un
groupe topologique séquentiellement complet.

(i) Le produit d’une famille dénombrable d’espaces de Fréchet est un espace de Fréchet.

(iv) Si le produit d’une famille dénombrable d’espaces métriques non vides est complet,
alors chaque espace de cette famille est complet.

(v) La limite projective d’un systéme projectif de groupes topologiques séparés et séquen-
tiellement complets est un groupe topologique séparé et séquentiellement complet.

En particulier, R™ est complet pour tout n dans N. En particulier, C est un corps
topologique complet.
Par exemple, I’anneau topologique Z, = lim Z/p"Z est séparé complet.

Preuve. (i) et (ii). L’idée clef est que les projections sont (localement) lipschitziennes (voir
le paragraphe 5.3) pour ces distances. Pour tous = (z;)ien et y = (;)ien dans le produit
d’une suite d’espaces métriques, pour la distance produit

d(x’y) = Z 271' mm{lad(%,yz)} )

1€N

nous avons min{1,d(z;,y;)} < 2'd(z,y), et donc d(z;, ;) < 2%d(z,y) si d(z,y) < 27
Par conséquent, I'image d’une suite de Cauchy par chacune des projections canoniques est
une suite de Cauchy, donc converge. Il en est de méme pour le produit d’'un nombre fini
d’espaces métriques, pour I'une des distances produits (équivalentes) d,, pour p € [1,4+00].

De méme, comme les projections canoniques d’un produit de groupes topologiques sont
des morphismes de groupes topologiques, 'image d’une suite de Cauchy par chacune des
projections canoniques est une suite de Cauchy, donc converge.

On conclut alors par la caractérisation des suites convergentes a valeurs dans un produit
(voir le premier exemple suivant la proposition 3.10).

(iii) En utilisant la définition 3.15 (2) d’un espace de Fréchet, cette assertion découle
de (ii) et du fait que si (E;);en est une famille dénombrable d’espaces vectoriels topologi-
ques, telle que, pour tout ¢ € N, la topologie de F; soit définie par la famille dénombrable
de semi-normes (|| - ||; j)jen, alors la topologie de l'espace vectoriel topologique produit
[Ticn Ei est définie par la famille des semi-normes (z — || pr;(z)|l; ;)
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(Nous pouvions aussi utiliser le fait qu'un produit d’espaces vectoriels topologiques lo-
calement convexes est encore un espace vectoriel topologique localement convexe (car les
ouverts élementaires construits a partir des ouverts convexes de chaque facteur forment un
systéme fondamental de voisinages convexes), et que la distance produit usuelle de distances
complétes invariantes par translations dans chaque facteur est compléte et invariante par
translations dans le produit.)

(iv) Cette assertion vient du fait que si (X;);es est une famille dénombrable d’espaces
métriques non vides, et si x; est un point de X;, alors pour tout j dans I, 'application
¢ Xj — [l;er Xi qui & x dans X associe la famille (y;)ier, ot y; = x5 si i # j et y; =z,
est une isométrie de X; (quitte a multiplier sa distance d; par une constante strictement
positive et la remplacer par la distance tronquée min{1, d;}, ce qui ne change pas les suites
de Cauchy) sur son image dans 'espace topologique produit [[,.; X; (pour les distances
ci-dessus).

(v) Par la proposition 2.10, ceci découle de 'assertion (ii) et la proposition 3.17 (1). OJ

Proposition 3.18 Si E est un espace de Banach et si F' est un sous-espace vectoriel fermé,
alors l'espace vectoriel normé quotient E/F (voir la proposition 2.27) est aussi complet.

Preuve. Notons 7 : E — E/F la projection canonique. Soit (m(x;));en une suite de
Cauchy pour la norme quotient ||7(z)|| = inffcp ||z + f|| dans E/F. Pour tout n dans N,
il existe i,, dans N tel que pour tous j > iy, on ait |[7(z;,) — 7(z;)|| < 5, ce qui implique
quiil existe y,; dans F tel que ||z;, — x; — yn || < 2% On peut supposer que la suite
(in)nen est strictement croissante. Posons

n—1
/
xn = xin + Z yk‘,ik+1 9
k=0
qui vérifie 7(z}) = m(x;, ). Alors

s = 2l < s = i + Wil < 5

Donc par inégalité triangulaire,

n+p—1 n+p—1 1 1
iy = anll = || D @ =2t || € D <5 -
k=n

En particulier, la suite (2],)nen est de Cauchy dans E, donc converge vers z. La projection
canonique 7 est continue (nous avons vu que la topologie induite par la norme quotient
sur E/F est la topologie quotient, mais on peut aussi remarquer que 7 est 1-lipschitzienne
(donc continue, nous reviendrons la~-dessus dans le paragraphe 5.3) : ||7(z) — w(y)|| =
[|m(x — y)|| < ||z — y|| par définition de la norme quotient). Donc la suite (m(z;,))nen
converge vers 7(x). Comme toute suite de Cauchy, dont une suite extraite converge, est
convergente, le résultat s’en déduit. O

Exercice E.45 (i) Montrer que l'espace quotient E/F d’un espace de Fréchet E par un
sous-espace vectoriel fermé F est un espace de Fréchet.

(ii) Montrer qu’un espace vectoriel topologique est un espace de Fréchet si et seulement
s’il est isomorphe a un sous-espace vectoriel fermé d’un produit dénombrable d’espaces de
Banach.
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Nous donnerons de nombreux exemples d’espaces complets dans les paragraphes 5.1,
5.3 et 6.1.

Théoréme du point fixe des applications contractantes

Théoréme 3.19 (Théoréme du point fixe de Banach) Soit X un espace topologique
non vide, tel que la topologie de X soit définie par une famille séparante de pseudo-distances
(da)acw, qui est séquentiellement complet. Soit f : X — X une application telle que

Vae o ,Fky €[0,1], YVa,ye X, duo(f(x), f(y)) < kadalz,y) .

Alors f admet un unique point fize dans X.
De plus, pour tous a € o et xy € X, si f(x) =z, alors

dal0,) < T da(z0, £ (x0)) -

Preuve. L’unicité est immédiate : si x et y sont des points fixes distincts, soit o € &
tel que do(z,y) # 0. Alors do(z,y) = do(f(2), f(y)) < kodo(z,y), contredit le fait que
0<k,<l.

L’existence utilise une méthode itérative, dite de Picard. Soit xg un point de X, on
considére la suite (z,)nen définie par zq et la relation de récurrence x, 1 = f(x,). Mon-
trons que cette suite converge vers un point fixe de f.

Soit a € &7. Pour tout n € N, puisque do (f(zn41), f(zn)) < ko da(Tpt1,2y), on a par
récurrence

do(Tpt1,2n) < kL do(z1,20) -
Donc par inégalité triangulaire, pour tous n,p € N,

1

3

ko
doz(xn-l—paxn) < da(anrkJrhanrk) < 1_ k& da(xth) . (1)
0 o

B
Il

Par conséquent, comme 0 < k, < 1, la suite (x,)nen est de Cauchy dans X, donc converge
vers un point « de X. L’application f étant continue, par passage a la limite dans I’équation
Tnt1 = f(zy), on a (par unicité des limites, 'espace X étant séparé) x = f(x), ce qui
montre le résultat.

En prenant n = 0 dans la formule (1), et en faisant tendre p vers +oo, la derniére
assertion en découle. O

Bien str, la version la plus connue de ce théoréme est le cas particulier suivant, déja
vu 'année précédente.

Porisme 3.20 Soient X un espace métrique complet non vide, et f : X — X une appli-
cation strictement contractante, i.e.

Jkel0,1], Vo,ye X, d(f(z),f(y) < kd(z,y) .

Alors f admet un unique point fize dans X.
De plus, pour tout g € X, si f(z) = x, alors

d(zg,x) < ﬁd(mo,f(xo)) . O
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Le résultat suivant est un corollaire du théoréme de point fixe pour des espaces vecto-
riels topologiques, en particulier vrai pour les espaces de Fréchet.

Porisme 3.21 Soit & un espace vectoriel topologique dont la topologie est définie par une
famille séparante de semi-normes (|| - ||a)ace, qui est séquentiellement complet. Soient
ke[0,1] et f: E — E une application telle que

Vaed, Vao,ye B, |(|If(x) = fWlla <kllz —ylla -
Alors f admet un unique point fize dans E. O

Les applications en analyse fonctionnelle du théoréme de point fixe de Banach sont
nombreuses, nous n’en citons qu’une.

Porisme 3.22 Soit E un espace de Banach sur un corps K muni d’une valeur absolue non
triviale, et f : B — E une application linéaire continue. Alors il existe K > 0 tel que, pour
tout X € K tel que |\| > K, pour tout a dans E, l’équation

fx)=Az=a
(d’inconnue x € E) admet une unique solution J(a), et a — J(a) est continue.
Preuve. Puisque f est continue et linéaire, il existe K tel que ||f(z) — f(y)|| < K|z — v

pour tous z,y dans E. Pour tout A € K tel que |A| > K, 'application g, : F — E définie

par gq(x) = %(m) est strictement contractante, car pour tous z,y dans F,

o) = gulw)ll = |25 | < -l

Par le théoréme du point fixe des applications contractantes, soit J(a) 'unique point fixe
de g,. Nous avons, pour tous a,b dans F,

AT (a) = )| = A ga(J (a)) = Ags(JO))I| = lla = b= f(J(a)) + F(J (b))l
<lla =bl[ +[lf(J(a)) = F(JO)I <lla =0l + K[[J(a) = J(B)]| -

Donc ||/ (a) — J(3)]| <

‘)\|1_K||a —b||, ce qui montre le résultat. 0

Cette preuve montre que J est en fait lipschitzienne (voir le paragraphe 5.3), et que le
résultat est encore vrai si I’on suppose seulement que f est une application K-lipschitzienne.

Exercice E.46 (Opérateurs intégraux sur L') Soit Q un ouvert non vide de R”, o
r € N—{0}. Soit E I’espace de Banach réel (ou complexe) LY(Q) (voir le paragraphe 6.1).
Soit K € LYNQ x Q) tel que sup,eq [,cq K (x,y)| dx soit fini. Soit f : E — E application
linéaire définie par

VueE, YyeQ, f(u / K(z,y)u(x) dx

Montrer que f est continue, et que pour tout réel (ou complexe) \ de valeur absolue assez
grande, pour tout ug dans E, [’équation

fu) + Au =g
(d’inconnue v € E) admet une et une seule solution.
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3.5 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.43 Si U est un voisinage ouvert de a, alors 7(U) est un voisinage ouvert de b,
donc 7(U) N B # (), donc U N7~ (B) # (), ce qui montre la premiére affirmation.

Le sens direct découle de la continuité de 7 et de la composition de limites (voir le
corollaire 3.8).

Réciproquement, pour tout voisinage V' de ¢, soit U un voisinage ouvert de a tel que
for(Una=YB)) C V. Alors f(w(U) N B) C V, puisque 7 est surjective. Comme 7 (U)
est un voisinage ouvert de b, le fait que f (y)y_)b—y%B ¢ en découle.

Schéme E.44 1l suffit de s’intéresser aux suites qui convergent vers la fonction nulle 0.

Il est facile de voir que la topologie de Whitney (comme nous ’avons vu pour celle de
Schwartz au paragraphe 2.3) induit sur Zx(Q2) la topologie de Zk(£2). Donc si (fp)nen
est une suite dans Zx () convergeant vers 0 dans Zx (€2), alors elle converge vers 0 dans
2(9) a la fois pour la topologie de Schwartz et celle de Whitney

Réciproquement, comme la topologie de Schwartz est plus fine que celle de Whitney;,
une suite convergeant vers 0 pour la topologie de Schwartz converge aussi vers 0 pour la
topologie de Whitney. Soit (K, )nen une suite exhaustive de compacts dans €. 11 suffit de
montrer que si une suite (fx)gen dans Z(€2) converge vers 0 pour la topologie de Whitney,
alors il existe IV dans N tel que le support de fj soit contenu dans Ky pour tout k. Sinon,
quitte & extraire, il existe x,, dans °K,, tel que €, = |f,(x,)| > 0. On construit facilement
(en s’inspirant par exemple de I'exercice E.9) un élement € dans (5(?, +(Q) tel que e(zy,) < &
pour tout n. Mais alors le voisinage ouvert 36,570 de 0 pour la topologie de Whitney ne
contient aucun élément de la suite (fi)ren, ce qui contredit sa convergence vers 0.

Schéme E.45 (i) Notons 7w : E — E/F la projection canonique. Montrons que E/F
vérifie toutes les propriétés de la définition 3.15 (1). Comme F' est fermé, ’espace quotient
E/F est séparé (voir le corollaire 2.26).

Soit (Ch)nen un systéme fondamental dénombrable de voisinages convexes de 0, que
nous pouvons supposer ouverts, puisque I'intérieur d’un convexe est convexe. Puisque 7 est
ouverte (voir le corollaire 2.26 (1)) et linéaire, les 7(C),) sont ouverts et convexes. Puisque 7
est continue, (7(Cp))
de 0 dans E/F.

Le fait que E/F soit séquentiellement complet se démontre de maniére trés semblable
dans l'esprit a la proposition 3.18. Par récurrence sur n € N, on construit une application
strictement croissante ¢ : N — N telle que

nen €St un systéme fondamental dénombrable de voisinages convexes

1

Cotmtny © Cn1 N 5 Com) -

En particulier, comme les homothéties sont des homéomorphismes, pour tout ¢t > 0, la
famille (tC(,))nen est encore un systéme fondamental de voisinages de 0.

Soit (w(:cn))neN
tout n dans N, il existe 4, dans N tel que pour tous j > iy, on ait 7 (x;,) —m(z;) € 7(Co(n)),
ce qui implique qu’il existe y,, ; dans F' tel que z;, — x; — yn j € Cy(y). On peut supposer
que la suite (i, )nen est strictement croissante. Posons

une suite de Cauchy dans l'espace vectoriel topologique E/F. Pour

n—1
/
xn = ﬂjin + Z yk‘,ik+1 9
k=0
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qui vérifie w(x}) = m(x;,). Notons || - ||, la jauge du convexe ouvert C,, (voir le lemme

2.17). Comme Cy 4y C Q%Cw(n), nous avons || + [, < =] - l|o(n+p) Dar les assertions
(5) et (7) du lemme 2.17. Alors
Hx;T+1 - xgm”w(n) = Hxin+l - T, + yn,inﬂHgo(n) <1,

par 'assertion (3) du lemme 2.17. Donc par 'inégalité triangulaire des jauges (voir I’asser-
tion (1) du lemme 2.17), pour tout p € N, nous avons

p—1 p—1 p—1
1 1
Hxlmrp_x;mHgo(n) < Z Hx;HkJrl_x;HkHap(n) < Z Q_k"x;l,+k+l_x;1+k"ép(n+k) < ok <2.
Par I'assertion (3) du lemme 2.17, nous avons donc 7, ,, — 27, € 2C,,y pour tous n,p € N.

En particulier, la suite (2],)nen est de Cauchy dans F, donc converge vers x. Puisque 7
est continue, la suite (7(z;, ))nen converge vers 7(x). Comme toute suite de Cauchy, dont
une suite extraite converge, est convergente, le résultat s’en déduit.

(ii) Par les propositions 3.17 (iii) et 3.16 (3), tout sous-espace vectoriel fermé d’un
produit dénombrable d’espaces de Banach est un espace de Fréchet.

Réciproquement, soit E un espace de Fréchet. Par la définition 3.15 (2), soit (]| - ||i)z'eN
une famille dénombrable séparante de semi-normes sur E, et F; = {z € E : ||z||; = 0}.
Alors F; est un sous-espace vectoriel fermé de E, et ’espace vectoriel topologique quotient
E/F; est séquentiellement complet par (i). Donc, muni de la norme quotient de la semi-
norme || - ||;, qui induit la topologie quotient (voir 'exemple (1) suivant la proposition
2.27), E/F; est un espace de Banach.

Considérons I'application ¢ de E dans I’espace vectoriel topologique produit [ [, £/F;
définie par  — (z+F;);en. Cette application 6 est clairement linéaire, continue, et injective
(car la famille de semi-normes est séparante). Soit (zp)reny une suite dans E telle que
(H(xk))keN converge vers y dans [[..y E/F;. En particulier, la suite (H(xk))keN est de
Cauchy dans [[;cy E/F;. Par la définition des normes quotients et des suites de Cauchy
dans un espace vectoriel dont la topologie est définie par une famille de semi-normes, la
suite (zx)gen est alors de Cauchy dans F, donc converge dans x € E. Par continuité de
0, ceci montre que #(z) = y, donc que € est un homéomorphisme sur son image, qui est
fermée.
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4 Compacité

Les références recommandées pour ce chapitre sont [Boul, Dix, Dug].

4.1 Espace compact

Soient X un ensemble et B une partie de X. Une famille (A;);c; de parties de X est un
recouvrement de B (ou recouvre B) si B C |J;c; Ai (et donc | J;c; A; = X si B = X). Un
sous-recouvrement d'un recouvrement (A;);c; est une sous-famille (A;);cs (avec J C I)
qui recouvre encore B. Si X est un espace topologique, un recouvrement (A;);c; de B est
dit ouvert (resp. fermé) si tous les A; sont ouverts (resp. fermés).

Définition 4.1 Un espace topologique X est dit compact s’il est séparé et si tout recou-
vrement ouvert de X admet un sous-recouvrement fini.

Certains ouvrages, en particulier anglo-saxons, omettent (a tort!) la condition de sépa-
ration. Nous verrons plus loin que la compacité peut s’exprimer en termes de suites pour
les espaces métrisables.

Par passage au complémentaire, le résultat suivant est immeédiat.

Proposition 4.2 Un espace topologique séparé X est compact si et seulement si toute
famille de fermés de X d’intersection vide admet une sous-famille finie d’intersection vide.
O

En particulier, dans un espace topologique compact, toute intersection décroissante de
fermés non vides est non vide.

La propriété « étre compact » est invariante par homéomorphismes (au sens du para-
graphe 1.2).

Exemple. Un espace discret est compact si et seulement s’il est fini, car la famille de ses
singletons est un recouvrement ouvert.

Exercice E.47 Montrer que [’ensemble ordonné des ordinauz inférieurs ou égaur & un
ordinal donné, muni de la topologie de l'ordre (voir l'exemple (3) du paragraphe 1.4), est
compact.

Soient X un espace topologique et A une partie de X. Comme les ouverts du sous-
espace topologique A sont les traces sur A des ouverts de X, les assertions suivantes sont
équivalentes :

— le sous-espace topologique A est compact ;

— le sous-espace topologique A est séparé, et tout recouvrement de A par des ouverts

de X admet un sous-recouvrement fini;

— le sous-espace topologique A est séparé, et toute famille de fermés de X dont l'inter-

sectin ne rencontre pas A admet une sous-famille finie dont I'intersection ne rencontre
pas A.
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On dit alors que A est une partie compacte de X, ou tout simplement un compactde X. SiY
est un sous-espace topologique de X, et si A est contenu dans Y, alors la topologie induite
sur A par la topologie de Y est la topologie sur A induite par la topologie de X, donc
tout compact de Y est un compact de X (il n’y a pas besoin d’hypothése supplémentaire
sur Y : la propriété d’étre compact est dite intrinséque, au sens qu’elle ne dépend pas de
I’espace ambiant dans lequel on plonge I’espace considéré comme sous-espace).

Proposition 4.3 (1) Si X est un espace topologique séparé, si A est une partie compacte
de X, alors A est fermée dans X.

(2) Un sous-espace fermé d’un espace compact est compact.

(8) Si X est un espace topologique séparé, alors une union finie de compacts de X est
compacte.

Preuve. (1) On montre que X — A est ouvert. Soit x € X — A. Comme X est séparé,
pour tout y dans A, il existe Uy, V, deux ouverts disjoints tels que x € Uy et y € V.. En
particulier, (V;)yca est un recouvrement de A par des ouverts de X. Par compacité de A,
il existe y1, ..., yn dans A tels que A C V,, U...UV, . Alors U = (", Uy, est un ouvert de
X, telque UNA=0et x€U. Donc X — A est ouvert.

(2) On a déja démontré qu’un sous-espace d’un espace séparé est séparé. Soit A un
fermé d’un espace compact X. Soit (F});er une famille de fermés de A, d’intersection vide.
Puisque A est fermé, F; est aussi fermé dans X, donc par compacité de X, il existe une
sous-famille finie (F});e; dont l'intersection est vide.

(3) Une union finie d’ensembles finis est finie. O

Remarquons que la séparation est une hypothése nécessaire dans (1), car si X est
lespace non séparé {0_, 04} U ]0, 1] de 'exercice E.11, alors le sous-espace A = {0 }U ]0, 1]
est compact (car homéomorphe a 'intervalle réel [0, 1], que nous montrerons étre compact
dans le paragraphe suivant), mais n’est pas fermé (par exemple parce que tout voisinage de
0_, qui n’appartient pas & A, rencontre A, ou parce que la suite (n%—l)neN dans A converge
vers 0_ ¢ A, bref parce que A est dense mais pas égal a 1’espace tout entier).

De méme, I'hypothése de séparation dans (3) est nécessaire, car toujours dans le
méme espace non séparé¢ X = {0_,04}U ]0,1] de l'exercice E.11, les deux parties A_ =
{0_}U]0,1] et Ay = {04+}U]0, 1] sont compactes (homéomorphes a U'intervalle réel [0, 1]),
mais leur réunion est tout X, qui n’est pas séparé.

Exercice E.48 Soit X un espace topologique séparé. Montrer que deux compacts disjoints
de X ont des voisinages disjoints.

En déduire qu’un espace topologique compact est normal (voir la définition dans le
paragraphe 1.8).

En déduire que si X est un espace compact et si F' et F' sont des fermés disjoints de
X, alors il existe une application continue f : X — [0,1] telle que f(x) = 0 pour tout x
dans F et f(x') = 1 pour tout ' dans F’.

4.2 Compacité et valeurs d’adhérence

Nous donnons ci-dessous une caractérisation séquentielle de la compacité dans le cas des
espaces métriques. Pour les espaces topologiques généraux, une caractérisation analogue (et
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bien pratique) existe en utilisant les filtres (et surtout les ultrafiltres), mais nous renvoyons
par exemple & [Boul, Dug| pour cela.

Soient X,Y deux espaces topologiques, A une partie de X, a € Aet f: B — Y une
application, on A C B C X.

Proposition 4.4 Supposons que Y soit compact.

o L’application x — f(x) admet au moins une valeur d’adhérence quand x tend vers
a dans A.

e [’ensemble de ces valeurs d’adhérence est compact.

e Pour tout ouvert V de Y contenant l’ensemble des valeurs d’adhérences, il existe un
voisinage U de a dans X tel que f(UNA) C V.

e De plus, si f admet une unique valeur d’adhérence ¢ en a, alors f(xz) admet ¢ pour
limite quand x tend vers a dans A.

Preuve. Par la proposition 3.12 (1), 'ensemble des valeurs d’adhérence est (¢ () /(U N A),
qui est fermé, donc compact par la proposition 4.3 (2). Si cet ensemble est vide, par com-
pacité de Y, comme les f(U N A) sont fermés, il existe des voisinages Uy, ..., U, de a tels

que f(U1NA)N...N f(U,NA)=0. Comme

fUiNn..nU,NA CfUNAN..NFUNA CFUNAN..NFU,NA),

onadonc Uy N..NU,NA=0. Comme Uy N..NU, est un voisinage de a, ceci contredit
le fait que a € A.

Soit V' un voisinage ouvert de l’ensemble des valeurs d’adhérence. Alors (Y — V) N
ﬂUeaf/(a) FUNA) est vide, et les Y — V', f(UN A) sont fermés. Par compacité, il existe
donc des voisinages Uy, ..., U, de a tels que (Y = V)N f(U1NA)N...N f(U,NA) =0.Si
U=U;N..NUy,, quiest un voisinage de a, alors

fUNA) CcflUnAn.nfU,NA) CV.

Si ’ensemble des valeurs d’adhérence est réduit & un singleton {¢}, ceci montre que f
admet ¢ pour limite en a. O

Porisme 4.5 Dans un espace topologique compact, toute suite admet au moins une valeur
d’adhérence. St elle est unique, alors la suite converge vers elle. O

Théoréme 4.6 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) Soit X un espace métrique. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) X est compact ;
(2) toute suite dans X admet une sous-suite convergente ;

(3) X est complet et pour tout € > 0, il existe un recouvrement fini de X par des boules
de rayon €.

Pour tout € > 0, une partie A d’un espace métrique X est dite e-dense si V.(A) = X,
autrement dit si les boules de rayons € centrées aux points de A recouvrent X. La troisiéme
condition s’énonce aussi :

(3)” X est complet et pour tout € > 0, il existe une partie finie e-dense.
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Preuve. L’affirmation que (1) implique (2) découle du corollaire 4.5 précédent (avec bien
str la caractérisation des valeurs d’adhérence des suites dans un espace métrique comme
les limites des sous-suites, voir le paragraphe 3.3).

Montrons que (2) implique (3). La complétude découle du fait que si une suite de
Cauchy admet une valeur d’adhérence, alors elle converge (voir le paragraphe 3.4).

Soit € > 0. Par I’absurde, supposons que X n’admette pas de recouvrement fini par des
boules de rayon e. Montrons par récurrence sur n qu’il existe une suite de points (2, )neN
tels que pour n > 1, x,, ¢ U?;ol B(xz;,€). Par 'hypothése, X est non vide, soit zy dans X.
Soit n > 1, supposons construits xg, ..., x,_1. Par 'hypothése, les boules ouvertes de centre
o, ..., Tn_1 et de rayon € ne recouvrent pas X. Il suffit de prendre x,, n’appartenant a
aucune de ces boules. Mais alors (z,,)nen est une suite dans X dont deux éléments (d’indice
distincts) sont a distance au moins €, et donc ne peut admettre une sous-suite convergente,
contradiction.

Montrons que (2) implique (1). Un espace métrique est séparé. Soit (U;);er un recou-
vrement ouvert de X.

Montrons qu’il existe € > 0 tel que pour tout z dans X, il existe ¢ dans I tel que la
boule B(z,€) soit contenue dans U;. Sinon, pour tout n dans N, il existe x,, dans X tel que
la boule B(zp, n+r1) ne soit contenue dans aucun U;. Par (2), soit « une valeur d’adhérence
de la suite (xy,)nen, et io dans I tel que x € U;,. Alors pour n assez grand, B(zy, n%_l) est
contenue dans 'ouvert Uj;,, contradiction.

11 suffit donc de montrer que X peut étre recouvert par un nombre fini de boules de
rayon €, ce qui découle de la preuve que (2) implique (3).

Montrons enfin que (3) implique (2). Soit S = (2,,)nen une suite dans X. Pour tout k,
il existe une famille finie de boules de rayon k%—l recouvrant X. Donc par récurrence, pour
tout k£ € N, il existe une sous-suite (2, x)nen de S, qui est une sous-suite de (2, k—1)neN
si k > 1, et qui est contenue dans une boule de rayon k%—l Par extraction diagonale, la

sous-suite (Y, = Tpn)nen de S est telle que d(Yn, Ym) < % si m < n. Par complétude, la
suite de Cauchy (yn)nen converge, ce qui montre le résultat. O

Remarque. (1) Comme vu les années précédentes, les compacts de R sont donc les fermés
bornés. Ceci se montre en utilisant I’assertion (3) du théoréme précédent, car les parties
complétes de 'espace R sont les fermés, et les parties bornées sont celles contenues dans
un intervalle de longueur bornée, donc sont celles que I'on peut recouvrir, pour tout € > 0,
par un nombre fini d’intervalles ouverts de longueur €/2.

(2) 11 découle de I’assertion (3) par exemple qu'un espace métrique compact est borné
(i.e. de diameétre fini).

Exercice E.49 Soit X un espace métrique compact. Soit P.(X) Uensemble des fermés
non vides de X, muni de la distance de Hausdorff dp définie dans l’exemple (viii) du
paragraphe 1.53. Montrer que [’espace métrique (P.(X),dp) est compact.

Porisme 4.7 Tout espace métrique compact X est séparable.

Preuve. Pour tout n € N, soit F}, une partie finie de X telle que les boules de rayon n%_l
centrées aux points de F}, recouvrent X. Alors I = J,,cy Fl, est une partie dénombrable

dense de X. O
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4.3 Compacité et produits

Soit F un ensemble muni d’une relation d’ordre (partielle) <. Un élément z de E est
dit mazimal s’il n’y a pas d’élément de E strictement plus grand que z, c¢’est-a-dire si

VyelE zxy = y==x.
Soit F' une partie de E, un élément x de F est un majorant de F' si
VyeF y=<x.

Une partie F' de E est totalement ordonnée si l'ordre restriction & F' de l'ordre de E est
total, c’est-a-dire si
Ve,ye F z=y ou y==x.

Par récurrence, pour toute partie finie P de F' admet alors un majorant appartenant a P.
L’ensemble ordonné (F, <) est dit inductif si toute partie totalement ordonnée admet un
majorant.

Théoréme 4.8 (Théoréme de Zorn) Tout ensemble ordonné inductif non vide posséde
un élément mazximal. O

Ce théoréme est admis (voir par exemple [Kri]), il est équivalent a I’axiome du choix.

Lemme 4.9 Soit X un espace topologique. Un mauvais recouvrement de X est un recou-
vrement n’admettant pas de sous-recouvrement fini. Soit & une prébase d’ouverts de X.
Si X admet un mauvais recouvrement ouvert, alors il admet un mauvais recouvrement par
des éléments de Z.

Preuve. Soit .# '’ensemble supposé non vide des mauvais recouvrements ouverts de X,
partiellement ordonné par l'inclusion. Montrons qu’il est inductif. Soit (%, )qc une fa-
mille totalement ordonnée d’éléments de .#. Soit % = \J,c.y %o Alors % est un majo-
rant des %,. C’est un mauvais recouvrement ouvert de X, sinon il contiendrait un sous-
recouvrement fini {V1,...,V,,};si V; € %,, et si § € o vérifie %,, C %s pour tout i, alors
3 aurait un sous-recouvrement ouvert fini, contradiction. Nous avons bien montré que
A est inductif.

Par le théoréme de Zorn, soit % * un élément maximal de .# . En particulier, pour tout

ouvert V' ¢ % *, le recouvrement % *U{V } n’est pas mauvais, donc il existe Uy, ..., U,, dans
U* tels que {V,Uy,...,U,} recouvre X.

Lemme 4.10 Pour tous les owverts V.,V de X, siV ¢ U* et V' & U*, alors VNV’ & U*.
Preuve. Soient Uy, ...,Uy, Uy, ...,U], dans %* tels que {V,Uy,...,U,} et {V',U},...,U,,}
recouvrent X. Alors {V NV, Uy,...,Up,U{,...,U}, } recouvre X, et comme % * est mauvais,

Vv ¢ uw*. O

Lemme 4.11 Pour tous les ouverts V,V' de X, si V¢ %* et V C V', alors V' & U*.
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Preuve. Si {V,Uy,...,U,} recouvre X, alors {V' Uy, ...,U,} recouvre X aussi. O

Montrons maintenant que &2 N % * recouvre X. Soit x¢ dans X. Comme % * recouvre
X, il existe U € % * tel que xg € U. Comme &2 est une prébase, il existe V1,...,V,, dans
P tels que g € Vi N...NV, C U. Par les lemmes précédents, il existe i tel que V; € Z*.
Donc zg €V, € ZNU*.

Enfin, comme % * est mauvais, & N % * V'est aussi. O

Théoréme 4.12 (Théoréme de Tychonov) Tout produit d’espaces compacts est com-
pact.

Preuve. Nous savons déja qu'un produit d’espaces séparés est séparé (voir la proposition
2.7). Soit X = [];c; X; un produit d’espaces compacts. Par les propriétés de la topologie
produit, 'ensemble &2 des prj_l(V), o j € I etV est un ouvert de X, est une prébase
d’ouverts de X. Si X n’est pas compact, alors par le lemme technique 4.9, il existe un
mauvais recouvrement % de X par des éléments de &2. Pour j € I, soit &?; I’ensemble des
ouverts V' de X tels que pr]l(V) € % . Si P; recouvre X, par compacité de X, il existe
Vi,...,V,, dans &} recouvrant X;. Mais alors prj_l(Vl) U... Uprj_l(Vn) = prj_l(Xj) = X,
ce qui contredit le fait que % est mauvais. Soit donc z; dans X; tel que z; ¢ J ;.
Posons © = (z;)jer. Comme % recouvre X, il existe j € I et V ouvert de X; tel que
x € pr;l(V) € % . Ceci contredit le fait que z; ¢ |J ;. O

Exemples. (1) Soit X un espace topologique compact, et I un ensemble. Alors I’ensemble
produit X! des familles indexées par I d’éléments de X, muni bien stir de la topologie pro-
duit, est compact, par le théoréme de Tychonov 4.12. En particulier, si F' est un ensemble
fini discret, alors F! est compact.

L’espace X! est métrisable par la proposition 2.9 (donc séparable par le corollaire 4.7)
si I est dénombrable et X métrisable. Mais X' n’est pas métrisable si X contient au moins
deux points et si I est non dénombrable, voir [Dug, page 189].

On peut montrer (voir [Dug, page 175]) que si (X;);cr est une famille d’espaces topolo-
giques ayant au moins deux points, alors I'espace topologique produit [[,.; X; est séparable
si et seulement si Card I < 280 et X; est séparable pour tout i dans I.

Par exemple, si {0,1} est muni de la topologie discréte, alors {0,1} est compact,
métrisable, séparable. Par contre {0,1}® est compact, séparable, mais pas métrisable. Et
{0, 1}{0’1}R est compact, mais ni séparable, ni & base dénombrable d’ouverts (il serait alors
séparable, par la proposition 1.6), ni métrisable (par le corollaire 4.7).

(2) L’anneau topologique Z, = lim Z/p"Z est compact, car il est fermé (voir la propo-

sition 2.10) dans I'espace topologique produit [ ], .y Z/p"Z, qui est compact car Z/p"Z est

discret et fini, en appliquant la proposition 4.3 (2).

(3) Si (G;)ier est une famille de groupes topologiques compacts, alors le groupe to-
pologique produit [];.; G; est un groupe topologique compact. En particulier, pour tout
ensemble I, si G est un groupe topologique compact (par exemple un groupe discret fini, ou
un sous-groupe fermé d’un groupe orthogonal SO(n)), alors G est un groupe topologique
compact (pas forcément métrisable, ni séparable, méme si G l'est, si I est assez gros).

4.4 Compacité et continuité

Théoréme 4.13 Soient X un espace compact, Y un espace séparé et f : X — Y une
application continue. Alors
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(1) Vespace f(X) est compact ;

(2) si [ est bijective, alors f est un homéomorphisme.

Preuve. (1) D’abord, f(X) est séparé car Y 'est. Pour tout recouvrement ouvert (U;)ics
de f(X), la famille (f~(U;))ies est un recouvrement ouvert de X, donc admet un sous-
recouvrement fini (f~1(U;));es. Dot f(X) C U;es Uj. Par conséquent, f(X) est compact.

(2) 11 suffit de montrer que f~! est continue, c’est-a-dire que f est fermée. Si F est un
fermé de X, alors F' est compact dans X, donc f(F') est compact dans Y par (1), donc
fermé dans Y car Y est séparé, par la proposition 4.3 (1). U

Remarque. Les hypothéses que X est compact et Y séparé sont nécessaires pour (2).
D’une part, la restriction a [0, 1] (qui n’est pas compact) de la projection canonique 7 :
R — R/Z dans le cercle (qui est compact, donc séparé) est une bijection continue qui n’est
pas un homéomorphisme.

D’autre part, si X est 'ensemble {0, 1} muni de la topologie discréte (qui est compact),
et si Y est 'ensemble {0, 1} muni de la topologie grossiére (qui n’est pas séparée), alors
I'identité de X dans Y est une bijection continue qui n’est pas un homéomorphisme.

Porisme 4.14 Soient X un espace topologique compact, Y un espace topologique séparé,
et f: X —Y une application injective continue. Alors f est un homéomorphisme sur son
mage.

Preuve. Comme tout sous-espace d’un espace séparé est séparé, le résultat découle du
théoréme 4.13 (2), en considérant I'image de f. O

Voici une conséquence de la partie (1) du théoréme 4.13, et du fait que les compacts
de R sont les fermés bornés de R (voir la remarque (1) suivant le théoréme de Bolzano-
Weiertrass 4.6).

Porisme 4.15 Toute application continue définie sur un compact, a valeurs dans R, est
d’image un fermé borné de R, donc admet un mazximum et un minimum. O

Porisme 4.16 Soit E un espace vectoriel, réel ou complexe, normé, de dimension finie.
(1) Les parties compactes de E sont les fermés bornés de E.
(2) Deux normes sur E sont équivalentes.
(3) E est complet.

Ainsi un tel espace vectoriel est muni d’une topologie, dite usuelle, définie par n’importe
quelle norme. Tout isomorphisme linéaire entre deux tels espaces est un homéomorphisme
(pour les topologies usuelles). En particulier, deux espaces vectoriels normés (réels ou
complexes) de dimension finie sont homéomorphes si et seulement s’ils ont méme dimension.

11 découle de la proposition 3.16 (2) que tout sous-espace vectoriel de dimension finie
d’un espace vectoriel normé (réel ou complexe) est fermé.

Preuve. Il suffit de considérer le cas des espaces vectoriels réels, en considérant ’espace
vectoriel réel sous-jacent & un espace vectoriel complexe. Comme tout espace vectoriel
réel normé de dimension finie est isométrique (par un isomorphisme linéaire) a I’espace
vectoriel réel R™ muni d’une certaine norme (la norme image par l'isomorphisme linéaire),
nous pouvons supposer que ’espace vectoriel F est R™.
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Rappelons la définition de la norme ||(z1, ..., &p)||cc = maxi<i<p |z;| sur R™, qui induit
la topologie produit.

(1) Montrons d’abord (1) pour cette norme || - ||o. Soit A un fermé borné pour cette
norme. Alors A est contenu dans un produit de fermés bornés, donc compacts, de R (par la
remarque (1) suivant le théoréme de Bolzano-Weiertrass 4.6). Donc A est contenu dans un
compact, par le théoréme de Tychonov 4.12. Comme tout fermé d’un compact est compact,
A est compact. Réciproquement, un compact dans un espace séparé est fermé, et la norme
est continue (par l'inégalité triangulaire inverse), donc reste bornée sur tout compact de

E.

(2) Si || - || est une autre norme sur R”, en notant (e, ...,e,) la base canonique de R"
et ¢=|lexf[ +--- + lenl], on a
(@1, @)l < faafllen]] + -+ fzal llenll < e [l(1,- - 2n) oo -
En particulier, la norme || - || est continue sur R munie de la topologie induite par || - ||so-
Elle atteint donc son maximum et son minimum (strictement positifs) sur la sphére unité
de || - ||oo, qui est compacte par ce qui précéde. Par homogénéité, on en déduit que || - || et

|- ||oo sOnt équivalentes, ce qui montre (2). L’assertion (1) pour une norme quelconque sur
R"™ en découle, deux distances équivalentes étant topologiquement équivalentes.

(3) Nous avons déja vu que R™ muni de la norme || - ||o est complet (voir la proposition
3.17). Le résultat général découle alors de (2). O
Exemples.

(1) Les groupes orthogonaux, spéciaux orthogonaux, unitaires, spéciaux unitaires (définis
au paragraphe 2.7) sont des fermés bornés d’un espace vectoriel normé de dimension
finie, donc sont des groupes topologiques compacts.

(2) Pour tout n dans N, P'espace projectif réel P,,(R) = R*\(R"*! — {0}) est séparé
(car I’ensemble des couples de vecteurs non nuls colinéaires dans (R"™! — {0})? est
fermé, voir la proposition 2.25), et image du (fermé borné donc) compact S,,, donc
est compact. De méme, I'espace projectif complexe P, (C) = C*\(C"*! — {0}) est
séparé, et image du compact So,41, donc est compact.

(3) Pour tout n dans N, 'espace quotient {+1}\S,, est compact, car séparé par ’exemple
(1’) du paragraphe 2.9, et image du compact S,, par la projection canonique, continue.
(On retrouve 'exemple précédent, voir aussi 'exemple (1’) du paragraphe 2.9.)

(4) Pour tous n € N et p € N — {0}, 'espace lenticulaire L, ,, = %,\San+1 est compact,
car séparé par l'exemple (2) du paragraphe 2.9, et image du compact Sy,41 par la
projection canonique, continue.

(5) Pour tout n dans N, identifions le groupe spécial orthogonal SO(n) avec son image

1

dans SO(n + 1) par l'application diagonale = — ( 0

de groupes topologiques sur son image). Alors SO(n) est un sous-groupe fermé de

SO(n + 1), donc 'espace topologique quotient SO(n + 1)/SO(n) est séparé (voir le

corollaire 2.26), donc compact car SO(n + 1) est compact par (1). L’application de

SO(n + 1) dans S,,, définie par g — g(1,...,0,...,0) (restriction de I’action linéaire

des rotations sur R™*1), est continue, et induit par passage au quotient une bijection

continue SO(n + 1)/SO(n) — S,. Comme la source est compacte et le but séparé,
cette bijection continue est un homéomorphisme.
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(6) L’application ¢ : T* = R"/Z" — (S1)", avec [(t1,...,tn)] = (e¥T¥1 .. e2™in) qui
est continue, bijective, de but séparé, de source compacte (car séparée par 1’exemple
(3) du paragraphe 2.9 (ou par l'exercice E.29), et image du compact [0, 1] par la
projection canonique 7 : R — R™/Z™ qui est continue), est un homéomorphisme.

Voici un résultat généralisant ’exemple (4), et qui sera généralisé encore par le théoréme
5.51 (car 'image d’un compact par une application continue a valeurs dans un espace séparé
est compact).

Théoréme 4.17 Soit G un groupe topologique compact, et X un espace topologique sé-
paré, muni d’une action & gauche (resp. droite) continue de G. Soit G, le sous-groupe des
élements g € G tels que gr = x (resp. xg = x). Pour tout x dans X, Uapplication de G
dans X définie par g — gx (resp. g — xg) induit un homéomorphisme O, : G/G, — Gz
(resp. O, : G, \G — zG).

Preuve. Supposons 'action a gauche, 'autre cas se traitant de méme.

Les applications g — gz et ¢ — = de G dans X sont continues, et comme X est
séparé, G, est un sous-groupe fermé (voir ’exercice E.77 dans le chapitre 8). Donc 'espace
topologique quotient G /G, est séparé par le corollaire 2.26, donc compact par le théoréme
4.13 (1) car G est compact, et la projection canonique G — G/G,, est continue.

Par les propriétés des actions de groupes, 'application g — gz induit par passage au
quotient une bijection O, de G/G, dans Gz. Celle-ci est continue, par passage au quotient
d’une application continue. Comme la source est compacte et le but séparé (car X Dest),
O, est un homéomorphisme par le théoréme 4.13 (2). O

4.5 Espaces localement compacts

Un espace topologique est localement compact s’il est séparé et si tout point admet un
voisinage compact. Certains ouvrages, en particulier anglo-saxons, omettent (bien str a
tort!) la condition de séparation, pourtant fort utile comme nous le verrons.

Exemples.
(1) Tout espace discret est localement compact.
(2) Tout espace compact est localement compact.

(3) L’espace R est localement compact (mais pas compact) : pour tout zy dans R, I'in-
tervalle [xg — 1,20 + 1] est un voisinage compact de (.

(4) Un sous-espace fermé F' d’un espace localement compact est localement compact
(pour tout zp dans F', si K est un voisinage compact de xy dans X, alors F'N K est
un voisinage compact (par définition de la topologie induite et la proposition 4.3 (2))
de xo dans F).

(5) Un produit fini d’espaces localement compacts est localement compact (car le pro-
duit de voisinages compacts de chaque composante d’un point z est un voisinage
élémentaire de x (puisque le produit est fini), qui est compact par le théoréme de
Tychonov).

(6) L’espace RN n’est pas localement compact, car si V est un voisinage compact de
r = (z;)ien € RY, alors V' contient un voisinage élémentaire

Jzo — €m0+ €[ XX ]zy — €, + [XRXRXR X ...
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Alors pry,+1(V) = R est non compact, ce qui contredit la continuité de pri, .

(7) Un groupe topologique (par exemple le groupe additif d’un espace vectoriel topologi-
que) est localement compact si et seulement si son élément neutre admet un voisinage
compact.

Théoréme 4.18 (Théoréme de Riesz) Soit E un espace vectoriel normé réel ou com-
plexe. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) E est localement compact ;

(2) la boule unité fermée de E est compacte ;

(3) E est de dimension finie.

Preuve. Il suffit de considérer le cas réel, en considérant ’espace vectoriel normé réel
sous-jacent. Si E est de dimension finie, les assertions (1) et (2) découlent des exemples
(3) et (5) ci-dessus et du corollaire 4.16 (1).

Réciproquement, si E est localement compact, alors la boule unité fermée

B={xzecFE : ||z|| <1}

est compacte (car les homothéties sont des homéomorphismes). Par le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, soient x1,...,z, dans B telles que les boules de rayon 1/2 et de centre x;
recouvrent B. Notons F' le sous-espace vectoriel de E engendré par xi,...,x,, qui est
fermé (car complet par la proposition 4.16 (3), et en appliquant la proposition 3.16 (2)).
Montrons que E = F, ce qui montrera que F est de dimension finie. Sinon, soient x €
E—Fete=d(xF) >0 (car F est fermé). Soit y € F tel que ¢ < d(z,y) < 2. Soit
z = (z—y)/||z—y||, qui appartient & B. Soit i tel que d(z, z;) < 1. Comme y+||z—y||z; € F,
on a d(xz,y+ ||z — yl||x;) > €, donc

2e¢ > [lz —yl| = 2|[z — il [lz —yl| = 2||z —y — ||z — y[| =] | > 2,
contradiction. O

Proposition 4.19 Dans un espace localement compact X, tout point admet un systéme
fondamental de voisinages compacts.

Preuve. Soient x € X et F un voisinage compact de z. Pour tout ouvert U tel que
x € U C F, il suffit de montrer qu’il existe un voisinage fermé W de x, contenu dans U,
donc dans F', ce qui implique que W est compact.

Comme X est séparé, si y € X — {z}, alors il existe des voisinages V et V' de = et y
respectivement tels que VNV’ = (). Alors y ¢ V. Donc ﬂVe“//(m) V = {x}. Par conséquent,
(X-U)n ﬂVE”I/(x) V = (. Par compacité de F, il existe des voisinages Vi, ..., V,, de z tels
que (X —U)NViN..NV,NF =0. Alors W =V, N..NV, NF est un voisinage fermé de
x contenu dans U. O

Exercice E.50 Montrer que tout compact K d’un espace localement compact X admet un
systeme fondamental de voisinages compacts.

Porisme 4.20 Tout ouvert d’un espace localement compact est localement compact. En
particulier, si X est compact et © € X, alors X —{x} est un espace localement compact. O
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Exercice E.51 (Compactifié d’Alexandrov) Soit X un espace localement compact, oo
un ensemble n’appartenant pas ¢ X et X = X U {oo}.

1. Montrer que l’ensemble des parties de X de la forme U, avec U ouvert de X, ou
(X — K)U{oo}, avec K compact de X, est une topologie sur X. (L’espace X, muni
de cette topologie, est appelé le compactifié d’Alexandrov de X et oo son point a
'infini. )

2. Montrer que la topologie induite sur X par celle de X est la topologie usuelle de
X. En particulier, montrer que X est ouvert dans X. Montrer que si X n’est pas
compact, alors X est dense dans X.

3. Montrer que X est compact.

4. (Unicité) Soient Y un espace topologique compact et ¢ : X — 'Y un homeomorphzsme
sur son image, tel que (X ) =Y —{y}. Montrer que l’application gb XY définie
par x — ¢(x) si x € X et oo — y, est un homéomorphisme.

5. (Fonctorialité) Montrer que si Y est un espace localement compact, et si f X-Y
est un homéomorphisme, alors 'application f X - Y ou f Ix=f et f( ) = o0,
est un homéomorphisme.

6. (Extension) Montrer que si'Y est un espace localement compact, et si f : X —'Y est
une application continue propre (voir le paragraphe 4.4 ci-dessous), alors l'application
XY, ouf]X f etf( ) = o0, est continue.

7. Montrer que st X est compact, alors X est homéomorphe a I’espace topologique somme
disjointe X [1{o0}.

8. Montrer que le compactifié d’Alexandrov
de R™ est homéomorphe a la sphére S,,.
(On regarde R™ contenu dans R comme
Uhyperplan des m premiéres coordonnées.
Si N est le pole nord de S,,, on utilisera la
propriété 4 d’unicité, en montrant que la
projection stéréographique 7 : S, —{N} —
R"™, qui a x associe le point d’intersection
avec R™ de la droite passant par N et x,
est un homéomorphisme.)

Applications propres

Soient X,Y deux espaces topologiques séparés, et f : X — Y une application. On
dit que f est propre si f est fermée et si 'image réciproque par f de tout point de Y
est un compact de X. La condition que f est fermée est, dans la pratique, difficile &
vérifier. Lorsque les espaces sont localement compacts, on utilisera presque exclusivement
la caractérisation qui découle de la proposition suivante : une application entre espaces
topologiques localement compacts est propre si et seulement si I'image réciproque de tout
compact est compact.

Proposition 4.21 Si f est propre, alors limage réciproque par f de tout compact de Y
est un compact de X. Si 'Y est localement compact, et si l’'image réciproque par f de tout
compact de Y est un compact de X, alors f est propre.
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Preuve. Si f est propre, soient K un compact de Y et (F;);c; une famille de fermés de
f~Y(K), d’intersection vide. On suppose par I'absurde que C; = ﬂjeJ F; # () pour toute
partie finie J de I. Alors f(Cy) est un fermé de Y, donc de K. Pour toute famille finie
(Jo) de parties finies de I, on a

N f(Cr)D () F)#0.

jeUJa

Comme K est compact, il existe au moins un point y dans l'intersection des ensembles
f(Cy) pour toutes les parties finies J dans I. Pour toute partie finie J dans I, on a donc

Fro)n (N E=f"ynCs#0.

jedJ

Puisque f~!(y) est compact, on a donc f~1(y) N Nicr Fi # 0, ce qui contredit le fait que
la famille (F;);er est d’intersection vide.

Réciproquement, on suppose que Y est localement compact, et que I'image réciproque
par f de tout compact de Y est un compact de X. Alors le singleton {y} est compact dans
Y, donc f~1(y) est compact. Soit F un fermé de X et y € f(F). Soit W un voisinage
compact de y. Soit (V;);cr un systéme fondamental de voisinages compacts (donc fermés
car Y est séparé) de y contenus dans W. Le fermé F; = f~1(V;) N F de X est contenu
dans le compact f~1(W) N F. L’intersection mjeJ F}; est non vide pour toute partie finie
J de I, car ;e Vj est un voisinage de y. Par compacité de f “L(W)N F, il existe donc un
point  dans (;c; Fi. Donc f(z) € (;c; Vi = {y}. Dot f(z) =y et f est fermée. O

Exemple. Soient E, I’ deux espaces vectoriels normés de dimension finie, X un fermé de
E et f: X — F une application continue. Alors f est propre si et seulement si pour toute

suite (x;);en dans X telle que ||z;]| — 400, on a ||f(x;)|]] — + oo. Ceci découle
1——+00 1——+00
du fait que les compacts de E, F' sont leurs fermés bornés, et du fait que I'image réciproque

d’un fermé de F par f est un fermé de X, donc de F.

Proposition 4.22 Soient X,Y deuz espaces topologiques séparés, et f : X — Y wune
application continue. St f est bijective et propre, alors f est un homéomorphisme.

Remarquons que la réciproque est vraie.

Preuve. Si f est propre, alors elle est fermée, donc f~! est continue. (Voici aussi, lorsque
X, Y sont localement compacts, ce qui est le cas dans la plupart des applications, une preuve
utilisant la caractérisation des applications propres entre espaces topologiques localement
compacts. I1 suffit de montrer que f~! est continue en tout point y de Y. Soit V un voisinage
compact de y. Alors U = f~'(V) est un voisinage de x = f~!(y) car f est continue, qui
est compact car f est propre. Donc f |y: U — V est une bijection continue entre espaces
compacts, donc un homéomorphisme par le théoréme 4.13 (2). Comme U et V sont des
voisinages de x et y respectivement, ceci implique que f~! est continue en y.) ]

L’espace des bouts d’un espace localement compact

Une partie d'un espace topologique est dite relativement compacte si son adhérence est
compacte. Par exemple, dans un espace vectoriel normé (réel ou complexe) de dimension
finie, les parties relativement compactes sont les parties bornées.
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Un espace topologique est dit o-compact s’il est séparé et réunion d’une famille dénom-
brable de parties compactes.

Un espace topologique X est dit dénombrable o l’infini s’il est séparé et s’il existe une
suite exhaustive de compacts, i.e. une suite de compacts (K,,),en recouvrant X telle que

K, C K:H pour tout n dans N. Par exemple, dans un espace vectoriel normé (réel ou
complexe) de dimension finie, la suite des boules fermées centrées au vecteur nul et de
rayon n est une suite exhaustive de compacts.

Plus généralement, un espace métrique est dit propre si ses boules fermées sont com-
pactes. Par exemple, tout fermé d’un espace vectoriel normé de dimension fini est propre.
Un espace métrique propre X est dénombrable & I'infini, il suffit de prendre pour une suite
exhaustive de compacts, si X est non vide, la suite des boules fermées de rayon n centrées
en un point xg fixé de X.

Proposition 4.23 Soit X un espace topologique. Alors X est dénombrable a linfini si et
seulement s’il est localement compact et o-compact.

Preuve. Soit (K, ),en une suite exhaustive de compacts. Alors K41 est un voisinage
compact de tout point de K,,. Donc si X est dénombrable & 'infini, alors X est localement
compact et réunion dénombrable de compacts.

Réciproquement, supposons X localement compact. Tout compact K de X admet un
voisinage compact : il suffit de prendre la réunion d’un nombre fini de voisinages compacts
de points de K qui recouvrent K. Si de plus X est réunion d’une suite (K}, ),en de compacts,
alors on construit une suite exhaustive de compacts (K, ),en en prenant par récurrence
pour K,, un voisinage compact de K/, U K, _1 (en posant K_1 = (). O

Soit X un espace localement compact. Pour tout compact K de X, notons 7(,(X — K),
I’ensemble des composantes connexes non relativement compactes du complémentaire de K
dans X, muni de la topologie discréte. Si K et K’ sont deux compacts de X, avec K C K,
alors notons fx g : my(X — K') — 7((X — K) Papplication qui & une composante connexe
non relativement compacte de X — K’ associe I'unique composante connexe de X — K qui
la contient (elle n’est pas relativement compacte). Il est immeédiat que

((mo(X = K))k, (fr. k) kK1)

est un systéme projectif d’espaces topologiques.
L’espace des bouts de X est 'espace topologique limite projective (voir la fin du para-
graphe 2.4) de ce systéme projectif, noté

Bout(X) = lim 7((X — K') .

Par exemple, si X est compact, alors Bout(X) est vide. On appelle nombre de bouts de X
le cardinal de Bout(X) (qui peut étre infini).

Un produit d’espaces discrets (comme [[7((X — K), ou le produit est pris sur tous
les compacts de X) est totalement discontinu (voir la fin du paragraphe 2.3 pour une
définition, ainsi que l'exercice E.91 du paragraphe 8.1), et tout sous-espace d’'un espace
totalement discontinu est totalement discontinu. Donc Bout(X) est totalement discontinu.

Si K est un compact de X, I'ensemble 7((X — K') n’est pas toujours fini.
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Proposition 4.24 Soit X un espace topologique localement compact, connexe par arcs,
localement connexe. Alors pour tout compact K de X, l'ensemble w,(X — K) est fini. En
particulier, Bout(X) est compact.

Les conditions sont nécessaires. Si X est I’ensemble R? muni de la distance SNCF
(définie dans I'exemple (vi) du paragraphe 1.3, qui n’est pas localement compact) et K =
{0}, alors 7j(X — K) est 'ensemble des rayons ouverts de R?, qui est non dénombrable.
Si X = ZxRet K = (), alors X est localement compact (comme produit de deux
espaces localement compacts), localement connexe (par arcs), mais admet une infinité de
composantes connexes non relativement compactes. Le sous-espace topologique

de I'espace usuel R? est localement compact (car fermé dans 1’espace localement compact
R?), connexe par arcs, mais pas localement connexe, et si K = [0,1] x {0}, alors K est
compact, et 7((X — K) est infini.

X = (10,1 < {0}) U ({0} xB) U Uyen ({54} xB) 0

111
3 |2

Preuve. Supposons par I’absurde que 7(,(X — K') soit infini. Soient =, € K, V un voisinage
compact de K, et W un voisinage compact de V. Soient (C),),ecn une suite de composantes
connexes non relativement compactes deux a deux distinctes de X — K, et x,, un point

[}
de C, — W. Par connexité par arcs de X, il existe un point y, dans C, N ( w —V).
[}

Par compacité de W, quitte a extraire, la suite (y,)nen converge vers y € W— V, qui
n’appartient pas & K, car V est un voisinage de K. Pour tout voisinage ouvert U de y
disjoint de K, les composantes connexes de U contenant v, sont deux & deux distinctes,
ce qui contredit le fait que X est localement connexe.

La derniére assertion découle (par la proposition 2.10) du fait qu'un fermé d’un produit
de compacts, qui est compact par le théoréme de Tychonov, est compact. ]

Si X est dénombrable a U'infini, et si (K}, )nen est une suite exhaustive de compacts dans

[¢]
X, alors tout compact de X est contenu dans un compact K, (car les K,, recouvrent X).
Donc I'application naturelle de Bout(X) dans lim 7, (X — K,,), restriction de la projection

canonique

[Imo(x —K) — [T m6(X — Ka)
K

neN

(définie par (zx)x — (K, )nen) est un homéomorphisme, par lequel Bout(X) est identifié
a lensemble des suites (Up,)nen, ou U, est une composante connexe non relativement
compacte de X — K, et U,+1 C U, muni de la topologie dont un systéme fondamental de
voisinages de (U )nen est 'ensemble des

VN ((Un)nen) = {(U})nen € Bout(X) : U, =U,, 1<n<N}.

pour N € N. Comme tout sous-espace d’un espace métrisable est métrisable, et tout
produit dénombrable d’espaces métrisables est métrisable, si X est dénombrable & 'infini,
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connexe par arcs et localement connexe, alors Bout(X) est un espace métrisable, totalement
discontinu, et compact par la proposition précédente.

Par exemple, Bout(R) = {—o00, +00} est un ensemble & deux points, munis de la to-
pologie discréte. Donc R a deux bouts. Si n > 2, alors Bout(R™) est un singleton, car
R™ — B(0,k) n’a qu'une seule composante connexe pour tout k € N, qui est non bornée.
Donc R™ a un seul bout, si n > 2.

0
i ® I - R

Soit V I’ensemble des suites finies de 0 et 1, notées
$,0,1,00,01,10, 11,000,001, 010,011, 100,101, 110, 111, ... .

On note £(z) la longueur de ce mot. On munit V' de la topologie discréte. On construit un
arbre d’ensemble des sommets V' en recollant & V' un intervalle [0, 1] entre chaque élément
x de V et chacun de ses deux enfants 20 et x1.

Plus précisément, pour tout x dans V', notons I, une copie de I'intervalle [0, 1], et soit
fz:{0,1} C I, — V Tapplication 0 — 20 et 1 — z1. On note

T2 = ([1 1) Varev s V
eV
I'espace topologique obtenu par recollement de l'espace somme disjointe J] . I, sur V
par les applications f,.

On appelle Ty I'arbre binaire. On identifie V' avec son image dans Ts par la projection
canonique. L’arbre binaire est métrisable par l'unique distance de longueur (voir I'exemple
(vii) du paragraphe 1.3) d, telle que l'application canonique I, — Ts soit une isométrie
sur son image pour tout x dans V. En particulier, si z,2’ € V et si x A 2’ est le sous-mot
initial maximal commun a z et & 2/, alors

d(z,2') =l(z) + 0(z") — bz N ) .
0

00 01 10 11
0008 ® & ® & ® & will
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L’exercice suivant montre en particulier que 'arbre binaire a une infinité (non dénom-

brable) de bouts.

Exercice E.52 Montrer que To est un espace topologique localement compact, dénom-
brable a l'infini, connexe par arcs, localement conneze par arcs. Montrer que Bout(Ts) est
homéomorphe a lespace triadique de Cantor (i.e. a Uespace produit {0,1} o {0,1} est
muni de la topologie discréte).

Exercice E.53 Montrer que pour tout espace métrique compact totalement discontinu K,
il existe un espace topologique dénombrable a linfini X tel que Bout(X) et K soient ho-
méomorphes.

4.6 Théorémes de point fixe.

Nous donnons ci-dessous une liste de théorémes de point fixe, sans démonstration mais
avec références, faisant intervenir de maniére plus ou moins essentielle des arguments de
compacité.

Pour tout n > 0, notons B, la boule unité fermé de 'espace euclidien usuel R".

Théoréme 4.25 (Théoréme du point fixe de Brouwer) Toute application continue
de B,, dans B,, admet un point fize.

Preuve. Voir [Godb, page 182, [Hat, page 114|, [Spa, page 194]. O

Théoréme 4.26 (Théoréme du point fixe de Tychonov) Soient E un espace vecto-
riel topologique localement convexe, et C un convexe compact de E. Alors toute application
continue de C' dans C' admet un point fize.

Preuve. Voir [Dug, page 182] pour une preuve, qui utilise le théoréme de Brouwer précé-
dent. O

En analyse, il est souvent plus pratique d’utiliser le corollaire suivant du théoréme du
point fixe de Tychonov, qui ne nécessite pas la compacité de la source.

Théoréme 4.27 (Théoréme du point fixe de Schauder) Soient C' un conveze fermé
non vide d’un espace de Banach E, et f : C — C une application continue. Si f(C) est
compact, alors f admet un point fize.

Preuve. Pour toute partie A de E, notons Conv A [’enveloppe convexe fermée de A,
i.e. Iintersection de tous les convexes fermés contenant A, qui est le plus petit convexe
fermé contenant A. Cette enveloppe convexe fermée est croissante pour l'inclusion : si
A C B, alors Conv A C Conv B. De plus, Conv A = A si et seulement si A est convexe
fermé.

Exercice E.54 Montrer que [’enveloppe conveze fermée d’un compact de E est encore un
compact de E.

Puisque f(C) est compact, Conv f(C) = Conv f(C) l'est encore, par cet exercice.
Puisque Conv f(C') C Conv C = C, la restriction de f a Conv f(C') envoie Conv f(C') dans
Conv f(C). Donc le résultat découle du théoréme 4.26 du point fixe de Tychonov. O
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4.7 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.48 Soient K et K’ deux compacts disjoints de X. Pour tous les x dans K
et 2’ dans K’, soient U, , et V; ,# des voisinages ouverts disjoints de = et 2/, qui existent
par séparation de X. Par compacité de K’, pour tout € K, il existe 2/, ..., 2}, dans K’

tels que K/ C V, = Uf;l Vyzt- Soit Uy = ﬂf;l U, », qui est un voisinage ouvert de z.
Par compacité de K, il existe x1,...,z; dans K tels que K C U = U§:1 Uyz;. Alors U et

V= ﬂ;?:l V., sont des voisinages ouverts disjoints de K et K "

Les deux derniéres conclusions découlent alors de la proposition 4.3 (2) par la définition
d’un espace normal (voir 'alinéa précédant la proposition 1.12), et du lemme d’Urysohn
(théoréme 1.13) respectivement.

Schéme E.49 Nous utilisons le théoréme de Bolzano-Weierstrass 4.6, en vérifiant sa
troisiéme assertion.

Montrons tout d’abord que la distance de Hausdorff est compléte. Soit (K,,)nen une
suite de Cauchy pour dg. Notons K l’ensemble des valeurs d’adhérences des suites (zy,)nen
dans X telles que x,, € K, pour tout n dans N. Par compacité, K est non vide car les
K, le sont. Il est fermé (en utilisant les suites, et un procédé diagonal). Montrons que
(K3 )nen converge vers K. Pour tout € > 0, soit N € N tel que pour tous n,m > N, K,, C
Ve(Kp) et Kp, C Ve(Ky). Soit n > N. Comme J,,~,, Km C Ve(Ky), on a K C V(Ky).
Réciproquement, si x € K, pour tout m > N, soit z,, € K, tel que d(xm,x) < €. Soit
y € K une valeur d’adhérence de la suite (z,,)men (complétée arbitrairement par le choix
d'un z,, € K, si 0 < m < N). Alors par passage a la limite d(x,y) < e. Par conséquent
K, C V.(K). Nous avons bien montré que (K,),en converge vers K.

Soit € > 0. Montrons maintenant qu’il existe une partie finie e-dense pour la distance de
Hausdorff dans #2.(X). Comme X est métrique compact, il existe un ensemble fini e-dense
F dans X. Notons F l'ensemble des parties non vides de F' (qui sont fermées, car X est
séparé). Montrons que E est e-dense pour la distance de Hausdorff. Soit K un fermé non
vide de X. Pour tout = dans K, soit a, € F' tel que d(z,a,) < ¢, et Fx ={a, : =z € K}.
Alors Fi est un élément de E, et par construction, K C V. (Fk) et Fx C V(K), donc
dy (K, Fi) < €, ce qui prouve le résultat.

Schéme E.50 Pour tout x dans K et tout voisinage ouvert U de K, par la proposition
4.19, soient U, un voisinage ouvert de = et V, un voisinage compact de x tels que U, C
Ve, C U. Comme K C |J e Uy et par compacité, il existe z1,...,7, dans K tels que
K c U, U---UU,, . Alors V,, U---UV,. est un voisinage compact de K (par la proposition
4.3 (3)) contenu dans U.
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5 Topologie fonctionnelle

Les objets d’étude préférés de 'analyse sont les fonctions (et les suites sont des fonctions
particuliéres, et les séries des suites particuliéres ...), qu’elles soient a valeurs réelles, ou a
valeurs dans des espaces plus gros que R, et qu’elles viennent toutes seules, ou dans des
espaces de fonctions trés gros.

D’un autre co6té, une maniére souvent fructueuse d’étudier une fonction individuelle est
d’étudier 'espace de fonctions naturel dans lequel elle vit, et en particulier les propriétés
globales de cet espace peuvent nous renseigner sur les comportements individuels.

Le chapitre qui suit est donc 'un des plus importants de ce cours d’analyse. Comme
I’analyse ne se contente souvent pas d’une notion qualitative de la proximité, nous travaille-
rons plus souvent avec des espaces métriques que d’habitude, pour établir quantitativement
la proximité relative d’objets.

Soient X et Y deux ensembles, on note .#(X,Y") ou YX I'ensemble des applications de
X dans Y.

Soient X et Y deux espaces topologiques, on note ¢’ (X,Y’) I'ensemble des applications
continues de X dans Y.

5.1 Topologie de la convergence uniforme

Le cadre naturel pour la notion de convergence uniforme est celui des espaces uniformes
(voir par exemple [Boul]). Nous nous contenterons ici du cas particulier des espaces mé-
triques.

Soient X un ensemble et Y un espace métrique. Pour f,g € #(X,Y), posons

d(f,g) = min {1, sup d(f(x),g(x))} .

reX

Alors d est clairement une distance sur % (X,Y), appelée la distance de la convergence
uniforme (ou distance uniforme) sur % (X,Y). La topologie sur .#(X,Y’) induite par cette
distance est appelée la topologie de la convergence uniforme (ou topologie uniforme) sur
F(X,Y).

Remarque 5.1 Si X' est une partie de X, alors Uapplication de restriction de F(X,Y)
dans F (X', Y), qui a f : X — Y associe fiyr X' — Y, est continue pour les topologies
uniformes (car 1-lipschitzienne au sens du paragraphe 5.3 pour les distances uniformes :

d(f\Xng|X/) < d(fag))

Si X est un espace topologique, alors la topologie sur %(X,Y) induite par la topologie
uniforme sur .7 (X,Y") est encore appelée la topologie de la convergence uniforme (ou topo-
logie uniforme) sur €(X,Y), et la restriction a € (X,Y") de la distance uniforme est encore
appelée la distance de la convergence uniforme (ou distance uniforme) sur €(X,Y).

Si Z est un espace topologique, si A C B sont des parties de Z, si a € A et si
¢ : B — Z(X,Y) est une application, alors une limite ¢, pour cette topologie, de (x)
quand x tend vers a dans A est appelée une limite uniforme de ¢(x) quand = tend vers a
dans A, et on dit alors que ¢(x) converge uniformément vers ¢ quand x tend vers a dans

A.
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Par exemple, une suite (f,,)nen dans % (X,Y") converge uniformément vers un élément
f e F(X,Y) si et seulement si la suite des sup,cy d(fn(x), f(z)) converge vers 0, c’est-a-
dire
Ve>0, INeN, Vn>N, VzeX, d(fu(x), f(x)) <e.

A

1

Pour un exemple concret, si pour tout € > 0, on considére I'application f. : R — R
définie par x +— e~<(@*+1)  Alors fe converge uniformément vers ’application nulle quand €
tend vers +oo (car e—e(@+1) < e~ €, qui tend vers 0 quand € — +00), mais f. ne converge
pas uniformément vers I'application constante 1 quand e tend vers 0% (car f.(1/e€) tend
vers 0 quand € — 01). Nous verrons comment contourner le probléme lié & ce second
phénomeéne dans le paragraphe 5.2.

Proposition 5.2 (1) Pour tout x dans X, Uapplication f — f(x) de Z(X,Y) dans Y est
continue (pour la topologie uniforme sur % (X,Y)).
(2) Si'Y est complet, alors F(X,Y), muni de la distance uniforme, est complet.

Preuve. (1) L’application d’évaluation en un point x est en fait localement 1-lipschitzienne

au sens du paragraphe 5.3 (car d(f(z),g(z)) < sup,ex d(f(y),9(y)) si d(f,g) <1 ) donc
continue.

(2) Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans . (X,Y’). Comme les applications d’éva-
luation sont localement 1-lipschitziennes, pour tout = dans X, la suite (f,,(z))nen est de
Cauchy dans lespace métrique complet Y. Elle converge donc vers un élément f(z) de
Y. Pour tout € > 0, soit N dans N tel que pour m,n > N, on ait, pour tout = dans
X, linégalité d(fm,(x), fn(z)) < e. En fixant x et en faisant tendre m vers +o0, on a par
passage a la limite d(f,(z), f(z)) < e. Donc (f)nen converge uniformément vers f. [

La seconde assertion du résultat suivant dit qu'une limite uniforme d’applications conti-
nues est continue.

Théoréme 5.3 Soient X un espace topologique et Y un espace métrique.

(1) Si Z est un espace topologique, si A et B sont des parties de Z telles que A C B, si
a € A et siz— f, est une application de B dans F(X,Y), telle que f, soit continue pour
tout z dans B, et converge uniformément vers f € F(X,Y) quand z tend vers a dans A,
alors f est continue.

(2) Le sous-espace € (X,Y) de F(X,Y), muni de la topologie uniforme, est fermé.

(3) Si'Y est complet, alors € (X,Y ), muni de la distance uniforme, est complet.

Preuve. (1) Soit g € X, montrons que f est continue en xy. Pour tout € > 0, soit U

un voisinage de a dans Z tel que pour tout z dans U N A, on ait, pour tout x dans X,
linégalité d(f.(z), f(z)) < §. Soit 290 € U N A (qui existe car a € A). Puisque f, est
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continue en xg, soit V un voisinage de xg dans X tel que, pour tout x dans V', on ait
d(f2(x), f2o(w0)) < §. Alors, pour tout z dans V/,

d(f(x), f(x0)) < d(f(x), fz(x)) + d(fz (), fzo(20)) + d(f2 (20), f(20)) < €.

Ceci montre la continuité de f en tout zg, donc la continuité de f.

(2) La seconde assertion découle de la premiére par la caractérisation séquentielle de la
fermeture dans un espace métrique (voir le paragraphe 1.6) : par la premiére assertion, si
une suite (fy,)nen d’applications continues de X dans Y converge uniformément vers une
application f de X dans Y, alors f est continue.

(3) La troisiéme assertion découle de la seconde par la proposition 3.16 (1) et la pro-
position 5.2 (2). O

Une suite (fy,)nen dans € (X,Y) est dite uniformément de Cauchy si elle est de Cauchy
pour la distance uniforme, i.e. si

Ve>0,ANeN, Vnm>N,VreX, dfu(z),fn(x)) <e.

II découle du résultat précédent qu’'une suite uniformément de Cauchy dans €(X,Y)
converge uniformément vers une application dans € (X,Y") (en particulier qui est continue).
Ceci est parfois une maniére bien pratique de montrer qu'une suite de fonctions converge,
sans avoir & exhiber auparavant sa limite.

Théoréme 5.4 (Théoréme d’interversion des limites) Soient X,Y des espaces to-
pologiques, AC X, BCY,a€ A,be B, Z un espace métrique complet, et f : AxB — Z
une application. On suppose que
(1) pour tout x fixé dans A, alors f(x,y) converge vers g(x) quand y tend vers b dans
B;
(2) Uapplication y — f(x,y) dans F (B, Z) converge uniformément, quand xz tend vers
a dans A, vers h € F(B,Z).
Alors il existe £ € Z tel que g(x) converge vers £ quand x tend vers a dans A, tel que
h(y) converge vers £ quand y tend vers b dans B, et tel que f(x,y) converge vers ¢ quand

(z,y) tend vers (a,b) dans A x B.

Autrement dit, les limites suivantes existent et sont égales

lim lim f(z,y) =lim lim f(z,y)= lm  f(z,y).
T—a y—b y—b r—a (z,y)—(a,b)

En particulier, si (xn,k)(n,k)el\ﬂ est une famille indexée par N x N dans un espace mé-
trique complet Z, telle que, d'une part pour tout n fixé, la suite (x, k)ren converge, et
d’autre part la suite (z,, )nen converge uniformément en £, alors les limites suivantes
existent et sont égales

lim lim z,;= lim lim =z, .
n—oo k—o00 ’ k—o00 N—00 ’

Preuve. Nous ne ferons la preuve de ce résultat que si b admet un systéme fondamental
dénombrable de voisinages, ce qui est le cas si Y est métrisable (voir par exemple [Dix,
page 83| pour le cas général). Ceci nous permet d’utiliser le critére séquentiel du troisiéme
point de la proposition 3.9 pour calculer les limites.
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Notons f, : y — f(x,y). Soit € € ]0,1[. Par (2), soit U un voisinage de a dans X tel
que siz € UN A, alors d(f,,h) < ¢/3. Fixons xy € UN A. En particulier, pour tout y dans
B

)

d(fao(y),h(y)) <€/3. (%)
Par (1), soit V un voisinage de b dans Y tel que pour tous y,y’ dans V N B, on ait

d(f:vo(y),fmo(y/)) < 6/3 .
Alors pour tous 3,3’ dans V N B,

d(h(y), h(y')) < d(h(y), fuo (¥)) + d(fro (¥), oo () + d(fao (), DY)
<e€/3+¢/3+€/3=€c. (xx)

Donc pour toute suite (y,)nen dans B convergeant vers b, la suite (h(yn)),, cn est de
Cauchy, donc converge puisque Z est complet, et la limite ¢ ne dépend pas de (y,,)nen par

Pour tout zp dans U N A, quand y tend vers b dans B, le couple (fz,(y),h(y)) dans
Z x Z converge donc vers (g(zg), ¢). Donc par passage a la limite dans 'inégalité (*), nous
avons d(g(zo),?) < €/3. Donc g(z) converge vers ¢ quand x tend vers a dans A.

Enfin, notons que (a,b) € Ax B = A x B, donc nous pouvons bien étudier I'existence de
limites quand le couple (x,y) de 'espace topologique produit X x Y tend vers (a, b) dans la
partie Ax B. Pour tout z € UNA, pour tout y dans VN B, nous avons d(f(x,y), h(y)) < ¢€/3
et d(h(y),?¢) < €/3. Donc pour tout (z,y) € (U x V)N (A x B), nous avons, par inégalité
triangulaire, d(f(z,y),¥) < 2¢/3. Par conséquent, f(z,y) converge aussi vers ¢ quand (z,y)
tend vers (a,b) dans A x B. O

Voici une application du théoréme d’interversion des limites 5.4 au probléme de la
continuité en deux variables.

Soient X et Y des espaces topologiques, Z un espace métrique et f: X XY — Z une
application. Nous dirons que Iapplication y — f(z,y) est continue (en la seconde variable)
en un point yg € Y uniformément en (la premiére variable) x € X si 'application de Y
dans (X, Z) définie par y — f(z,y) est continue en yy (pour la topologie uniforme sur
F(X, 7)), c’est-a-dire si

VG>0, 3V€7/(2/0)7 Vyevv VZ’GX, d(f(%l/%f(%%)) <e€.

Nous dirons que l'application y +— f(z,y) est continue (en la seconde variable) unifor-
mément en (la premiére variable) x € X si, pour tout yy € Y, elle est continue en g
uniformément en z € X.

Une application de deux variables, séparément continue (i.e. continue en chacune des
variables), n’est pas forcément continue. Voici un critére pour obtenir la continuité en le
couple de variables : il suffit que la continuité en I'une des deux variables soit uniforme en
I'autre variable. La réciproque est vraie, sous des hypothéses de compacité.

Proposition 5.5 Soient X un espace topologique, Y et Z des espaces métriques, et f :
X XY — Z une application.

(1) St x — f(x,y) est continue pour tout y dans Y, et si y — f(x,y) est continue
uniformément en x € X, alors f: X XY — Z est continue.

(2) Si X est compact, si f: X XY — Z est continue, alors y — f(x,y) est continue
uniformément en x € X.
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Preuve. (1) Par la caractérisation de la continuité par les limites, la premiére assertion
est une application immédiate du théoréme d’interversion des limites 5.4. Voici une autre
preuve. Soient (zg,y0) € X X Y et € > 0. Par les hypothéses de la premiére assertion, il
existe 7 > 0 tel que si d(y,yo) < 7, alors

€
Ve e X, d(f@y),f(r,0) < 5,
et il existe un voisinage V' de xg tel que si x € V, alors

€
d(f(x’y(])’ f(anyO)) < 5 .
Alors pour tout (z,y) € V x B(yp,n), on a par 'inégalité triangulaire

d(f(xay)7f(x07y0)) < d(f(ﬂc,y),f(x,yo)) + d(f(xvyo)vf(xmy())) <e€.

Le résultat en découle.

(2) Soient yp € Y et € > 0. Si f: X XY — Z est continue, alors pour tout = dans X,
il existe un voisinage V, de z dans X et n, > 0 tels que pour tout (z',y) € V, x B(yo, M),
on ait

d(f (@), f(@.90)) < 5 -

Ceci implique par l'inégalité triangulaire (et comme yo € B(yo, 1)),

d(f(x,’y)a f(x/ay())) < d(f(x/’y)a f(xay())) + d(f(x’y(])’ f(x,’y(])) <E€.

Par compacité de X, il existe x1,...,x, dans X tels que X = V,, U--- UV, . Posons
n = min{ng,,...,nz, } > 0. Alors pour tout y € B(yo,n), et pour tout 2’ dans X, nous
avons par ce qui précede

d(f($17y)af($layo)) < €.

Le résultat en découle. O

Le résultat suivant est un critére pour savoir quand on peut permuter une limite et
une intégrale (ne pas oublier que le théoréme de convergence monotone et le théoréme
de convergence dominée sont souvent les plus pratiques, voir le cours d’Intégration et
probabilité ou |Coh]).

Théoréme 5.6 Soient X un espace topologique, A et B deux parties de X telles que
A C B, a un élément de A, (Y, ) un espace mesuré de masse totale finie, E un espace
de Banach, et f : B XY — E une application. On suppose que pour tout x dans A,
Papplication y — f(x,y) est intégrable, et converge uniformément vers une application
intégrable h : Y — E quand x tend vers a dans A.

Alors fer f(z,y)du converge vers fer h(y) du quand x tend vers a dans A.

En particulier (et ceci aussi découle du théoréme de convergence dominée), si une suite
(fn Y — E)pen d’applications intégrables converge uniformément vers une application
intégrable f:Y — E, alors [ f, converge vers [ f.

Preuve. Notons || - || la norme de E. Pour tout € > 0, soit U un voisinage de a dans X
tel que sup,cy ||f(z,y) — h(y)|| < € pour tout x dans U. Alors

H /yey f(z,y) duly) — /yey h(y) du(y) H < /yey 1f(2,y) — h()|| duly) < eu(Y)
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ce qui montre le résultat. ]

Nous renvoyons au paragraphe 7.1 pour un critére de permutation de limite et de
dérivation (théoréme 7.4), dont nous énongons juste un corollaire ici qui nous sera utile
pour les exemples suivants.

Porisme 5.7 Soit I un intervalle ouvert borné de R, et pour tout n dans N, soit f, une
application dérivable de I dans R ou C. On suppose qu’il existe ty dans I tel que la suite
(fn(to))nen converge, et que la suite des applications (f))nen de I dans R ou C converge
uniformément vers une application g de I dans R ou C.

Alors pour tout t dans I, la suite (fn(t))nen converge vers une limite f(t), et Uappli-
cation f de I dans R ou C est dérivable, de dérivée égale a g.

Preuve. Voir le théoréme 7.4. U

Exemples d’espaces fonctionnels complets.
(1) Soient X un ensemble non vide et E un espace vectoriel normé sur un corps valué
K (par exemple £ =R sur K =R ou F = C sur K = C), posons, pour tout f € .#(X, E),

| flloe = sup [|f(2)]] -
zeX

Alors || - ||oo est une norme sur I'espace vectoriel sur K, noté .%,(X, F), des applications
bornées de X dans FE, appelée la norme uniforme. La topologie induite par cette norme
coincide avec la topologie induite sur %, (X, E) par la distance uniforme.

Proposition 5.8 Soient X un espace topologique non vide et E un espace de Banach
sur un corps valué non discret K. Alors 'espace vectoriel €,(X, E) sur K des fonctions
continues bornées de X dans E, muni de la norme uniforme, est un espace de Banach.

En particulier, pour tout ensemble o/ (par exemple 7 = N) et tout corps valué non
discret K (par exemple K = R ou K = C), alors o (7, K) (ou lo lorsque & = Net K =R
ou K = C sont sous-entendus) désigne I’espace vectoriel sur K des familles (z;);cs bornées
(sup;c.y |xi| est fini) a valeurs dans K, muni de la norme uniforme

I(zi)icor|loo = sup |24 .
1Sy
En particulier (mais cela découle directement du théoréme 5.3 (3)), si X est un es-
pace topologique compact, alors toute fonction continue de X dans E est bornée, et donc
¢ (X, E), muni de la norme uniforme, est un espace de Banach.
Si E = K est un corps valué non discret, alors (X, E), muni en plus de la multipli-
cation point par point de deux applications, est une algébre de Banach.

Preuve. Il est immédiat que || f||oo est une norme sur 6,(X, E), et que la topologie induite
par cette norme coincide avec la topologie induite sur %,(X, E') par la distance uniforme
(car si d est une distance, alors d et min{1l,d} induisent la méme topologie). Si une suite
(fn)nen d’applications bornées de X dans E tend uniformément vers f € ¢ (X, E), alors
f est aussi bornée (car toute application a distance uniforme au plus 1 d’une application
bornée par C' est bornée par C+1). Donc 6;(X, F) est fermé dans ¢'(X, E), qui est complet
par le théoréme 5.3 (3). Ceci montre le résultat, par la proposition 3.16 (1). ]
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Porisme 5.9 Soient X et Y deux espaces topologiques, tels que Y soit compact, et soit E
un espace de Banach. Alors lapplication ® de l’espace de Banach €,(X xY, E) dans ’espace
de Banach €,(X,€ (Y, E)) définie par [ — (x — {y — f(z,y)}) est un isomorphisme
linéaire isométrique.

Preuve. Si f € 6,(X x Y, E), alors f, : y — f(z,y) est bien dans € (Y, E) (qui est un
espace de Banach car Y est compact) par composition d’applications continues. Puisque

[ fo = foo ll = sup [| f(z,y) = f(zo,9) ] ,
yey

Papplication z — f, appartient a 63,(X, € (Y, F)), par continuité uniforme en y de 'appli-
cation x — f(z,y). L’application ® est donc bien définie, clairement linéaire. Pour tout
g € (X, ¢(Y,E)), l'application f : (z,y) — g(x)(y) est continue par la proposition 5.5
(1), car continue en y, et continue en x uniformément en y. Donc ® est bijective, d’inverse
g+~ {(x,y) — g(x)(y)}. De plus

sup || f(z,y) || = sup sup |[ f(z, )],
(z,y)EX XY zeX yeY

donc @ est isométrique. O

Porisme 5.10 Si K est un corps valué non discret, si E est un espace vectoriel mormé
sur K et si F' est un espace de Banach sur K, alors ’espace vectoriel normé £ (E, F) des
applications linéaires continues de E dans F' est un espace de Banach.

En particulier, Z(F) est une algébre de Banach si E est un espace de Banach sur un
corps valué non discret.

Preuve. Soit B la boule unité fermée de F. Il résulte de la définition de la norme d’une
application linéaire continue de E dans F' que l'application f +— fip de £ (E,F) dans
lespace €3(B, F') muni de la norme uniforme, est une application linéaire isométrique. De
plus son image est fermée, car si g € 6,(B, F) est dans 'adhérence de 'image, alors en
posant ¢'(z) = Ag(+x) pour n’'importe quel A € K tel que [A| > ||z||, 'application ¢ est
bien définie, linéaire et étend g. Le résultat découle donc de la proposition 5.8. O

(2) L’espace de Schwartz .#(R") des fonctions lisses de R” dans K =R ou K = C a
décroissance rapide (voir 'exemple (iii) du paragraphe 1.3 et 'exemple 3.1 du paragraphe
2.2) est un espace de Fréchet.

Preuve. Nous avons vu que la topologie de .7 (R") est définie par la famille dénombrable
séparante de semi-normes ||f||xm = supgerr (|[7||¥ + 1)|0™ f(x)| pour k € N et m € N".
D’aprés la définition 3.15 (2), il suffit donc de montrer que .#(R") est (séquentiellement)
complet.

Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans . (R"). Pour tous k € N et m € N”| la suite
(z — (|z|[F+1) 8mfn(x))neN est de Cauchy dans %,(R", K) pour la norme uniforme, donc
converge uniformément vers gy, ., € 6,(R", K). Posons g = go . Il découle par récurrence du
corollaire 5.7 que g est lisse (car ses dérivées partielles existent et sont continues, voir aussi
le théoréme 7.4), et que pour tout m dans N, la suite (0™ f,,)nen converge uniformément

vers 9™g = go,m,. Puisque (z — (||z]|* +1) 9™ fn(2)) converge uniformément vers gy, ,

neN
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et puisque ((|[z[|* + 1) Bmfn(x))neN tend vers (||z||* + 1) 0™g(z) pour tout x, on a donc
gem(z) = (||z||* + 1) 0™g(x), et en particulier g € .7 (R")
Donc pour tous k € N et m € N, la suite (z — (||z[|¥ + 1) 8mfn(x))n€N converge

uniformément vers x +— (||z||¥+1) 0™g(x), ce qui est exactement dire que (f,,)nen converge
vers g dans . (R"). O

(3) L’espace Zk(£2) (voir 'exemple (2) du paragraphe 1.4 et 'exemple 3.2 du para-
graphe 2.2), est un espace de Fréchet (par une preuve analogue a celle pour . (R")).

(4) L’espace 2(£2), muni de la topologie de Schwartz (voir I'exemple (2) du paragraphe
1.4 et exemple 3.3 du paragraphe 2.2), est un espace vectoriel topologique localement
convexe (car sa topologie est définissable par une famille de semi-normes, par 'exemple
3.3 du paragraphe 2.2), séparé (par la proposition 2.2), séquentiellement complet (par une
preuve analogue a celle de la complétude de .(R")) (et méme complet au sens approprié,
voir [Sch|), mais n’est pas un espace de Fréchet (car non métrisable par 'exercice E.9).

Relation avec la convergence simple.

Soient X un ensemble et Y un espace topologique. Rappelons qu’une famille indexée
par X d’éléments de Y n’est pas autre chose qu'une application de X dans Y, ce qui
explique la notation YX pour I’ensemble des applications de X dans Y. La topologie de la
convergence simple sur Y~ est la topologie produit de YX. On dit convergence simple et
limite simple pour convergence et limite pour la topologie de la convergence simple.

On notera en général YX quand on considére la topologie de la convergence simple, et
Z(X,Y) quand on considére la topologie de la convergence uniforme, si Y est un espace
métrique.

Si Y est un espace métrique, la topologie de la
convergence simple est (strictement) moins fine que la
topologie de la convergence uniforme. En particulier, 1
toute suite d’applications convergeant uniformément
converge aussi simplement. Mais par exemple, la suite
d’applications z — e~%°/" de [—1,1] dans R converge
simplement vers la fonction nulle en dehors de 0 et va-
lant 1 en 0, mais ne converge pas uniformément (sinon
la limite simple serait continue, ce qui n’est pas).

Les propriétés suivantes découlent du paragraphe 2.4 sur la topologie produit.

e Si Y est séparé, alors YX est séparé pour la topologie de la convergence simple.

e Si Z est un espace topologique, si A et B sont des parties de Z telles que A C B, si
a € Aetsiz— f, est une application de B dans Y, alors f, converge simplement vers
f € YX quand z tend vers a dans A si et seulement si pour tout x dans X, f.(z) converge
vers f(z) dans Y quand z tend vers a dans A. En particulier, une suite d’applications
(fa)nen dans YX converge simplement vers f € YX si et seulement si pour tout  dans
X, la suite (f,,(z))nen converge vers f(x) dans Y.

e Pour tout z dans X, Iapplication f ~— f(x) de Y dans Y est continue pour la
topologie de la convergence simple.

Exercice E.55 Montrer que si X est non dénombrable, et si Y contient au moins deux
points, alors la topologie de la convergence simple sur Y X n’est pas métrisable.
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Théoréme 5.11 (Théoréme de Dini, 1) Soit X un espace compact. Supposons qu’une
suite (fn)nen dans € (X, R) soit monotone et converge simplement vers f € € (X,R). Alors
elle converge uniformément vers f.

Preuve. Nous pouvons supposer la suite croissante, i.e. f, 11 > f, pour tout n dans N.
Posons g, = f — fn. Les g, sont continues, positives ou nulles, et tendent simplement vers
0. Soit € > 0, et F), = {z € X : gn(z) > €}. Alors (F},)nen est une suite décroissante de
fermés, d’intersection vide par convergence simple de g vers 0. Donc par compacité de X,
il existe N € N tel que F;, soit vide pour n > N. Donc pour n > N, et pour tout x dans
X,

[fn(z) = f(@)] < gn(z) <€,

et le résultat en découle. O

5.2 Topologie compacte-ouverte

Comme remarqué précédemment, la topologie de la convergence uniforme est parfois
trop restrictive sur .#(X,Y), lorsque X est un espace topologique non compact. De plus,
elle nécessite une distance fixée sur l'espace but Y, ce qui n’est pas toujours disponible
ou souhaitable. Dans ce paragraphe, nous indiquons briévement comment contourner ces
problémes. Le point important est la notion de convergence uniforme sur les compacts.

Soient X et Y deux espaces topologiques. On appelle topologie compacte-ouverte sur
Z(X,Y) la topologie engendrée par les parties de la forme

OK,U)={f € Z(X,Y) : f(K)CU}

pour K compact de X et U ouvert de Y. Intuitivement, il s’agit de dire que si deux
applications sont “proches” pour cette topologie, alors sur tout compact, leurs valeurs sont
proches. On appelle aussi topologie compacte-ouverte sur € (X, Y') la topologie induite par la
topologie compacte-ouverte sur .% (X,Y). Sauf mention contraire, I'ensemble %' (X,Y) sera
muni de cette topologie. Cette définition sera surtout intéressante lorsque X est localement
compact (et en particulier séparé), car cette hypothése implique qu'’il y a suffisamment de
compacts dans X pour que cette topologie soit utile (voir par exemple la proposition 5.14
(1) et Iexercice E.57 (1)).

Remarque 5.12 Si X' est une partie de X, alors Uapplication de restriction de F(X,Y)
dans F(X',Y), qui a f : X — Y associe Jix X' =Y, est continue pour les topologies
compactes-ouvertes, car tout compact de X' est un compact de X (voir l'alinéa précédant
la proposition 4.3).

Proposition 5.13 (1) Si Y est séparé, alors la topologie compacte-ouverte sur € (X,Y)
est aussi séparée.

(2) Si'Y est un espace métrique, alors la topologie compacte-ouverte sur € (X,Y) est
moins fine que la topologie de la convergence uniforme sur € (X,Y).

Si de plus X est compact, alors ces deux topologies coincident.

(3) Si X est dénombrable & linfini, si Y est métrisable, alors la topologie compacte-
ouverte sur € (X,Y) est métrisable.
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En particulier, si 2 est un ouvert non vide d’un espace vectoriel normé de dimension
finie, et si K = R ou K = C, alors la topologie compacte-ouverte sur % (2, K) est métrisable.

Preuve. (1) Pour f # g dans €(X,Y), il existe  dans X tel que f(x) # g(x). Par sépa-
ration de Y, soient U et V' des voisinages ouverts disjoints de f(z) et g(z) respectivement.
Alors O({z},U) et O({z}, V) sont des voisinages ouverts disjoints de f et g respectivement
(les singletons sont compacts).

(2) 11 suffit de montrer que pour tout f dans %(X,Y), tout voisinage de f pour la
topologie compacte-ouverte contient un voisinage de f pour la topologie de la convergence
uniforme, et réciproquement si X est compact.

Soient K un compact de X et U un ouvert de Y tels que f € O(K,U). Notons que K
est compact, Y est séparé et f est continue. Donc f(K) est un compact, disjoint du fermé
Y — U. La fonction distance a Y — U, étant continue, atteint sa borne inférieure sur f(K).
Donc € = d(f(K),Y —U) > 0. Pour tout g dans € (X,Y), si sup,cx d(g(z), f(z)) < e,
alors g € O(K,U), ce qui montre le premier résultat.

Réciproquement, supposons X compact. Pour tout ¢ > 0 et pour tout x dans X, par
continuité de f, soit K, un voisinage compact de x contenu dans f~'(B(f(z),$)). Par
compacité de X, solent x1,...,z, dans X tels que les K, pour i € {1,...,n} recouvrent
K. Soit g appartenant a ([_; O (K, B(f(x;), 5)). Pour tout z dans X, soit ¢ € {1,...,n}
tel que x € K,,. Alors g(x) € B(f(xi),5) et f(x) € B(f(x;),5). Donc (par inégalité
triangulaire et en prenant la borne supérieure sur x € X) sup,cy d(g(z), f(z)) < €. Le
résultat en découle.

(3) Rappelons (voir la fin du paragraphe 4.5 et en particulier la proposition 4.23) que
X est dit dénombrable a I'infini s’il est séparé et s'il existe une suite de compacts (K, )nen

[}
recouvrant X telle que K,, C K, pour tout n dans N. Notons d,, la distance uniforme
sur ¢(K,,Y), et pour f et g dans € (X,Y),

dex vy (f,9) = Z 27" (fikns 95n)

neN

qui est I'une des distances associées & la famille dénombrable séparante de pseudo-distances
((f,9) — dn(flKnvg\Kn))neN7 voir I’exemple (v) du paragraphe 1.3.

Soient K un compact de X, U un ouvert de Y, et f € O(K,U) N % (X,Y). Montrons
que O(K,U) contient un voisinage de f pour la distance dy(xyy. Soit n € N tel que
K C K. Comme dans (2), soit € = d(f(K),Y —U) > 0. Si dg(x,y)(f,9) <2 " min{1, €},
alors sup,c, d(g(z), f(x)) <€, donc g € O(K,U), ce qui montre le résultat.

Réciproquement, soient € € |0,1] et f € ¥(X,Y), montrons que la boule B(f, €) pour la
distance de(x,y) contient un voisinage de f pour la topologie compacte-ouverte. Soit n € N
tel que ZZ:OZ 2k < §. Par (2), puisque K, est compact, il existe des compacts K7, ..., K,
dans K, donc dans X et des ouverts U; ..., Uy, dans Y tels que f € (", O(K],U;) et
pour tout g dans (2, O(K/,U;), on ait sup,cp, d(f(z),g(x)) < §. Alors B(f,€) contient
Nit, O(K],U;), ce qui montre le résultat. O

Exercice E.56 Si Y est un espace vectoriel normé sur un corps valué K, montrer que
lespace vectoriel €(X,Y), muni de la topologie compacte-ouverte, est un espace vectoriel
topologique, qui est un espace de Fréchet si X est dénombrable a l'infini, si Y est un espace
de Banach et si K = R ou K = C. Montrer que si Y = K, alors €(X,Y), muni de sa
structure usuelle d’algebre sur K, est une algébre topologique.
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Soient X un espace topologique et Y un espace métrique. Une suite (f,)nen dans
F(X,Y) converge uniformément sur les compacts vers f € Z(X,Y) si pour tout compact
K de X, la suite des restrictions ( fn| 1 Jnen converge uniformément sur K vers Jire

Le résultat suivant dit qu’une limite uniforme sur les compacts d’applications continues
est encore continue, sil’espace de départ est localement compact, et que la convergence pour
la topologie compacte-ouverte est exactement la convergence uniforme sur les compacts.

Proposition 5.14 Soient X un espace topologique et Y un espace métrique.

(1) Si X est localement compact, si une suite (fn)nen dans €(X,Y) converge unifor-
mément sur les compacts vers [ € F(X,Y), alors f € €(X,Y).

(2) Soit (fn)nen une suite dans € (X,Y), elle converge uniformément sur les compacts
vers f € €(X,Y) si et seulement si elle converge vers f pour la topologie compacte-ouverte.

(3) Si X est dénombrable a l'infini, siY est complet, alors la topologie compacte-ouverte
sur €(X,Y) est métrisable compléte.

C’est a cause de 'assertion (2) que la topologie compacte-ouverte s’appelle aussi la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

Preuve. (1) Pour tout z dans X, soit V un voisinage compact de x. Alors (fy|, )nen
converge uniformément vers f| ., donc f|, est continue en z par le théoreme 5.3 (2), donc
f est continue en x, car V est un voisinage de x. D’ou f est continue.

(2) Si (fn)nen converge vers f pour la topologie compacte-ouverte, alors par continuité
des restrictions pour la topologie compacte-ouverte (voir la remarque 5.12), pour tout com-
pact K de X, la suite ( In| K )neN converge vers fgx pour la topologie compacte-ouverte sur
% (K,Y), donc par la proposition 5.13 (2), la suite (fy|x)nen converge uniformément vers
fix, pour tout K, ce qui veut exactement dire que (fy,)nen converge vers f uniformément
sur les compacts.

Réciproquement, supposons que (fy)nen converge vers f uniformément sur les com-
pacts. Soient K un compact de X et U un ouvert de Y tels que f € O(K,U). Comme dans
la preuve de la proposition 5.13 (2) ci-dessus, pour n assez grand, pour tout z dans K, on
a d(fn(x)af(x)) < d(f(K)’Y - U)» donc fn € O(Kv U)

(3) Reprenons la suite de compacts (K, )nen et la distance dg(x,y) introduites dans
la preuve de la proposition 5.13 (3). Soit (fx)ren une suite de Cauchy dans € (X,Y)
pour la distance dg(x y). Alors par la forme de cette distance, pour tout n dans N, la
suite (fk |k, )ken est une suite (uniformément) de Cauchy dans ¢'(K,,Y) pour la dis-
tance uniforme d,,, donc converge uniformément vers g, € ¢ (K,,Y ). Il est immédiat que
In+1|K,, = 9n Dar unicité des limites et continuité de la restriction a K, pour la distance
uniforme (voir la remarque 5.1). Donc les applications g, se recollent pour définir une ap-
plication g de X dans Y, qui est continue (car les intérieurs des K, recouvrent X ). De plus,
la suite (fx)ren converge uniformément sur les compacts vers g (car tout compact de X est
contenu dans I'un des K,,). Donc elle converge vers g pour la topologie compacte-ouverte,
par (2). O

Le résultat suivant, qui est une conséquence immédiate du théoréme 5.11 et de la
définition de la convergence uniforme sur les compacts, donne un critére pour savoir quand
une suite, qui converge simplement, converge uniformément sur les compacts.

Théoréme 5.15 (Théoréme de Dini, 2) Soit X un espace topologique. Supposons
qu’une suite (fn)nen dans €(X,R) soit monotone et converge simplement vers un élément
f € €(X,R). Alors elle converge uniformément sur les compacts vers f. O
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Les applications de composition a droite et de composition & gauche sont continues
pour la topologie compacte-ouverte, si les espaces sont séparés. Plus précisément, on a le
résultat suivant.

Proposition 5.16 (1) Soient X,Y, Z trois espaces topologiques et g € € (X,Y). L’applica-
tion f +— fog de €(Y,Z) dans € (X, Z) est continue pour les topologies compactes-ouvertes
si'Y est séparé. L’application f +— go f de €(Z,X) dans €(Z,Y) est continue pour les
topologies compactes-ouvertes.

(2) Pour tout = dans X, Uapplication f — f(x) de €(X,Y) dans Y est continue pour
la topologie compacte-ouverte.

En particulier, avec les hypothéses de la proposition, si Z est un espace métrique, si
une suite (fy,)nen dans € (Y, Z) converge uniformément sur les compacts vers f € € (Y, Z),
si Y est séparé, alors (f, o g)nen converge uniformément sur les compacts vers f o g dans
¢ (X,Z). Si X,Y sont des espaces métriques, si une suite (f,,)nen dans €' (Z, X) converge
uniformément sur les compacts vers f € (7, X), alors (go fy,)nen converge uniformément
sur les compacts vers g o f dans € (Z,Y).

Preuve. (1) Pour tout compact K de X et tout ouvert U de Z, I'image g(K) est compacte
dans Y car Y est séparé et g continue; si f € O(g(K),U) alors fog € O(K,U). De méme,
pour tout compact K de Z et tout ouvert U de Y, I'image ¢! (U) est ouverte dans X car
g est continue; si f € O(K, g~ (U)), alors go f € O(K,U).

(2) Si X’ est un singleton, l'application de Y dans €(X’,Y), qui & un élément y de Y’
associe application de X’ dans Y valant y, est un homéomorphisme, donc (2) découle de
la premiére assertion de (1), par composition avec I'application (continue) de X dans {z}.

O

Mais en général, I'application de composition n’est pas continue en les couples d’appli-
cations (voir [Dug, page 260]).

Exercice E.57 Soient X et Y deux espaces topologiques, tels que X soit localement com-
pact.

1. Montrer que lapplication d’évaluation € (X,Y) x X — Y définie par (f,z) — f(x)
est continue, ot € (X,Y) est muni de la topologie compacte-ouverte.
2. Soit Z un espace topologique, montrer que l’application
¢C(ZxX)Y) — C€Z,¢X,)Y))
o= {em firas f(z2)}
est une bijection, ot € (X,Y) est muni de la topologie compacte-ouverte.

3. Montrer que la topologie compacte-ouverte sur € (X,Y) est la seule topologie sur
cet ensemble telle que pour tout espace topologique Z, lapplication € (Z x X,Y) —
C(Z,%(X,Y)) ci-dessus soit une bijection.

5.3 Continuité uniforme

Soient X et Y deux espaces métriques. Une application f de X dans Y est uniformément
continue si

Ve>0,3n>0,Va,ye X, dxy <n = d(f(z),f(y) <e.
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On peut remplacer toute inégalité stricte par une inégalité large, et demander a € et a n
d’étre chacun dans une partie de 0, 4+00[ contenant 0 dans son adhérence.

Les propriétés suivantes sont immeédiates.

ee Une application uniformément continue est continue.

ee [image d’une suite de Cauchy de X par une application uniformément continue de
X dans Y est une suite de Cauchy de Y.

ee Si f: X — Y est un homéomorphisme uniformément continu, et si Y est complet,
alors X est complet (si (2, )nen est une suite de Cauchy dans X, alors (f(zy))nen est une
suite de Cauchy dans Y car f est uniformément continue, donc converge vers y € Y car Y
est complet, donc (z,,)nen converge vers f~1(y) car f~! est continue).

Exemples. Les exemples suivants ont été vus 'année précédente. Si « € |0, 1], alors les
applications de R dans R définies par

x— |z|% x> sinz, x— cosx

sont uniformément continues.

¢ sinx

O<ax<xl

0l T

Exemples d’applications uniformément continues

Si a € ]1,4o0], alors les applications de R dans R définies par

x—|z|Y x— e’

ainsi que les applications = — %ﬁ de ]0,+oo[ dans R pour 8 € ]0,+o00[, ne sont pas
uniformément continues.

¢ e’ ¢
a>1 a<0
0 * 0 * 0 *

Exemples d’applications non uniformément continues

Encore une fois, la notion d’uniforme continuité n’est pas propre aux espaces métriques,
mais reléve des espaces uniformes (voir [Boul]). Nous donnons un autre exemple.

Soient G et G’ deux groupes topologiques (par exemple les groupes additifs de deux
espaces vectoriels topologiques). Une application f de G dans G’ est uniformément continue
si pour tout voisinage V' de l'identité dans G, il existe un voisinage V de I'identité dans
G tel que si 27y € V, alors f(x)~Lf(y) € V'
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Remarque. Si les topologies de G et G’ sont définies par des distances invariantes par
translations & gauche, alors les deux définitions coincident, en considérant les voisinages
de I’élément neutre qui sont les boules ouvertes. (C’est par exemple le cas lorsque G et G
sont (les groupes additifs de) deux espaces vectoriels normés).

Les propriétés suivantes sont immeédiates.

ee Une application uniformément continue est continue.

ee [image d’une suite de Cauchy de GG par une application uniformément continue de
G dans G’ est une suite de Cauchy de G’.

ee Si f: G — G’ est un homéomorphisme uniformément continu, et si G’ est séquen-
tiellement complet, alors X est séquentiellement complet.

ee Pour un morphisme de groupes f de G dans G’, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(i) f est continu en l’élément neutre de G,

(ii) f est un morphisme de groupes topologiques,

(iii) f est uniformément continu.

(Chacune implique la précédente, et par la propriété de morphisme de groupes, la premiére
implique la troisiéme.) Attention, exp : (R,4+) — (R%, x) est un morphisme de groupes
continu donc uniformément continu au sens des groupes topologiques, mais n’est pas une
application uniformément continue pour les distances euclidiennes usuelles & la source et au
but. (Il n’y a pas de contradiction avec la remarque précédente, car la distance euclidienne
sur R* n’est pas invariante par homothéties).

En particulier, si F et F' sont des espaces vectoriels topologiques (en particulier normés,
mais alors ce qui suit découle aussi de la proposition 2.19), les propriétés suivantes d’une
application linéaire f : £ — F sont équivalentes :

(i) f est continue en 0,

(ii) f est continue,

(iii) f est uniformément continue.

Soit f: X — Y une application, posons w¢(0) = 0 et, pour tout h > 0,

wg(h) = sup d(f(z), f(y)) -

z,y € X, d(z,y)<h

L’application wy : [0, 400[ — [0, +-00] est appelée le module de continuité de f. Par exemple,
si f est une isométrie et si I'application d est surjective, alors wy = id[g 4 o[- Par définition,
I'application f est uniformément continue si et seulement si son module de continuité est
continu en 0.

Remarques. (1) L’application wy est croissante : si h < I/, alors 'ensemble sur lequel
on prend la borne supérieure pour calculer wy(h) est contenu dans celui pour wy(h'). De
méme, si X’ est une partie de X, alors Wi < wy.

(2) Si X est un espace de longueur (par exemple un convexe d’un espace vectoriel
normé, voir l'exemple (vii) du paragraphe 1.3), alors wy est sous-additive, i.e.

Vhh >0, wih+ 1) <wp(h)+wp(h').

En effet, si z,y € X et d(x,y) < h+ k', alors il existe un chemin de z & y de longueur au
plus h + h'. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un point z sur ce chemin
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tel que d(z,z) < h et d(z,y) < b’ (si X est un convexe d’un espace vectoriel normé et si

x # y, il suffit de prendre z =tz + (1 —t)y ou t = H‘y"i/!ll

d(f(x), f(y)) < d(f(2), f(2)) + d(f(2), f(y)) < wp(h) +wp(D)

et le résultat en découle par (2) en prenant une borne supérieure sur le membre de gauche.

). Par inégalité triangulaire, on a

(3) Toujours si X est un espace de longueur, pour tout A > 0, on a, si f est continue,

wr(h) = sup d(f(x), f(y)) -

z,y € X, d(z,y)<h

En effet, le membre de gauche est clairement inférieur ou égal au membre de droite. Soient
e >0et z,y € X tels que d(x,y) = h > 0. Par continuité de f, soit n € 0, h| tel que si
z € B(y,n), alors d(f(z), f(y)) < e. En considérant un chemin de x a y de longueur au
plus d(z,y) + 3, il existe, par le théoréme des valeurs intermédiaires, un point z sur ce
chemin tel que d(x, z) < h et d(z,y) < n. Par inégalité triangulaire, on a

d(f(x), f(y)) < d(f(z), f(2)) +d(f(2), f(y)) Swp(h) + €.

Dot sup, y e x, d(a,y)<h Af (%), f(y)) < wp(h)+e, et le résultat en découle en faisant tendre
e vers 0.

Exemples. e Soit a > 0. Une application f : X — Y est a-hdldérienne s’il existe une
constante ¢ > 0 telle que

Va,ye X, d(f(x), f(y) < cdx,y)®.

De maniére équivalente, il est facile de vérifier, en utilisant le fait que d(f(x), f(y)) <
w¢(d(z,y) + €) pour tout € > 0, que f est a-héldérienne si et seulement si son module
de continuité vérifie wy(h) = O(h*) (sous-entendu quand h tend vers 0). Une application
f: X — Y est holdérienne s’il existe a > 0 tel que f soit a-holdérienne.

e Soit A > 0. Une application f: X — Y est A-lipschitzienne si

Vaz,ye X, d(f(z), f(y)) < Ad(z,y) .

Une application f: X — Y est lipschitzienne si elle est 1-holdérienne, i.e. s’il existe A > 0
tel que f soit A-lipschitzienne, ou, de maniére équivalente si son module de continuité
vérifie wy(h) = O(h).

Par exemple, si F et F' sont des espaces vectoriels normés et si f: E — F est une ap-
plication linéaire continue, alors f est A-lipschitzienne ou A = || f|| est la norme d’opérateur
de f:

Va,ye B, ||f(x) = fWI </ —yll-

Théoréme 5.17 (Théoréme de Heine) Soient X et Y deux espaces métriques, tels
que X soit compact. Toute application continue de X dans Y est uniformément continue.

La démonstration de ce théoréme dans le cas des espace métriques compacts quel-
conques est complétement analogue & celle pour les compacts des espaces vectoriels normés
de dimension finie, vue 'année précédente.
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Si X n’est pas supposé compact, la conclusion du théoréme de Heine n’est plus vraie.
Mais par continuité des restrictions d’applications continues, on en déduit immédiatement
que si X et Y sont deux espaces métriques, alors toute application continue de X dans Y
est uniformément continue sur tout compact de X.

Preuve. Supposons par 'absurde qu’il existe € > 0 et deux suites (z,)en, (Yn)en dans X
telles que d(zn, yn) < 2 et d(f(zn), f(yn)) > €. Par compacité, quitte & extraire, les suites
(zn)en et (yn)en convergent vers z et y respectivement dans X. Par passage a la limite,
x =y et, comme [ est continue, d(f(z), f(y)) > € > 0, contradiction. O

Exercice E.58 Montrer que toute application continue f de R dans R périodique (i.e. telle
qu’il existe T > 0 tel que f(t+T) = f(t) pour tout t € R) est uniformément continue. Plus
généralement, soit X un espace métrique localement compact, muni d’une action isomé-
triqgue d’un groupe I' telle qu’il existe un compact K de X tel que X = U’yEF ~vK. Montrer
que si f : X — R est une application continue I'-invariante (i.e. f(yx) = f(x) pour tous
x dans X et vy dans T'), alors [ est uniformément continue.

Théoréme 5.18 (Théoréme de prolongement) Soient X et Y deux espaces métri-
ques, tels que Y soit complet, et soit A une partie dense de X. Toute application uni-
formément continue f de A dans Y se prolonge, de maniére unique, en une application
continue g de X dansY . De plus, g est uniformément continue sur X, avec méme module
de continuité que f.

Pour mémoire, dire que g prolonge f signifie que g(z) = f(z) pour tout x dans A. On
note souvent encore f le prolongement obtenu. Par passage a la limite, si f: A — Y est
une application isométrique, alors g : X — Y est aussi une application isométrique.

La fonction (continue, mais pas uniformément continue) z — sin % du sous-espace dense
10, 1] de [0, 1] dans I’espace complet R ne se prolonge pas continuement & [0, 1].

Preuve. Supposons que g1 et go soient deux prolongements continus de f. Pour tout x
dans X, soit (z,,)neny une suite dans A qui converge vers x. Alors la suite (f(zp))nen
converge vers g1 (z) et vers go(x) par continuité de g; et go, donc g1(x) = go(x) par unicité
des limites. Ceci montre 'unicité de g.

Montrons 'existence d’un prolongement uniformément continu. Pour tout x dans X,
fixons une suite (ag n)nen dans A qui converge vers z. La suite (f(azn))nen est de Cauchy
dans Y, par uniforme continuité de f sur A. Elle converge donc vers un point g(z) de Y,
car Y est complet, avec g(x) = f(x) si x € A, par continuité de f sur A. Montrons que
I’application g convient.

Soit h > 0. Nous avons wy(h) < wy(h) puisque g prolonge f. Pour tout € > 0, pour
tous x,y dans X tels que d(z,y) < h, si n est assez grand, alors d(az n, ayn) < h et

d(g(x), 9(y)) < d(f(azn); f(ayn)) +€ <ws(h) +e.

En prenant la borne supérieure, on a wy(h) < wy(h)+ €. En prenant la limite quand e tend
vers 0, on en déduit que wy(h) = wy(h). Donc g a méme module de continuité que f, et en
particulier est uniformément continue. ]

Ce résultat (sauf ce qui concerne le module de continuité) est encore vrai pour les appli-
cations uniformément continues entre espaces uniformes (voir [Boul]). Nous ne montrons
que le cas particulier ci-dessous.
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Proposition 5.19 Toute application linéaire continue f sur un sous-espace vectoriel dense
A d’un espace vectoriel topologique réel ou complexe E, a valeurs dans un espace de Fréchet
réel ou complexe F (comme R ou C), se prolonge, de maniére unique, en une application
linéaire continue de E dans F.

Preuve. Si g et go sont deux prolongements continus de f, alors 'ensemble {x € E
(91 — g2)(x) = 0} est fermé, par continuité de g1, g2 (et par séparation de F'), et dense, car
il contient A. Il est donc égal a E, et g1 = g¢o.

Soit d une distance compléte sur F', invariante par translations, induisant la topologie
de F'. Par continuité de f en 0, pour tout n dans N, soit V,, un voisinage ouvert de 0 dans
E tel que d(f(y),0) < n+r1 pour tout y dans V;, N A. Pour tout n dans N, soit W, un
voisinage de 0 dans E tel que {z ty : z,y € W,,} C V,,, et W), C W,,_1 sin > 1.

Fixons x dans E. Pour tout n dans N, puisque x + W,, est un voisinage de x, il existe
Tn € W, tel que x +x, € A. Si m > n, alors &, —x, = (. +xp) — (. + ) €V, NA,
donc par linéarité de f sur A et par invariance par translations de d,

1
d(f(z 4+ zn), f(x 4+ zm)) = d(f(2n — ), 0) < ntl

La suite (f(x+xy,))nen est donc une suite de Cauchy dans F'. Elle converge par conséquent
vers un élément de F', que nous notons g(z). Cet élément ne dépend pas du choix d’une
suite (z5,)nen comme ci-dessus, car si (2,)nen est un autre choix, alors, comme ci-dessus,
A (@ + 20, [ (& + 7)) <
possible pour z, et donc g(x) = f(x).

Montrons que g est linéaire. Pour tous x,y € F et tout scalaire A, nous pouvons choisir
des suites (zp)nen €t (Yn)nen pour z,y telles que z,, + Ay, € W,,. Donc (2, + Ayn)nen est
un choix convenable pour z+ Ay. Comme f((z4+Ay)+ (xn+Ayn)) = f(x+zn)+Af(y+yn),
par passage a la limite, nous avons donc g(x + Ay) = g(x) + A\g(y).

Montrons que g est continue en 0, donc est continue. Si x € W, alors pour tout m > n,
nous avons = + ,, € V,, N A, donc d(f(z + x,,,),0) < n+1 Par passage a la limite quand
ce qui montre le résultat. O

m — +00, nous avons d(g(x),0) < %H’

Complété d’un espace métrique. Corps valués complets.
Le résultat suivant dit qu’il existe une maniére naturelle de plonger isométriquement
un espace métrique donné dans un espace métrique complet. Rappelons qu'une injection

1sométrique d’un espace métrique dans un autre est une application f: X — Y entre deux
espaces métriques telle que

Vaz,ye X, d(f(x), fy) =d(x,y),

c’est-a-dire une application qui est une isométrie sur son image.

Théoréme 5.20 Soit X un espace métrique. Il existe un espace métrique complet X et
une injection isométrique 1 : X — X d’ zmage dense. Si X' est un autre espace métrique
complet muni d’une injection isométrique i’ : X — X' d 1mage dense, alors il existe une
unique isométrie j : X — X' telle que joi =1, ou autrement dit telle que le diagramme
sutvant soit commutatif

X -5 X
N g
X'
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Tout tel couple (i, X ) (et par abus X ) est appelé un complété de X. On identifie X avec
son image dans X par 7. La propriété d’unicité modulo unique isomorphisme des complétés
fait que l'on peut parler du complété au lieu d’un complété : on identifie deux complétés
de X par I'unique telle isométrie j.

Preuve. La propriété d’unicité est immédiate par le théoréme de prolongement 5.18 :
Papplication de #(X) dans ¢ (X) définie par i(z) — i'(x) pour tout z dans X est une
isométrie, donc se prolonge de maniére unique en une application continue j de X dans
X’ , qui est une application isométrique par passage a la limite. En appliquant le méme
raisonnement en échangeant i et 7', et comme la seule application continue de X dans X
(resp. de X’ dans X') étendant I'identité de i(X) (resp. 7/(X)) est I'identité de X (resp. X'),
on en déduit que j est bijective, donc une isométrie.

Pour montrer I'existence de (2,)? ), nous pouvons supposer que X est non vide. No-
tons d la distance de X. Munissons l'espace vectoriel %, (X, R) de la norme uniforme, qui
est compléte par la proposition 5.8 (i). Soit xy dans X, et notons ¢ : X — %(X,R)
I’application

T @y 2z d(z,x) —d(z,20) .

Remarquons que ¢, est continue, par continuité de la distance & un point, et bornée par
d(x,zq), par 'inégalité triangulaire inverse. Pour tous x,y dans X, on a
1¢w = dylloo = sup [@2(2) — ¢y(2)| = sup |d(z,2) — d(z,y)| < d(z,y)
zeX zeX
par l'inégalité triangulaire inverse. En prenant z = x, la derniére inégalité est en fait une
égalité. Donc ¢ est une injection isométrique. Posons X = ¢(X), qui est complet, car
fermé dans l'espace de Banach €3,(X,R). Avec i : X — X la restriction de ¢, le résultat en
découle. O

Par exemple, soient X un espace métrique complet, et A une partie de X (munie de la
distance induite). Alors 'adhérence A de A dans X est le complété de A.

Proposition 5.21 Si X et Y sont deur espaces métriques et si f : X — Y est une
application uniformément continue, alors il existe une unique application continue f : X —
Y prolongeant f.

Preuve. Ceci découle du théoréme de prolongement 5.18. O

Proposition 5.22 Si (X, )ac est une famille dénombrable d’espaces métriques, et si
(ia; Xa) est le complété de X, alors le complété de Uespace métrique produit [],c ., Xao

est Uespace produit [ [, ., Xo muni de Uinjection isométrique i : (Ta)aco — (ia(Ta))acey -

On utilise bien str la méme formule de distance produit sur [] ., Xo et sur [T ., )?a.

Preuve. L’espace métrique [] ., )?a est complet, par la proposition 3.17. Comme les
i sont des injections isométriques, 'application ¢ est une injection isométrique, par la
formule des distances produits. Comme les i, sont d’image dense, il découle de la for-
mule [[,c, Aa = [locy A,, ot A, est une partie d’un espace métrique Y,, vue dans le
paragraphe 2.4, que I'image de 7 est dense. O

Un corps valué est dit complet si son groupe topologique additif est complet, ou, de
maniére équivalente, si la distance définie par sa valeur absolue est compléte.
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Théoréme 5.23 Soit K un corps value 1l existe un corps value complet K et un mor-
phisme de corps isométrique 1 : K — K d image dense. St K’ est un autre corps valué
complet muni d’un morphisme de corps isométrique i : K — K'd’ 1image dense, alors il
existe un unique isomorphisme de corps valué j : K — K’ tel que joi=1.

Tout tel couple (i, 4 K ) (et par abus K ) est appelé un complété de K. On identifie K
avec son image dans K par 7. En particulier, comme K est un sous-corps de K, les corps
K et K ont la méme caractéristique.

On identifie deux complétés de K par 'unique tel isomorphisme j, ce qui permet de
parler du complété de K. On note souvent par le méme symbole la valeur absolue de K et
celle de son complété K.

Preuve. Soit X un complété de K pour la distance définie par sa valeur absolue, avec K
une partie dense de K. Les applications (z,y) — = +y de K x K dans K, x — —x de K
dans K, et z +— |z| de K dans R sont uniformément continues (car 1-lipschitziennes) : en
effet, pour tous x,y,2’,y" dans K, par les propriétés des valeurs absolues,

(@ +y) = @+ < v =2l +ly =y, [(=2) = (=) = o =2/, [|2] = |yl < |z —y].

Donc par les propositions 5.21 et 5.22, ces applications se prolongent en des applications
continues + : KxK — I?, — K — K et || K — R, respectivement. Par passage a
la limite des identités, ceci munit K d’une structure de groupe topologique abélien, et la
distance de K est (z,y) — |z — y|.

De plus, l'application (z,y) — zy de K x K dans K est uniformément continue sur
tout borné de K x K ; application x — 2z~ de K dans K est uniformément continue en
dehors d’un voisinage de 0; en effet, pour tous z,y, z,2’,vy/, 2’ dans K, tels que 2,2’ # 0,
par les propriétés des valeurs absolues,

— -1
oy —2'y| < |z —2llyl +ly = yll2’l, =7 =27 < [z =2/ (a1]) -

Donc en se restreignant & un produit de boules fermées pour la premiére, et au complé-
mentaire d’une boule ouverte pour la seconde, toujours par 5.21 et 5.22, ces applications
se prolongent en des applications continues - K x K — K 1. K - K. Par passage a la
limite des identités, ceci munit K d’une structure de corps valué complet. Le résultat en
découle facilement. O

Exemples. (1) Le corps valué R est le complété du corps valué Q pour la valeur absolue
usuelle sur Q.

(2) Soit p un nombre premier. On note (Q,, | - |,) le corps valué (de caractéristique 0),
complété du corps Q muni de la valeur absolue |- |, définie dans le paragraphe 2.7.

Exercice E.59 (i) On note Z, l'adhérence de Z C Q dans Q. Montrer que

Zy={z€Qy : |z|, <1},

et que Z, est un sous-anneau ouvert et compact dans Q. En déduire que Q, est localement
compact.

(ii) Montrer que pour toute suite (a;)ien dans {0,1,2,...,p — 1}, la série Y,y a;p’
converge dans Z, pour la distance définie par la valeur absolue | - |,. Montrer que pour
tout x dans Z,, il existe une unique suite (a;)ieny dans {0,1,2,...,p — 1} telle que x =
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Y ieN a;p'. Montrer que la bijection ainsi définie de {0,1,2,...,p — 1} dans Z, est un
homéomorphisme (ou {0,1,2,...,p — 1} est muni de la topologie discréte et le produit
{0,1,2,...,p — 1}¥ de la topologie produit). Montrer qu'un élement x de Z, est inversible
dans 7, si et seulement si son coefficient ag est non nul, ou si et seulement si |x|, = 1.
(111) Montrer que l’anneau topologique Z,, est isomorphe a l'anneau topologique limite
projective h£1 Z)p"Z, défini a la fin du paragraphe 2.4 (voir aussi le paragraphe 2.7).

(iv) Montrer que tout élément non nul x de Q, s’écrit comme la somme d’une série

convergente
Z i
a;p,
i€Z, i>k

ouk €7, ar #0 et a; € {0,1,2,...,p— 1} pour tout i > k.
(v) Soient A un anneau topologique (unitaire, commutatif) intégre, et F(A) son corps
des fractions. Rappelons que F(A) = (A x A—{0})/% ou X est la relation d’équivalence

(z,y) Z (2',y) = ay =2y,

que l'on note x/y la classe d’équivalence de (z,vy), et que F(A) est un corps pour les lois
d’addition x/y + ' /y' = (xy' + 2'y)/(yy') et de multiplication (x/y)(x'/y") = (z2’)/(yy')
(voir par exemple [Per]).

Montrer que F(A), muni de la topologie quotient, est un corps topologique. Montrer que
le corps topologique Q) est isomorphe au corps des fractions de l’anneau topologique Z,.

Exercice E.60 Soit K un corps (commutatif). Montrer que le corps des séries formelles
de Laurent K((X™1)) (a coefficients dans K a une indéterminée X 1), muni de la valeur
absolue | - |~ définie au paragraphe 2.7, est isomorphe au complété du corps des fractions
rationnelles K(X) (a coefficients dans K a une indéterminée X ) pour la valeur absolue
| |oo définie au paragraphe 2.7.

Théoréme 5.24 Soit K un corps valué complet (par exemple R ou C). Soit E un espace
vectoriel normé sur K. Il existe un espace de Banach E sur K et une application linéaire
isométrique i : E — E d’image dense. Si E' est un autre espace de Banach sur K muni
d’une application linéaire isométrique i’ : B — B dtmage dense, alors il existe un unique
1somorphisme lincaire j : E — E' tel que joi=1.

Tout tel couple (7, E) (et par abus E’) est appelé un complété de E. On identifie E avec
son image dans E par i.

On identifie deux complétés de E par 'unique tel isomorphisme j, ce qui permet de
parler du complété de . On note souvent par le méme symbole la norme de E et celle de
son complété E.

Preuve. Soit £ un complété de E pour la distance définie par sa norme, avec E une partie
dense de E. Les applications (z,y) — x +y de E x E dans E, x — —z de E dans E,
(A z) — Az de K x FE dans E, et = — [|z|| de E dans R sont uniformément continues (car
1-lipschitziennes) sur tous bornés : en effet, pour tous z,y, 2,y dans E, par les propriétés
des normes,

I@+y) = @+ <=2 +lly =y, [I(-2) = (=2)]] = |l= = || ,

Az = Na/|| < A= N[l + X[l = /||, [llzll = Iyl | < llz =yl -
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Donc par les propositions 5.21 et 5.22, ces apphcatlons se prolongent en des applications

continues + : ExE — E, —: E — E, - KXE — E,et||-|| : E — R, respectivement. Par
passage a la limite des identités, ceci munit E d'une structure d’ espace vectoriel normé, et
la distance de E est (z,y) — || — y||. Le résultat en découle facilement. O

5.4 Semi-continuité

Quand on considére des applications a valeurs réelles (et méme & valeurs dans R),
lordre de R (étendu & R ) permet de définir des notions de limite inférieure et supérieure,
et de continuité inférieure et supérieure, ce qui est parfois trés utile en analyse.

Limites inférieures et supérieures.

Soient X un espace topologique, A et B des parties de X avec A contenue dans B,

a € Aet f: B — R une application. Soit K I’ensemble des valeurs d’adhérences de f(x)
quand z tend vers a dans A (voir le paragraphe 3.3), qui est compact et non vide dans
R par la proposition 4.4. Le plus petit (respectivement grand) élément de K est appelé la
limite inférieure (respectivement supérieure) de f(x) quand z tend vers a dans A. Ils sont
notés

liminf f(z) et limsup f(z)

r—a, TEA r—a, tEA

respectivement, avec les conventions analogues a celles des limites.

Exemples. (1) Si f(x) converge vers ¢ quand x tend vers a dans A, alors

liminf f(z) = limsup f(z)= lim f(x).

r—a, t€EA r—a, TEA r—a, €A
(2) Par l'exemple de la fin du paragraphe 3.3, on a 1
. .1 . 1
liminf sin— = —1 et limsup sin— = +1.
z— 0t X z—0+ x 1

(3) (Méme cet exemple est explicitement marqué hors programme de classe prépara-
toire.)

Tn

lim sup x,,

lim inf z,,
0l123

Si (25, )nen est une suite réelle, alors ses plus petite et plus grande valeurs d’adhérence sont

liminf z, =inf{fec R : VNeN, In>N, x, <€}

n—-+00

limsup z, =sup{e € R : YN €N, In>N, z,>¢€}

n—-+o00
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avec les conventions usuelles sup = —oo et inf = +oo. Comme les valeurs d’adhérences
0 0
d’une suite dans un espace métrisable sont les limites de ses sous-suites, liminf, o @y

est la plus petite limite d’une suite extraite de (x,)nen, et limsup, ., @, est la plus
grande limite d’une suite extraite de (z,)pen-

Les limites inférieures et supérieures existent toujours, contrairement aux limites. Bien
sur,
limsup f(z) = — liminf —f(x)
z—a, TEA r—a, t€A
et
liminf f(z) < limsup f(x)
r—a, zEA r—a, tEA
avec égalité si et seulement si f admet une limite quand x tend vers a dans A (par la
derniére assertion de la proposition 4.4), et alors la limite est égale a la valeur commune
des membres de droite et de gauche. Ceci est d’ailleurs une méthode parfois utile pour
montrer qu'une fonction & valeurs réelles admet une limite : on montre que les limites
inférieures et supérieures coincident, et alors la limite est la valeur commune.

Proposition 5.25 Soient X un espace topologique, A et B des parties de X avec A conte-
nue dans B, a € A et f,g: B — R deux applications.
(i) Soit ¥ un systéeme fondamental de voisinages de a dans X. Alors

L .
Jiminf flo) = sup - If f()

limsup f(x)= inf sup f(z).
r—a, tEA ( ) Ve? zevna ( )

(ii) Si f(x) < g(x) pour tout x dans B, alors

liminf f(z) < liminf g(x) et limsup f(z) < limsup g(zx) .

r—a, r€A r—a, r€A r—a, T€EA r—a, TEA

(iii) Notons ® ou bien l’addition d’un couple d’éléments de R qui n’est pas de la forme
(=00, +00) ou (+00, —00), ou bien le produit de deux élements de [0, +00] qui ne sont pas
de la forme (0,+00) ou (+00,0), ou bien le mazimum de deuz éléments de R, ou bien le
minimum de deuz éléments de R. Alors

Vv

Jmint, f@)©0@) 2 (Jmint, £@) 0 lmin o).

IN

( lim sup f(m)) ® < lim sup 9(@) )

r—a, t€A r—a, teA

limsup f(x)©® g(x)

r—a, t€EA

De plus, les inégalités de (iii) sont des égalités lorsque l'une des limites inférieures/supé-
rieures du membre de droite est une limite.

Remarque. Si dans (i) nous prenons ¥ = {V,, : n € N} avec V,,41 C V,, pour tout n, alors
la suite (infzev,na f (x))n oy est croissante (car (Vi)nen est décroissante), donc converge

dans R vers sa borne supérieure. D’ou par (i)
liminf f(z)= lim inf x) .
r—a, J:EAf( ) n—+oo zeV,NA f( )
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De méme, la suite (sup,cy,qa f(2)) est décroissante, et

neN

limsup f(z)= lim sup f(z).
r—a, t€EA n—+00 ey, NA

En particulier, si (z,,)nen est une suite réelle, alors, le point +oo dans R admettant le
systéme fondamental dénombrable de voisinages ([N , —i—oo]) et en prenant A = B =

— NeN?
N C R, on obtient
liminf x, = sup inf 2, = lim  inf z, ,
n—-+00 NeN n=N N—+4o00 n>N
limsup z, = inf supz, = lim sup z, .
n—-+00 NeN p>N N—+oo p>N

Preuve. Quitte a changer f en —f, il suffit de vérifier ces propriétés pour la limite in-
férieure, sauf quand © est le produit dans (iii), mais cette situation se traite de maniére
semblable.
(1) Soient
s = liminf f(z) et t= su inf x) .
r—a, :vEAf( ) VEI;/ :vEVﬂAf( )

Puisque s est une valeur d’adhérence, pour tout V dans ¥, on a s € f(V N A) (voir la
proposition 3.12). Donc

s>inf f(VNA)=inf f(VNA),

et en prenant la borne supérieure sur les V dans ¥, on a s > t. Supposons par ’absurde
que s > t. Soit u € |t, s[, ce qui entraine que |u,4o00| est un voisinage de l’ensemble des
valeurs d’adhérence de f(z) quand x tend vers a dans A. Par la troisiéme assertion de
la proposition 4.4, soit U un voisinage de a dans X tel que f(U N A) C Ju,+o0]. Alors
t > inf f(U N A) > u, contradiction.

(ii) Ceci découle de (i) par passage des inégalités a la borne inférieure et supérieure. Pour
faire les choses en détail, pour tout V' dans ¥ et tout y dans VN A, on a infcyna f(z) <
f(y) < g(y). Par conséquent en prenant la borne inférieure sur y, pour tout V' dans ¥

inf < inf .
xelgﬂAf(x) - yelgﬂA g(y)

Donc, pour tout V' dans 7,

inf z) < su inf .
:BEVﬂAf( ) - V’EPV yeV/NA g(y)

En prenant la borne supérieure sur V', et par (i), on a bien

liminf f(z) < liminf g(z).
r—a, tEA r—a, t€A
(iii) Nous ne faisons la preuve de l'assertion (iii) que si a admet un systéme fondamental
dénombrable de voisinages, que 'on peut supposer décroissant, noté (V,,),en, en renvoyant
par exemple a |Dix, §7.3| pour le cas général. Il suffit de considérer le cas de la somme, les
autres se traitent de maniére analogue. Pour tout n dans N, et tout y dans V,, N A, on a

fly) +gy) = JCeig}L%A fz)+ xei&frmg(w) :
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Donc, en prenant la borne inférieure sur y, pour tout n dans N, on a

inf > inf inf .
ot f)+a(y) _meg}LmAf(x)erel‘;}mg(:ﬂ)

Donc par un passage a la limite quand n tend vers +oco en utilisant la remarque suivant
I’énoncé, on a

liminf f(z)+g(x) > liminf f(z)+ liminf g(z). O

r—a, €A r—a, tEA r—a, tEA

Remarque. On ne peut pas remplacer les inégalités dans I’assertion (iii) par des égalités.
Par exemple, si (z,,)nen est la suite réelle définie par xsp = 0, 3541 = 1, 23512 = 1/4 pour
tout k € N, et si (yn)nen est la suite réelle définie par ysi, = 1, yspr1 = 0, yspso = 1/4
pour tout k£ € N, alors

liminf 2, + vy, = 1/2 > 0 = liminf x,, + liminf y, .
n—-+0o0o n—-+oo n—-—4o0o

Semi-continuité inférieure et supérieure.

Soient X un espace topologique, zog € X et f une application de X dans R. Notons
¥ (z0) l'ensemble des voisinages de xo dans X.

Zo Zo
applications semi-continues inférieurement

L’application f est dite semi-continue inférieurement en xq si
VA< f(zg), IV €F(xg), YV, f(z)>A.

On peut comme d’habitude remplacer ¥ (zy) par n’importe quel systéme fondamental de
voisinages de xo dans X. En particulier, si X est un espace métrique, alors f est semi-
continue inférieurement en xq si et seulement si

VA< f(xg), 3e>0, VeeX, dz,zg)<e = f(z)>\.

Par définition d’une limite inférieure, f est semi-continue inférieurement en xq si et seule-
ment si

liminf f(z) > f(xo) .
T—x0, TETQ
De méme, I'application f est dite semi-continue supérieurement en xg si

V> f(zg), 3V eV (xg), VeV, flz)<A.

161



On peut comme d’habitude remplacer ¥'(xg) par n’importe quel systéme fondamental de
voisinages de xg dans X. En particulier, si X est un espace métrique, alors f est semi-
continue supérieurement en xg si et seulement si

VA> f(xg), 3e>0, Ve e X, dxz,xg) <e = flx)<\.

Par définition d’une limite supérieure, f est semi-continue supérieurement en x( si et
seulement si

limsup f() < f(o)
T—x0, TETQ

Bien str, f est semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en un point de X si et
seulement si — f est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement) en ce point.

Pour éviter de confondre les notions, il est conseillé de retenir la définition d’une ap-
plication semi-continue inférieurement, et de prendre pour définition d’une application
semi-continue supérieurement f I'assertion « —f est semi-continue inférieurement ». Dans
de nombreux exemples d’analyse (par exemple de minimisation de fonctionnelles), ce sont
de toutes facons les applications semi-continues inférieurement qui apparaissent le plus
fréquemment.

Remarque. Remarquons que f est continue en g si et seulement si f est semi-continue
inférieurement et supérieurement en x.

Cette remarque anodine fournit une méthode de démonstration de la continuité en
un point d’une application & valeurs réelles : bien souvent 'une des semi-continuités en
un point est immeédiate pour des raisons générales (voir ci-dessous), et il suffit alors de

montrer 'autre.

Exemples. L’application de R dans R nulle en dehors de 0 et valant —1 en 0 est semi-
continue inférieurement, mais pas supérieurement, en 0.

Pour tout n dans N, soit f, : t — e*”t2, qui est continue en 0, donc semi-continue
inférieurement en 0. L’application f = inf,cy fn, qui est nulle en dehors de 0 et vaut 1
en 0, n’est pas semi-continue inférieurement. En particulier, on ne peut pas remplacer la
borne supérieure par la borne inférieure dans la seconde assertion du résultat suivant.

Proposition 5.26 Si f,g: X — R sont semi-continues inférieurement (resp. supérieure-
ment) en xq, alors les applications max{f, g}, min{f, g}, f+g, ainsi que fg si f et g sont
positives ou nulles, sont semi-continues inférieurement (resp. supérieurement) en xg.

Si (f:)icr est une famille d’applications de X dans R, semi-continues inférieurement
en xo, alors [ = sup;c; fi est semi-continue inférieurement en .

Si (fi)ier est une famille d’applications de X dans R, semi-continues supérieurement
en xg, alors f = inf;cr f; est semi-continue supérieurement en xg.

162



En particulier, la borne supérieure d’'une famille d’applications continues est semi-
continue inférieurement (mais elle n’est en général pas continue, par exemple en considérant
la suite des f,, : t — —e*"tQ, dont la borne supérieure est 'application nulle en dehors de
0 et valant —1 en 0, qui, si elle est semi-continue inférieurement, n’est pas continue).

Preuve. Il suffit de considérer le cas des applications semi-continues inférieurement. La
premiére assertion découle de la proposition 5.25 (iii). Pour la seconde, soit t < f(xg) =
sup;er fi(zo) et ip € I tel que t < fi,(x0). Puisque f;, est semi-continue inférieurement, il
existe un voisinage V' de xq tel que si x € V, alors f;,(z) > t. Donc pour tout z € V, on a
f(z) > fi,(x) > t. D’out f est semi-continue inférieurement. O

L’application f est dite semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) si elle est
semi-continue inférieurement (resp. supérieurement) en tout point de X.

Proposition 5.27 Les assertions suivantes sont équivalentes :
e L’application f est semi-continue inférieurement
e Pour tout t dans R, ensemble des x dans X tels que f(z) >t est ouvert.
e Pour tout t dans R, l’ensemble des x dans X tels que f(x) <t est fermé.

Preuve. Les deux derniéres assertions sont équivalentes par passage au complémentaire.
Montrons que la premiére implique la seconde. Supposons f semi-continue inférieure-
ment. Alors f~1(]t,+00]) est voisinage de chacun de ses points, par définition de la semi-
continuité inférieure, donc est ouvert. La réciproque est aussi claire. ]

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et de démontrer les affirmations analogues
dans le cas semi-continu supérieurement.

Exercice E.61 Soit X un espace topologique. Pour toute partie A de X, on note xa (ou
parfois 14 ) la fonction caractéristique de A, définie par xa(z) =1 six € A, et xa(z) =0
simon.

Montrer que A est ouvert (respectivement fermé) si et seulement si x A est semi-continue
inférieurement (respectivement supérieurement).

Nous avons vu qu’une application continue d’un compact dans R atteint & la fois sa
borne inférieure et sa borne supérieure. Lorsque 'on s’intéresse uniquement & l'une de
ces deux bornes, il suffit d’une propriété de semi-continuité, comme le montre le résultat
suivant.

Théoréme 5.28 Soit X un espace topologique compact non vide, et f : X — R une
application semi-continue inférieurement. Alors f atteint sa borne inférieure : il existe

xo € X tel que f(xg) = infrex f(x).

Preuve. Soit m = inf,ex f(z). Si m = 400, alors f est I'application constante +oo, et
le résultat est clair. Sinon, soit (A, )nen une suite de réels strictement supérieurs a m et
convergeant en décroissant vers m (par exemple A, = m+ 1/nsim > —o0 et A, = —n
sinon). L’ensemble K,, = f~!([~00, \,]) est fermé dans X, par la proposition 5.27, donc
compact, et non vide, car A, > m. L'intersection décroissante de compacts K = (), cyy Kn
est donc non vide, et si 2 est un point de K, alors f(zg) < A, pour tout n, donc f(zg) < m,
donc f(zg) = m. O
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5.5 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Le but de cette partie est d’essayer de décrire les compacts dans les espaces de fonctions
continues entre deux espaces topologiques.

Soient X un espace topologique et Y un espace métrique. Une partie &7 de € (X,Y)
est dite équicontinue en un point xg de X si pour tout € > 0, il existe un voisinage U de
xo dans X tel que

VeeU Ve, d(f(z),f(xo)) <e.

Une partie &7 de €' (X,Y) est dite équicontinue si elle est équicontinue en tout point de
X. Si X est un espace métrique, alors une partie &/ de ¢ (X,Y) est dite uniformément
équicontinue si

Ve>0,3n>0,Va,ye X, Ve, dx,y) <n = d(f(z),f(y)) <e.

Par exemple, une partie finie de ¢’ (X,Y") est équicontinue, et un ensemble fini d’applica-
tions uniformément continues est uniformément équicontinu. Si &’ C & C €(X,Y), ou
o/ est équicontinue (respectivement uniformément équicontinue), alors o7’ 1'est aussi.

Si E et F sont des espaces vectoriels normés, alors l’espace vectoriel normé £ (E, F')
des applications linéaires continues de E dans F' est un sous-ensemble de ¢ (E, F'). Comme
pour les propriétés de continuité des applications linéaires (voir le paragraphe 2.8), les
propriétés suivantes sur une partie o de .Z(F, F') sont équivalentes :

e o/ est équicontinue ;

e o/ est équicontinue en 0;

e il existe ¢ > 0 tel que pour tout u dans &7, on ait ||ul| < c.

Le théoréme de Heine 5.17 s’étend aux familles équicontinues.

Théoréme 5.29 Soient X et Y deux espaces métriques, avec X compact. Toute famille
équicontinue </ d’applications de X dans Y est uniformément équicontinue.

Preuve. La preuve est semblable a celle du théoréme de Heine. Supposons par I’absurde

qu’il existe € > 0 et des suites (fy)nen dans 7 et (n)nen, (Yn)neny dans X telles que

d(p,yn) < £ et d(fn(2s), fa(yn)) > €. Par compacité, quitte a extraire, les suites (z,,)nen

et (yn)nen convergent vers un méme point . L’équicontinuité de <7 au point z implique
€

que si n est assez grand, alors d(fy,(zn), fn(2)) < § et d(fu(yn), fn(z)) < §. Par inégalité
triangulaire, on a donc, pour n assez grand,

d(fn(zn), fo(yn)) < d(fu(zn), fo(@)) + d(fa(2), frlyn)) <€,

contradiction. O

L’intérét de 1’équicontinuité vient du fait que toute partie compacte de €(X,Y’) pour
la topologie de la convergence uniforme est équicontinue ; plus précisément, on a le résultat
suivant. Pour comprendre la seconde condition, on peut considérer la suite (f,)nen dans
% (R, R) formée des translations f, : t — ¢t +n; ’ensemble des f,, est équicontinu (tous ses
élements sont des isométries) ; mais I'ensemble des images de 0 par les f,, qui est N C R,
n’est pas borné; et la suite des f,, n’a pas de sous-suite convergente dans ¢’ (R, R).
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Proposition 5.30 Soient X un espace topologique, Y un espace métrique, et &/ une partie
d’adhérence compacte de € (X,Y") pour la topologie de la convergence uniforme. Alors

e o/ est équicontinue

e pour tout x dans X, Uensemble o7 (x) = {f(z) : f € o/} est d’adhérence compacte
dans 'Y .

Preuve. Nous pouvons supposer .« compacte, quitte & la remplacer par son adhérence,
puisque toute partie d’une famille équicontinue est équicontinue, et toute partie d’un sous-
espace d’adhérence compacte est d’adhérence compacte (tout fermé d’un compact est com-
pact). Par continuité de lapplication d’évaluation en z (voir la proposition 5.2 (1)) et
puisque Y est séparé, la partie o7 (z) est alors compacte, ce qui montre le second point.

Montrons que & est équicontinue. Par compacité (et métrisabilité, pour la distance
uniforme d) de o, pour tout € > 0, il existe des éléments fi,..., f,, dans &/ tels que pour
tout f dans 7, il existe i =iy € {1,...,n} tel que d(f, f;) < 5. Soit # € X. Comme f; est
continue en x, pour tout € > 0, il existe un voisinage V; de z tel que pour tout y dans V;,
on ait d(f;(y), fi(x)) < §. Donc par inégalité triangulaire, pour tout y € V1 N--- NV, (qui
est un voisinage de x), pour tout f € &7, si i = iy, alors

A(f W), £(2)) < d(FW). i) + dUiy), fi@) +d(fi@) f(@) < g+ 5 +5 =€,

et o est équicontinu. O

Le théoréme suivant donne une réciproque (partielle) a ce théoréme.

Théoréme 5.31 (Théoréme d’Arzela-Ascoli) Soient X un espace topologique séparé
et Y un espace métrique. Soit &/ une partie de € (X,Y) telle que

e o/ est équicontinue,

e pour tout x dans X, Uensemble of (x) = {f(z) : f € o/} est d’adhérence compacte
dans Y .

Alors ladhérence de <7 est compacte (et équicontinue) dans €(X,Y) pour la topologie
compacte-ouverte.

On dit parfois étre relativement compact pour «étre d’adhérence compacte». Remar-
quons que si Y est compact, alors la seconde condition est automatiquement vérifiée. Si
Y =R (ousi Y est un espace vectoriel normé de dimension finie), pour vérifier la seconde
condition, il suffit de montrer que <7 (z) est borné.

Preuve. Nous ne montrerons ce résultat que dans le cas ot X est un espace compact
et o Y est complet (par exemple Y = R), en renvoyant a [Dug, page 267| pour le cas
général. Si X est compact, par la proposition 5.13 (2), la topologie compacte-ouverte sur
¢ (X,Y) coincide avec la topologie de la convergence uniforme, et nous utiliserons donc
celle-ci. L’équicontinuité de o7 découlera de la proposition 5.30. L’espace métrique uniforme
€ (X,Y) est complet (voir le théoréme 5.3 (3)), donc le fermé &7 de €'(X,Y') est complet par
la proposition 3.16 (1). Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass 4.6 (3), il suffit de trouver,
pour tout € > 0, un recouvrement de & par un ensemble fini de parties de diamétres au
plus e.

Pour tout € € |0, 1] et tout € X, par équicontinuité de <, soit U, un voisinage de x
dans X tel que pour tout y € U, et tout f € &7, on ait d(f(y), f(x)) < . Par compacité
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de X, il existe x1,...,x; dans X tels que X soit contenu dans U,, U --- U U,,. Comme
Y est séparé, la réunion des adhérences des o/ (z;) est compacte. Elle est donc contenue
dans une réunion finie de boules B(y;, §), pour y1, ..., ¥ dans Y. Soit ® I'ensemble (fini)
des applications de {1,...,k} dans {1,...,m}. Pour tout ¢ € ®, soit B, 'ensemble des
[ dans o telles que f(x;) € B(y,(;), 7) pour tout i dans {1,...,k}. Alors les parties B,
pour ¢ dans ® recouvrent ./ par construction. De plus, si f,g € B, alors pour tout x
dans X, soit ¢ tel que x € Uy, ; alors

d(f(z),g(x)) < d(f(@), f(x:)) + d(f (%), Yp(i) + AYp(a), 9(x:)) + d(g(z:), 9(x))
€ € € €
< -t -t-=c.
=7 + 1 + 1 + 1=¢€
Donc d(f,g) < e pour la distance unforme d sur € (X,Y), et le diamétre de B, est au plus
€. O

Les conséquences suivantes sont alors immeédiates (voir la proposition 5.13).

Porisme 5.32 Si X est un espace topologique compact, si'Y est un espace métrique, alors
les parties de € (X,Y), qui sont d’adhérence compacte pour la topologie de la convergence
uniforme, sont exactement les parties <f telles que

e o/ est équicontinue,

e pour tout x dans X, Uensemble of (x) = {f(z) : f € o/} est d’adhérence compacte
dans Y. ]

Porisme 5.33 Si X est un espace topologique compact, si'Y est un espace métrique com-
pact, alors les parties de € (X,Y), qui sont d’adhérence compacte pour la topologie de la
convergence uniforme, sont exactement les parties équicontinues. ]

5.6 Approximation

Soient X un espace topologique et K =R ou K = C. Dans ce paragraphe, nous minis-
sons €' (X, K) de la topologie compacte-ouverte (i.e. la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts), qui, si X est compact, coincide avec la topologie de la convergence uni-
forme (voir la proposition 5.13).

Une partie o7 de (X, K) est dite séparante si

Ve,ye X, 3fed, z#y = f(x)# fly).

Rappelons que %' (X,K) est une algébre sur K pour les opérations d’addition point par
point, de multiplication point par point et de multiplication par un scalaire point par
point des fonctions. Une partie de (X, K) est une sous-algebre unitaire si elle est stable
par ces opérations, et contient la fonction constante 1.

Théoréme 5.34 (Théoréme de Stone-Weierstrass) Soit X un espace topologique.
Toute sous-algébre unitaire séparante o/ de € (X,R) est dense pour la topologie compacte-
ouverte.

On utilise parfois ce résultat sous la forme : étant donnée une partie séparante de
% (X,R), la sous-algébre unitaire qu’elle engendre est dense dans %' (X, R) pour la topologie
convergence uniforme sur les compacts.
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Ce résultat est faux si on remplace R par C. Par exemple, si X = D est le disque
unité ouvert de C, la sous-algébre unitaire séparante des (restrictions a I des) polynomes
complexes n’est pas dense dans € (D, C) pour la topologie compacte-ouverte, son adhérence
est 'ensemble de toutes les fonctions holomorphes de D dans C, comme vous le verrez en
cours d’Analyse complexe au second semestre.

Il reste par contre vrai si on rajoute, a la sous-algébre unitaire séparante, I’hypothése
“stable par conjugaison” (ou de maniére équivalente, “stable par partie réelle et partie
complexe”, puisque Re z = (2 +%)/2, Im 2z = (2 —2)/(2i) et Z=Re z —iIm z ).

En effet, soit &/ une sous-algébre unitaire séparante stable par partie réelle et partie
complexe de € (X,C). Soit o7’ 'ensemble des éléments a valeurs réelles de <. Alors o7’
est une sous-algebre unitaire de ¢ (X, R). Montrons que &/’ est séparante. Si x # y € X,
soit f € o telle que f(x) # f(y). Alors Re f(x) # Re f(y) ouIm f(z) # Im f(y). Comme
Re f et Im f appartiennent a &’ le résultat en découle. Maintenant, soit g € ¢ (X, C).
Par le théoréme de Stone-Weierstrass, Re g et Im g sont limites uniformes sur les compacts
de suites d’éléments de 7', donc ¢ = Re g + ¢ Im g est limite uniforme sur les compacts
d’applications de .o7.

Remarquons que si 7 est I’algébre unitaire engendrée par une partie stable par conju-
gaison, alors elle est stable par conjugaison.

Preuve. La preuve commence par une suite de lemmes.

Lemme 5.35 Si o/ est une sous-algébre unitaire séparante de € (X,R), alors pour tous
points distincts x,y de X et pour tous a,b dans R, il existe f dans < telle que f(x) = a

et f(y) =0b.
Preuve. Soit g dans & tel que g(x) # g(y). Alors, puisque 7 est une sous-algébre unitaire,

b—a
f:a-l-m(g—g(x))

convient. 0
Lemme 5.36 La fonction v/t sur [0,1] est limite uniforme de polynomes réels en t.

Preuve. Construisons par récurrence une suite de polyndmes réels (P,)nen en posant
P(] (t) =0et

Poar(t) = Po(t) + %(t ~R17).

Par récurrence sur k € N, montrons que Py > Pp_q sur [0,1] si k > 1 et que Py(t) < V1t
sur [0,1]. En effet, le résultat est vrai pour k = 0. Soit n > 1, et supposons le résultat
vrai au rang n. Montrons qu’il est vrai au rang n + 1. On a P,(t)2 < t et Pyy1(t) =
Py(t) + 5(t = Pu(t)?) > Py(t). De plus,

Paaa(t) = Vi = (Pa(t) = v8) (1= 5(Pat) + VD))

Le premier facteur du membre de droite de cette inégalité est négatif ou nul. Le second
terme est au moins 1 — /¢, qui est positif sur [0, 1]. Donc P, 11 < v/t sur [0, 1].

Pour tout ¢ € [0,1], la suite croissante majorée (P,(t)) oy dans [0, V/t] converge vers
f(t) >0, qui vérifie par passage a la limite f(t) = f(t)+ 3(t — f(t)?). Dot f(t) = V. Par
le théoréme de Dini 5.11, la convergence simple de P, vers f est en fait uniforme. ]
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Lemme 5.37 Soit o/ une sous-algébre unitaire de €(K,R) pour K un espace compact.
Si f € o, alors |f| € <. De plus, pour tous fi,...,fr dans <, les applications
min{ f1,..., fr} et max{f1,..., fx} appartiennent a < .

Rappelons (voir le paragraphe 2.8) que I'adhérence o de o/ dans I’algébre topologique
% (K,R) (pour la topologie uniforme) est une sous-algébre unitaire (par continuité des
opérations).

Preuve. L’application f, continue sur le compact K, est bornée. Par invariance par multi-
plication externe, on peut donc se ramener au cas oit —1 < f < 1. Alors 0 < f2 < 1, et en
utilisant les polynomes P, ci-dessus, les éléments P, (f2) de ./ convergent uniformément
sur K vers \/f2 = |f|.

Le dernier résultat découle alors (par récurrence) du fait que min{u,v} = %(u +v—
lu —v]) et max{u,v} = 3(u+v+|u—vl). O

Revenons maintenant a la preuve du théoréme de Stone-Weierstrass 5.34. Soient f €
€ (X,R), K un compact de X et ¢ > 0. Construisons g € &/ tel que max,ex | f(z)—g(x)| <
€, en deux étapes. Si U est un ouvert de R tel que f € O(K,U), si € est assez petit, ceci
entraine, comme dans la preuve de la proposition 5.13 (2), que g € O(K,U) N/, donc que

o/ (et donc &7) est dense dans (X, R) pour la topologie compacte-ouverte.

Montrons tout d’abord que pour tout x dans K, il existe g, € o7 tel que g, (x) = f(z)
et g-(y) < f(y) + € pour tout y dans K.

En effet, par le lemme 5.35, pour tout y dans K, en prenant hy, = f si y = x et sinon
un élément h, de &7 tel que hy(z) = f(z) et hy(y) = f(y), il existe h, dans < tel que
hy(xz) = f(z) et hy(y) < f(y) + 5. Par continuité de hy, — f en y, il existe un voisinage
ouvert Uy de y tel que hy(z) < f(z)+ € pour tout z dans U,,. Par compacité de K, on peut
recouvrir K par {Uy,,...,Uy, }. Alors g, = min{hy,,..., hy, }, qui appartient a of par le
lemme 5.37, convient.

Maintenant, pour tout « dans K, par continuité de g, — f en z, il existe un voisinage
V, de z tel que g,(y) > f(y) — € pour tout y dans V,. Par compacité de K, on recouvre
K par {Vg,,..., Vs, }. Posons g = max{g.,,..., 9z, }, qui appartient & &/ par le lemme
5.37 et vérifie g(y) < f(y) + € pour tout y dans K, par les propriétés des g, construites
dans la premiére étape. Pour tout y dans K, soit j € {1,...,n} tel que y € V. Alors
9(y) = gu;(y) > f(y) — e Donc [g(y) — f(y)| < 0 pour tout y dans K, ce qui montre le
résultat. O

Le résultat suivant découle immédiatement du théoréme de Stone-Weierstrass, car si X
est compact, alors la topologie compacte-ouverte coincide avec la topologie uniforme sur
¢ (X,R) (voir la proposition 5.13 (2)).

Porisme 5.38 Soit X un espace topologique compact.
Toute sous-algébre unitaire séparante de € (X,R) est dense pour la topologie uniforme.
Toute sous-algébre unitaire séparante, stable par conjugaison, de € (X,C) est dense
pour la topologie uniforme. O

Notons que pour tout n € N—{0}, I'algébre des applications polynomiales en n variables
a coefficients réels (resp. complexes) est une sous-algébre unitaire séparante (resp. séparante
et stable par conjugaison) de € (R™,R) (resp. € (R", C)), car si x # y, alors, par exemple, il
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existe 1 € {1,...,n} tel que z; # y;, et 'application i-éme coordonnée est une application
polynomiale qui sépare x et y.

Le cas particulier suivant du théoréme 5.34 avait été démontré par Weierstrass avant
que Stone ne démontre le théoréme 5.34.

Porisme 5.39 (Théoréme de Weierstrass) L’ensemble des (restrictions a [0,1] des)
applications polynomiales réelles est dense dans €([0,1],R) (pour la topologie de la conver-
gence uniforme). O

Plus généralement, on a le résultat suivant.

Porisme 5.40 Soientn € N—{0}, X une partie compacte de R" et f € €(X,R) (resp. f €
€ (X,C)). Alors f est limite uniforme sur X d’une suite d’applications polynomiales en n
variables & coefficients réels (resp. complexes). ]

Ce théoréeme n’est pas effectif, il ne donne pas de résultat de vitesse de convergence
de polynomes vers une fonction arbitraire donnée. La théorie de 'approximation, en par-
ticulier avec ses fameux polynoémes orthogonaux, permet d’affiner ce théoréme. Mais nous
n’aborderons ici aucun des points de la théorie de I"approximation, voir par exemple [DeL|.
Attention, les polynomes d’interpolation de Lagrange ne fournissent pas des approxima-
tions uniformes des fonctions sur [0, 1] (voir le paragraphe 6.1).

Notons @ar-per(R,C) la sous-algebre unitaire de ¢'(R,C) formé des applications 27-
périodiques. Un polyndome trigonométrique est une application 2w-périodique continue de
R dans C de la forme

ol a_n,...,a, sont des nombres complexes.

Porisme 5.41 L’ensemble des polynomes trigonométriques est dense dans Gar-per(R,C)
pour la topologie de la convergence uniforme.

Preuve. Notons X lespace topologique quotient R/(27Z), qui est compact (voir le pa-
ragraphe 4.4, exemple (5)), et p : R — X la projection canonique. L’application ¢ de
% (X,C) dans Gar-per(R,C) définie par f +— f op est un isomorphisme d’algébres uni-
taires complexes (la surjectivité vient du fait qu'une application f : R — C, continue et
27m-périodique, induit par passage au quotient une application f : X — C qui est continue
et vérifie fop = f ). De plus, ¢ est une isométrie pour les normes uniformes.

L’ensemble des polynomes trigonométriques est une sous-algébre unitaire, stable par
conjugaison, de €ar-per(R,C). Sa préimage par ¢ est une partie séparante de ' (X,C),
car si z,y € R et x # y mod 2w, alors " # e". En appliquant le théoréme de Stone-
Weierstrass (version complexe), le résultat en découle. O

Porisme 5.42 Soit K=R ou K=C.

Si X est un espace métrique compact non vide, alors l’espace vectoriel normé € (X, K)
est séparable (pour la norme uniforme).

St X est un espace topologique métrisable, & base dénombrable d’ouverts, alors la topo-
logie compacte-ouverte sur € (X,K) est séparable.
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Preuve. La seconde assertion implique la premiére, car un espace métrique compact est
séparable par le corollaire 4.7, donc & base dénombrable par la proposition 1.6, et car la
topologie compacte-ouverte coincide avec la topologie uniforme sur un espace compact,
par la proposition 5.13 (2). Montrons donc la seconde assertion.

Soit (Uy)nen une base dénombrable d’ouverts de X. Pour tout n dans N, I'application
gn : X — K définie par = +— d(z, “U,) est continue. Pour tous les = et y distincts dans R,
il existe n € N tel que x € U, et y ¢ U, (car X est séparé). Alors g,(z) # 0 (car U, est
fermé) et g,(y) = 0. Par le théoréme de Stone-Weierstrass 5.34, 1'algébre unitaire sur K
engendrée par la partie séparante {g, : n € N} de (X, K), qui est stable par conjugaison
si K = C, est dense pour la topologie compacte-ouverte. Soit () une partie dénombrable
dense de K (par exemple Q@ = Q si K =R et @ = Q[i] si K = C). Alors I'ensemble des
sommes finies d’applications de la forme

T — )\ggl(x)gf:“(m) ,

ounkeN ANe @, ar,...,ar € N, iq1,...,0, € N, est une partie dénombrable dense dans
% (X,K). O

Porisme 5.43 Soient X un espace métrique dénombrable a l’infini non vide (par exemple
un owvert non vide de R", ou r € N—{0}) et K =R ou K = C, alors l'espace vecto-
riel €.(X,K) des fonctions continues & support compact, muni de la norme uniforme, est
séparable.

Preuve. Soit (K},),en une suite de compacts non vides de X tels que K, C K:Jrl. Comme
K, est séparable, I’espace métrique X est séparable, donc a base dénombrable d’ouverts
par la proposition 1.6. Par le corollaire 5.42 précédent, la topologie compacte-ouverte sur
¢ (X,K) est séparable. Soit (gi)reny une partie dénombrable dense de €(X,K). Par le
théoréme de prolongement d’Urysohn 1.11, il existe une application continue y, : X —

[0,1] valant 1 sur K,, et nulle en dehors de K, ;. Montrons que la famille dénombrable
(9kXn)knen d’éléments de 6.(X,K) est dense dans €,(X,K) pour la norme uniforme.
Soit f € €.(X,K). Soit n € N tel que le support de f, qui est compact et recouvert

o

par (Kn )nEN’ soit contenu dans K,,. Par densité de {gx : k € N} pour la topologie
compacte-ouverte sur ¢ (X, K) (et la proposition 5.14 (2)), soit k € N tel que

sup  [f(z) — gr(z)| <e.
re€Kn4+1

Alors, en distinguant suivant que y € K, y € K11 — K, ou y € “K,, 41, nous avons

sup |f(y) — (gexn) (W) < €.
yeX

Le résultat en découle. O

Donnons une derniére application du théoréme de Stone-Weierstrass.

Porisme 5.44 Soient X et Y deux espaces topologiques métrisables, et K =R ou K = C.
L’ensemble des applications & variables séparées, i.e. de la forme

(@,y) = > fi(z)gi(y)
=0
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oun €N, f; € €(X,K) et g; € €(Y,K) est dense dans € (X x Y,K) pour la topologie
compacte-ouverte.

En particulier, si X et Y sont des espaces métriques compacts, alors tout élément de
€ (X x Y,K) est limite uniforme d’applications a variables séparées.

Preuve. L’ensemble o des applications a variables séparées est clairement une sous-
algébre unitaire, stable par conjugaison si K = C, de (X x Y, K).

Soient (x,y), (2/,y") deux éléments distincts de X x Y. Supposons par exemple que
x # . Par le théoréme de prolongement d’Urysohn 1.10, il existe une application continue
/X — Rtelle que f(z) =1et f(2') = 0. En posant ¢ : (u,v) — f(u), on a p(x,y) #
o(2’,y'). La sous-algébre &7 est donc séparante, et on peut bien appliquer le théoréme de
Stone-Weierstrass. O

5.7 Théorie de Baire

Dans tout espace topologique X, l'intersection d’une famille finie d’ouverts denses
(Ui)o<i<n est encore dense : si V' est un ouvert non vide de X, alors V' N Uy est un ouvert
non vide car Uy est dense, donc (V N Up) NU; est un ouvert non vide car U; est dense, et
par récurrence, V. NUyN---NU, est un ouvert non vide.

Mais ceci ne se généralise pas au cas des familles infinies, méme dénombrables. Par
exemple, si X est un espace topologique séparé dénombrable sans point isolé (par exemple
X = Q avec la topologie induite de la topologie usuelle de R), alors (X — {z}) cx est une
famille dénombrable d’ouverts denses, dont l'intersection est vide.

Théoréme 5.45 (Théoréme de Baire) Soit X un espace topologique localement com-
pact, ou un ouvert d’un espace métrique complet. L’intersection d’une famille dénombrable
d’ouverts denses de X est dense dans X.

Preuve. Soient (U, )nen une famille dénombrable d’ouverts denses, et O_; un ouvert non
vide de X. Montrons dans les deux cas que O_; contient un point de l'intersection de cette
famille, ce qui conclut.

Supposons X localement compact. Puisque Uy est dense, 'ouvert Uy N O_1 est non
vide. Soit Ogy un voisinage ouvert d’un point de Uy N O_1, d’adhérence compacte contenue
dans Uy N O_4. Par récurrence, soit O, un voisinage ouvert d’un point de U, N O,,_1,
d’adhérence compacte contenue dans U, N O,_1. L’intersection décroissante ﬂneNO_n de
fermés non vides du compact O est non vide, et contenue dans O_1 N[, oy Un. Le résultat
en découle.

Supposons X ouvert dans un espace métrique complet E. Soient xzoy € X et ro € |0, 1]
tels que la boule fermée E(xo, o) soit contenue dans 'ouvert Uy N O_1, qui est non vide
par densité de Uy. Par récurrence, pour tout n > 1, soient x,, € X et r, € |0, %H[ tels que
la boule fermée B(x,,r,) soit contenue dans I'ouvert U, N B(z,_1,7,_1), qui est non vide
par densité de U,. Alors d(zy,, Tnyp) < 15 < n+r1 Donc la suite (zp,)nen est de Cauchy
dans F qui est complet, donc elle converge vers un point de E. Pour tout n € N, ce point
appartient au fermé B(x,,r,), qui est contenu dans U, et dans O_;. Donc il appartient
a O_1 N N,en Un- Le résultat en découle. O

Un espace de Baire est un espace topologique dans lequel 'intersection de toute famille
dénombrable d’ouverts denses est encore dense. La propriété « étre de Baire » est une
propriété invariante par homéomorphismes.
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Exemples. (1) Par le théoréme de Baire 5.45, tout espace topologique localement com-
pact, et tout ouvert d’un espace métrisable complet est de Baire. En particulier tout ouvert
d’un espace de Fréchet est de Baire.

(2) L’espace topologique usuel Q n’est pas de Baire, comme vu ci-dessus.

(3) L’espace R—Q est de Baire (mais il n’est pas localement compact, ni ouvert dans son
complété pour la distance usuelle). En effet, pour tout irrationnel z, notons [ng : nq,ne, .. .|
son développement en fraction continue, i.e. ny € Z, ny, € N—{0} pour tout k£ dans N— {0},
et

1
r= lim mng+
k—+oo 0 1
ny +
n2 + .
. 1

+
1
Ng—1+ —
Nk

Si[ng : ny,ne,...| et [nf :nf,nb,...] sont les développements en fraction continue de deux

irrationnels x, y, notons
d(wa y) = e sup{keN : V i<k, nz=n;} 7

avec la convention usuelle e=°°

= 0. Il est facile de vérifier que d est une distance sur R —Q,
qui induit la méme topologie que la distance euclidienne usuelle, mais qui est compléte.

Donc R — Q est bien de Baire.

(4) Le produit d’une famille dénombrable d’espaces métrisables complets est métrisable
complet (voir la proposition 3.17 (i)), donc de Baire. Par exemple, I’ensemble N muni de
la distance discréte est métrique complet, donc NV est un espace de Baire. En utilisant le
développement en fractions continues, il est facile de voir que NN et R — Q sont homéo-
morphes (ce qui découle du fait que I'application de R — Q dans Z x (N — {0})Y, qui a
r € R — Q associe (ng, (ni)ien—{0}); OU [ng : n1,72,...] est le développement en fraction
continue de x, est un homéomorphisme : deux irrationnels étant proches si et seulement
si leurs développements en fraction continue coincident sur un grand segment initial de
termes).

(5) Tout ouvert U d’un espace de Baire X est de Baire. En effet, soit (Up,)nen une suite
d’ouverts denses de U. Puisque 'adhérence de U,, dans le sous-espace topologique U est
UNU,, nous avons U C U, donc U C U,, d’out X = U,U(X —U ). Par conséquent, (Un U
(X — U))n cny €st une suite d’ouverts denses de X. Puisque X est de Baire, I'intersection
de cette suite, qui est (nneN Un) U(X —U), est dense dans X. Donc son intersection avec
louvert U, qui est [,y Un, est dense dans U.

Exercice E.62 (i) Soient X un espace de Baire, Y un espace topologique et f : X —Y
une application continue, ouverte, surjective. Montrer que Y est de Baire. En déduire que
l’espace topologique quotient d’une action continue d’un groupe topologique sur un espace
de Baire est encore de Baire.

(i) Montrer que tout espace topologique, dont tout point admet un voisinage qui est
de Baire (par exemple si ce voisinage est homéomorphe a un ouvert d’un espace métrique
complet), est de Baire.
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Par passage au complémentaire, on obtient immédiatement le résultat suivant.

Porisme 5.46 Soit X un espace de Baire. Une réunion dénombrable de fermés d’intérieur
wide de X est d’intérieur vide dans X .

[e]

Preuve. Le complémentaire d'un fermé F' d’intérieur vide est un ouvert dense (car X — F

= X — F). Le complémentaire d’une réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide de

X est donc dense, puisque X est de Baire. Le complémentaire d’une partie dense A est
[¢]

d’intérieur vide (car X-A=X-4 ). O

On utilise souvent ce résultat sous la forme : si la réunion d’une famille dénombrable de
fermés d’un espace de Baire est d’intérieur non vide, alors I'un de ces fermés est d’intérieur
non vide.

En particulier, un espace de Baire (par exemple localement compact, ou ouvert dans un
espace métrique complet) non vide n’est pas réunion d’une famille dénombrable de fermés
d’intérieurs vides.

En particulier, comme un singleton non isolé est d’intérieur vide, un espace de Baire
non vide sans point isolé est non dénombrable.

Une partie A d’un espace topologique X est dite maigre (ou négligeable au sens de
Baire, et “first category” en anglais) si elle est contenue dans une réunion dénombrable de
fermés d’intérieur vides. Un Gg-dense dans X est une intersection dénombrable d’ouverts
denses. Par exemple R — Q est un Gg-dense de R, qui n’est pas un ouvert dense.

Une propriété portant sur les points de X est vraie presque partout au sens de Baire si
elle est vraie en dehors d’un ensemble maigre (donc au moins sur un Gs-dense). Attention,
un ensemble maigre pour Baire dans R™ peut étre gros pour Lebesgue (par exemple de
complémentaire de mesure de Lebesgue nulle), et une propriété presque partout vraie au
sens de Baire (resp. de la mesure de Lebesgue) peut étre presque nulle part vraie au sens
de la mesure de Lebesgue (resp. de Baire) (voir le cours d’Intégration et probabilité, et par
exemple [KS]).

Les applications du théoréme de Baire sont trés nombreuses en analyse. Nous renvoyons
au chapitre 6 pour des applications en analyse fonctionnelle. Nous concluons le chapitre
par des exemples d’applications en analyse classique, ainsi que sur la structure des orbites
d’actions continues de groupes topologiques.

Proposition 5.47 Soient X un espace de Baire, et Y un espace métrique. Soit (fn)nen
une suite d’applications continues de X dans 'Y, convergeant simplement vers une applica-
tion f. Alors f est continue presque partout au sens de Baire.

En particulier, une application de X dans Y nulle part continue n’est pas limite simple
de fonctions continues.

Preuve. Si nous arrivions a montrer que (f,)nen converge uniformément vers f sur un
Gs-dense A de X, alors ceci montrerait que la restriction de f & A est continue, puisqu’une
limite uniforme de fonctions continues est continue. Bien que cela ne conclue pas et puisse
ne pas étre le cas, cela donne une piste pour commencer la preuve.
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Pour tous p,q,n € N, on considére les fermés

+o0
1
Fupg={z € X + d(fp(@). o) € =7} ot Fup=[) Fapg-

q=p

Par convergence simple de f,, vers f, pour tout x € X, la suite (fx(x))ren est de Cauchy,
donc X = UpeN F,, , pour tout n dans N. Pour tout ouvert non vide U de X, puisque U est
un espace de Baire (voir 'exemple (5) ci-dessus) et comme U = |J,cy Frnp NU, il découle
du corollaire 5.46 que, pour tout n fixé, I'intérieur dans U de I'un des F}, ,NU, pour p € N,
est non vide. Comme U est ouvert, cet intérieur est contenu dans l'intérieur de F, ,. Par
conséquent, la réunion A,, des intérieurs des F, ,, dans X pour p € N est un ouvert dense.
Montrons que f est continue en tout point du Gs-dense A = (), oy An-
Remarquons que si y appartient a F, ,, alors

(o), fW) = T d(fy(), fuly)) < —

qg—+oo “n4+1"

Soit kg € A. Alors pour tout n € N, il existe p € N tel que xg appartienne a l'intérieur de

F,,p. Si x est assez proche de zg, alors x appartient aussi a F,, , et d(fy(x), fp(z0)) < n+r1
par continuité de f, en xg. Donc par inégalité triangulaire,
3
A (@), F@0)) < AU @), Jy(w)) + dUy(a), fy(w)) + dlyeo), (50)) < —
Donc f est continue en xg. O

Porisme 5.48 Soient I un intervalle ouvert de R, F' un espace de Banach et f : 1 — F
une application continue et dérivable (voir le paragraphe 7.1). Alors [’ est continue presque
partout au sens de Baire.

1y
Preuve. Il suffit d’appliquer la proposition précédente a f, : z — M U

n

Théoréme 5.49 [l eziste (au moins) une application continue et nulle part dérivable de
R dans R.

Il existe des constructions explicites de telles applications, mais ici, nous allons utiliser
un argument de théorie de Baire, qui montrera I’existence d’une multitude de telles appli-
cations. Quand on ne s’intéresse pas a des exemples effectifs, cette méthode est souvent
fructueuse pour construire des applications de comportement prescrit.

Preuve. Soit X 'espace de Banach €([0, 1], R) (pour la norme uniforme, voir le paragraphe
5.1), qui est de Baire, car métrisable complet. Montrons que I’ensemble A des applications
continues nulle part dérivables a droite de [0, 1] dans R contient un Gs-dense (donc est non
vide). Ceci implique le résultat.

Pour tout n € N, soit

1 ] fl@+h) - f(z)
"n+1" h

1
Fn:{fe%([o,l],R) Jwel01- ] Vhelo

§n}.

Montrons que F;, est un fermé d’intérieur vide pour tout n, ce qui implique que (1, oy “Fhn
est un Gs-dense. Toute application continue de [0, 1] dans R, ayant une dérivée a droite finie
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en un point de [0, 1[, est contenue dans |J,,cy Fr- Donc 'ensemble A contient 'intersection
Mnen “Fn, ce qui concluera.

Etape 1 : Montrons que F), est fermé.

L’application d’évaluation (f,z) — f(x) de €([0,1],R) x [0,1] dans R est continue, car

|f(z) = fo(xo)| < ||f = folloo + | fo(x) — fo(xo)| -

Donc pour tout hg € 0, n%—l]’ Papplication (f,x) — (f(x+ho) — f(x))/ho de €([0,1],R) x
[0,1— n+r1] dans R est continue. Par conséquent,

{(r) |t = I

Sn}

est fermé dans ¢([0,1],R) x [0,1 — n%rl] Comme une intersection de fermés est fermée,
I’ensemble
< n}

oLy |[fatn @
‘n+1 h
est fermé dans € ([0,1],R) x [0,1 — %—H] Comme [0,1 — %—H] est compact, I’ensemble F),

est donc fermé (utiliser des suites).

{(f,:r:) : Vhe]

Etape 2 : Montrons que l'intérieur de F), est vide.

Soient f € F}, et € > 0. Montrons que la boule de centre f et de rayon e pour la norme
uniforme contient un élément g n’appartenant pas a F,, (I'idée est d’essayer de I'obtenir
en rajoutant & une petite pertubation lisse de f une petite fonction ayant de nombreux
zigzags). Par le théoréme de Weierstrass 5.39, soit P une application polynomiale de [0, 1]
dans R telle que ||f — P|looc < §. Par continuité de P’ sur le compact [0,1], la norme

2
uniforme ||P’||s de P’ est finie.

A(z)

ol 1 7T

Soit A : [0,1] — [0, §] une fonction continue, affine par morceaux de pentes égales en
valeur absolue & ||P'||oc +n + 1, et posons g = P 4+ A. Alors

€ €
f = 9llooc <|If = Plloo +||Alloc < =+ = =€.

2 2
De plus, pour tout = dans [0,1 — %—HL il existe h € |0, %_H] tel que ‘W‘ <

|P'(z)|+1, et que x et x+ h soient dans le méme sous-intervalle de [0, 1] sur lequel la pente
de A est constante ; donc

‘g(x +h) —g(@)
h

- ‘A(m—i—h)—/\(m) B ‘P(m—i—h)—P(m)
- h h

> (1P Moo + 1 41) = ([[P']loc +1) = 7.
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Le résultat en découle. O

De la méme maniére, on peut montrer le résultat suivant.

L’ensemble C*°([0, 1], R) des applications de classe C*> de [0, 1] dans R (en considérant
les dérivées a droites en 0 et & gauche en 1) est muni de la famille dénombrable séparante
de semi-normes f — ||f™||, donc (voir la proposition 2.1) de la distance

1 : n n
do~(f,9) = 2—nmln{17Hf( )= g™ |} -

neN

Il est facile de montrer que dce est compléte (en utilisant la complétude de la norme
uniforme sur ¢([0, 1],R) et le corollaire 5.7, comme dans la preuve de la complétude de
lespace de Schwartz au paragraphe 5.1). En particulier, C*°([0,1],R) est un espace de
Fréchet, donc de Baire. Il est aussi facile de montrer que application de dérivation f — f’
est continue, ainsi que 'application f — f(ty) d’évaluation en un point ¢y € [0, 1].

Une application f : [0, 1] — R est dite analytique réelle en ty € [0, 1] s'il existe une série
a coeflicients réels :i% an(t —to) qui converge vers f(t) pour tout ¢ dans un voisinage de
to dans [0, 1]. Ceci implique alors (par le corollaire 5.7) que f est de classe C*, et que

_ f(n) (to)

Qp, |
n:

)

donc que cette série est nécessairement la série de Taylor de f en ty. De plus, si f est
analytique réelle en ty, alors f est analytique réelle en tout point d’un voisinage de tg, par
définition.

Théoréme 5.50 [ existe (au moins) une application de classe C*° de R dans R qui n’est
analytique réelle en aucun point de R.

Nous allons montrer 1’assertion beaucoup plus forte (parfois appelée théoréeme de Mor-
genstern) que presque tout élément au sens de Baire dans C*°([0,1],R) est nulle part
analytique réel.

Preuve. Si f € C*([0,1],R) est analytique réelle en tg € [0, 1], alors

sup{ VIR ()| /R 2 k€ N}
est fini. Pour ¢y € [0, 1] et m € N, posons
Fym=1{f€C®(0,1,R) : VkeN, |fF(t) <kl mF}.

Donc si f € C*([0,1],R) est analytique réelle en ¢y, alors il existe m € N tel que f €
Fyy m- Comme une application qui est analytique réelle en un point est analytique réelle
en tout point suffisamment voisin, et puisque QN [0, 1] est dense dans [0, 1], 'ensemble des
éléments de C*°([0,1],R), qui sont nulle part analytiques réels, contient nrg@, men Frm.
I1 contiendra donc un Gs-dense si nous montrons que les Fy, ,,, sont des fermés d’intérieurs
vides.

Or Fy, m est fermé, comme intersection de fermés (images réciproques de [0, k! mF] par
les applications continues f — |f*)(ty)| pour k € N).
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De plus, I'intérieur de Fj, ., est vide. En effet, soient f € Fj, ,, et € > 0. Montrons que
la boule de centre f et de rayon € pour la distance dce contient un élément g n’appartenant
pas a Fy ,,, en ajoutant a f une petite pertubation qui oscille trés rapidement. Soit n € N
tel que ;roo 271 < 5. Soit w > 2 tel que ew™ > (2n)! m?", et posons

g(t) = J(1) + cw™ cos(w(t — o))
Alors g est de classe C®, et |[gtF) — fB)|| < ewF™™ < €2 pour tout k < n. Donc

n—1
1 . n
> emin{L, flg® = fOl} < 2e <

2k
k=0

)

NN

et par conséquent dce(g, f) < e. Mais
19" (o) — fOM(to)| = ew™ > (2n)!m™"
donc g ¢ Fy . Le résultat en découle. O

Soient X un ensemble muni d’une action a gauche (resp. droite) d'un groupe G. Rap-
pelons que pour tout x dans X, I'orbite de x par G est 'ensemble

Gr={yeX : 3geG, y=gzx} (resp. zG={ye X : Fg€ G, y=xg})

et le stabilisateur H de x (souvent noté Gy, et que I'on ne confondra pas avec l'orbite Gx)
est le sous-groupe de G défini par

H={geG : gr=xa} (resp. H={g€ G : zg=1z}).
L’action est transitive si elle n’a qu’une orbite, i.e. si
Ve,ye X, g€ G, gr=vy (resp. zg=1y) .

L’ application orbitale en un point x de X est 'application G — X définie par g — gx
(resp. g — xg). Soit H le stabilisateur de z. L’application orbitale induit par passage au
quotient une bijection ©, : G/H — Gz (resp. ©, : H\G — zG), dite canonique, qui est
G-équivariante, i.e. ©,(gy) = gO.(y) (resp. O,(yg) = ©,(y)g) pour tout g dans G et y
dans G/H (resp. H\G).

Théoréme 5.51 Soient X un espace topologique muni d’une action continue & gauche
(resp. droite) d’un groupe topologique localement compact séparable G, et x € X. Supposons
que lorbite Gz (resp. xG) soit un espace de Baire séparé (par exemple un espace localement
compact). Alors la bijection canonique O, : G/Gy — Gz (resp. O : G,\G — zG) est un
homéomorphisme G-équivariant.

Nous renvoyons a |Diel, 12.16.12] pour un énoncé plus général. L’hypothése sur 'orbite
Gz (resp. () est en particulier vérifiée si X est localement compact et si I'action de G est
transitive (et nous aurions pu ’énoncer sous cette forme, mais la formulation précédente
met plus en évidence I'hypothése cruciale qu’il faudra vérifier dans les exemples). Si G
est compact (pas forcément séparable), ce théoréme a déja été démontré (voir le théoréme
4.17).
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Notons qu’une hypothése sur l'orbite est nécessaire, car si X est le cercle S; (qui est un
espace topologique compact), si G est le groupe discret Z (qui est un groupe topologique
localement compact séparable), si 'action de G sur X est I'action par une rotation d’angle
irrationnel 6 (c’est-a-dire (n,z) — ez, qui est continue, et libre, i.e. & stabilisateurs de
points triviaux), alors pour tout x dans X, la bijection canonique ©; : G — Gz n’est pas
un homéomorphisme, car G est discret et I'orbite Gz (qui est dense dans S!) n’a pas de
point isolé.

Preuve. Quitte a utiliser un passage a 'inverse, il suffit de considérer les actions & gauche.
L’application ¢, : g — gz est continue, donc par passage au quotient, ’application 0, est
une bijection continue. Si nous montrons que @, est ouverte, alors O, sera ouverte (car
si V est un ouvert de G//G, alors ©,(V) = @, (71 (V)) est ouvert, par continuité de la
projection canonique 7 : G — G/G,). Donc la bijection continue et ouverte ©, sera un
homéomorphisme.

Soit U un voisinage de e dans GG, montrons que Uz est un voisinage de x dans Gzx.
Ceci concluera, car ¢,(Ug) = ¢4.(U) et Ggr = Gz, et puisque, pour tout g dans G,
I’application h +— hg est un homéomorphisme de G.

Soit V un voisinage compact de e dans G tel que V'V C U, qui existe par continuité
en (e, e) de I'application (z,y) +— z~y. Alors Va = ¢, (V) est compact (car ¢, est continue
et Gz séparé), donc fermé dans Gz (car Gz est séparé). Comme G est séparable, il existe
une suite (g;)ien dans G telle que G = (J;cy 9:V. Donc Gz = | J;cny 9:(Vx). Si Vo était
d’intérieur vide dans Gz, alors g;(Vx) serait d’intérieur vide dans Gz pour tout i dans N
(Papplication y — g;y étant un homéomorphisme de Gx) ; donc l'espace de Baire non vide
Gz serait une union dénombrable d’ensembles fermés d’intérieur vide, ce qui contredit le
(corollaire 5.46 du) théoréme de Baire. Soit donc g dans V' tel que gz soit un point intérieur
de V. Alors g~V est un voisinage de x, contenu dans Uz, ce qui montre le résultat. [J

5.8 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.61 Si 4 est la fonction caractéristique d'une partie A de X, alors x ;" (¢, +00])
vaut X sit <0, Asit€]0,1[ et 0 sit> 1. De plus, x;'([~00,¢[) vaut X si ¢t > 1, Asi
t €]0,1] et @ si t > 0. Le résultat découle donc de la proposition 5.27 (et de son analogue
pour la semi-continuité supérieure).

Schéme E.62 (i) Soit (U,)nen une famille dénombrable d’ouverts denses de Y. Pour
tout n € N, la préimage f~'(U,) est un ouvert (car f est continue) dense (car I'image
par f d’un ouvert non vide est un ouvert non vide). Donc A = (), o /1 (Uy) est dense
dans I'espace de Baire X. Par la continuité de f, I'image f(A) =,y Un est dense dans
f(X)=Y.
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6 Analyse fonctionnelle

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre seront sur le corps K = R ou K = C, et toutes
les applications linéaires sont linéaires sur K.

Les livres recommandés pour ce chapitre sont [Bre, Die2, Bou3|, avec [Rud, Coh| pour
ce qui concerne les rappels de théorie de la mesure et d’intégration.

6.1 Espaces de Banach

Commengons ce paragraphe par un résumé des propriétés des espaces de Banach mon-
trées dans les paragraphes précédents, ainsi que la discussion d’une famille d’exemples.

Rappels et exemples.

Rappelons (voir le paragraphe 3.4) qu'un espace de Banach est un espace vectoriel réel
ou complexe normé complet. Par exemple, ’espace vectoriel K, de dimension 1 sur K, est
un espace de Banach.

Un espace de Fréchet (voir la définition 3.15) est un espace vectoriel topologique réel
ou complexe, localement convexe, métrisable par une distance compléte et invariante par
translations.

Soient F, F, G trois espaces vectoriels normés sur K (on notera parfois ||-||z la norme de
E lorsque I'on veut bien préciser de quel espace il s’agit). Nous avons vu aux paragraphes
2.8 et 3.4 les propriétés suivantes.

e Une application linéaire v de F dans F est continue si et seulement si ||u|| =
SUPgep, ||z)|<1 |[u(@)]| est finie.

e L’application u — ||u|| est une norme sur 'espace vectoriel .Z(E, F') des applications
linéaires continues de E dans F, appelée norme d’opérateur. Pour tous u € Z(F,G) et
v € ZL(E,F), nous avons |[uov|| < ||ul| ||v]|, donc les applications linéaires de composition
& droite u — w o v et de composition a gauche v +— wu o v, et 'application bilinéaire de
composition (u,v) +— w o v sont continues.

e Si F' est un espace de Banach, alors .Z(FE, F) est un espace de Banach (voir le
corollaire 5.10). En particulier, le dual topologique E' = Z(F,K) de E, qui est souvent
noté Ex (sauf par quelques irréductibles gaulois!), est un espace de Banach pour la norme
duale || f|| = sup,ep, (o<1 |f(®)]. L'espace de Banach E” s’appelle le bidual (topologique)
de F.

Siue Z(E,F), Uadjoint de u est I'application linéaire ' de F’ dans E’ définie par
£ — {owu. Comme

]| = sup [l ()] = sup [[€oul] < [lul]
[lefj<1 llefj<1
nous avons u' € Z(F', E'). En particulier, I'application de .Z(F,F) dans Z(F', E') dé-
finie par u — u' est linéaire continue, de norme inférieure ou égale a 1. (Si K = R,
nous montrerons au corollaire 6.7 (4), conséquence du théoréme d’Hahn-Banach, qu’en fait
/I = Tful].)

e Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach (pour
la norme induite). Tout produit fini d’espaces de Banach est un espace de Banach (pour
I'une des normes produits ||(z1,...,2,)|lp, = (Jlz1]P +--- + |2 |[P)YP si p € [1,+00] et
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(21, 2n)||leo = max{||z1]],...,]||zn||}. Un produit dénombrable d’espaces de Banach
est un espace de Fréchet. Tout quotient d’un espace de Banach E par un sous-espace
vectoriel fermé F' est un espace de Banach (pour la norme quotient ||z + F'|| = infycp ||z +

yll)-

Voici une propriété qui n’a pas encore été démontrée, mais qui avait été démontrée
lannée derniére (pour les espaces vectoriels normés de dimension finie, mais la preuve
n’utilise que la complétude).

Proposition 6.1 (1) Soit (x,)nen une suite dans un espace de Banach E sur K. Si la
série ),y Tn est normalement convergente (i.e. si la suite réelle Y, v ||zn|| converge),
alors la série ) .y Tn converge dans E, et

1D zall <D lzall -

neN neN

(2) Soient E et F deux espaces de Banach, et 9L (E,F) l’ensemble des isomorphismes
linéaires, continus et d’inverses continus, de E dans F (mais pas nécessairement isométri-
ques). Alors 4L (E, F) est un ouvert de £ (E, F), et Uapplication u — u~' de 4L (E, F)
dans 9L (F, E) est continue.

En particulier, si E est un espace de Banach, alors
YYL(E)=9X(E,E)

est un groupe topologique, par l'alinéa précédent la proposition 2.21.

Preuve. (1) La convergence normale de (z,)nen implique que la suite ¢, = > ;1 [|zy]|
est convergente, donc de Cauchy dans R. La suite y, = >_;_, 5, est donc de Cauchy dans
E, car ||ynyp — yYnl| < |tntp — tn| par l'inégalité triangulaire, donc est convergente par
complétude de F.

(2) Commengons la preuve par un lemme.

Lemme 6.2 Soient E un espace de Banach et w € L (E, E). Si ||u]| < 1, alors id —u est
un isomorphisme linéaire de E dans E, d’inverse ) _yu" continu.

Preuve. La série Y u* dans I'espace de Banach .Z(E, E) est normalement convergente,
car |[uF|| < ||u]|¥, donc converge vers v € Z(E, E). Comme uv = vu = v — id, I'élément v
est I'inverse de id —u. 0

Solent uy € YZ(E,F), et u € Z(E,F) tels que |lu — up|| < ﬁ Posons v =

0
id —ualu. Alors
—1
ol < flug [l [lu—uoll <1, ()

donc id —v = ual

u est inversible d’inverse continu par le lemme, donc u est inversible et
u™t = (id —v) "t oug ! est continu, ce qui montre que ¥.Z(E, F) est voisinage de chacun
de ses points.

Cette expression de u ™!

montre aussi que

[lug ™l

+oo
_ -1 ; - i .
e = gl < i —o) ™ i g 1 =] 3 0 = [l
n=1

-1
[ g™l < 1ol
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qui tend vers 0 quand u tend vers ug, car alors ||v|| tend vers 0 par (*). La continuité en
tout point de 4.Z(F, F) de u +— u~! en découle. O

Une algébre normée est une algébre E sur K munie d’une norme telle que, pour tous
u,v dans F, on ait
[lwol| < [Jul[[[o]] -

Une algebre de Banach est une algébre normée compléte. En particulier, si E est un espace
de Banach, alors

L(E) = £(E, E)

est une algébre de Banach. La preuve du lemme 6.2 s’étend pour montrer que si u est un
élément d’une algébre de Banach unitaire de norme strictement inférieure a 1, alors 1 —u
est inversible.

Exemples 1. L’une des familles les plus importantes d’exemples d’espaces de Banach en
analyse est la suivante. Nous renvoyons au cours d’Intégration et probabilité ou a [Rud,
Coh| pour les notions nécessaires de théorie de la mesure et d’intégration. En particulier,
une mesure est o-finie si ’espace est réunion dénombrable de parties mesurables de mesures
finies.

Soient (X, .7, ) un espace mesuré et p € [1,4+00]. On note ¢, et on appelle exposant
conjugué de p, I'élément de [1,+00] tel que

-+-=1.
p q
Notons que si p =1, alors ¢ = +o0 et si p = +00, alors ¢ = 1.

Si p < 400, notons LP(X, o7, ) (ou LP(u) si (X, o) est sous-entendu) 'espace des
classes d’équivalences d’applications f de X dans K, mesurables pour <7, telles que |f|P
soit intégrable, modulo la relation d’équivalence f ~ g si f — g est presque partout nulle.
On pose alors, pour tout f dans LP(X, <7, p),

Il = ([ @P auta)

Si p = 400, notons L>°(X, .o, u) (ou L>(u) si (X, o) est sous-entendu) l'espace des
classes d’équivalences d’applications f de X dans K, mesurables pour <7, essentiellement
finies (i.e. s’il existe M > 0 tel que pour tout A € &/ vérifiant p(A) < 400, on ait
u{x € A ¢ |f(z)] > M}) = 0), modulo la relation d’équivalence f ~ g si f et g sont
essentiellement égales (i.e. si pour tout A € o/ tel que pu(A) < +oo, on a u({z € A
f(z) # g(x)}) = 0). On pose alors, pour tout f dans L>°(X, .o/, n),

1/p

[flle =inf{M >0 :VAecd, plA) <+o0c = p({zecd: |f(z)>M})=0}.

Notons T : LY X, o/, u) — LP(X, o, u) Vapplication définie par

fefom [ 1@ duw)}

Le fait que cette application soit bien définie est contenu dans le résultat suivant.

Théoréme 6.3 Soient (X, .o/, ) un espace mesuré et p € [1,400].
181



o Alors LP(X, o/, ) est un espace de Banach pour la norme || - ||,.

e Sip < 400, en supposant que p soit o-finie si p = 1, alors T : LY(X, o/, n) —
LP(X, o, ) est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie entre la norme ||-||q
et la norme duale de la norme || - |,.

o L’application T : LY(X,.o/, ) — L®(X, o/, 1)’ est une application linéaire isométri-
que, en général non surjective.

e Sip < +o0o, sip est o-finie, sila tribu (o-algébre) o7 est engendrée par une partie
dénombrable, alors LP (X, .of , i) est séparable. O

Dans la suite de ces notes, pour tout p € [1,4o00[, on identifiera LP(X, .o/, ) avec
L9(X, .o, i) par Pisométrie linéaire T~!, ot q est 'exposant conjugué de p, et en particulier
LY(X, o, p) avec L®(X, o, ).

ee Par exemple, en prenant X un ensemble non vide, &/ = Z(X), pu la mesure de
comptage sur X (définie par p(A) = Card A pour tout A C X), et p € [1,+00], l'espace
LP(X, o, i) est noté P(X,K) (ou P(K) si X = N). Si p < 400, c’est I'espace vectoriel
des familles indexées par X & valeurs dans K, de puissance p-éme sommable, muni de la

norme 1
P
@iexlly = (2 lal?)
1€X

qui est donc un espace de Banach. Si p = +o0, alors (>°(X,K) est I'espace de Banach
F5(X,R) muni de la norme uniforme.

Pour montrer que /P(N,R) est séparable si p < 400, il suffit de considérer I’ensemble
dénombrable des suites & valeurs rationnelles n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls,
et d’utiliser un argument de coupage en deux de séries.

ee Par exemple, pour tout r € N — {0} et tout p € [1,+00[, en prenant pour X un
ouvert €2 de R" et pour u la restriction a 2 de la mesure de Lebesgue, 'espace vectoriel
LP(Q,K) (ou LP(Q) si K est sous-entendu) des applications & valeurs dans K de puissance
p-éme intégrable (modulo les applications presques nulles), muni de la norme (aussi notée

I i) )
1l = (s as)”

est un espace de Banach. Comme la mesure de Lebesgue sur tout ouvert de R" est o-
finie, pour tout p dans [1, +o0o[, le dual topologique de LLP(€2) est L(€2) pour ¢ 'exposant
conjugué de p (et en particulier, le dual topologique de L'(Q) est L°°(2), qui est I'espace
de Banach des applications de €2 dans K, bornées en dehors d’un ensemble de mesure nulle,
modulo égalité presque partout). Si p < +00, alors 'espace de Banach LP(2) est séparable.
Mais si €2 est non vide, alors L°°(£2) n’est pas séparable (voir par exemple [Bre]).

Une maniére de voir que LP(2) est séparable est d’utiliser le théoréme du cours d’Inté-
gration et probabilité (voir aussi [Coh|) disant que l'espace vectoriel €,.(2,K), des appli-
cations continues & support compact dans €2, est dense dans ILP(€2) pour la norme || - ||,
et que 6,(92,K) est séparable pour la norme uniforme, par le corollaire 5.43.

Exemples 2. Soient X un espace topologique localement compact non vide et K = R
ou K = C. Une application continue f : X — K s’annule a l’infini si pour tout € > 0,
il existe un compact K de X tel que |f(z)| < € si z ¢ K. De maniére équivalente, si X
est le compactifié d’Alexandrov de X (voir 'exercice E.51), alors f s’annule a l'infini si et
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seulement si ’application ]/”\: XK prolongeant f et telle que ]/”\(oo) = 0 est continue.
Une application continue nulle & Uinfini est en particulier bornée. Notons que si X est
compact, alors toute application continue s’annule & 'infini.

On note %p(X, K) I'espace vectoriel sur K des applications continues de X dans K qui
s’annulent & 'infini, que 'on munit de la norme uniforme. En particulier, si X est compact,
alors ¢5(X,K) = ¢ (X, K) muni de la norme uniforme.

Proposition 6.4 L’espace vectoriel normé 6o(X,K) est un espace de Banach, et le sous-
espace 6.(X,K) des applications continues a support compact est dense dans €p(X,K).

Preuve. Comme 'espace vectoriel (X, K) des applications continues bornées est complet
pour la norme uniforme (voir la proposition 5.8), et puisqu’un sous-espace vectoriel fermeé
d’un espace de Banach est un espace de Banach pour la norme induite (voir la proposition
3.16 (3)), il suffit de montrer que 6, (X, K) est fermé dans (X, K) pour obtenir la premiére
assertion.

Soit (fn)nen une suite dans %o(X,K) convergeant uniformément vers f € (X, K).
Pour tout € > 0, soit n € N tel que sup,¢ x |f(z) — fu(z)| < § et soit K un compact de X
tel que, pour tout = ¢ K, on ait |f,(z)| < 5. Alors pour tout = ¢ K,

f(@)] < |F(@) = fal@)] + | fulz)] < g + g —e.

Le premier résultat s’en déduit.

Montrons que %.(X,K) est dense dans (X, K). Soient f € 65(X,K) et € > 0. Soit K
un compact de X tel que, pour tout = ¢ K, on ait |f(z)| < e. Puisque X est localement
compact, soit K’ un voisinage compact de K et V un voisinage ouvert de K contenu
dans K'. Par lexercice corrigé E.48 du paragraphe 4.1, il existe une application continue
¢ : K' — [0,1] telle que ¢(z) = 0 pour tout z dans le fermé K’ —V et ¢(2’) = 1 pour
tout z’ dans le fermé K disjoint de K’ — V. En prolongeant ¢ par 0 en dehors de K’ (voir
lexercice corrigé E.15 du paragraphe 2.3), on obtient un élément ¢ € €.(X,K) a valeurs
dans [0, 1] valant 1 sur K. Posons g = ¢ f, qui est dans %.(X, K). Pour tout z dans X, on
al|f(x) —g(x)] =0siz € K et sinon

[f(2) = g(@)| <1 = ¢(@)[[f(2)] < |f(z)] <e.
Donc ||f — gl||leo < €, et le résultat en découle. O

Soit .#x(X) l'ensemble des mesures signées (on dit parfois « réelle » au lieu de « si-
gnée ») si K = R, mesures complexes si K = C, boréliennes, réguliéres, muni de la norme

el = 11l (X)

(voir le cours d’'Intégration et probabilité ou [Coh, Rud| pour les définitions; rappelons
que si X est localement compact et a base dénombrable d’ouverts (par exemple si X est
localement compact, métrisable et séparable, et en particulier si X est métrisable compact),
alors toute mesure positive finie (en particulier toute mesure de probabilité) est réguliére,
voir [Coh, page 206]).

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme de représentation de Riesz (voir
par exemple [Coh, page 220]).
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Théoréme 6.5 L’espace vectoriel normé #x(X) est un espace de Banach, et lapplication
de Mx(X) dans 6o(X,K)" définie par

pe s = nth) = [ @) du)}

est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de la masse totale sur #x(X) et
la norme duale sur 6y(X,K)'. O

Nous identifierons le dual topologique de 6,(X,K) avec .#k(X) par cette application.
En particulier, si X est compact, alors le dual topologique de € (X,R) ou ¢ (X,C) (muni
de la norme uniforme) est ’espace des mesures réelles .Zr(X) ou complexes .Z¢(X) sur

X.

Théorémes de Hahn-Banach.

Nous supposons que K = R dans cette sous-partie. Le résultat suivant d’extension de
formes linaires est une conséquence du théoréme de Zorn.

Théoréme 6.6 (Théoréme de Hahn-Banach (forme analytique)) Soient E un
espace vectoriel réel et p: E — R une application telle que

VA>0, p(Az) = Ap(z) et p(z+y) < p(x)+pQy) .

Soient F' un sous-espace vectoriel de E et f une forme linéaire sur F, telle que, pour tout
y € F, on ait f(y) < p(y). Alors il existe une forme linéaire g sur E prolongeant f telle
que, pour tout x € E, on ait g(z) < p(z).

Preuve. Considérons I’ensemble & des applications linéaires h : D(h) — R, ot D(h) est un
sous-espace vectoriel de E contenant F', telles que h prolonge f et que, pour tout y € D(h),
on ait h(y) < p(y). On munit & de Vordre h < h' si D(h) C D(I) et h'(x) = h(z) pour
tous x € D(h).

L’ensemble ordonné & est non vide (car il contient f), et il est inductif (voir les
paragraphes 1.1 et 4.3 pour des rappels sur les ordres). En effet, si &2’ est une partie
totalement ordonnée de &, alors pour tout = dans J;,c 4 D(h), qui est un sous-espace
vectoriel car &’ est totalement ordonné, posons h'(x) = h(z) six € D(h), ce qui ne dépend
pas des choix car &’ est totalement ordonné. Il est facile de vérifier que h’ appartient a
2, que D(h') = Jpep D(h) et que I/ est un majorant de &’

Par le théoréme de Zorn 4.8, soit g un élément maximal de &2. Montrons que D(g) = E,
ce qui montrera le résultat. Par ’absurde, supposons qu’il existe g € E — D(g).

Posons a = sup,¢ py) (g(y) —ply — xo)). Pour tous x,y dans D(g), nous avons

9(z) +9(y) = g(z +y) < p(x +y) < plx+ 20) + p(y — 20)

par sous-additivité de p, donc g(y) — p(y — zo) < —g(z) + p(x + x¢). D’on, en prenant la
borne supérieure sur y € D(g), pour tous x,y dans D(g),

9(y) —py —x0) < a < —g(z) + p(x +x0), (*)

et en particulier, «v est fini. Pour tous A € R et y € D(g), posons h(y + Azg) = g(y) + Aa.
Alors h est une forme linéaire prolongeant g, donc f, sur l'espace vectoriel D(h) = D(g) +
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Rz, qui contient strictement D(g). Si A > 0, alors on obtient, en utilisant 'inégalité de
droite de (*), et par ’homogénéité de p,

h(y + Azo) = A(g(iy) +a) < /\p(ly +x0) = p(y + Azo) .

A
De méme, par I'inégalité de gauche de (*), si A < 0, alors
-1 -1
Ay + Azo) = (=N) (9(50) = @) < (=N p(5-y — 20) = ply + Awo)
Ceci contredit la maximalité de g. O

Porisme 6.7 Soit & un espace vectoriel réel normé.

(1) Soient F un sous-espace de E et f une forme linéaire continue sur F'. Alors il existe
une forme linéaire continue g sur E prolongeant f telle que ||g||gr = || f]|#-

(2) Pour tout x dans E, il existe g dans E' telle que ||g||p = ||z||E et g(z) = ||z||?.

(8) Pour tout = dans E,

lzll= sup  [f(z)]=  max _[f(z).
FEE || fl| gz <1 fEE |Ifllgr<1

(4) Si F est un espace vectoriel réel normé, alors lapplication de £ (E, F) dans £ (F', E'),

qui & u associe son adjoint u’, est une isométrie.

Preuve. (1) Il suffit d’appliquer le théoréme de Hahn-Banach 6.6 avec p : z — || f]]||z]|,
en remarquant que puisque p(z) = p(—x), on a aussi |g(z)| < p(z).

(2) 11 suffit d’appliquer (1) avec F = Rx et f : tx +— t||x]|*.

(3) Nous pouvons supposer que « # 0. On asupepr |7, <1 |/ ()] < [|2|| par définition
de la norme duale. Par (2), soit fo € E’ telle que ||fol| = ||z]| et fo(z) = ||z||?. Alors en

considérant f = ||x||~! fo, 'inégalité précédente est une égalité et montre le résultat.

(4) Par (3), nous avons

lull = sup [lu@)| = suwp ( sup |eou())
llz[|<1 [[z]|<1 MeeF’, ||4|<1

= s (s WO@) = s W@ = O
CEF, |I]<1 M lzf|<1 CeF, |lef[<1

Exemple. Soit (X, .o/, ) un espace mesuré. Pour tout p dans |1, 400], soit g € [1,+o0[
I'exposant conjugué de p (i.e. % + % = 1). Si p est o-finie quand ¢ = 1, alors pour tout
f e LP(X, o, pn), puisque LP(X, .o/, i) est le dual topologique de LY(X, 7, pu) (voir le
théoréme 6.3),

Ifllp=  max /GX f(@)g(x) du(z)

g€L(Q), llgllg<1

En particulier, pour tout » € N— {0}, pour tout ouvert Q non vide de R", comme %,(£2, K)
et 2(Q,K) sont denses dans L9(€2), on a pour tout f € LP(Q)

Ifllp=  max /Q f(@)g(x) da

geLI(Q), [lgllg<1

= sup /zGQ f(z)g(z) de = sup /:BEQ f(z)g(z) dx .

QG%C(Q,K), Hqugl gE.O](Q,K), Hqugl
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Montrons maintenant des versions géométriques du théoréme de Hahn-Banach (forme
analytique). Soit E un espace vectoriel sur K. Rappelons qu'un hyperplan affine de E est
un sous-espace affine de codimension 1 de F, ou, de maniére équivalente une partie de F
de la forme

H=(Ya)={zcE : ((z)=a},

ol £ est une forme linéaire non nulle et o € K. Nous dirons alors que £ = « est une équation
de H (toute autre équation étant alors de la forme M = Aa avec A € K¥).

On dit qu'un hyperplan affine H d’équation { = « sépare deux parties A et B de E
si, quitte & échanger A et B, on a A C £71(] — 00,a]) et B C £!([a, +00[). On dit
qu'un hyperplan affine H sépare strictement A et B de E g’il existe € > 0 tel que, quitte a
échanger A et B,ona AC 7] —oo,a—¢]) et BC Y ([a+ €, +00]).

Lemme 6.8 Soit E un espace vectoriel topologique sur K. Un hyperplan affine H de F,
d’équation £ = «, est fermé si et seulement si £ est continue.

Preuve. Si / est continue, commes les singletons de K sont fermés, alors H = ¢~!(a) est
fermé.

Réciproquement, supposons H fermé, et montrons que la forme linéaire (non nulle
donc surjective) £ est continue. Comme les translations sont des homéomorphismes, nous
pouvons supposer que o = 0.

Le cas particulier ot F/ est un espace vectoriel normé réel admet une preuve plus courte,
que nous donnons tout d’abord, méme si elle n’est pas nécessaire pour le cas général qui
suit. Comme le complémentaire de H est non vide et ouvert, soient xg € E et ¢ > 0 tels
que B(zg,2¢) N H soit vide. Nous pouvons supposer que £(xg) < 0, quitte & remplacer ¢
par —(. Alors pour tout = dans B(xo,2¢), on a ¢(x) < 0 par convexité de B(zo, 2¢) (si par
labsurde ¢(x) > 0, posons t = %, alors t € [0,1] et txg+ (1 — t)z € B(xo,2¢) N H,

contradiction). Donc pour tout x dans E tel que ||z|| < 1, on a

—L(z0) .

) = * (tlao + ex) — £lao)) <

€
Par conséquent, ||¢|| < +o00, ce qui montre le résultat.

Considérons maintenant le cas général. L’espace vectoriel topologique quotient FE/H est
séparé car H est fermé (voir le corollaire 2.26), et de dimension 1 car H est un hyperplan.
La forme linéaire ¢ passe au quotient en une application linéaire f : E/H — K. Comme
¢=fomoumn:E — E/H est la projection canonique (continue), il suffit de montrer que
f est continue en 0 (par linéarité). Fixons un élément non nul a de £/H. Pour tout € > 0,
par séparation de E/H, soit V un voisinage de 0 dans E/H ne contenant pas ea # 0.

Montrons que
Vi= () wv
pEK, |pu|>1

est un voisinage de 0 contenu dans V. En effet, par continuité en (0,0) de I’application de
K x E/H dans E/H définie par (A, z) — Az, il existe n > 0 et un voisinage W de 0 dans
E/H tel que pour tout z dans W, pour tout A dans K tel que |A| < 7, on ait \x € V.
Ceci implique que nW, qui est un voisinage de 0 car les homothéties (non nulles) sont des
homéomorphismes, est contenu dans V' (si z € W et |u| > 1, alors |%| <n, donc nz € uV).
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Par construction, pour tout o € K tel que |a| < 1, nous avons aV’/ € V'. Si Xa € V|

alors |A| < ¢, car sinon
€

A

ce qui contredit la définition de V. Ceci montre la continuité de f : Aa — Af(a) en 0, et
conclut la preuve. O

XaecV cV,

€ea =

Théoréme 6.9 (Théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique)) Soient E un
espace vectoriel topologique réel, et A et B deux convexes non vides disjoints dans E.

(1) Si A est ouvert, alors il existe un hyperplan affine fermé séparant A et B.

(2) Si E est localement convexe (par exemple normé), si A est compact et si B est fermé,
alors il existe un hyperplan affine fermé séparant strictement A et B.

Preuve. (1) Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 6.10 Soit C' un convexe ouvert non vide de E, et xg € E — C. Alors il existe
¢ € E' tel que, pour tout x € C, on ait {(x) < {(x0).

Preuve. Quitte a translater (ajouter a = et & xp un méme élément de E ne change pas
I'inégalité ¢(x) < £(xg), par linéarité de £), on peut supposer que 0 € C. Soit F' = Rz et
p=|||lc la jauge de C (voir le lemme 2.17), qui est positive ou nulle et vérifie

VA>0, [[Azlle =Mzlle, o +ylle < llzlle +llylle
et pour tout € > 0, il existe un voisinage V. de 0 dans E tel que
Ve eV, |lzllc<e.

Notons f la forme linéaire sur le sous-espace vectoriel Rxy de E définie par f(Azg) = .
Comme 29 ¢ C = {z € E : ||z|lc < 1}, on a p(zg) > 1, donc pour tout A € R, en
distinguant le cas A < 0 immédiat du cas A > 0, on a f(Azg) < p(Azp). Par le théoréme
6.6, il existe donc une forme linéaire £ sur F prolongeant f, telle que ¢ < p. Ceci implique
que £ est continue en 0 (donc partout) car, pour tout € > 0, en notant + le signe de £(x),
on a, pour tout z dans V; N (—V;) (qui est un voisinage de 0 dans E)

[0(x)] = b(£x) < p(+x) <€.

De plus, pour tout z dans C, on a £(z) < p(x) < 1. Comme ¢(xg) = f(z9) = 1, le résultat
s’en déduit. O

(1) Pour montrer la premiére assertion du théoréme 6.9, on considére
C={x—y:ze€AyecB},

qui est convexe et non vide car A et B le sont, ouvert car union des ouverts A — y pour
y dans B, et ne contient pas 0 car A et B sont disjoints. Par le lemme 6.10, il existe donc
¢ € F' tel que £(z) < 0 pour tout z dans C, i.e. tel que £(z) < ¢(y) pour tous x dans A
et y dans B. Posons a = sup,¢4 £(x), qui vérifie donc a < infycp ¢(y). Alors I'hyperplan
affine d’équation ¢ = « (qui est fermé car ¢ est continue) sépare A et B.
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(2) Le cas ot F est un espace vectoriel normé admet une preuve plus courte, nous la
donnons tout d’abord, méme si elle n’est pas nécessaire pour le cas général. Comme A est
compact et B fermé, et puisque la distance d’un point & un fermé est continue et nulle
seulement si le point appartient au fermé, nous avons € = % infyeq d(z, B) > 0, et donc les
e-voisinages ouverts A, = ¥ (A) et B = ¥.(B) sont convexes, ouverts, non vides, disjoints.

Par (1), soit H un hyperplan affine fermé séparant A, et B.. Soit { = o une équation
de H telle que pour tous x dans A, et y dans B, on ait ¢(x) < a et ¢(y) > «. Montrons
qu’il existe € > 0 tel que pour tous = dans A, on ait £(z) < o — €. Sinon, il existe une suite
(Zn)nen dans A telle que o — n+r1 < l(x,) < a. Par compacité de A, soit x € A une valeur
d’adhérence de la suite (x,)nen. Par continuité de ¢, on a ¢(z) = «, donc z € AN H, ce
qui est impossible. Mais alors I’hyperplan affine d’équation £ = o — € sépare strictement A

et B.

Pour le cas général, comme B est fermé, disjoint de A, pour tout x dans A, il existe
un voisinage ouvert V, de 0 dans E tel que (z + V) N B = . Soit V] un voisinage ouvert
de 0 tel que V) 4+ V] C V. (qui existe par continuité de (z,y) — x + y en (0,0) ). Par
compacité de A, il existe x1,...,z, dans A tels que A C (x1 + V) U---U(zp, +V, ).
Puisque V, NN Vafn est un voisinage de 0, et puisque F est localement convexe, il existe
un voisinage ouvert convexe W de 0 dans E tel que W + (-W) C V;, n---NV, (par
continuité de (x,y) — z —y en (0,0) ). Alors A’ = A+ W et B’ = B+ W sont des ouverts
convexes non vides dans E. Montrons que A’ et B’ sont disjoints. En effet, sia € A, b € B,
wy,wy € W et a+wy = b+ we, alors soient i € {0, -+ ,n}etv; € Vm'i tels que a = x; + v;.
Alors b = x; + w; — wa + v;, qui appartient a B N (x; + V) par construction de W et de
V... Mais ceci contredit la définition de V. On conclut alors comme dans le cas particulier
précédent. O

Voici quelques conséquences du théoréme de Hahn-Banach (forme géométrique).

Un demi-espace fermé d’un espace vectoriel topologique réel E est une partie A de E
telle qu’il existe une forme linéaire continue £ sur £ et o € R telle que A = £=1(] — 00, ]).
L’hyperplan d’équation £ = « est dit associé au demi-espace fermé. Tout hyperplan affine
fermé de F définit (i.e. est associé a) deux demi-espaces fermés. Tout demi-espace fermé
de F est un convexe fermé de F.

Si C' est un convexe de E, un hyperplan d’appui de C' est un hyperplan affine fermé H
de FE, passant par un point de C, tel que C soit contenu dans I'un des deux demi-espaces
définis par H.

Proposition 6.11 Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe réel.

(1) Tout conveze fermé C de E est l'intersection des demi-espaces fermés qui le con-
tiennent.

(2) Si E est séparé, alors tout convexe compact non vide C' de E est l'intersection des
demi-espaces fermés qui le contiennent et sont définis par les hyperplans d’appui de C.

Preuve. (1) Le résultat est immédiat si C' est vide. Sinon, pour tout z ¢ C, comme un
singleton de F est convexe compact non vide, il existe par le théoréme de Hahn-Banach
6.9 (2) un hyperplan affine fermé séparant strictement {z} et C.

(2) Comme E est séparé, tout singleton de E est convexe fermé. Pour tout = ¢ C| il
existe donc, par le théoréme de Hahn-Banach 6.9 (2), un hyperplan affine fermé d’équation
¢ = « séparant strictement {z} et C. Suposons par exemple que ¢(x) > «, et posons
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o =sup,ccl(x) < a. Alors C est contenu dans le demi-espace fermé défini par ¢ < o/, et
celui-ci ne contient pas x. Par compacité de C' et continuité de ¢, la borne supérieure o’
est atteinte. Donc I'hyperplan affine fermé d’équation £ = o/ est un hyperplan d’appui. [J

Proposition 6.12 Soient E un espace vectoriel topologique localement conveze réel et F
un sous-espace vectoriel de E. Alors F est dense dans E si et seulement si F' n’est pas
contenu dans un hyperplan fermé de E.

De maniére équivalente, F' n’est pas dense dans F si et seulement s’il existe une forme
linéaire continue sur £, non nulle, qui s’annule sur F'. Ce résultat est un moyen trés pratique
de montrer qu’un sous-espace vectoriel est dense : un sous-espace vectoriel F est dense si
toute forme linéaire continue qui s’annule sur F' est nulle.

Comme cas particulier de ce résultat, tout hyperplan affine non fermé d’un espace
vectoriel topologique localement convexe (par exemple normé) réel est dense.

Preuve. Si F' est dense dans E, comme toute forme linéaire continue ¢ est uniformément
continue, et comme R est complet, nous avons vu (voir le théoréme 5.18 si E est un espace
vectoriel normé et le commentaire qui suit sa preuve sinon) que ¢ s’étend continuement de
maniére unique & F. Donc si £ est nulle sur F', alors £ est nulle.

Réciproquement, remarquons que F est un sous-espace vectoriel fermé de E, donc un
convexe fermé non vide. Si F' n’est pas dense dans E, soit zg ¢ I, de sorte que {xo} soit
un compact convexe non vide disjoint de F. Par le théoréme de Hahn-Banach 6.9 (2), il
existe donc £ € E' — {0} tel que

Ve e, ((x)<{(x).

Comme F' est stable par homothéties, ceci implique que /£ est nulle sur F, donc que I est
contenu dans 'hyperplan (fermé) d’équation ¢ = 0. O

Proposition 6.13 Soit E un espace vectoriel réel normé. Si E' est séparable, alors E est
séparable.

La réciproque est fausse, car I'espace de Banach LL'(R) (pour la mesure de Lebesgue
sur R) est séparable, mais son dual topologique L°°(R) ne l’est pas.

Preuve. Soit (f,)nen une suite d'image dense dans E’. Pour tout n dans N, par définition
de la norme duale ||fp|| = sup,cp, |joj=1 fn(2), il existe z, € E tel que

leall =1 et fulan) > glIfall.
L’ensemble &7 des combinaisons linéaires finies & coefficients dans Q des éléments de {x,, :
n € N} est dénombrable. Montrons que 7 est dense dans E, ce qui concluera.

11 suffit de démontrer que le sous-espace vectoriel réel F' engendré par {z, : n € N}
est dense dans E (car &/ est dense dans F'). Soit f une forme linéaire continue sur E
s’annulant sur F' (donc sur chaque z,,). Montrons que f est nulle, ce qui concluera par la
proposition 6.12.

Par densité de {f,, : n € N}, pour tout € > 0, il existe n € N tel que ||f — fu|| < e
Donc

1
Slfnll = falan) = (Fn = F)@n) < [lfn = Fllllzall < €.
Donce ||f]| < [|f = fall + |1fn]] < 3e. D’out f =0, ce qui montre le résultat. O
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Proposition 6.14 Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe séparé réel.
Alors la topologie faible sur I est séparée.

Nous avions déja démontré (et la preuve était élémentaire, voir la proposition 2.22) que
la topologie faible-étoile sur E’ est séparée. Mais la séparation de la topologie faible sur F
est, par contre, beaucoup moins élémentaire.

Preuve. Soient = et y deux points distincts de E. Alors {z} est convexe compact non
vide, et, puisque E est séparé, {y} est convexe fermé non vide. D’aprés le théoréme de
Hahn-Banach 6.9 (2), il existe donc une forme linéaire continue ¢ € E’ non nulle et o € R
tels que 'hyperplan d’équation ¢ = « sépare strictement {z} et {y}. Alors

U={z€FE : l(z)<a} et V={2z€FE : {z)>a}

sont, quitte a les échanger, des voisinages ouverts disjoints de x et y pour la topologie faible
(la moins fine rendant continue les éléments de E). O

Remarque. On peut par contre montrer que si E est un espace vectoriel normé de dimen-
sion infinie, alors la topologie faible sur E n’est pas métrisable.

Proposition 6.15 Soient E un espace vectoriel topologique localement conveze séparé réel
et C un convexe de E. Alors C' est faiblement fermé si et seulement s’il est fortement fermé.

Preuve. Comme la topologie forte est plus fine que la topologie faible (voir la fin du
paragraphe 2.8), il suffit de montrer que si C' est fortement fermé, alors C' est faiblement
fermeé.

Comme un demi-espace fermé est par définition faiblement fermé, ceci découle de la
proposition 6.11 (1) (car une intersection de fermés est fermée).

[Pour une preuve directe, soit zg ¢ C. Par le théoréme de Hahn-Banach 6.9 (2), il existe
(€ E et a € R tels que

VeeC, lx)<a<l(xg).

Alors V.={z € E : {(x) > a} est un voisinage faible de z disjoint de C, ce qui montre
que le complémentaire de C' est faiblement ouvert.| ]

Soient K un espace vectoriel réel et C' un convexe de E. Une application ¢ : C —
| — 00, +00] est dite conveze si

Va,ye C, Yte[0,1], o(tz+ (1—t)y) <to(x)+ (1—1t)py) .

Par exemple, si ||-|| est une semi-norme sur E, nous avons déja utilisé le fait que ||-|| : £ — R
est convexe.

Porisme 6.16 Soient E un espace vectoriel topologique localement convexe réel, C' un
conveze fortement fermé de E et ¢ : C — | — 00,+00] une application convere semi-
continue inférieurement pour la topologie forte. Alors ¢ est semi-continue inférieurement
pour la topologie faible.

Preuve. Pour tout A € R, montrons que F' = {x € C : ¢(x) < A} est faiblement
fermé. Or F' est convexe, car ¢ et C sont convexes, et fortement fermé, car ¢ est fortement
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semi-continue inférieurement et C' est fortement fermé. On applique alors la proposition
6.15 précédente. O

Résultats de compacités pour topologies affaiblies.

Nous avons vu (théoréme de Riesz 4.18) que si E est un espace vectoriel normé réel
ou complexe de dimension infinie, alors la boule unité fermée de F n’est pas compacte. Le
but de cette partie est de montrer que ’on récupére des résultats de compacité a condition
d’affaiblir suffisamment la topologie, tout en la gardant séparée (“moins d’ouverts implique
plus de compact”), et d’étudier la structure des compacts convexes.

Soient E/ un espace vectoriel topologique réel ou complexe et A une partie de F.
L’enveloppe convexe fermée de A est I'intersection de tous les convexes fermés contenant A.
C’est le plus petit (pour 'inclusion) convexe fermé contenant A. Comme l'adhérence d’un
convexe est convexe, c’est 'adhérence de 'intersection de tous les convexes contenant A.
Si E est localement convexe réel, alors il découle de la proposition 6.11 (1) que I'enveloppe
convexe de A est 'intersection de tous les demi-espaces fermés contenant A.

Si A est convexe, on dit qu'un point z de A est un point extrémal de A 8’il n’existe
aucun segment ouvert contenant x et contenu dans A, i.e. si

Vyze A Vtelol], z=ty+(1-t)z = y==z2,

e

boule umte de boule umte de boule umte de boule umte de boule umte de
I 1l |- ls | l2 |- [la | loo

cette derniére égalité impliquant alors que x =y = 2.

Exercice E.63 Soient p € [0,+00] et B la boule unité fermée de R™ muni de la norme
|| - [lp (voir le paragraphe 2.8).

Montrer que sip € |1, 400|, alors l’ensemble des points extrémaux de B est sa frontiére
0B.

Montrer que si p = 1, alors I’ensemble des points extrémauz de B est [’ensemble des 2n
points £x; ou 1 <i <n et x; = (6ij)1<j<n-

Montrer que si p = oo, alors ’ensemble des points extrémauzr de B est [’ensemble des
2" points (£1,+1,...,£1).

Soient ' un espace vectoriel réel et C' un convexe de E. Une application ¢ : C —
[—00, +00[ est concave si

Va,yeC, Vte(0,1], o(tz+(1—1t)y) > te(x)+ (1 —t)e(y) ,

ou, de maniére équivalente, si —¢ est convexe.
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Proposition 6.17 Soient K un convexe compact non vide d’un espace vectoriel topologique
localement convexe séparé réel E et f : K — R une application concave semi-continue in-
férieurement. Alors f atteint sa borne inférieure en un point extrémal de K.

Preuve. Notons .% ’ensemble des parties fermées non vides X de K, telles que tout seg-
ment ouvert dans K rencontrant X est contenu dans X. L’ensemble .# vérifie les propriétés
suivantes.

e L’ensemble .Z est non vide, car K € .%.

e Un singleton {z} appartient & .7 si et seulement si x est un point extrémal de K,
par définition d’un point extrémal de K.

e Toute intersection non vide d’une famille d’éléments de % appartient a .%. En
particulier, par compacité de K, ’ensemble .# est inductif décroissant pour 'inclusion :
si F est une partie totalement ordonnée de %, alors (|.#’ est un minorant de .#’ dans
Z (cette intersection est non vide, car sinon, par compacité de K, il existerait une partie
finie #” de .#’ d’intersection vide, et un plus petit élément de .#” serait vide, ce qui n’est
pas possible par définition de 7).

e Montrons que si X € % et si g : K — R est concave et semi-continue inférieure-
ment, en notant Y = ¢~!(] — 00, a]) N X Iensemble des points de X ol g atteint sa borne
inférieure o = inf,cx g(x), alors Y appartient a .7.

En effet, comme gx est semi-continue inférieurement et puisque X est compact (car
fermé dans K) et non vide, il découle des propositions 5.27 et 5.28 que Y est non vide et
fermé. Soient = et y distincts dans K et t € ]0,1[ tels que z = tx + (1 — t)y € Y. Alors
z,y € X car Y C X € .. Comme g est concave, on a a = g(z) > tg(z) + (1 —t)g(y) >
ta+ (1 —t)a=a, donc g(x) =g(y) =aet z,y €Y.

Maintenant, avec (K, f) comme dans 1’énoncé de la proposition 6.17, notons K’ I’en-
semble des points de K ou f atteint sa borne inférieure, qui appartient a %, par ce qui
précéde. Par le théoréme de Zorn 4.8 appliqué & I'ensemble, ordonné par 'inverse de I'in-
clusion, des éléments de .% contenus dans K, 'ensemble .% contient un élément minimal
M contenu dans K’. Montrons que M est un singleton, donc est réduit & un point extrémal
de K, ce qui concluera.

Par I'absurde, si et y sont deux points distincts de M, alors par la proposition 6.14,
il existe une forme linéaire continue ¢ sur F telle que ¢(x) < ¢(y). Mais alors ’ensemble
des points de M ou ¢ atteint sa borne inférieure serait un élément de % strictement
contenu dans M, par le quatriéme point (¢, étant continue et linéaire, est semi-continue
inférieurement et concave). Ceci n’est pas possible. U

Théoréme 6.18 (Théoréme de Krein-Milman) Soit K un convexe compact d’un
espace vectoriel topologique localement convexe séparé (par exemple un espace vectoriel
normé) réel ou complexe. Alors K coincide avec l’enveloppe conveze fermée de ses points
extrémaud.

Preuve. Dans le cas d'un espace vectoriel complexe, la propriété de partie compacte,
celle de partie convexe et celle de point extrémal d’un convexe sont en fait des propriétés
de 'espace vectoriel réel sous-jacent. Nous pouvons donc supposer que K est un convexe
compact dans un espace vectoriel topologique localement convexe réel E. Nous pouvons
aussi supposer que K est non vide.

Soit C' 'enveloppe convexe fermée de I’ensemble des points extrémaux de K. Il est clair
que C' C K. Pour montrer que K C C, il suffit, par la proposition 6.11, de montrer que
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pour toute forme linéaire continue ¢ sur E et tout o € R tels que ¢(x) > « dans C, on a
¢(x) > o dans K. Mais ceci découle de la proposition 6.17 précédente. U

Si E est un espace vectoriel normé réel ou complexe, nous noterons B la boule unité
fermée de E. En particulier, B = {f € E' : ||f|| < 1}.

Théoréme 6.19 (Théoréme de Banach-Alaoglu) Soit E un espace vectoriel normé
sur K =R ou K = C. Alors la boule unité fermée Bg: du dual topologique E' de E est
compact pour la topologie faible-étoile.

La boule unité d’un espace vectoriel normé de dimension infinie n’est jamais compacte
pour la topologie forte (théoréme de Riesz 4.18). Vu l'importance de la compacité en
analyse, ceci explique l'intérét de ce résultat. Il y a bien stir un prix a payer ; d’une part, il
faut savoir que 'espace vectoriel normé sur lequel on travaille est le dual topologique, muni
de la norme duale, d’un certain espace vectoriel normé, qu’il n’est pas toujours facile de
trouver (voir le cours d’Analyse fonctionelle et équations aux dérivées partielles du second
semestre) ; d’autre part, on obtient un résultat pour la topologie faible-étoile, et il faut
parfois travailler beaucoup pour revenir aux propriétés de la topologie forte.

Preuve. On munit £’ de la topologie faible-étoile, qui est séparée par la proposition 2.22.
Considérons 'espace vectoriel topologique produit K et I'application linéaire ® : E' —
K¥ définie par ®(f) = (f (ac))x cp» qui est clairement injective et linéaire. Montrons que
d~1 . ®(E') — E' est continue. Il suffit (par les propriétés de topologie initiale de la
topologie faible-étoile) de montrer que pour tout x dans F, 'application de ®(E’) dans K
définie par s — ®~!(s)(z) est continue. Mais si s = (s;)zcp alors ®71(s)(z) = s, et le
résultat découle donc de la continuité des projections canoniques d’un produit sur chacun
de ses facteurs. Nous avons

OBp)={scKF : Va,yc B, VACK, |si| <||z]], Seiy =52+ 8y Sae =Sz} .

Par continuité des combinaisons linéaires finies de projections canoniques, et puisqu’une
intersection de fermés est fermée, on en déduit que ®(Bp/) est un fermé dans I'espace
produit

[T ek : A <l=ll},

ek
qui est compact par le théoréme de Tychonov 4.12. D’ou le résultat, puisque 'image du
compact ®(Bp/) par Papplication continue ®~! (4 valeurs dans un espace séparé) est
compacte. ]

Soit X un espace topologique localement compact non vide. Nous avons vu dans le
théoréme 6.5 que l'espace de Banach .#k(X) des mesures boréliennes réguliéres signées si
K =R, complexes si K = C, est le dual topologique de I'espace de Banach %, (X, K) pour
la norme uniforme. En particulier, nous pouvons bien considérer la topologie faible-étoile
sur . (X,K) (qui est moins fine que la topologie forte, définie par la norme des mesures).

Le résultat suivant est donc une application directe du théoréme de Banach-Alaoglu
6.19.

Porisme 6.20 Soit X un espace topologique localement compact non vide, alors pour tout
¢ >0, le sous-ensemble {p € Ax(X) : ||p|| < ¢} est un convexe compact pour la topologie
faible-étoile. O
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La topologie vague sur 'ensemble .# (X) des mesures boréliennes, positives, finies sur
les compacts, sur X est la topologie initiale définie par la famille d’applications (,u —
u( f)) Fetu(XR) de #(X) dans R. Notons que ces applications sont bien définies, par la
condition de finitude sur les compacts des mesures. Les propriétés suivantes découlent des
propriétés des topologies initiales.

e La topologie vague est la topologie la moins fine rendant continues les applications
= p(f) pour f € C(X,R).

o Sipug € #L(X), alors 'ensemble des parties de la forme

VE,fl,---,fn(MO) = {M € %_,_(X) : Vi€ {17 s 7n}7 ‘:U'(fl) - :U'O(fl)‘ < 6}

lorsque € > 0, n € Net fi,..., fn € €.(X,R), est un systéme fondamental de voisinages
de po dans # (X)) pour la topologie vague.

Sur 'ensemble .7, (X)N.#r(X) (des mesures boréliennes positives réguliéres finies sur
X, qui est un cone convexe dans .Zr(X)), nous pouvons considérer a la fois la topologie
(induite par la topologie) vague de .#, (X) et la topologie (induite par la topologie) faible-
étoile de AR(X).

Lemme 6.21 Sur tout borné de My (X) N #r(X), les topologies vague et faible-étoile
coincident.

Rappelons que si X est compact, alors €.(X,K) = % (X,K) = ¢(X,K), donc ce
résultat est trivial.

Preuve. Comme %.(X,R) est dense dans %y(X,R) par la proposition 6.4, le résultat
découle de la proposition 2.23. U

Notons Prob(X) I'espace des mesures positives boréliennes réguliéres sur X, de masse
totale 1. C’est clairement un convexe borné de .Z (X, R).

Porisme 6.22 Soit X un espace compact, alors Prob(X) est un convexe compact pour la
topologie vague.

L’hypothése de compacité dans ce corollaire est nécessaire : la suite des masses de
Dirac aux points entiers n de R est une suite de mesures de probabilité sur ’espace non
compact R, qui converge vaguement vers 0 (qui n’est pas une mesure de probabilité!)
quand n — 400. De méme, si A, est la mesure gaussienne translatée par n, alors la suite
(An)ney converge vaguement vers la mesure nulle.

A

0 n n+

Ce probléme de perte de masse a 'infini intervient souvent dans 1’étude de convergence
de suites de mesures de probabilité.
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Preuve. Par compacité de X, les topologies vague et faible-étoile coincident sur Prob(X).
Montrons que Prob(X) est un fermé faible-étoile de {u € #Zr(R) : ||p|| < 1}, qui est
compact par le corollaire 6.20 précédent, ce qui conclut.

Une mesure réelle est positive si et seulement si, pour tout f dans %p(X,K) telle que
f =0, o0n a pu(f) > 0. L’application constante f; de valeur 1 appartient & 6,(X,K) =
% (X,K) car X est compact, et u est de probabilité si et seulement si u(f;) = 1. Le
résultat découle alors du fait qu’une intersection de fermés est un fermé. ]

Proposition 6.23 Soit & un espace vectoriel normé réel ou complexe.
(1) Bp: est métrisable pour la topologie faible-étoile si et seulement si E est séparable.

(2) Bg est métrisable pour la topologie faible si et seulement si E' est séparable.

Par le théoréme de Banach-Alaoglu 6.19, il découle de (1) que si E est séparable, alors la
topologie faible-étoile sur By est métrisable compacte, donc séparable. Donc la topologie
faible-étoile sur E’ est séparable. Mais cela n’implique pas que la topologie forte sur E’
soit séparable.

Preuve. (1) Supposons que E soit séparable, et montrons que Bp/ est métrisable pour
la topologie faible-étoile. Nous avons vu (voir la fin du paragraphe 2.8) que la topologie

faible-étoile sur E’ est la topologie définie par la famille de semi-normes (|| - || 33)3: cp Ol

Vee B, VicE, ||| =).

Soit (xn)nen une suite d’image dense dans E. Montrons que la restriction a Bp de la
topologie faible-étoile coincide avec la restriction & B g de la topologie définie par la famille
dénombrable de semi-normes (|| - ||m")n€N' Cette famille est séparante (si ¢ € E' — {0},
alors il existe x € E tel que ¢(x) # 0, et donc ¢(z,,) # 0 si x, est assez proche de x, par
continuité de ¢). La proposition 2.1 (2) impliquera alors que B est métrisable.

La coincidence des ces topologies découle de la proposition 2.23, mais nous redonnons
Pargument. Par linéarité (et 'autre sens étant évident), il suffit de montrer que tout voisi-
nage faible-étoile de 0 contient un voisinage de 0 pour la topologie définie par (|| al l‘n)n eN-
Soient € > 0,z € E et U = {¢ € By : |[{(z)] < €}. Soit n € N tel que ||z — z,|| < 5. Si
{ € B vérifie [((z,)| < §, alors

€ €
[€(@)] = 6(z — an) + Uza)| < [l ]2 = zall + [(zn)] <1 x5+ 5 =e.

Donc {¢ € Bg: : [{(z,)] < §} C U et le résultat en découle.

Réciproquement, supposons que d soit une distance sur Bps induisant la topologie
faible-étoile, et montrons que F est séparable. Pour tout n dans N, soient €,, > 0 et F}, une
partie finie de F telle que

_ — 1
{teBp : Yz eF, |(z)]<e}C{leBg :d{0)< n+1} .
Alors D = |,y Fn est dénombrable. Puisque l'intersection des boules de rayons n+r1

centrées en 0 est réduite a4 {0}, on en déduit que pour tout ¢ € Bps, donc pour tout
¢ € F', si£(z) = 0 pour tout x dans D, alors ¢ est nulle. Par la proposition 6.12, ceci
implique que 'espace vectoriel engendré par D est dense dans E. En prenant 1’ensemble

195



des combinaisons linéaires finies a coefficients rationnels des éléments de D, on montre
donc que F est séparable.

(2) Le fait que si E' est séparable, alors Bg est métrisable pour la topologie faible se
montre de maniére complétement similaire. La réciproque, plus subtile, est admise ici. [

Porisme 6.24 (1) Si X est un espace métrisable dénombrable & linfini, alors pour tout
¢ >0, Uespace {p € Mx(X) : ||p|| < c} est métrisable pour la topologie faible-étoile.

(2) Si X est un espace métrisable compact, alors Prob(X) est métrisable compact pour
la topologie vague.

Preuve. (1) Si X est métrisable et dénombrable a I'infini (donc localement compact), alors
%.(X,K) est séparable pour la norme uniforme, par la proposition 5.43. Comme %,.(X, K)
est dense dans %y(X,K), l'espace de Banach (X, K) est donc séparable pour la norme
uniforme. Puisque .Zk(X) est le dual topologique de %((X,K), sa boule unité fermée
est donc métrisable pour la topologie faible-étoile, par la proposition 6.23. La premiére
assertion s’en déduit.

(2) La seconde assertion découle de la premiére, par le corollaire 6.22 et 1'égalité sur
Prob(X) des topologies vague et faible-étoile, X étant compact (voir le lemme 6.21). [

Applications de la théorie de Baire.

Dans ce sous-paragraphe, les espaces vectoriels et les applications linéaires sont sur
K=RouK=C.

Les trois résultats suivant sont des conséquences de la complétude. Le premier s’appelle
« Principle of Uniform Boundedness » dans la littérature anglo-saxone.

Théoréme 6.25 (Théoréme de Banach-Steinhaus) Soient E un espace de Fréchet
et F' un espace vectoriel normé. Soit F = (uy)ace une famille d’applications linéaires
continues de E dans . On suppose que

VeeE, sup ||lug(z)]] <+oo.
acd

Alors & est équicontinue.

Si E est un espace de Banach, la conclusion de ce théoréme signifie (voir le paragraphe
5.5) que

sup ||ua|| < +oo,
acd

ou autrement dit que

de>0,VzeE,Yaecd, sup |lug(z)] <cllz|l.
acad

Preuve. Pour tout n € N, considérons

F,={ze€FE :Vaed, ||lua(z)|]] <n}.

Alors F,, est fermé (comme intersection de fermés, par continuité de x — ||uq(x)||). Par
I'hypothése du théoréme de Banach-Steinhaus E = |J, . Fr. Par le théoréme de Baire

neN+n
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5.46, il existe IV dans N tel que 'intérieur de Fy soit non vide. Soient xg € F et V un
voisinage de 0 dans E tel que xg + V C Fy. Alors pour tout z dans V', pour tout o € &7,
on a

[ua (2)]] < [Jualz + zo)l| + [[ualzo)l] < N + [[ualzo)ll ,

ce qui montre que % est équicontinue en 0, donc partout par linéarité. ]

Théoréme 6.26 (Théoréme de l'image ouverte) Soient E et F deur espaces de
Fréchet, et u une application linéaire, continue, surjective. Alors u est ouverte.

De plus, st N est le noyau de u, alors u induit par passage au quotient un isomorphisme
(d’espaces vectoriels topologiques) entre l’espace de Fréchet quotient E/N et F.

Si u n’est pas surjective, alors on peut montrer (voir la preuve de I’étape 1 ci-dessous
ou [Die2, page 87|) que le sous-espace vectoriel image u(F) est maigre (i.e. négligeable au
sens de Baire) dans F.

Preuve. On considére sur E et I’ des distances complétes induisant la topologie et inva-

riantes par translations (voir la définition 3.15). Remarquons que pour tout n > 0, on a

E =U,en nB(0,n), car pour tout  dans E, la suite (x/n)pen converge vers 0 (quand n

tend vers +00), donc x/n appartient au voisinage ouvert B(0,7) de 0 pour n assez grand.
Le théoréme découle des deux étapes suivantes.

Etape 1 : Montrons que pour tout r > 0, il existe p > 0 tel que B(0, p) C u(B(0,r)). Par
linéarité de u, par I'invariance par translations des distances et puisque les translations sont
des homéomorphismes, on en déduit que pour tout x dans F, on a B(u(x), p) C u(B(z,r)).

Preuve. Soit F;,, = nu(B(0,5)). Puisque u est linéaire et surjectif (et par la remarque
préliminaire), on a F' = |J,,cy Frn- Par le théoréme de Baire 5.46, il existe N dans N tel
que l'intérieur de Fj soit non vide. Comme les homothéties sont des homéomorphismes,

Iintérieur de u(B(0,5)) est non vide. Donc il existe y € F et p > 0 tel que B(y,p) C
u(B(0, 5)). En particulier, par I'invariance de la distance par translations, la continuité de
I’addition, la linéarité de u et I'inégalité triangulaire,

)

B(0,p) =~y + B(y.p) C ~y +u(B(0, 3)) € u(B(. 3)) +u(B(0, 3

i)
< u(B(0, g) + B(0, g)) cu(B(0,r). O

Etape 2 : Soient X et Y deux espaces métriques, tels que X soit complet, et u: X — Y
une application continue telle que pour tout r > 0, il existe p > 0 tel que pour tout = dans
X, on ait B(u(x),p) C u(B(z,r)). Alors B(u(z),p) C u(B(z,2r)), et en particulier, u est
ouverte.

Preuve. En effet, soit (p,,)nen une suite convergeant vers 0 telle que pg = p et telle que
pour tout z dans X, on ait B(u(z), p,) C u(B(x,27"r)). Soient x € X et y € B(u(z), p),
montrons que y € u(B(x,2r)).

Par récurrence, on construit une suite de points (x,)neny dans X telle que u(x,) €
B(y, pn) et, si n > 1, alors @, € B(x,_1,27""r). Posons g = x, qui convient. Soit
n > 1 et supposons construits xg, ..., 2,1 qui conviennent. Alors y € B(u(zp—1), pn-1) C
uw(B(x,—1,27"t1r)). Donc il existe z,, € B(x,—1,2 " 1r) tel que u(zy,) € B(y, pn), ce qui
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montre le résultat. Maintenant, la suite (x,)nen est de Cauchy dans X, car par inégalité
triangulaire, pour tous n,p dans N,

p—1 p—1
@, Tnip) < Z A(Tntis Tnyit1) < Z 2Nl < 9Tl
=0 i=0

Comme X est complet, cette suite converge vers un point ' de X tel que d(zg, ') < 2r.
Par continuité de w et puisque d(u(zy),y) < pp, on a u(z') = lim,_ oo u(z,) = y. Le
résultat en découle. ]

Les étapes 1 et 2 montrent la premiére assertion du théoréme. Le noyau N de u est
fermé, car u est continue. Donc la topologie quotient de E/N fait de E/N un espace de
Fréchet (voir l'exercice corrigé E.45 (i), et la proposition 3.18 dans le cas des espaces de
Banach). La derniére assertion vient du fait que l’application @, obtenue par passage au
quotient de u par la projection canonique 7 : F — FE/N, est bijective, continue et ouverte

(car u(U) = u(r~1(U)) pour tout U C E/N). O

Porisme 6.27 (Théoréme de Banach) Soient E et ' deux espaces de Fréchet. Alors
toute application linéaire continue et bijective de E dans F' est un isomorphisme (d’espaces
vectoriels topologiques). O

En particulier, si f : EF — F est une application linéaire continue bijective entre deux
espaces de Banach, alors f~1 : F — E est aussi continue.

Porisme 6.28 Soient E un espace vectoriel, et || - ||1 et || - ||2 deux normes complétes sur
E, telles qu’il existe ¢ > 0 telle que ||-||2 < ¢ ||||1. Alors ces deux normes sont équivalentes.

Preuve. Ces normes munissent toutes deux E d’une structure d’espace de Banach, et on
applique le corollaire précédent a lidentité de (E,|| - ||1) dans (E, || - |]2), qui est bijective
et continue. O

Théoréme 6.29 (Théoréme du graphe fermé) Soient E et F' deux espaces de Fréchet.
Une application linéaire uw de E dans F' est continue si et seulement si son graphe

G={(z,y) e ExF : y=u(x)}
est fermé dans [’espace produit B X F.

En particulier, en utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité et la linéarité
de wu, une application linéaire u : E — F entre deux espaces de Fréchet (par exemples
deux espaces de Banach) est continue si (et seulement si) pour tout suite (x,)nen dans E
convergeant vers 0 telle que (u(wn))n oy converge vers y € F,on ay = 0. Clest souvent
sous cette forme que 'on utilise le théoréme du graphe fermé.

Preuve. On sait (voir le quatriéme point de I’exercice corrigé E.77 du paragraphe 8.1) que
toute application continue & valeur dans un espace séparé est de graphe fermé.
Réciproquement, si G est fermé, alors par linéarité de u, le graphe G est un sous-
espace vectoriel fermé du produit £ x F' de deux espaces de Fréchet. Donc G est un
espace de Fréchet (voir les propositions 3.16 et 3.17 (iii)). La restriction de la premiére
projection pry, : G — E est linéaire, continue et bijective, donc c¢’est un isomorphisme
par le théoréme de Banach 6.27. Donc u = prg o pri| G*I est continue. ]

Voici une conséquence du théoréme du graphe fermé.
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Proposition 6.30 Soient E et F' deux espaces de Fréchet, et w : E — F une application
linéaire.

Alors u est continue pour les topologies fortes de IV et F' si et seulement si u est continue
pour les topologies faibles de E et F.

Preuve. Si u est fortement continue, alors pour toute forme linéaire fortement continue
¢ . F — K, la forme linéaire ¢’ o u est fortement continue, donc faiblement continue (par
définition de la topologie faible!). Donc u est faiblement continue, par les propriétés de
topologie initiale de la topologie faible.

Réciproquement, si u est faiblement continue, si z, — 0 et u(z,) — y, alors z,, — 0
et u(z,) — y, et donc y = 0 par la continuité faible de w. On conclut par le théoréme du
graphe fermé. O

6.2 Espaces de Hilbert

Si z est un nombre complexe, nous noterons comme d’habitude Z le conjugué de z et
Re z sa partie réelle, en rappelant que si z est réel, alors Z = z et Re z = 2z , ce qui permet
de donner des formules valables aussi bien pour K = R que K = C.

Si E est un espace vectoriel complexe, notons E l'espace vectoriel E (dit conjugué de
E) ou la multiplication par un scalaire est remplacée par

A\ z) = Az .

Si E est un espace vectoriel réel, la notation E désigne encore I'espace vectoriel réel E.
Remarquons que £ = E.

Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K = R ou K = C. Tout sous-espace vectoriel
de E est un sous-espace vectoriel de F/, et réciproquement. Toute norme de E est une norme
de E, et réciproquement. Une application anti-linéaire de E dans F est une application
linéaire de E dans F, i.e. une application f: E — F telle que

Vo,ye B, VAEK, {z+y)=4Lx)+Ly) et £(Ax)=I{l().

En particulier, si E est un espace vectoriel topologique sur K, alors E’ = E’ est I’espace
vectoriel des applications continues ¢ : E — K telles que, pour tous z,y dans F et A dans
K, on ait £(x +y) = £(z) + £(y) et {(\x) = M(x). Remarquons que si v : E — F est
une application linéaire, alors u : E — F est encore une application linéaire. Bien sur, si
K =R, les applications anti-linéaires sont les applications linéaires.

Soient F, F,G trois espaces vectoriels sur K. Une application f : E X FF — G est
sesquilinéaire si f : E x F' — G est une application bilinéaire. Une forme sesquilinéaire
est une application sesquilinéaire f : £ x F' — K. Bien sur, si K = R, les applications
sesquilinéaires sont les applications bilinéaires.

Rappels sur les espaces préhilbertiens et définitions.?

Soit .7 un espace vectoriel sur K = R (resp. K = C).
( ( )

, une histoire de croc  chais
bra ket

4
O t
U, entre parent  thése
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Un produit scalaire sur 7 est une forme sesquilinéaire (bilinéaire si K = R), hermitienne
(symétrique si K = R), définie positive sur H, i.e. une application B : # x 5 — K telle
que

(1) [linéarité a gauche|
Vuu' ,ve#, YAeK, B(u+ M, v)=Bu,v)+ B, v),

(2) |[hermitienne|

Vu,ve A, Bv,u)=DBu,v),

(3) |définie positive]
Vue A, B(uu)>0,

et B(u,u) = 0 si et seulement si u = 0.
Les propriétés (1) et (2) impliquent que B est anti-linéaire & droite, i.e. que
Vu,v,v € 2, YA €K, B(u,v+ \') = B(u,v) + \B(u,v) ,

et donc que B est bien sesquilinéaire.
Nous noterons

B(uvv) = <u,v> = <u7v>ﬁf )

ce dernier lorsque I'on veut préciser 7.

L’application de .7 dans R définie par u — |Ju|| = \/(u,u) est appelée la norme
associée au produit scalaire (-,-) (voir la proposition 6.31 pour la justification de la termi-
nologie).

Deux éléments u,v de 2 sont dit orthogonauz (pour le produit scalaire considéré) si
(u,v) = 0, et on note alors parfois u L v. La relation « étre orthogonal a » est symétrique.
Si E, I sont deux sous-espaces vectoriels de 7, on dit que E et F' sont orthogonaux si
tout élément de E est orthogonal & tout élément de F'. Si E est un sous-espace vectoriel
de S, on appelle orthogonal de E le sous-espace vectoriel

Et={zeH :VYyeE, (z,y)=0}

des éléments de S orthogonaux a tout élément de F.

Formulaire. Soient u et v dans J#. La norme associée a un produit scalaire vérifie, par
les caractéres sesquilinéaire et hermitien, que K vaille R ou C,

[lu+|* = [[ull* + [Jo]|* + 2 Re (u,v) .
En particulier, elle vérifie I'identité de Pythagore : si u et v sont orthogonaux, alors
a4 l* = [[ul* + (o]
et par récurrence, si uy,...,u, €  sont deux a deux orthogonaux, alors
llur + -+ unl? = [P+ -+ unl

Elle vérifie identité de la médiane :

[0+ I = 3 e+ i)

I
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ainsi que
||u—i—v||2 — ||u—v||2 = 4Re (u,v) .

La proposition suivante a déja été démontrée I’année derniére.

Proposition 6.31 Soit (-,-) un produit scalaire sur 7. Sa norme associée est une norme
sur J€. Elle vérifie l'inégalité de Cauchy-Schwarz

Vu,vo€ 0, [ (u,0)| < ull[lv]] ,
avec égalité si et seulement si u et v sont colinéaires.

Preuve. Soient u et v dans .. L'inégalité de Cauchy-Schwarz (ainsi que son cas d’égalité)

est immédiate si (u,v) = 0. Sinon, pour tout X dans R, posons A = X I gzzg E Alors

[lw+ Aol = [Jul[* + AP [Jo]? +2Re (X (u,0)) = [[ull* + X2 |[o]* + 2 X (u, 0) | .

Ce polynéme quadratique réel en X étant positif, est de discriminant (réduit) négatif, donc
|(u, v)]? — ||u||?||[v||? < 0, ce qui montre I'inégalité de Cauchy-Schwarz. S’il y a égalité dans
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, alors ce polyndéme a une racine double, donc il existe A € K
tel que |Ju + Av||> = 0, ce qui implique que u et v sont colinéaires.

Il est immédiat que |[Au||? = |\ ||u||?, et, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[lu+l* = [[ull* + [[o]|* + 2Re (u,v) < [[ull* + [[o]]* + 2| (u,v) |
2
<l + ol + 21[ull [lv]] = (llull + [J0l1)” -

Comme le produit scalaire est défini positif, ceci montre que || - || est une norme sur 7. O

En particulier, pour tous x,y dans J7, il découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et
en considérant y = z/||z|| si z # 0 que

|lzll = sup (z,y).
llyll=1
De plus, le résultat précédant montre que le produit scalaire, en tant qu’application de
H x # — K, est continu (en (0,0) donc en tout point) pour la topologie sur J# induite
par sa norme associée. En particulier, 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel est fermé.

Une norme préhilbertienne sur S est une norme associée a un produit scalaire sur 7.
Elle détermine le produit scalaire, par la premiére formule du formulaire ci-dessus, avec la
relation Im (u,v) = Re (u,iv) si K = C. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel
réel ou complexe muni d’un produit scalaire.

Deux espaces préhilbertiens .74 et .74 sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
linéaire ¢ : S — 4 préservant les produits scalaires, i.e. tel que

Vu,ve s, (pu),p(v)m = (u,0)n -

Il est équivalent de demander qu’un isomorphisme linéaire ¢ : 4 — % préserve les
produits scalaires ou qu’il soit isométrique, i.e. qu’il préserve les normes associées, au sens
que

Vue A, o)l = llulln -
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Si S est un espace préhilbertien, on note U(7) le groupe des automorphismes unitaires
de 7, i.e. des isomorphismes linéaires de 7 dans ¢ préservant le produit scalaire.

Une norme hilbertienne est une norme préhilbertienne compléte. Un espace de Hilbert
est un espace préhilbertien complet (pour la norme associée).

En particulier, muni de sa norme hilbertienne, c’est un espace de Banach. Mais la
classe des espaces de Hilbert est une classe trés particuliére d’espaces de Banach, et 'on
se gardera bien de généraliser les propriétés des premiers aux seconds.

Si A est un espace de Hilbert, alors U(.¢) est un sous-groupe topologique fermé du
groupe topologique ¥.Z(.7°) des homéomorphismes linéaires de I’espace vectoriel normé

H.

Exemples. (1) Pour tout n € N, 'espace R™ (resp. C™) muni du produit scalaire, dit
euclidien standard (resp. hermitien standard),

n n
(w,y) =Y wyi (vesp. > a7 )
=1 =1

oux = (x1,...,2,) €t y = (Yy1,...,Yn), est un espace de Hilbert réel (resp. complexe) de
dimension finie.

(2) L’espace vectoriel normé complété d’un espace vectoriel réel ou complexe muni d’un
produit scalaire est un espace de Hilbert (voir le théoréme 5.24), car le produit scalaire B,
étant uniformément continu sur les bornés par

|B(u,v) = B(u',v")| = |B(u — v, v) + B(u',v = )| < [lu—/|[[]o]| + [[/|| [[v = "] ,
se prolonge continuement de maniére unique au complété, en un produit scalaire qui induit
la norme complétée, par passage a la limite.

(3) Soit (X, .o, u) un espace mesuré. Alors comme vu en cours d’Intégration et proba-
bilité, L2(X, .7, 1), muni du produit scalaire

(fq) = / _ J @)@ duta) .

est un espace de Hilbert, qui est séparable si u est o-finie et si la tribu (o-algébre) <7 est
engendrée par une partie dénombrable (voir le théoréme 6.3 et [Coh, page 110]).

En particulier, pour tout r € N— {0} et tout ouvert non vide 2 de R", I’espace L?(€2),
muni du produit scalaire

(f.9) = / @) da

est un espace de Hilbert séparable. Par exemple, pour tout a > 0,

Ua:UH{xH#u(E)}

a

est un automorphisme unitaire de L2(R").

(4) Soit 2 un espace de Hilbert sur K (par exemple # = K). L’espace (?(#) des
suites dans .77, dont la suite des carrés des normes est sommable, muni du produit scalaire

<x,y> = Z <xnayn>if’ )

neN
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ol = (Tp)nen €t ¥ = (Yn)nen, est un espace de Hilbert sur K, séparable si . est
séparable.

Projection sur un convexe fermé.

Théoréme 6.32 Soient 7 un espace de Hilbert réel ou complexe et C' un convexe fermé
non vide de J€. Alors pour tout x € €, il existe un unique y = pc(x) dans C tel que

[l = yll = min|jo —2[]

De plus, pc :  — C' est 1-lipschitzienne et pc(x) est 'unique élément y de H tel que
yeC e Vzel, Re(z—y,z—y)<0.

Si C' est un sous-espace vectoriel fermé de I, alors pc est linéaire, et pc(x) est l'unique
clément y de C tel que x — pc(x) soit orthogonal a tout élément de C.

On appelle y = po(x) la projection
(orthogonale ou hilbertienne) de z sur
C, qui est donc 'unique point de C' tel
que

d(z,y) =d(z,C) .

L’existence et 1'unicité des projections sont des propriétés cruciales des espaces de
Hilbert. Par exemple dans 'espace de Banach R? muni de la norme

(2, 9)lloo = max{|z], |y[}

une projection d’un point x sur un convexe fermé non vide C' existe certes par un argument
de compacité, mais elle n’est pas forcément unique. Plus précisément, le sous-espace C' des
points (z,y) tels que y = 1 est un sous-espace affine (en dimension finie), donc convexe
fermé non vide. L’ensemble des projections de x = (0,0) sur C' (i.e. des points de C
minimisant la distance & x) est exactement [—1,1] x {1}.

”
C
1 1 -
‘ 0 ‘
$(0,1) |
= @
Preuve. Soit (y,)nen une suite dans C' telle que
lim ||z —y,|| = inf ||z —z|| =d(z,C).
n—00 zeC
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Comme ||u + v||? — |Ju — v||? = 4Re (u,v), il vient
1Ym = ynl* = llym — 2l1* + llyn — 2l1* = 2Re (ym — 2,y — x)
1 1
= {|Ym —tz + [lyn —tz - 5”235 —Ym _ynH2 + §Hym _ynH2 :

Comme 225 appartient & C' par convexité, on a ||z — 225¥2|| > d(z, C). Donc

1
Slvm =l < llym = 2l + llyn — 2 = 2d(z,C) .

Comme le membre de droite tends vers 0 quand n — +oo et m > n, et puisque le membre
de gauche est positif, on en déduit donc que la suite (y,)nen est de Cauchy dans C, donc
converge vers un point y € S, car ¢ est complet. Ce point y appartient & C, car C est
fermé, et il vérifie ||z — y|| = inf,cc ||z — z|| par passage & la limite; en particulier cette
borne inférieure est atteinte, en au moins un point, que nous noterons pc(z).

Pour tout y € C, par convexité de C, en raisonnant par équivalence, nous avons

Vzel, |[lo—z| > e -yl

si et seulement si

Ve O Ve 0] lle— (tz+(1—y)lP > [z -yl
si et seulement si

VzeC, Vte[0,1] [lz—y—tz—yI = |z -yl
si et seulement si

VeeC,Vie[0,1] —2Relr—y,z—y)+2]z—y|[2>0

si et seulement si

VzeC, Vtelo,1] Re(w—y,z—y)ﬁ%“z—ynz

si et seulement si
VzeC, Re({r—y,z—y)<0.

Montrons que, pour tous z,2’ € J, si y = po(z) et ¥y = po(2’), alors ||y — ¢/|| <
[lz — 2'|| (ce qui en particulier montrera I'unicité de la projection de x sur C'). En effet,
par ce qui précede, on a

Re (z —y,y —y) <0 et Re{a' —¢,y—y/)<0.
Donc en additionnant, on a
Re ((z—y)— (' —y) ¢ —y) <0 <= Rele—2y —y)+|ly -yl <0,
ce qui implique par I'inégalité de Cauchy-Schwarz que
Iy =yl < = Re(z—a',y' —y) <[le — || [ly' — | -
On en déduit que po est 1-lipschitzienne.

La preuve de la derniére assertion, qui découle de la précédente, est laissée en exercice
au lecteur. O
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Porisme 6.33 Soient 77 un espace de Hilbert réel ou complexe, et E un sous-espace vec-
toriel de .

(1) Si E est fermé, alors E+ est un supplémentaire fermé de E.

(2) Le sous-espace E est dense dans H si et seulement si E+ = {0}.

La premiére propriété est spécifique aux espaces de Hilbert. En fait, tout espace de
Banach qui n’est pas isomorphe (en tant qu’espace vectoriel topologique) & un espace de
Hilbert contient un sous-espace vectoriel fermé n’admettant pas de supplémentaire fermé
(voir |LT1]).

Preuve. (1) Puisque le produit scalaire de . est défini positif, EN E+ = {0}. De plus, si
pE est la projection orthogonale sur E, alors pour tout x dans ¢, x = pg(x)+ (z —pg(z))
et © — pp(z) € B+ par la derniére assertion de 6.32, donc # = E + E*+.

(2) Par continuité, B+ = E L, et le résultat découle alors de (1). O

Exercice E.64 Soit E un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert réel ou complexe
. Montrer que E C (EL)l, et que (EL)J‘ = F si et seulement si E est fermé.

Autodualité des espaces de Hilbert réels.

Le résultat suivant dit qu’un espace de Banach réel, dont la norme est hilbertienne, est
canoniquement isomorphe & son dual topologique.

Théoréme 6.34 (Théoréme de Riesz-Fréchet) Soient 5 un espace de Hilbert réel
ou complexe, et ' le dual topologique de son conjugué. L’application S — A’ définie
par . — {y — (x,y)} est un isomorphisme linéaire et une isométrie entre la norme de
et la norme duale de .

Preuve. Il est immeédiat que, pour tout = dans J#, Papplication ¢, : y — (z,y) est une
forme linéaire sur /7, continue car ||¢,|| < ||z|| par 'inégalité de Cauchy-Schwarz. L’ap-
plication z + £, est clairement linéaire, et isométrique car £, (z) = ||z||?, donc injective.
Montrons qu’elle est surjective, ce qui concluera.

Soit ¢ € 7', que nous pouvons supposer non nulle, et N = ¢~1(0) son noyau, qui est
un hyperplan vectoriel fermé de .. Par le corollaire 6.33 (1), le sous-espace vectoriel N+
est donc une droite vectorielle supplémentaire de N. Pour tout u dans 4, nous pouvons
donc écrire u =v+ Ay ottv € N, A € K| et

p(u) =Xp(y) et (y,u) =X|lyll> =X.
Donc ¢ = p(y) £y = Ly(y)y, ce qu'il fallait démontrer. O

Ce résultat pourrait permettre d’identifier un espace de Hilbert réel et son dual, mais
on se gardera de le faire en général, car par exemple, cette identification se comporte mal
par passage & des sous-espaces vectoriels munis de produits scalaires différents.

Par exemple, si K = R, si u est la mesure borélienne sur R définie par du(x) =
(1 4 |x|) dz, alors L.?(u) est un sous-espace vectoriel (dense) de L2(R), mais le produit
scalaire de L2(p), qui est

—+00

(92 = / (1+ 2] f(2)g(z) da ,

—00
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n’est pas la restriction a L?(x) du produit scalaire de L2(R), qui est
+oo

(fL 92w = / f(x)g(x) dx .

—00

Donc pour tout i dans Z(R), si h € (L2(1))’ est la forme linéaire correspondant a h dans
L2(1), et si h € (L2(R)) est la forme linéaire correspondant & h dans L2(R), alors

PiLagy # b

donc il ne serait pas raisonnable d’identifier a la fois h et h avec h.
Voici deux corollaires du théoréme 6.34 de Riesz-Fréchet.

Porisme 6.35 Soient 7 un espace de Hilbert sur K, et a : 7 x 7 — K une forme
sesquilinéaire continue. Alors il existe un unique u € L () tel que

Va,ye A, (u(x),y) =a(z,y) .
Si de plus a est hermitienne, alors u est auto-adjoint, i.e.
Va,ye A, (u(x),y) = (z,u(y)) .

Preuve. Pour tout z dans ¢, lapplication y — a(z,y) est anti-linéaire continue. Donc
par le théoréme 6.34 de Riesz-Fréchet, il existe un unique élément u(x) € J tel que
(u(x),y) = a(x,y) pour tout y dans . Par unicité et linéarité a gauche de a, 'application
u est linéaire. Comme ||u(z)||?> = a(x,u(z)) < |la|| ||z|| ||u(z)]|, Papplication linéaire u est
continue.

La derniére affirmation découle de ce que, pour tous z,y dans 57,

(u(r),y) = a(z,y) = a(y,r) = (u(y),z) = (z,u(y)) .
O

Porisme 6.36 Si 77 est un espace de Hilbert, alors toute boule fermée dans € est com-
pacte pour la topologie faible de 7. Elle est de plus métrisable si A est séparable. En
particulier, toute suite bornée dans un espace de Hilbert admet une sous-suite faiblement
convergente.

Rappelons que par le théoréme de 6.34 de Riesz-Fréchet, dire qu'une suite (f,,)nen dans
un espace de Hilbert J# converge faiblement vers f € J¢ équivaut a dire que pour tout
g € J, les produits scalaires (f,,g) convergent vers (f, g) dans K :

fn—=f = VYge, (fug) — (fn9) -

Preuve. Par le théoréme 6.34 de Riesz-Fréchet, .7 est (& isomorphisme isométrique preés)
le dual topologique de 7, donc sa boule unité est compacte pour la topologie faible-
étoile par le théoréme 6.19 de Banach-Alaoglu, et métrisable par la proposition 6.23 (1) si
A est séparable (ce sens n’utilise pas le théoréme de Hahn-Banach). Les homothéties et
translations étant des homéomorphismes, le cas de toutes les boules fermées s’en déduit.
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Maintenant, l'identification avec le dual se faisant par le produit scalaire, la topologie
faible-étoile de % vu comme le dual topologique de 7, coincide avec la topologie faible
de 2.

La derniére assertion découle de la précédente appliquée a l'adhérence du sous-espace
vectoriel engendré par une suite bornée (f,,)nen, qui est un espace de Hilbert (complet car
fermé) séparable (car les combinaisons linéaires finies & coefficients rationnels des f,, y sont
denses). O

La proposition suivante donne parfois un moyen de passer de la convergence faible & la
convergence forte dans un espace de Hilbert.

Proposition 6.37 Soient S un espace de Hilbert, et (x,)nen une suite convergeant fai-
blement vers x € . Si (||xn||)nen converge vers ||z||, alors (x,)nen converge fortement
vers x.

La réciproque est bien str vraie, par continuité de la norme.
Preuve. L’hypothése implique que le second membre de I'égalité ||z, — z||?> = ||z, ||* +
[|[z||*> — 2 Re (2, z) converge vers 0. O

Théorémes de Lax-Milgram et de Stampachia.

Soient .77 un espace de Hilbert sur K =R ou K =C et f: 5 x  — K une forme
sesquilinéaire. Rappelons (voir le paragraphe 2.8) que f est continue si et seulement s’il
existe ¢ > 0 telle que

Va,ye A, |f(zy) <cllzlllyll -
L’application f sera dite coercive s’il existe ¢ > 0 telle que
Vae A, f(zx)>clalf.

Cette condition demande en particulier que pour tout z € 77, I'élément f(x,z) de K soit
un nombre réel. En particulier, si f est coercive, alors x — f(x,z) est positive ou nulle, et
ne s’annule qu’en x = 0.

Théoréme 6.38 (Théoréme de Lax-Milgram) Soient 7 un espace de Hilbert sur
K=RouK=C eta: xH — K une forme sesquilinéaire continue et coercive. Pour
toute forme linéaire continue p € F', il existe un unique u dans F tel que

Voed, alu,v)=p). (¥

De plus, sia est symétrique (K = R) ou hermitienne (K = C), alors u est ['unique élément
de 7 tel que

%a(u,u) — Re ¢(u) = min (%a(v,v) — Re w(v)) . (x%)

veH

Le théoréme de Lax-Milgram est un cas particulier du théoréme suivant (prendre C' =
J et utiliser le fait que si £ et £’ sont deux formes linéaires sur ## telles que Re/ > Re//,
alors ¢ = ().
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Théoréme 6.39 (Théoréme de Stampachia) Soient 7 un espace de Hilbert sur K =
R ouK =C, a: x H — K une forme sesquilinéaire continue et coercive, et C' un
conveze fermé non vide de 7. Pour tout ¢ € ', il existe un unique u dans C' tel que

Vved, Realu,v—u)> Reopv—u).

De plus, sia est symétrique (K = R) ou hermitienne (K = C), alors u est l'unique élément
de C tel que

la(u,u) — Re p(u) = min (la(v,v) — Re go(v)) .

2 veC \2

Ce résultat est un outil simple et assez efficace pour la résolution des équations aux

dérivées partielles linéaires elliptiques (voir le cours d’Analyse fonctionnelle et équations
aux dérivées partielles du second semestre). Le lien entre I’équation (*) et le probléme
de minimisation (**) est a souligner. Dans le vocabulaire du calcul des variations, on dit
que (*) est I'équation d’Euler associée au probléme de minimisation (**)
verrons au chapitre 7 suivant que 'application F': .57 — R définie par

:si K =R, nous

1
Frues S i) - o)
est différentiablqe, 1’équation (*) étant alors exactement 1’équation
F'(u)=0.

Cette relation, généralisée dans le théoréme de Stampacchia, est souvent utilisée, en phy-
sique (principe de moindre action, minimisation d’énergie, ...), en mécanique (forme d’une
nappe élastique tendue au-dessus d’un obstacle) ou en finance (optimisation sous contrainte
de stocks). Le point noir est qu’elle ne permet de traiter convenablement que des problémes
linéaires, et que la plupart des phénoménes naturels (météorologie, mécanique des fluides,
...) ne le sont pas.

Preuve. Puisque et v — a(u,v), pour tout u dans S, sont des formes linéaires continues
sur 7, par le théoréme de Riesz-Fréchet 6.34, il existe un unique w dans 27 et, pour tout
u dans S, un unique A(u) dans J# tels que, pour tous u,v dans J#, on ait

e(v) = (w,v) et a(u,v) = (A(u),v) .
Soit ¢ > 1 tel que, pour tous u,v dans .77, on ait
1
la(u, v)l < elfull[lo]] et afu,u) = - [l [* .

Il est immédiat que A : 7 — 5 est linéaire, par unicité. Pour tout u dans 57, puisque
A(u) et v — a(u,v) ont la méme norme par le théoréme de Riesz-Fréchet, et puis par
coercivité de a, nous avons

1AW < clful] et (A(u),u) > %IIUII2 :

Si 7 > 0 est assez petit (par exemple r = C%,), alors k = /1 — %” +¢2r2 € 0,1]. Notons
S : A — A Vapplication u — po(u—rA(u) +rw). Alors, comme pc est 1-lipschitzienne,

1S(u) = S)II* < [Ju—v —rA(u—wv)|]”
= [lu = vl[* = 2r{u — v, A(u = v)) +7?||A(u = )|* < F?|ju— o]
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Donc S est strictement contractante. Par le théoréme du point fixe de Banach 3.19, puisque
J€ est complet, 'application S admet un unique point fixe u. Par définition de pc, nous
avons u = pc(u — rA(u) + rw) si et seulement si u € C et

VvoeC, Re((u—rA(u)+rw)—uv—u) <0,

et cette inégalité est équivalente a Re (A(u),v —u) > Re (w,v —u). La premiére assertion
en découle donc, par définition de w et de A(u).

Supposons maintenant que la forme sesquilinéaire a soit symétrique (K = R) ou her-
mitienne (K = C). Alors a est un produit scalaire sur l'espace vectoriel 7, et, puisque
a est continue et coercive, sa norme associée u — (/a(u,u) est équivalente a la norme
de 7. Donc 7, muni du produit scalaire a, est encore un espace de Hilbert, et ¢ est
encore une forme linéaire continue sur . pour ce produit scalaire. Par le théoréme de
Riesz-Fréchet 6.34, il existe donc un unique w’ dans .7 tel que, pour tout v dans J#, on
ait o(v) = a(w',v).

Donc u € C vérifie

Vved, Rea(u,v—u)> Rep(v—u)
si et seulement si u € C' vérifie
Vve A, Rea(w —u,v—u)<0

donc si et seulement si u € C' est la projection de w’ sur C' pour le produit scalaire a. Par
les propriétés de cette projection, u est donc I'unique point de C' tel que

Vaw' —u,w' —u) = min /a(w' — v, w —v).
vel

En prenant les carrés, en développant et en simplifiant par a(w’,w'), le point u est donc
I'unique point de C' tel que

a(u,u) — 2Re a(w',u) = E}Iélél (a(v,v) = 2Re a(w',v)) .

En divisant par 2 et en utilisant la définition de w’, le résultat en découle. O

Bases hilbertiennes.

Soient % un espace de Hilbert réel ou complexe et (E,),en une suite de sous-espaces
vectoriels fermés. On dit que S est la somme hilbertienne de (Ey,)pen si

e les sous-espaces vectoriels F,, sont deux & deux orthogonaux,

e le sous-espace vectoriel engendré par les F,, est dense (ou, de maniére équivalente par
le corollaire 6.33 (2), d’orthogonal nul) dans .77,
et on note (certains ouvrages omettant la barre)

A= E,.
neN
Attention, on ne confondra pas somme hilbertienne et somme directe.

Réciproquement, soit (E,),ecn une suite d’espaces de Hilbert tous réels ou tous com-
plexes. Soit . I'ensemble des (z,)nen € [[,en En tels que >, o [|zn|[* converge. Alors
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il est facile de vérifier que .77 est un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel produit
Tnex Ens puisaue [[Azal [ = [AP||zal|? et [z, + yall2 < 2(|leall? + [yall2). Par Vincgalite
de Cauchy-Schwarz, pour tous ., y, dans E,,

(@, yn)| < Mlanll [lyall < 5 (Hﬂan2 +lyal?) -

Donc si

<($n)n€Na (yn)n€N>%” = Z <xn,yn>En )
neN
alors cette série converge absolument, et définit un produit scalaire sur #. Remarquons
que si E, = K pour tout n € N, alors J est exactement ¢2(N,K). (On peut aussi définir
des intégrales d’espaces de Hilbert.)

Exercice E.65 Montrer que ¢ est un espace de Hilbert, et que si F,, est le sous-espace
des suites de € dont tous les termes sauf peut-étre le n-éme est nul, alors F, est un
sous-espace vectoriel fermé de €, isomorphe a l’espace de Hilbert E,, et J€ est somme
hilbertienne de (Fy,)nen. Montrer que si E, est séparable pour tout n € N, alors J est
encore séparable.

Proposition 6.40 Soit 57 un espace de Hilbert réel ou complexe, somme hilbertienne
d’une suite (Ep)nen de sous-espaces vectoriels fermés. Pour tout u dans F, posons u, =
pE, (u) la projection hilbertienne de u sur le sous-espace vectoriel fermé E,. Alors pour
tout u dans A, les séries > 2% up et S0 ||uy|[? sont convergentes et

+o0
u = E Up,
n=0

||u|[* = Z [un||* (égalité de Parseval) .

n=0
Réciproquement, pour toute suite (up)nen dans € telle que u, € E, pour tout n, si la
série 3 %% ||un||? converge, alors la série Y20 u,, est convergente, et si u = :{O% Up,

alors u, = pEn( ).

Remarquons que la série Zn o Un N'est en général pas normalement convergente (i.e. la
série 320 |Juy || n’est pas forcément convergente).

Preuve. Pour tout k € N, soit Sy = z@'zo PE;, qui est une application linéaire de .7 dans
J€. Par orthogonalité deux a deux des FE, et par l'inégalité de Pythagore, nous avons,
pour tout u € 77,

1Sk (ull* = leunll2 (%)

Comme u — u, est orthogonal & w,, (par les propriétés de la projection orthogonale sur un
sous-espace vectoriel fermé), nous avons (u,u,) = ||u,||?, donc par sommation

(u, S(w)) = [|Sk(u)]|* .
D’ow, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout u € ¢, nous avons ||Sk(u)|| < ||ul].
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Soit u € J#. Par densité du sous-espace vectoriel F' engendré par les E,, pour tout
€ > 0, il existe v € F tel que |[u —v|| < §. Pour k assez grand, v € Ey + --- + L}, donc
Sk(v) = v. Par conséquent,

15k (w) = ul] = [[Sk(u) = Sk(v) + v = ul] <[[Sk(u —v)[| + [Jv —ul] <2[fv —ul| <e.

Donc S (u) converge vers u. Ceci montre la premiére égalité.

La seconde découle par passage a la limite de (*). La réciproque est laissée en exercice
(utiliser le critére de Cauchy, 'égalité || 3777 ug|[> = 3177 |Jug|[*> pour tous n,p € N, et
la continuité de pg,). O

Soit 7 un espace de Hilbert sur K = R ou K = C. Si J#Z est de dimension finie,
une base hilbertienne de 2 est par définition une base orthonormée de 7. Si 7 est de
dimension infinie, une base hilbertienne de J# est une suite (e, )nen dans S de vecteurs
orthonormés qui engendre un sous-espace vectoriel dense de 7 :

VpeN, |lepl|=1; Vp,geN, p#q = (ep,eq) =0; Vectg({e, : neN}) =2

Autrement dit, une base hilbertienne est une suite (e,)nen de vecteurs unitaires de 72
telle que 57 soit somme hilbertienne des droites vectorielles Ce,, :

ff:@ Ke,, .

neN

Attention, on ne confondra pas base hilbertienne et base (vectorielle) : en dimension infinie,
on peut montrer quune base hilbertienne n’est pas une base vectorielle. On s’autorisera a
indexer les bases hilbertiennes par d’autres ensembles dénombrables que N ou {0,...,n}.

Remarques. (1) Si un espace de Hilbert .7 admet une base hilbertienne, alors % est
séparable. En effet, 'ensemble des combinaisons linéaires (finies), a coefficients dans Q si
K = R ou dans Q[¢] si K = C, des éléments d’une base hilbertienne de .# est dense dans
7. Nous montrerons la réciproque dans le théoréme 6.41.

(2) 11 découle de la proposition 6.40 que si (e, )nen est une base hilbertienne de ¢,
alors pour tout u dans JZ, il existe une unique suite (A, )nen dans K telle que les séries

> nen Anen et >0 o [An|? convergent, et

w=">> Anen ot [Jull> =" Al

neN neN

En effet, \,, est I'unique scalaire tel que pge, (1) = Apen, c’est-a-dire
An = (u,en) .

La suite (A, )nen est appelée la suite des coordonnées hilbertiennes de u dans la base hilber-
tienne (e, )nen. Attention, on ne confondra pas coordonnées hilbertiennes et coordonnées
vectorielles.

1
Vor
Hilbert IL2([0, 27]; C) des applications mesurables de [0, 27| dans C, de carré intégrable pour

la mesure de Lebesgue, modulo égalité presque partout. En effet, c’est clairement une suite

Exemples. (1) La suite (en it e"it> . est une base hilbertienne de I'espace de
ne
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orthonormée de vecteurs, dont I’espace vectoriel engendré est dense pour la norme uniforme
dans €'(]0, 27|, C) par le corollaire 5.41 du théoréme de Weierstrass ; de plus, la convergence
uniforme implique la convergence L2, et €([0,27],C) est dense dans L?([0, 27]; C) par le
cours d’'Intégration et probabilité (ou [Coh]).

Pour toute fonction f dans IL2([0,27]; C), les coordonnées hilbertiennes (¢, (f))nen de
f dans cette base hilbertienne sont par définition les coefficients de Fourier de f

1 o —nat
enlf) = (fen) = = /O £(8) it gt

Par la proposition 6.40, on obtient la formule de transformation de Fourier inverse
1 nit
— C €, == —— C e
F=> culf)en o néN n(f)

(attention, la convergence de cette série est dans L2([0,27]; C)) et la formule de Parseval
pour les séries de Fourier

1/2

I = ([ 1r0r ) = (T lanr) "

neN

(2) De méme, la suite (e,)nen o0 €y @ t — \/; et e, : t — \/g cosnt sin > 1 est
une base hilbertienne de IL2([0, 7]; R) (pour appliquer I’hypothése de séparation des points
dans le théoréme de Weierstrass, remarquer que 'application cosinus est une bijection de
[0, 7] sur [—1,1]).

De méme, la suite (e, )pen OU € : ¢ — \/; ete,:t— \/g sinnt si n > 1 est une base
hilbertienne de L*([—%, Z]; R).

Théoréme 6.41 Tout espace de Hilbert séparable admet une base hilbertienne.

Si 2 est de dimension finie, le résultat est connu, et la méthode usuelle se généralise
en dimension infinie, comme indiqué ci-dessous.

Preuve. Soit (v,)nen une suite dense dans 7. Si J est de dimension infinie, quitte a
extraire, nous pouvons supposer que v,1 n’appartient pas au sous-espace vectoriel engen-

dré par {vg,...,v,}. Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt fournit alors une
suite (e, )nen dans 7 de vecteurs orthonormés qui engendre le méme sous-espace vectoriel
que (vp)nen- O

Porisme 6.42 Deux espaces de Hilbert séparables de dimension infinie sont isomorphes.

Preuve. Soient (e,)nen et (fn)nen deux bases hilbertiennes de deux espaces de Hilbert
séparables 77 et ¢ respectivement, qui existent par le théoréme précédent. Alors I'applica-
tion linéaire qui envoie e, sur f, est un isomorphisme linéaire isométrique d’un sous-espace
vectoriel dense de .7 dans un sous-espace vectoriel dense de ¢, donc se prolonge en un
isomorphisme linéaire isométrique de 7 dans ¢ (par le théoréme de prolongement 5.18).
O

La notion de base hilbertienne s’étend aux espaces de Hilbert non séparables, en prenant
des familles de vecteurs indexées par des ensembles non dénombrable (voir par exemple
[Dix, chap. VIII, XI|). En utilisant le théoréme de Zorn, le théoréme 6.41 reste valide pour
les espaces de Hilbert non séparables.
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6.3 Théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints bornés

Spectre des opérateurs bornés.

Soient E un espace vectoriel topologique sur un corps topologique K, et w un opérateur
continu dans E (i.e. un élément de Z(E)).

Une wvaleur réguliere de u est un élément A € K tel que u — Aid soit inversible dans
Z(FE). L’ensemble des valeurs réguliéres de u est appelé I'ensemble résolvant de u. Un
élément de K qui n’est pas une valeur réguliére de u est une wvaleur spectrale de u, et
I’ensemble des valeurs spectrales est appelé le spectre de u, et noté Sp(u). Si K est un corps
valué (par exemple K =R ou K = C), le rayon spectral de u est

p(u) = sup [Al
AESD(w)

(avec la convention usuelle p(u) = —infty si Sp(u) est vide).

Une wvaleur propre de u est un élément A € K tel que le noyau de u — Aid soit non nul.
Le sous-espace vectoriel Ker(u — Aid) est alors appelé 'espace propre de u associé a A.
La dimension de cet espace propre est appelé la multiplicité de X\. Un élément non nul de
Ker(u— \id) est appelé un vecteur propre de u associé a A. L’ensemble des valeurs propres
est noté Vp(u).

Le spectre résiduel de u est ’ensemble, noté Sp,..(u), des A € K non valeurs propres
tels que I'image de u — A\ id ne soit pas dense dans F.

Remarques. (1) Par le théoréme de Banach 6.27, si E est un espace de Fréchet (par
exemple un espace de Banach), alors il suffit que u — Aid soit bijectif pour que son inverse
soit continu, et donc pour que A soit une valeur réguliére.

(2) Toute valeur propre est une valeur spectrale :
Vp(u) C Sp(u) -

En dimension finie n, cette inclusion est une égalité, et les valeurs spectrales sont les (au
plus n) racines du polynome caractéristique det(u — X id), la multiplicité d’une valeur
spectrale étant la multiplicité de la racine correspondante. Mais cette inclusion peut étre
stricte en dimension infinie, voir les exercices E.66 et E.67 ci-dessous.

(3) Le spectre résiduel est contenu dans le spectre :
SPres(u) C Sp(u) -
(4) Pour tout A dans K, nous avons
Sp(Au) = ASp(u), Vp(Au) = AVp(u), Spres(Au) = ASpreq(u)

et, si K est un corps valué,

p(Au) = X[ p(u) .

Proposition 6.43 Si E est un espace de Banach sur K =R ou K = C, et u € Z(F),
alors le spectre de u est un compact de K, non vide si K = C et E # {0}, contenu dans la
boule de centre 0 et de rayon ||ul| :

plu) < |lull -
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Preuve. Montrons que le rayon spectral de u est au plus ||u||. Soit A € K tel que [A| > [|ul|.

Soit v = ¢ € Z(F), alors ||v]| < 1. Donc par le lemme 6.2, id —v est inversible dans .2 (E).

Dot v — Aid = —A(id —§) est inversible dans .Z’(E), et A est une valeur réguliére.
Montrons que I'ensemble résolvant de u est ouvert. Soit A\g une valeur réguliére de u, et

A € K tel que [A—Xg| < Wlid)*ln' Soit v = (A=) (u—Aoid) ™! € L(E), alors ||v|| < 1.
Donc par le lemme 6.2, id —v est inversible dans .Z(E). D’ott u — Aid = (u — Ao id)(id —v)
est inversible dans Z(E), et A est une valeur réguliére de u.

Nous renvoyons par exemple a [Diel, 13.1.3] pour la non-vacuité du spectre quand

K=C. O

Comme le montre I'exercice suivant, tout compact de K est le spectre d’au moins un
opérateur linéaire continu.

Exercice E.66 Soit K = R ou K = C, soit 7 un espace de Hilbert sur K séparable de
dimension infinie, soit (e,)nen une base hilbertienne de A, soit C' un compact de K, et
s0it (Ap)nen une suite dense dans C.

Montrer qu’il existe un et un seul opérateur u € L () tel que u(ey) = A\pen pour tout
n € N.

Montrer que le spectre de u est le compact C' prescrit :

Sp(u) =C',
que ses valeurs propres sont les A, (dont on calculera les espaces propres) :
Vp(u) ={\, : n €N},
et que le spectre résiduel de u est vide :
SPres(u) =0 .

Exercice E.67 Soit 57 un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie,
s50it (en)nen une base hilbertienne de J, et soit u € ZL() lopérateur ),y Tie;

> ieN TiCit1-
Montrer que u est continu, n’a pas de valeur propre :

Vp(u) =0,
que son spectre est le disque unité fermé :
Sp(u) ={z€C : |2| <1},
et que son spectre résiduel est le disque unité ouvert :
Spres(u) ={z € C : [z <1}.

L’application qui a un opérateur continu associe son spectre vérifie une propriété de
semi-continuité.

Soient E un espace métrique, et Z.(E) 'ensemble des fermés bornés non vides de E,
muni de la distance de Hausdorff (voir I'exemple (viii) du paragraphe 1.3). Soit X un espace
topologique, une application f: X — Z.(F) est dite semi-continue supérieurement en un
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point 29 de X si pour tout voisinage ouvert U de f(zo) dans E, il existe un voisinage ouvert
V de zy dans X tel que pour tout z € V', on ait f(x) C U. Une application f : X — Z.(F)
est dite semi-continue supérieurement si elle est semi-continue supérieurement en tout point
de X.

Cette notion vérifie quelques propriétés analogues a celles étudiées au paragraphe 5.4.
Par exemple, pour tous P C @ dans & .(E), 'application d’un espace topologique X dans
Z.(F), qui est constante égale a P en dehors d’un point xg, et valant @ en xg, est semi-
continue supérieurement. Mais elle n’est pas continue en x si xg n’est pas isolé dans X et si
@ contient strictement P. Par exemple, si deux applications f,g: X — Z.(F) sont semi-
continues supérieurement, alors f Ug: x — f(x)U g(x) est semi-continue supérieurement.

Proposition 6.44 Soit & un espace de Banach sur K = R ou K = C. L’application de
Z(F) dans Z.(K) définie par u — Sp(u) (de domaine l’ensemble des opérateurs de spectre
non vide si K =R ) est semi-continue supérieurement.

En particulier, Uapplication de £ (E) dans R définie par u — p(u) (de domaine l’en-
semble des opérateurs de spectre non vide si K = R) est semi-continue supérieurement.

En dimension finie et si K = C, ces applications sont méme continues. Mais en dimen-
sion infinie, ceci n’est plus vrai.

Preuve. Si Ay n’appartient pas au spectre de ug € Z(E), alors ug — A\oid est inversible,
donc pour u proche de ug et A proche de Ag, 'opérateur v — Aid est encore inversible (voir
la proposition 6.1 (2)), donc A n’appartient pas au spectre de u.

L’application de Z2.(K) dans R qui & un compact non vide K associe maxycx |A| est
clairement continue, donc la derniére assertion s’en déduit. O

Opérateurs compacts.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés sur K = R ou K = C, et Bg la boule
unité fermée de E. Un élément u de Z(E, F) est appelé compact si u( Bg) est d’adhérence
compacte dans F' (pour la topologie forte, i.e. pour la topologie induite par la norme de
F), ou, de maniére équivalente, si 'image de tout borné est d’adhérence compacte, ou, de
maniére encore équivalente, si 'image par u de toute suite bornée admet une sous-suite
convergente.

Exemples. (1) Un élément u de Z(E, F) est dit de rang fini si son image est de dimen-
sion finie. Par le théoréme de Riesz (et le fait que I'image de u(Bg) soit contenue dans
Br(0,]|[ul]) ), un opérateur de rang fini est compact.

En particulier, si E' et F sont de dimensions finies, alors tout élément de Z(E, F) est
compact.

(2) Soient X, Y deux espaces métriques compacts, E, I’ les espaces de Banach ¢ (Y, K),
¢ (X, K) respectivement (pour les normes uniformes || - ||o), pt une mesure positive boré-
lienne finie sur Y et N € € (X x Y,K). Pour tout f € E, notons K f € F D'application
définie par

Kf(z) = o N(z,y) f(y) duly) ,

pour tout € X. Alors K € Z(E, F) est un opérateur compact, dit opérateur a noyau,
de noyau N.
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En effet, remarquons que

[Kf(z) = Kf(@)] <||flle / IN(z,y) = N (2", y)| dp(y)

yey

pour tous z, 2’ dans X. Comme p est finie, et par continuité uniforme en y de z — N(z,y)
(par le théoréme de Heine 5.17), ceci montre que K f est bien définie et continue, et
que I'image par K de la boule unité fermée de F est équicontinue. L’application K est
clairement linéaire, et continue car ||K f||oo < ||tt|] ||V ]]oo||f||oo- Ceci montrant aussi que
les images des applications K f pour f € B restent dans un compact fixé de K, 'opérateur
K est compact, par le théoréme d’Arzela-Ascoli 5.31.

(3) Soient (X,o7,u) et (Y, %B,v) deux espaces mesurés, E, F' les espaces de Hilbert
L2(v), L?(p) respectivement, et N € LQ((X,%,u) x (Y, A, 1/)) Pour tout f € E, notons
K f = Knf € F l'application définie par

Kf(z)= o N(z,y) f(y) dv(y) ,

pour (presque) tout z € X. Alors K = Ky € Z(E,F) est un opérateur compact, dit
opérateur & noyau de type Hilbert-Schmidt, de noyau N.

En effet, par le théoréme de Fubini, nous avons N, : y +— N(z,y) est dans L?(v) pour
u-presque tout z € X. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout f € FE,

[Kf(@)] < [INl2 [I£]]2

pour p-presque tout z € X. De nouveau par le théoréme de Fubini, ||K f|l2 < [|N||2]|f]]2-
Donc 'application K est bien définie, clairement linéaire, et continue (de norme d’opérateur
inférieure a || N||2). Soit (fy)nen une suite dans B, et montrons que, quitte a extraire, la
suite (K fp)nen converge fortement dans F. Par le corollaire 6.36, nous pouvons supposer
quitte a extraire que (fy)nen converge faiblement vers f € E. En particulier, pour p-
presque tout x, nous en déduisons que K f,(x) = (fn, Nz)g converge vers (f,N,)p =
K f(x). Puisque ||f,|| < 1, nous avons |K f,(z)| < ||N.||2 pour p-presque tout z € X et
pour tout n € N. Par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, ||K f,||2 converge
donc vers ||K f||2. De plus, K f,, converge faiblement vers K f, puisque K est continue donc
faiblement continue. Par la proposition 6.37, nous avons donc que K f,, converge fortement
vers K f.

Exercice E.68 Soient I un intervalle ouvert borné de R et p € N. Notons || - ||o la norme
uniforme sur € (I,R) et 2P)(I) Uespace vectoriel des applications f : I — R de classe
CP, de dérivées d’ordre au plus p bornées sur I, muni de la norme ||f]|, = S0_o |1FP]]o-

Montrer que .@(p)(l) est un espace de Banach et que pour p > 1, linjection f — f de
2P)(R) dans 2P~ (R) est un opérateur compact.

Proposition 6.45 Si F' est un espace de Banach, alors l’ensemble des opérateurs compacts
de E dans F' est un sous-espace vectoriel fermé de £ (E,F). De plus, siu € Z(E,F) est
compact, si G1 et Gy sont des espaces vectoriels normés, si v € L(G1,E) et si w €
ZL(F,Gs), alorswouov € Z(Gy,Gy) est compact.
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En particulier, par I’exemple (1), toute limite d’une suite d’opérateurs de rang fini est
un opérateur compact. Mais on connait des exemples d’opérateurs compacts qui ne sont
pas limites d’opérateurs de rang fini (voir par exemple [LT2]).

Si E est un espace de Banach, I'ensemble des opérateurs compacts de F dans lui-méme
est donc un idéal bilatére fermé dans I’algébre de Banach Z(E).

Preuve. Il est immédiat que I’ensemble des opérateurs compacts est stable par combinai-
sons linéaires. Si un opérateur u € Z(E, F) est compact, siv € Z(G1, E) et w € L(F,Gy),
alors v(Bg, ) est borné car ||v|| est fini, donc uov(Bg,) est contenu dans un compact, donc
wouov(Bg,) est contenu dans un compact, car 'image d’un compact par une application
continue & valeurs dans un espace séparé est encore compact. Puisque tout fermé dans un
compact est compact, w o u o v(Bg,) est donc d’adhérence compacte.

Pour montrer la fermeture de I’ensemble des opérateurs compacts, soit (u,)pen une
suite d’opérateurs compacts de F dans F, convergeant vers u dans .Z(F, F'). Montrons
que u(Bg) est d’adhérence compacte. Puisque F est complet, par le théoréme 4.6 de
Bolzano-Weierstrass, il suffit de montrer que pour tout € > 0, on peut recouvrir u(Bg) par
un nombre fini de boules de rayon e. Soit n € N tel que [|u, —u|| < §. Puisque I'opérateur
u, est compact, il existe y1,...,yx € F tels que u,(Bg) C Ule B(y;, 5). Mais alors par
inégalité triangulaire, u(Bg) C Ule B(y;, ). O

Proposition 6.46 Si F' est un espace de Hilbert, alors tout opérateur compact u de E
dans F' est limite d’opérateurs de rang fini.

Preuve. Pour tout € > 0, soient y1,...,y, € F tels que u(Bg) C Ui, B(y: 5). Notons
p la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par yi,...,y, (qui est
fermé, car de dimension finie) et v = pou, qui est linéaire continue, de rang fini. Pour tout
z € Bp, soit i € NN [1,n] tel que u(z) € B(y;, §). Alors, comme p(y;) = y; et puisque
[Ip|] <1, nous avons

[lu(z) = v(@)]| < [lulx) = will + llp(y:) — p(ulz))]] <€,
donc |jlu — || <e. O

Proposition 6.47 (Théoréme de Schauder) Si E est un espace de Banach, si un opé-
rateur u € L (E, F) est compact, alors son adjoint v’ € L(F',E") est compact.

Preuve. Notons X Iespace métrique compact u(Bg), et considérons I'espace de Banach
¢ (X,K) (muni de la norme uniforme || - ||~). Notons 7 le sous-ensemble de (X, K)
des restrictions & X des éléments de Bp/. Alors & est équicontinu (ses éléments sont 1-
lipschitziens), et pour tout x dans X, o/(x) est borné (par ||ul|). Par le théoréme 5.31
d’Arzela-Ascoli, &7 est d’adhérence compacte dans €' (X, K).

Soit (£, )nen une suite dans Bps. Quitte & extraire, la suite des éléments ln|x de o est
donc convergente, donc de Cauchy, dans %' (X, K). Comme

' () — ' ()| = 51%3 U/ (€n) () — ' (b)) ()]
= sup |[ln(u(x)) = b (u(®))] = [[ln)x — lmix]loo »

Z‘EEE
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la suite (u/(ﬁn))neN, qui est de Cauchy dans I’espace de Banach E’, converge. Donc 1'opé-
rateur v’ est compact. ]

Les propriétés élémentaires du spectre des opérateurs compacts sont regroupées dans
le résultat suivant.

Proposition 6.48 Soient E un espace de Banach, et u € Z(E) un opérateur compact.
(1) Le noyau de id —u est de dimension finie.
(2) L’image de id —u est fermée.
(8) Siid —u est injective, alors id —u est surjective, donc inversible dans £ (E).
(4) Si E est de dimension infinie, alors 0 est une valeur spectrale.
(5) Toute valeur spectrale non nulle de u est une valeur propre de u de multiplicité
finie, isolée dans Sp(u).

En particulier, si u € Z(H) est compact, alors Sp(u) NK* est ou bien fini, ou bien une
suite (Ap)nen convergente vers 0. En dimension infinie, si u € Z(H) est compact, nous
avons

Sp(u) = {0} U Vp(u) .

Preuve. Notons v = id —u et N = Ker(v).

(1) Pour tout # € N, nous avons u(z) = z. La boule unité fermée By = Bg NN de N
est fermée dans E car N est fermé. Elle est d’adhérence compacte dans E, donc compacte,
car By C u( Bg) et u est compact. Donc par le théoréme 4.18 de Riesz, la dimension de
N est finie.

(2) Soit (25, )nen une suite dans E telle que v(x,) converge vers un point y dans FE.
Montrons que y appartient & I'image de v. Pour tout n € N, puisque N est de dimension
finie, il existe z,, € N tel que d(x,, N) = d(xy, z,) (par continuité et compacité).

Supposons par l'absurde que d(x,, N) tende vers 4+o00. Posons w,, = m(ﬂ?n — Zn),
qui est de norme 1. Puisque w est compact, quitte a extraire, u(w,) converge vers w dans
E. Comme wy, — u(wy,) = v(w,) = mv(azn) converge vers 0, nous avons w,, converge
vers w et w € N par continuité de v. Or d(w,, N) = 1 par définition de z,, et donc
d(w,N) =1, ce qui est une contradiction.

Donc quitte & extraire, la suite (||, — z,||)nen reste bornée. Puisque u est compact,
quitte & extraire, w(z, — z,) = T, — 2, — v(2y,) converge vers un point 3’ dans E. Donc
Ty — 2, converge vers y' + y. Par continuité, y = limv(z,) = limv(z, — 2,) = v(y' + y)
appartient alors a 'image de v, ce qu’il fallait démontrer.

(3) Soient Ey = E et Ey = v(FEy). Supposons par 'absurde que v est injectif et que
Ey # Ey. Par (2), E; est un sous-espace fermé de Ey, stable par u (qui commute avec v). La
restriction de u & F est encore un opérateur compact de I’espace de Banach Fq, car Fq est
fermé dans Ejy. Par récurrence et puisque v est injectif, la suite (E,, = v™(Ep))nen est une
suite strictement décroissante de sous-espaces vectoriels fermés de F. Soient z,, € E,,—FE,, 11
et z), € Ep4q tels que d(zy,2)) < 2d(xy, Ent1) (ce qui est possible car d(zy,, Fypy1) > 0)

et y, = Wiw,”(xn —a!,). Pour tous m > n, nous avons ¥y, + v(yn) — v(Ym) € Eni1. Donc
[u(yn) — u(ym)l| = H(yn - U(yn)) - (ym - U(ym)) H = Hyn - (ym +v(yn) — U(ym))H
d(xn,En+1) 1
>d E = - 2>—,
2 A Bn) = T, ] 22
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Or puisque u est compact et ||y,|| = 1, la suite (u(yn))nen doit avoir une sous-suite
convergente, contradiction.

(4) Si 0 ¢ Sp(u), alors u~! existe et est continu. Puisque u est compact, Bp =
u~ (u( Bg)) est compact, ce qui implique par le théoréme 4.18 de Riesz que la dimen-
sion de F est finie.

(5) Si A est une valeur spectrale non nulle qui n’est pas une valeur propre, alors %u est
un opérateur compact tel que id —%u soit injective et non surjective, ce qui contredit (3).

Soit A une valeur propre non nulle. Comme %u est compact, le noyau de id —%u est de
dimension finie par (1), donc la multiplicité de X est finie.

Montrons que A est isolée dans Sp(u). Sinon, soient (A,)nen des valeurs propres non
nulles deux & deux distinctes, convergeant vers A. Pour tout n € N, soit e,, un vecteur propre
unitaire de valeur propre \,, et E, le sous-espace vectoriel de E engendré par eg,...,e,.
Alors (E,, )nen est une suite strictement croissante de sous-espaces vectoriels fermés de E.
Comme ci-dessus, pour tout n > 1, soient e}, € F,_1 tel que d(ep,€),) < 2d(e,, Ep—1) et

’

Yn = HZ::EZH' Sin > m, alors z = u(m) - u(i—ﬁ) € E,_1, donc
Yn Ym €n d(ena En—l) 1
[u(52) = wC = |7 =l 2 AEEE
n m llen — eq]l |len — €]
ce qui, avec la convergence de A, vers \ # 0, contredit aussi que u est compact. U

Opérateurs auto-adjoints.

Soient E, F et G des espaces de Hilbert sur K=R ou K = C.

Proposition 6.49 Pour tout u € L (E, F), il existe une unique application u* € £ (F, F)
telle que

(" (y),z)p = (y,u(z))F

pour tous x € E ety € F. L’application u — u* est involutive (i.e. (u*)* = u), anti-linéaire

iee. (u+ )" = u* + M*), isométrique (i.e. |[u*|| = ||u||) et vérifie (wov)* = v* ou* pour
tousu € L(E,F) etve L(G,E), ou G est un espace de Hilbert.
De plus, |[uou*|| = [Ju* o ul| = ||ul[*.

L’application u* est appelée 1'adjoint de u pour les produits scalaires de E et de F.
Lorsque l'on identifie un espace de Hilbert et son dual par la dualité de Riesz-Fréchet
(théoréme 6.34), cette notion d’adjoint correspond a celle introduite dans le paragraphe
6.1, ce qui explique la terminologie.

Preuve. L’unicité de u* est claire. Elle implique les propriétés d’involution, d’anti-linéarité,
et la relation (uov)* = v* ou™.

Pour Dexistence, soient g : E — E’ et pp : F — F' les isomorphismes de Riesz-
Fréchet (voir le théoréme 6.34), et u' : £ +— £ o u Padjoint de u au sens du paragraphe 6.1,
considéré comme une application (linéaire, continue) de F/ = F/ dans E/ = E’. Alors

u*:gO;Jlou'ogoF

convient.
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Comme les isomorphismes de Riesz-Fréchet sont des isométries, et par le corollaire 6.7
(4), nous avons ||u*|| = ||u/|| = ||u||. [On peut aussi utiliser le fait que pour tout y € F, par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[|lw*(IP = (), w" W) e = (ulw (), y)r < [l 1w @) Il
qui implique que |[u*|| < ||u||. Comme (u*)* = u, en remplagant u par u*, on a donc ||u*|| = ||u]|.]
Nous avons donc
2
[lw™ o ul| < ||| [lull = [[ull” .
De plus, pour tout x € E, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

lu(@)|? = (u(z), u(@)r = (u* ou(@), 2)p < [[u* o ull [|2]]* ,

donc |[u||? < ||u* ou||. D’out ||u* o u|| = ||u||?, et en remplacant u par u*, nous avons donc
w0 u*|| = ||| = ||ul*. O
Exemple. Soient (X, .o, p) et (Y, %,v) deux espaces mesurés, et N € L2((X, o/, pu) x
(Y, %,v)). Notons N* € L*((Y, B, v) x (X, o, 1)) Iapplication définie par N* : (y,z) —
N (z,y). Alors 'adjoint de I'opérateur Ky : L2(v) — L2(u) de type Hilbert-Schmidt de
noyau N est exactement I'opérateur Ky« : L%(u) — L2(v) de type Hilbert-Schmidt de

noyau N*. En effet, pour tous f € L2(v) et g € L?(u), nous avons, par le théoréme de
Fubini,

wnto= [ ([ Newswaw) i@ )

/erf(y) </$6Xmg(x)> dv(y) = (f, Kn=g) -

En particulier, si (X, o, u) = (Y, B,v), si N est réel et symétrique, alors I'opérateur de
type Hilbert-Schmidt de noyau N est auto-adjoint (c’est-a-dire égal a son adjoint).

Lorsque . est un espace de Hilbert, les propriétés de I’algébre de Banach £(.7)
munie de 'involution u +— u* sont synthétisées dans la définition suivante.

Une C*-algébre (aussi appelée algébre stellaire par quelques irréductibles gaulois) est
une algébre de Banach A sur K = R ou K = C munie d’une application u — u* de A dans
A telle que, pour tous u,v € A et A € K,

e (u*)* =u (involution)

o (u+v)" =u*+v* et (\u)* = Au* (anti-linéaire)

e (uv)* =v*u* (anti-multiplicative)

[Juw*|| = [Jul[*.
Il découle de ces propriétés que u* est inversible si et seulement si u 'est, et qu’alors

(u*)—l _ (u—l)* )

On vérifie facilement, par la proposition 6.49, que si J# est un espace de Hilbert réel ou
complexe, alors .Z(.#°) muni de I'adjoint est une C*-algébre pour le produit uwv = w o v.
La préservation de la norme par passage a 'adjoint dans £ () est en fait une propriété
générale des C*-algébres.

Proposition 6.50 Si A est une C*-algébre, et si u € A, alors ||u|| = [|u*||, et ||uu*|| =
[l ul].
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Preuve. Nous avons ||u|[? < ||u|| ||[u*|| par la derniére propriété des C*-algébres, donc
[lu|| < [|u*||. D’ou le résultat en changeant u en u*. O

Nous renvoyons par exemple a [Con, KR, Tak| pour de nombreux autres compléments
sur les C*-algébres.

Soit s un espace de Hilbert sur K = R ou K = C. Un opérateur u € Z() est dit
auto-adjoint si u = u*. Un opérateur u € £ () est dit positif si (u(zx),x) > 0 pour tout
x € . Par exemple, pour tout u € Z (), les opérateurs uu* et u*u sont auto-adjoints
positifs.

Remarques. (1) Si u est autoadjoint, alors 'application (x,y) — (u(z),y) est une forme
sesquilinéaire (bilinéaire si K = R), et hermitienne (symétrique si K = R). Elle est positive
si u est positif.

(2) Quand K = C, un opérateur positif est auto-adjoint. En effet, en posant a(z,y) =
(u(z),y), qui est une forme sesquilinéaire, il suffit de montrer que a est hermitienne, c’est-
a~dire que pour tous x,y dans ¢, nous avons Re(a(z,y) — a(y,z)) = 0 et Im(a(z,y) +
a(y,z)) =0 . La seconde égalité découle de

a(z,y) +aly,x) =alz +y,x+y) —alz,z) —aly,y) € R

et la premiére de cette égalité ot = est remplacé par ix.

Les propriétés élémentaires principales des opérateurs auto-adjoints sont résumées dans
la proposition suivante. Certaines d’entre elles ont déja été vues 'année derniére dans les
espaces de Hilbert de dimension finie.

Proposition 6.51 Soient 5 un espace de Hilbert sur K=R ou K =C et u € L ().
(i) Le spectre de l’adjoint u* de u est le conjugué du spectre de u :

z€8Sp(u*) <= ZeSpu).
(ii) L’orthogonal de l'image de u est le noyau de son adjoint :
(u(%))L = Ker(u") .

(iii) L’opérateur u est compact si et seulement si son adjoint u* [’est.

(iv) Siu est auto-adjoint, et si F est un sous-espace vectoriel de A invariant par u
(i.e. tel que uw(F) C F), alors F* est aussi invariant par u.

(v) Siu est auto-adjoint, si M = sup||, =1 (u(z),x) et m = inf|,) =1 (u(z), ), alors m
et M appartiennent au spectre de u, Sp(u) C [m, M], et

p(u) = |[ul] = i [(u(x), z)| = max{M, —m} .

En particulier, le rayon spectral de u est égal a sa norme, et si Sp(u) = {0}, alors u = 0.
(vi) Si u est auto-adjoint, alors son spectre résiduel est vide :

Spres(u) = @ °
(vit) Si u est auto-adjoint, alors le spectre Sp(u) de u est ’ensemble des A € K tels
qu’il existe une suite (x,)nen dans F telle que ||zy|| = 1 et limy,— 400 ||u(xy) — Azy|| = 0.
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Preuve. (i) L’opérateur u— A\ id est inversible si et seulement si son adjoint, qui est w*—\id,
est inversible.

(ii) Nous avons x € u(J#)" si et seulement si (u(y),z) = 0 pour tout y dans J#, si et
seulement si (y,u*(z)) = 0 pour tout y dans ¢, donc si et seulement si x € Ker(u*).

(iii) Ceci découle de la proposition 6.47, par le théoréme 6.34 de dualité de Riesz-
Fréchet.

(iv) Soit 2 € F*+. Pour tout y € F, nous avons u(y) € F, donc (u(z),y) = (z,u(y)) = 0.
Dot u(z) € F*.

(v) Notons que (u(x),x) est réel, car u est auto-adjoint donc (u(x),z) = (x,u(x)) =
(u(z), ), et de valeur absolue majorée par ||u|| par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. En par-
ticulier, M et m sont des nombres réels bien définis. La preuve de 'assertion (v) découlera
des points suivants.

e Montrons que Sp(u) est réel.
Si A est une valeur propre de u, et 2 un vecteur propre (non nul) de u de valeur propre
A, alors

Az, z) = (u(e),2) = (z,u(2)) = X (z,2) |

donc A est réelle. Soit A € K—R. Posons v = v — Aid, qui est injective, car A n’est pas une
valeur propre. Pour tout = dans ., nous avons Im(v(z),z) = Im ((u(z),z) — (\z,z)) =
—Im A ||z|[%. Donc par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[ Tm Al [Jz][* < [[o(@)]] [J]] -
Le résultat suivant montre donc que 'image de v est fermée, puisque Im A # 0.

Lemme 6.52 Soient E, F' deux espaces vectoriels normés sur K, avec EE complet, et v €
Z(E,F). Sl existe ¢ > 0 tel que c||z|| < ||v(x)|| pour tout = dans E, alors l’image de v
est fermée, et v: E — v(E) est un homéomorphisme.

Preuve. Soit (x,)nen une suite dans E telle que v(zy,) converge vers y dans F. Alors
(v(mn))neN est de Cauchy, donc par I'hypothése, la suite (xy,)nen est de Cauchy dans E.
Elle converge donc vers x € E, tel que v(x) = y par continuité de v. D’oil y est dans
I'image de v. O

Par (ii), 'orthogonal de I'image de v est égal au noyau de u* — Aid = v — \id, qui est
réduit a {0}, car A, n’étant par réel, n’est pas une valeur propre de u. Donc I'image de v
est dense par le corollaire 6.33 (2). Comme elle fermée par le lemme ci-dessus, ’application
v est surjective, donc bijective, et A\ n’est pas une valeur spectrale.

e Montrons que Sp(u) C | — oo, M]. En remplacant u par —u, ceci montrera que
Sp(u) C [m, +oo[, donc que Sp(u) C [m, M].

Pour tout A € R, soit vy = Aid —u. Alors 'application (z,y) — (vx(z),y) de S x A
dans K est continue, sesquilinéaire. Si A > M, alors cette application est coercive : pour
tout & dans 7, nous avons (vy(1),z) = (\z, ) — (u(z),z) > (A= M)||z||*. En particulier,
Papplication vy est injective. Elle est aussi surjective. En effet, pour tout y dans 57,
lapplication z +— (y,z) appartient a . Donc par le théoréme 6.38 de Lax-Milgram,
il existe x dans J€ tel que (vy(x),z) = (y,z) pour tout z dans . Ceci implique que
uva(x) =y, c’est-a-dire que vy est surjective, donc que A n’appartient pas au spectre de w.
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e Montrons que M € Sp(u). En remplagant u par —u, ceci montre que m € Sp(u).

Soit v = M id —u, qui est auto-adjoint. L’application sesquilinéaire (x,y) — (v(zx),y)
est hermitienne, et positive par définition de M. Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz (seul
le cas d’égalité nécessitait la condition définie (positive), voir la preuve de la proposition
6.31), nous avons |(v(x),y)|*> < (v(x),z)(v(y),y). Rappelons que [[2'|| = supy,—1(z’,¢)
pour tout 2’ € 7. Donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

lo(@)II* < [oll {v(x), z) -

Soit (zp,)nen une suite dans S telle que ||z,|| = 1 et (u(xy,),z,) converge vers M. Alors
(v(xy), zy) converge vers 0 et donc ||v(z,)|| aussi. Si M n’appartient pas au spectre de u,
alors v est inversible et x,, = v~!(v(z,)) converge vers 0, ce qui n’est pas possible.

e Soit £ = supj,=1 [(u(z), )|, montrons que x > [|ul|.

Pour tous x et y dans J# de norme 1, puisque u est auto-adjoint, nous avons
[4Re (u(z),y)| = [{u(z +y), z +y) — (u(z —y),z —y)|

(|l +yl? + |z = yl?) = 26 (|l|” + [lyl1*) = 45

IN

Par homogénéité, pour tous = et y dans %, nous avons donc | Re (u(x),y)| < & ||z||||y||-
Donc [[u(@)|? = Re (u(z), u(x)) < & ]| u(@)]], ce qui implique que [lu] < .
Par la proposition 6.43 et ce qui préceéde, nous avons

[lull = p(u) = max{M, —m} = HSﬂ&I(U(w),@I > [full -

L’assertion (v) en découle.

(vi) Soit A une valeur spectrale non valeur propre de u. Puisque u est auto-adjoint, A
est réelle par (v). L'image de v — \id est dense, car son orthogonal est nul par (ii). Donc
A n’appartient pas au spectre résiduel, et celui-ci est vide.

(vii) Notons o l'ensemble des A € K tels qu’il existe une suite (z,,)nen dans 2 telle
que ||z, || =1 et limy, 400 ||u(xy) — Azp|| = 0.

Si A ¢ Sp(u), alors x, = (u — Xid) "' (u(x,) — Az,,) tend vers 0 quand ||u(x,) — Az, ||
tend vers 0, donc A ¢ o.

Réciproquement, soit A € Sp(u), qui en particulier est réel. Si A est une valeur propre,
alors A\ € o (en considérant une suite constante en un vecteur propre unitaire). Sinon,
v = u — Aid est d’image dense par (vi). Si A ¢ o, alors il existe N € N — {0} tel que
||v(z)|| > + pour tout vecteur unitaire z de . Par homogénéité, |[v(z)|| > +||z|| pour
tout x € 7. Par le lemme 6.52, I'image de v est fermée. Donc v est surjective, et injective
car A ¢ Vp, ce qui contredit que X\ € Sp(u). O

Exercice E.69 Soit K = R ou K = C, soit 7 un espace de Hilbert séparable sur K,
soit F' un sous-espace vectoriel fermé de S de codimension infinie, soit (€, )nen une base
hilbertienne de l'orthogonal F* de .F, et soit (A\p)nen une suite de réels strictement positifs
convergeant vers 0.

Montrer qu’il existe un et un seul opérateur auto-adjoint positif compact uw € L(H)
tel que u s’annule sur F' et u(e,) = Ape, pour tout n.

Montrer que les valeurs propres de u sont les \,, (de multiplicités finies)

Vp(u) ={\, : n €N},
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que le spectre de u est
Sp(u) = {0} U Vp(u) .

Le but de la partie suivante est de montrer que tous les opérateurs auto-adjoints com-
pacts positifs de rang infini sont comme dans 1’exercice.

Spectre des opérateurs auto-adjoints compacts.

Le résultat suivant dit en particulier quun opérateur auto-adjoint compact d’un espace
de Hilbert séparable est diagonalisable en base hilbertienne.

Théoréme 6.53 Soit u un opérateur auto-adjoint compact dans un espace de Hilbert 7€
sur K =R ou K = C. Il existe deux suites finies ou infinies de réels strictement positifs
(An)neN, n<Ny et (Vn)neN, nen_, convergeant vers 0 si N = +oo (resp. N_ = 400), telles
que si B\ = Ker(u — \id) pour tout X € R, alors

(1) les A, —vy sont des valeurs propres de multiplicités finies de u, qui sont les seules
valeurs spectrales non nulles de u ;

(2) |lul] = masx{o, vo} siu £ 0

(8) H est somme hilbertienne de Eq et des Ey, , E,, ;

(4) (Principe de Rayleigh) si k < Ny et n < N_, alors

A = max (u(z),z) et —uvp= min (u(x),z) .
ve(Boa @) By,) ", Ilull=1 e (Bo®@®r=) Bv;) . Ifull=1

Bien siir, 0 peut étre ou ne pas étre une valeur propre. Il découle immédiatement de ce
résultat que 0 n’appartient pas au spectre de u si et seulement si .77 est de dimension finie
et si w est bijectif; de plus u n’a pas de valeur propre non nulle si et seulement si v = 0.

Preuve. (1) Par les propositions 6.48 et 6.51 (v), 'ensemble des valeurs spectrales non
nulles de u est formé de valeurs propres réelles isolées bornées de multiplicités finies. En
séparant les positives et les négatives, elles forment donc deux suites finies ou infinies de
réels strictement positifs (Ap)neN, n< N, et de réels strictement négatifs (—Vn)neN, n<N_-
Ces suites convergent vers 0 si Ny = +oo (resp. N_ = +00), par fermeture du spectre.

(2) Ceci découle de la proposition 6.51 (v).

(3) Montrons tout d’abord que ces sous-espaces (qui sont fermés) sont orthogonaux
deux a deux. Si z,y € € et u(x) = Az et u(y) = py avec p # A deux nombres réels, alors
puisque u est auto-adjoint

Mz, y) = (u(@),y) = (z, u(y)) = pl,y) ,

donc z et y sont orthogonaux, ce qui montre le résultat.

Notons F' le sous-espace vectoriel de J# engendré par ces sous-espaces, et montrons
que F est dense dans 7.

Par construction, F est invariant par u, donc F- est invariant par u par la propostion
6.51 (iv). L’opérateur linéaire v = u g1 est auto-adjoint compact, et par construction il
n’a pas de valeur propre non nulle, donc par la proposition 6.48 (5), son spectre est réduit
a {0}. Par la proposition 6.48 (6) ou 6.51 (v), l'opérateur v est nul, donc F* est contenu
dans Ejy, donc est nul. Par le corollaire 6.33 (2), le sous-espace vectoriel F' est donc dense.
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(4) Quitte a changer u en —u, il suffit de montrer la premiére égalité. Notons Fj, =
Ey® Ey\, @ Ey\, ©--- @ E), |, qui est invariant par w. Alors FkL Vest aussi, et ujp, est
auto-adjoint compact, de plus grande valeur spectrale ;. Le résultat découle donc de la
proposition 6.51 (v). O

Porisme 6.54 (1) Soit u un opérateur auto-adjoint compact positif dans un espace de
Hilbert # de dimension infinie. Alors il existe une suite (Ap)nen de réels strictement
positifs convergeants vers 0, qui sont des valeurs propres de u de multiplicités finies, telles
que, en posant E\ = Ker(u — Aid) pour tout A € R,

Sp(u) ={0} U{\, :neN}, # =Ey EB@ Ey, et M= sup (u(z),x) .
neN zeKer(u)L, ||z]|=1

(2) Soit u un opérateur auto-adjoint compact dans un espace de Hilbert séparable F .
Alors A admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de u.

Preuve. (1) Cette assertion découle immédiatement du théoréme 6.53, car le spectre d'un
opérateur positif est positif.

(2) Avec les notations du théoréme 6.53, chaque Ey, E),, E,, est un espace de Hilbert
séparable (de dimension finie sauf peut-étre Ejy), donc en mettant bout & bout des bases
orthonormées des E) , E,, et eny intercalant les éléments d'une base hilbertienne de Ej,
on obtient le résultat.

Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints.

Le but de ce chapitre est de décrire un opérateur auto-adjoint d’un espace de Hilbert
sur K =R ou K = C par des quantités définies sur son spectre. Un role important va étre
joué par les projecteurs orthogonaux.

Proposition 6.55 Soit 7 un espace de Hilbert sur K, et P € £ (). Alors P est la
projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé de € si et seulement si P est
un opérateur auto-adjoint idempotent (i.e. P> = P) de . De plus, P est alors positif et
P est la projection orthogonale sur son image P(7).

Preuve. Si P est la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé F' de ¢,
alors pour tous x,y dans ., les vecteurs P(x) et y — P(y), ainsi que P(z) — z et P(y),
sont orthogonaux, et donc (P(z),y) = (P(z),P(y)) = (x, P(y)). Ceci montre que P est
auto-adjoint, et positif, car (P(z),z) = (P(x), P(x)) > 0. Comme la restriction de P & F
est l'identité, P est idempotent.

Réciproquement, soit P un opérateur auto-adjoint idempotent. Si y = P(z), alors
P(y) = P%(x) = P(x) = y. Donc I'image P(2) est contenue dans le noyau de id — P, donc
égal a ce noyau, et en particulier, P(#) est fermé. Puisque P est autoadjoint, pour tous
x,y dans 2, (P(y),z — P(z)) = (y, P(z) — P%(x)) = 0. Donc P(z) est un vecteur tel que
P(z) — x soit orthogonal & P(¢), ce qui montre le résultat. O

Définition 6.56 Soit 72 un espace de Hilbert sur K. Une famille (P\)xer de projecteurs
orthogonauz de F est appelé une résolution de I'identité si

(a) Py OPM - Pmin{)\,u} ;
(b) Py =0 si X est assez petit, et P\ =1id si A est assez grand ;

(c) pour tout x dans H, lim,_\+ P,(x) = Py(x).
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La premiére propriété s’appelle la propriété de croissance, la troisiéme la propriété de
continuité faible a droite. Lorsque 'on s’intéresse & des opérateurs linéaires dont le domaine
de définition n’est pas tout l'espace de départ (dit non-bornés), la condition (b) doit étre
remplacée par lim, ., P,(z) =0 et lim,_ o P,(x) =, pour tout z € JZ.

Il découle de ces propriétés et des propriétés des projections orthogonales que pour tout
x dans X, I'application de R dans R définie par

A= (P\(z),x)

est une application nulle au voisinage de —oo, égale a ||z||? au voisinage de 400, croissante,
(car pour tout = € 7, si A < p, alors

(Pr(z),x) = (PA(2), Pa(2)) = (Px o Bu(x), Px o Pu()) < (Pu(x), Pu()) = (Bu(x), )

puisque Py est de norme au plus 1), et continue a droite.
Le résultat suivant est montré par exemple dans |[Coh, page 23|.

Théoréme 6.57 Si F' : R — R est une fonction bornée, croissante, continue a droite,
nulle sur | — oo, m[ et constante sur |M,+oo[, alors il existe une unique mesure positive
borélienne finie p sur R, a support contenu dans [m, M|, telle que (] — oo, A]) = F'(\) pour
tout A € R. O

Une telle mesure est appelée mesure de Stieljes, et notée dF. Par unicité, si ¢t > 0 et
G : R — R est une telle autre fonction, alors I’ + tG est aussi bornée, croissante, continue
a droite, nulle sur | — oo, m[ et constante sur |M, +ool, et d(F' +tG) = dF + tdG. De plus,
[|dF|| = imy— 400 F(N).

En particulier, nous noterons d{(Py(z),z) la mesure de Stieljes de l'application \ —
(Py(x),x), qui vérifie les hypothéses du théoréme ci-dessus.

Proposition 6.58 Soient 7 un espace de Hilbert sur K, (Py)xer une résolution de l’iden-
tité, et f € €(R,K). Il existe un unique opérateur linéaire uw € L () tel que, pour tout
x e N,

AER
Cet opérateur est autoadjoint si f est a valeurs réelles, et positif si f est a valeurs positives.

Cet opérateur sera noté

u= f(\) dPy .
AER

Preuve. Pour tout z € ., notons ¢(z) = [ ver f(A) d(Px(z), ), qui est bien défini, car p
est de support Compact Par les proprletes des mesures de Stieljes, 'application a : € x A
définie par a(z,y) = %( (z+y) —q(x) —q(y)) siK=R, et par

1

a(e,y) = 3 (ale +9) — a(x) —a(v)) + 2 (ale +iv) — a(x) — a(v))

2

si K = C, est sesquilinéaire, et hermitienne si f est réelle. Toujours par les propriétés
des mesures de Stieljes, la mesure d(Py(z),z) est de norme au plus ||z||?> et son support
est contenu dans [m,M] si P\ = 0 pour A < m et Py = id pour A\ > M. Donc, si
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C' = max)gpm ) |f(A)] (qui est fini), alors pour tout # dans .7, nous avons ¢(z) < C||x|[>.
Donc pour tous x,y dans % de norme 1, nous avons |a(z,y)| < 6C, donc a est continue.
Le résultat découle alors du corollaire 6.35 au théoréme de dualité de Riesz-Fréchet. [

Il est possible de montrer que tout opérateur linéaire continu auto-adjoint sur un espace
de Hilbert réel ou complexe est de cette forme.

6.4 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.65. L’application p, : # — E, définie par pn((xk)keN) = 1z, est une appli-
cation linéaire, et pour tous x,y dans J#, nous avons (z,9) .z = > ,cn(Pn(2), Pn(¥)) E,-
Puisque (-, -) g, est une forme sesquilinéaire hermitienne, par passage a la limite des égali-
tés, (-, ) est aussi une forme sesquilinéaire hermitienne. Puisque qu’une série convergente
de termes positifs ou nuls est positive ou nulle, et est nulle si et seulement si chacun de
ses termes est nul, (-, ), est définie positive. Donc (-, ) est un produit scalaire sur JZ,

dont la norme associée est )
3
el = (3 lenl?)

keN

si z = (zk)ken. En particulier, ||p,(2)|| = ||zn|| < ||z||, donc p,, est 1-lipschitzienne, donc
continue. De plus p,, est un isomorphisme linéaire isométrique en restriction au sous-espace
vectoriel F),, qui est fermé comme intersection de fermés, car

F,={xe X : VkeN-{n}, pp(z) =0}

et pr est continue pour tout £ € N. Il est immédiat par définition du produit scalaire
de J que F,, et F,, sont orthogonaux si n # m. Pour tout © = (zp)ken € J, soit

1
N € N tel que (ZIZ’ON kaH2)2 < €, et soit y I'élément de .7, dont les N premicres
composantes sont xg,...,xny_1 et dont les autres composantes sont nulles. Alors y est
un élément de la somme directe des F), (car somme finie d’éléments des Fj). De plus

||z —yl| = (Z;:OON ||xk||2)% < €. Donc la somme directe des F), est dense dans 7. Ceci
montre que S est une somme hilbertienne des F,,. (Mais .7 n’est pas égale a la somme
directe des F;,, cette somme directe étant I’ensemble des éléments de .77 dont toutes les
composantes sauf un nombre fini sont nulles).

Schéme E.66. L’idée clef est d’utiliser les coordonnées hilbertiennes, ce qui est naturel
vu I'énoncé, et d’appliquer moultes fois le théoréme de Parseval 6.40.

a) Unicité, existence et continuité de u.

Pour tout  dans J#, nous noterons (z,),en les coordonnées hilbertiennes de x dans
la base hilbertienne (e, ),en. Par linéarité et continuité, si un tel opérateur u existe, alors
pour tout z dans 7, nous avons u(x) = u(D_,cnTnfn) = D ey MTnn, CE qui montre
I'unicité. Réciproquement, pour tout x dans 7, puisque C' est compact, il existe A > 0
tel que |A,| < A pour tout n, et donc la série Y, . [Anzn|?, majorée par AY", |zl
qui est égal a Al|z||> par 1'égalité de Parseval, converge. Par le théoréme 6.40, la série
Y = D nen Mnnen converge donc dans 7, et on pose u(x) = y. Il est immédiat que u
est linéaire, et que |Ju|| < A (toujours par I'égalité de Parseval). Donc u est continue,
ce qui montre l'existence. [Une autre maniére de montrer I'existence est de définir u sur
I’espace vectoriel engendré par les e, par linéarité, sa norme étant au plus A sur cet espace
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vectoriel, puis d’étendre u a # tout entier par le théoréme de prolongement 5.18 (par
uniforme continuité de u, complétude de .7 et densité de Vect{e, . n € N}) |

b) Calcul des valeurs propres et espaces propres de u.

Tout d’abord, pour tout n € N, nous avons u(e,) = A\pe, et e, # 0. Donc A, est une
valeur propre de u. Réciproquement, soit A € C une valeur propre de u. Il existe donc x dans
2 non nul tel que u(z) = A\z. Par conséquent, par unicité des coordonnées hilbertiennes,
pour tout n € N, nous avons \,x, = Az,, égalité qui est équivalente a x,, = 0 ou A = \,,.
Or puisque x est non nul, il existe ng € N tel que z,,, # 0. Donc A = A,,,. Donc les valeurs
propres sont exactement les A\, pour n € N :

Vp(u) ={\, : neN}.

Si A est une valeur propre, son espace propre FEy, qui est ’ensemble des = € 77 tels
que z, = 0si A\, # A, est donc "adhérence du sous-espace vectoriel somme directe des Ce,,
pour les n € N tels que A\, = A (attention, si une infinité de A, prennent la valeur A, cet
espace propre F\ n’est pas la somme directe de ces droites, qui n’est pas fermée, mais est
la somme hilbertienne de ces droites).

c) Calcul du spectre de u.

Comme le spectre Sp(u) est fermé, et contient Vp(u) qui est dense dans C, nous avons
donc l'inclusion C' C Sp(u). Pour montrer que cette inclusion est une égalité, soit A € C—C.
Comme C est compact, il existe € > 0 tel que le disque de centre A et de rayon € > 0 soit
contenu dans le complémentaire de C'. En particulier, |\, — A\| > € > 0 pour tout n € N.

Montrons que v — Aid est surjectif. Pour tout y dans 7, posons x; = ﬁ (le dénomi-
nateur ne s’annule pas). Alors la série Y,y |;|?, majorée par }2 >ien il

2
% par ’égalité de Parseval, converge. Par la partie réciproque du théoréme de parseval

6.40, la série x = ) |
avons

, qui est égal &

neN Tnén converge donc dans 2. Par linéarité et continuité de u, nous

u(x) — Ax = Z()\n — ANzpe, = Z Ynbn =V ,
neN neN
ce qui montre la surjectivité.

Montrons que u — Aid est injectif. Pour tout  dans S, par I'égalité de Parseval, nous
avons ||u(z) — Az||? = 3, cn |(An — N)ap|? > €|z, donc u(z) — Az ne s’annule que si z
est nul, ce qui montre I'injectivité.

Donc u — Aid est bijectif, et tout A\ ¢ C' est une valeur réguliére de u. Ceci montre que

Sp(u) =C'.

¢) Calcul du spectre résiduel de u.
Pour tout A € C non valeur propre de u, montrons que 'image de u — Aid est dense
dans 7. Ceci montre que le spectre résiduel de u est vide.

Méthode 1. Pour tout y dans J# et tout € > 0, soit N tel que 3% ;> < € (ce
qui est possible par la convergence de la série Y |y;|> par I'égalité de Parseval). Posons

T = )\iyiA pour i =0,..., N (les dénominateurs ne s’annulent pas) et z = Z@']\Lo xie;. Alors
N N
u(z) — Az = Z \iTie; — A\Tie; = Zyiei )
=0 i=0
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Par I'égalit¢ de Parseval, ||(u(z) — Az) —y|| = ( ;:EONH lyil?)

résultat :

< €, ce qui montre le

Spres(u) = C °

Méthode 2. Pour tout n € N, puisque A # A\, et u(e,) = A\,e,, nous avons e, =
(u — )\id)(A:ﬁ)\). Donc e, appartient a I'image I de u — \id pour tout n € N. Cette
image [, étant un sous-espace vectoriel de 7, contient donc le sous-espace vectoriel V'
engendré par les e, pour n € N. Puisque V est dense dans 7, par les propriétés des bases
hilbertiennes, I'image I est dense aussi (V C I implique # =V C I C 4, donc I = #
par sandwitch).

Schéme E.67. Pour tout x dans .7, nous noterons (x, )nen les coordonnées hilbertiennes
de z dans la base hilbertienne (e, )nen.

L’unicité de u se montre comme dans 'exercice E.66. La série a termes deux & deux
orthogonaux Y,y Zi€i+1, dont la somme des carrés des normes des termes est >, |2 |* =
||]|?, converge par le théoréme de Parseval 6.40. Donc u(x) est bien définie, et clairement
linéaire, et est isométrique : ||u(x)|| = ||z|| pour tout x dans H. En particulier u est injective
de norme 1, donc de rayon spectral au plus 1, et le spectre de u est contenu dans le disque
unité fermé D = {z € C : |z| <1} de C.

Comme u est injective, 0 n’est pas valeur propre. Si A € C — {0} et u(z) = Az, alors
par unicité des coordonnées hilbertiennes, Axg = 0 et Ax;;1 = x; pour tout ¢ € N. Ceci
implique que z; = 0 pour tout i, donc x = 0, et u n’a pas de valeur propre.

Soit A € C tel que |A| < 1. Montrons que u— Aid n’est pas d’image dense dans 7. Ceci
montrera que le spectre résiduel contient le disque unité ouvert. Comme le spectre résiduel
est contenu dans le spectre, qui est fermé, ceci montrera 'autre inclusion D C Sp(u), et
donc que

Sp(u) =D .

Notons ¢ : 7 — C la forme linéaire y — >,y Ay;, qui est bien définie, car la
suite des coordonnées hilbertiennes (y;);en est bornée et |A| < 1. Il est immédiat de voir
que ¢ est continue (les coordonnées hilbertiennes le sont). Son noyau est un hyperplan
vectoriel fermé. Montrons que 'image de u — A\ id est contenu dans ce noyau, qui n’est pas
dense car fermé et de codimension 1, ce qui conclut. Soient z,y € . Si y = u(x) — Az,
alors, par unicité des coordonnées hilbertiennes, nous avons yg = —Azg (équation F_;)
et yiy1 = o; — A\riyq (équation FE;) pour tout i € N. En multipliant par A'*! I’équation
E; pour tout i € NU {—1} et en ajoutant les n + 1 premiéres équations, nous obtenons
S oAy = —A"Tlz,. Comme la suite (z;);en est bornée et |A| < 1, par passage a la
limite, nous obtenons que y appartient au noyau de ¢, ce qui montre le résultat.

Pour obtenir que Sp,.(u) soit exactement le disque unité ouvert, il reste & montrer que
si [A\| = 1, alors u— A id est d’image dense. Pour cela, par le corollaire 6.33 (2) (disant qu’un
sous-espace vectoriel d'un espace de Hilbert est dense si et seulement si son orthogonal est
nul), il suffit de montrer que si y € 4 est orthogonal a I'image de u — Aid, alors y = 0.

Soit donc y € S tel que pour tout i € N, le vecteur y soit orthogonal a u(e;) — \e; =
€11 — Ae;. Si les coordonnées hilbertiennes de y dans la base hilbertienne donnée sont
(yi)ien, nous avons donc 0 = (y, e;11 — Ae;) = yir1 — A\yi. Done |y; 11| = |y;|. Mais alors la
convergence (assurée par le théoréme de Parseval 6.40) de la série ), ly;|? implique que
y; = 0 pour tout ¢ € N, ce qui montre le résultat.
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7 Calcul différentiel banachique

Nous renvoyons par exemple a [Ave, Car, Diel| pour des références générales concernant
ce chapitre. Nous renvoyons a [Diel| pour ce qui concerne les applications analytiques réelles
(ou de classe C¥) et analytiques complexes, deux notions dont nous ne traiterons guére ici.

L’idée directrice du calcul différentiel est celle de 'approximation locale des fonctions
par des fonctions linéaires ou affines, pour arriver & modeler les comportement locaux de
fonctions sur ceux des fonctions linéaires ou affines. Les applications de ce principe de
linéarisation sont nombreuses, aussi bien en mathématique qu’en physique.

Si E et F sont deux espaces vectoriels normeés, nous munirons .Z(E, F') de la norme
d’opérateur ||ul| = supjj, <1 |[u(z)|], de sorte que L (E, F) est un espace de Banach si F
et F' le sont (voir le paragraphe 6.1).

7.1 Dérivation

Notons K le corps R ou C. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés sur K, U un
ouvert de E, f : U — F une application, et a un point de U.

On dit que f est différentiable (au sens de Fréchet), ou aussi dérivable, au point a s'il
existe une application linéaire continue g : £ — F telle que

fla+h) = f(a) = g(h) = o(h)

quand h tend vers 0 (le membre de gauche est bien défini si h est suffisamment proche de
0).

En particulier, si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Une telle application g, si elle existe, est unique. En effet, soit g, une autre application
linéaire continue telle que f(a+h)— f(a) — g«(h) = o(h). Alors g.(h) — g(h) = o(h) quand
h tend vers 0, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout h dans F,
si ||h]| < n, alors ||g«(h) — g(h)|| < €||h||. Pour tout h dans E tel que ||h|| < 1, nous avons
[[Zh]] < 71, donc par homogénéité, |[g.(h) — g(h)|| < €||h]|. D’ou ||g. — g|| < € pour tout
e>0,et g.=g.

Cet élément g de l'espace vectoriel normé Z(E, F') sera noté

dfy, : E — F

(ou aussi f’(a) ou encore Df(a)) et appelé la différentielle (ou aussi dérivée) de f en a.

Remarques. (1) Il est équivalent de demander qu’il existe une application linéaire conti-
nue g : E — F telle que f(a+h)— f(a)—g(h) = o(h), et que les deux conditions suivantes
soient vérifiées

(i) f est continue en a,

(ii) il existe une application linéaire g : E — F telle que

1f(z) = f(a) — g(x = a)|| = o([|z — all)

quand z tend vers a.
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En effet, les deux conditions (i) et (ii), et le fait que U soit ouvert, impliquent que g est
continue en 0, donc continue par linéarité. Réciproquement, nous avons déja mentionné
que la différentiabilité de f en a implique la continuité de f en a.

(2) La différentiabilité de f en a, ainsi que la valeur de df,, ne changent pas si I'on
remplace les normes de E et F' par des normes équivalentes. En particulier, lorsque nous
considérerons des produits finis d’espaces vectoriels normés, nous pourrons utiliser n’im-
porte quelle norme produit || - ||, pour p € [1,400], deux telles normes étant équivalentes.
Si E et F sont de dimension finie, la différentiabilité de f en a, ainsi que la valeur de df,,
ne dépendent donc pas des normes sur E et F.

(3) Ces propriétés ne dépendent que du germe de f en a : si deux applications coincident
sur un voisinage de a, alors I'une est différentiable en a si et seulement si I'autre l'est, et les
différentielles en a coincident alors. Nous nous autoriserons souvent a restreindre I'ouvert
de départ.

(4) Supposons que E = K. L’application qui & ¢ € F associe Iapplication linéaire
continue ¢t — tc de K dans F est un isomorphisme (linéaire isométrique) d’espaces vectoriels
normés, de F' dans Z(E, F'). L’application f : U — F est différentiable en a si et seulement

si la limite
f@ i f@ 1@

r—a, x#£a r—a

existe dans F, et alors df, est 'application ¢ — tf’(a). Le fait de noter de la méme maniére
un élément ¢ de F et I’élément correspondant ¢ — tc de £ (K, F') ne pose pas d’inconvénient
majeur.

(5) On dit parfois « K-différentiable en a » au lieu de « différentiable en a » lorsque
I’on veut préciser le corps de base K.

Si K = C, soient Er et Fr les espaces vectoriels normés réels sous-jacents a E et a
F (ie. Er = (E,+, | rxp;|| [) ). Si f:U — F est une application C-différentiable en
a, alors f est encore une application de 'ouvert U de Er & valeurs dans Fg, et toute
application C-linéaire continue de E dans F étant une application R-linéaire de Eg et
IR, Papplication f est R-différentiable en a, et son application différentielle en a en tant
qu’application R-différentiable coincide avec son application différentielle en a en tant
qu’application C-différentiable.

Mais la réciproque est fausse : par exemple, 'application z +— Z de C dans C est R-
différentiable en tout point, mais n’est C-différentiable en aucun point. Nous renvoyons
au cours d’Analyse complexe du second semestre pour un apprentissage approfondi des
applications C-différentiables entre ouverts de C.

On dit que f est différentiable (ou aussi dérivable) dans U si f est différentiable en tout
point de U. L’application x +— df, de U dans .Z(E, F') est alors notée

df :U — L(E, F)

(ouaussi f': U — Z(E, F)), et appelée la différentielle (ou aussi dérivée) de f. On dit que
f est continuement différentiable (ou aussi de classe C') en a si f est différentiable en tout
point d’un voisinage ouvert V de a dans U, et sidf : V — Z(E, F') est continue en a (pour
la structure usuelle d’espace vectoriel normé de Z(E, F')). On dit que f est continuement

231



différentiable (ou aussi de classe C') dans U si f est continuement différentiable en tout
point de U, ou, de maniére équivalente, si f est différentiable en tout point de U et si

df : U — Z(E, F) est continue.

Remarque. Une application de classe C! en a (resp. dans U) est en particulier continue
en a (resp. dans U).

Propriétés élémentaires des différentielles.

Soit K = R ou K = C. Soient E, F,G trois espaces vectoriels normés sur K, U un
ouvert de F, V un ouvert de F', a un point de U, f,f1,fo : U — F et g:V — G des
applications telles que f(U) soit contenu dans V.

Notons que si f est supposée continue en a, et si 'on remplace la condition f(U) C V
par la condition plus faible f(a) € V, alors f~'(V)N U est un voisinage de a, et 1’'on peut
donc restreindre f & un voisinage ouvert de a de sorte que f(U) soit contenu dans V.

Nous énoncons une liste de propriétés basiques des différentielles, et nous les démon-
trerons ensuite.

(1) Si f est constante, alors f est continuement différentiable en a, et
df, =0.

(2) Si f:U — F est la restriction d’une application linéaire continue de E dans F', que
I’on notera encore f, alors f est continuement différentiable dans U et, pour tout
xeU,

df T = f .

(3) (Théoréme de dérivation des fonctions composées) Si f est différentiable en
a et si g est différentiable en f(a), alors go f : U — G est différentiable en a, et

d(go f)a=dgs) o dfa -

(4) Si F = Fy x -+ X F,, est un produit d’espaces vectoriels normes, et f = (f1,..., fn),
alors f est différentiable en a (resp. continuement différentiable en a, différentiable
dans U, continuement différentiable dans U) si et seulement si f; I’est pour tout

1=1,...,n, et alors
dfa = (d(fl)aa oo >d(fn)a) :
(5) Si E = Ej X --- X E, est un produit d’espaces vectoriels normés, et si f est la
restriction d’une application multilinaire continue, que 1’on notera encore f, alors f
est continuement différentiable dans U et, pour tout (z1,...,2,) € U,

df(l‘l,...,a,‘n) : (h17 .. 7hn) =
f(hi, o, ... xn) + f(21, ho, 23, ... ) + -+ f(21,. ., 21, hy)

(6) Si f1 et fo sont différentiables en a, alors f1 + Af2 est différentiable en a pour tout
A e K, et

d(fi 4+ A2)a = d(f1)a + Ad(f2)a -
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(7) Si F =R (auquel cas E est supposé réel) ou F' = C (et plus généralement si F' est
une algébre normée), si fi et fy sont différentiables en a, alors I'application produit
f1f2 (définie par z — fi(x)f2(x)) est différentiable en a, et

d(f1f2)a = f2(a)d(f1)a + fi(a)d(f2)a -

(8) Si E et F' sont des espaces de Banach, si f(U) est un ouvert de F et si f: U — f(U)
est un homéomorphisme, différentiable en a, tel que df, soit une bijection de E sur
F, alors f~! est différentiable en b = f(a) et

d(f ")y = (df 1)) "

(9) Si E et F sont des espaces de Banach, alors 'application ¢ : 4.2 (E, F) — 9.4 (F,E)
définie par u + u~! est continuement différentiable sur ¥.Z(E, F), et sa différentielle
enu € Y4(E, F) est lapplication dp, : Z(E,F) — Z(F, E) définie par

dpy(h) = —utohou !,

Preuve. L’assertion (1) est immédiate. L’assertion (2) est facile, car si f est linéaire, alors
f(x) = fla) = f(x —a) = 0.

Montrons P'assertion (3). Soit b = f(a). Pour tout € € ]0, 1], posons ¢ = SERipTRIEIEIE
qui appartient a ]0,1]. Par différentiabilité de f en a et de g en b, soit n > 0 tel que si
sl < et [[t]| < n, alors

flats) =b—dfa(s) =e(s) et |lgb+1t)—g(b) —dge(t)ll < €[] -

ot [ler(s)]] < €ls]l-
Pour tout s € E tel que [|s|| < m < n, posons t = df,(s) + €1(s), de sorte que
fla+s)=b+tet ||t < ([ldfall + 1) ]s]] <n. Alors

llgo fla+s)—go fla) —dg(dfa(s))ll = llg(b+t) — g(b) — dgn(t) + dgs(er(s))]]
< € [[t]] + lldgs|| [lex (s)]]
< € ([ldfall + 1+ l|dgo||) lls|| = €[Is]] ,

ce qui montre le résultat.
[Pour les lecteurs préférant utiliser la notation de Landau o, la preuve ci-dessus peut s’écrire :

go fla+h)=g(f(a)+dfa(h) + o(h))
=4go f(a) + dgf(a) (dfa(h‘) + O(h‘)) + O(dfa(h) + O(h‘))
= go f(a) +dgys(a) o dfa(h) + o(h)
cette derniére égalité étant vraie car dgy,) et df, sont linéaires continues. |

L’assertion (4) est facile, en utilisant le fait qu'une application u : E — F} X -+ X F,
est linéaire continue si et seulement si ses composantes uq,...,u, le sont, et les propriétés
des limites d’applications & valeurs dans un produit.

Montrons 'assertion (5). Nous pouvons supposer que n > 2. Considérons la norme

l(y1s--- yn)|l| = max{||z1]],...,||zn||} sur E. Par continuité des applications multili-
néaires (voir le paragraphe 2.8), soit ¢ > 0 tel que, pour tout (yi,...,y,) dans E, on
ait

syl < eyl lynll -
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Soient x = (z1,...,x,) et h = (hy,...,h,) dans E. Par multilinéarité de f, 'expression

fle+h) = flx) = (f(hr, 22, 20) + (@1, ho, 23, 20) 4+ -+ f21, 0 201, b))

est somme d’un nombre fini (au plus 2") de termes de la forme f(y1,...,yn) avec yx €
{xk, hi} ot, pour aux moins deux indices distincts i et j, on a y; = h; et y; = h;. Pour
chacun de ces termes, il existe donc un entier o dans [2,n] tel que

1 syl < el [[R[]* = o([[R]]) ,

quand h tend vers 0, ce qui montre le résultat.

L’assertion (6) découle de (2), (3) et (4), en composant ’application & valeurs dans un
produit  — (f1(z), f2(x)) et I'application linéaire continue (z,y) — x + Ay.

L’assertion (7 ) découle de méme de (3), (4) et (5), en composant 'application & valeur
dans un produit x — (f1(z), f2(z)) et I'application bilinéaire continue (z,y) — zy.

Montrons 'assertion (8). Par le théoréme de Banach 6.27, 'application df, : E — F
(linéaire, continue, bijective), est d’inverse continu, et en particulier ¢ = ||df, || est fini,
strictement positif.

Pour tout x dans U, posons y = f(x). Par la différentiabilité de f en a, nous avons

y—b—dfa(r—a) =[x —all e(z) (%)

ou € : U — E vérifie lim,_., ¢(z) = 0. En particulier,
lle = all = |ldfa ™" (dfa(z — a))I| < c(lly = bl + ||z — al| lle(2)]]) -
Donc si z est assez proche de a pour que ||e(z)|| < 5=, alors
lz —all < 2¢lly = bl . (+)

Pour tout y € f(U), posons € (y) = df, o eo f~1(y), qui converge vers 0 quand y tend
vers b, par composition de limites et d’applications continues. Alors en appliquant df, ' a
légalité (*) et en changeant les signes, nous obtenons

FH) = 70 —dfa ™y = b) = =IIf W) = £ ) 1€ (y) = ollly — bl])
par (**). Ceci montre le résultat.

Montrons enfin 'assertion (9). Rappelons que par la proposition 6.1 (2), la partie
G ZL(E,F) est un ouvert de Z(E, F), et que par le lemme 6.2, si h € Z(F, F) et ||h]| < 1,
alors id + h est inversible, d'inverse ) (—1)"h".

Soit ug € ¥.Z(E, F). Montrons que u +— u~! est différentiable en ug, de différentielle
h — —ual oho ual. La composition a droite (resp. & gauche) par Papplication linéaire
continue ! est une application linéaire continue de .Z(E, F) dans Z(F,F) (resp. de
Z(F,F) dans .Z(F,E)). Comme le diagramme suivant commute,

-1

U — U
u 9 (E,F) — 9Z(F,E) uy'ow
! ! T T
uouy? YL(F,F) — 9Z(FF) w
v — v!
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c’est-a-dire puisque v~ = Uy lo (uowuy 1)*1, il suffit de montrer, par le théoréme de déri-

vation des fonctions composées (l'assertion (3) ci-dessus), que l'application de ¥.Z(F, F')
dans ¥.Z(F, F') définie par v — v~ ! est différentiable en id, de différentielle h +— —h. Or
si h € F et ||h|| <1, alors par le rappel

1Gd 4+ h) ™" —id + Al < [[l> D IR]™ = o(||]]) ,
neN

ce qui montre le résultat. O

Remarques : (i) Il découle par récurrence de (3), (4), (6) et (7) que toute application
polynomiale de K" dans K est de classe C!. En utilisant de plus (8), toute application
rationnelle de K" dans K (fraction de deux polynémes) est de classe C! en tout point oil
son dénominateur ne s’annule pas.

(ii) Dans la propriété (8), la condition que df, soit bijective ne peut étre omise. Par
exemple, Iapplication de R dans R définie par & — 2 est un homéomorphisme dérivable
en 0, mais sa réciproque n’est pas dérivable en 0.

(iii) Dans la propriété (9), si E = F = K", alors l'application de .Z(FE, E) dans .#,,(K)
qui & une application linéaire associe sa matrice dans la base canonique de R™ est un
isomorphisme linéaire (entre espaces vectoriels de dimension finie), donc est de classe C!
ainsi que son inverse. Elle envoie l'ouvert ¥ .Z(FE,E) de Z(E, E) sur 'ouvert GL,,(K)
de #,(K) (des matrices de déterminant non nul). Donc I'application de GL,(K) dans
My (K) qui & X associe X! est de classe C!. On pouvait aussi déduire ceci de la formule
Xt = ﬁ(x)tComa‘crice(X) par la remarque (i).

(iv) Par définition des notations de Laudau (voir le paragraphe 3.2), nous avons besoin
pour définir la différentiabilité (que 'on appelle la différentiabilité au sens de Fréchet) que
E et F soient des espaces vectoriels normés (en pratique des espaces de Banach). 11 existe
une autre notion de différentiabilité qui fait encore sens (et est parfois utile) lorsque E et
F sont seulement supposés des espaces vectoriels topologiques (en pratique des espaces de
Fréchet).

Soient F et F' deux espaces vectoriels topologiques réels, U un ouvert de F, et f : U — F
une application. Pour tout A dans F, on dit que f admet une dérivée en a dans la direction

h si la limite
o) — i L)~ f@

e—0,e>0 €

existe dans F'. Pour tout ¢ > 0, 'application f est alors dérivable en a dans la direction
th, et Oy f(a) = tOh f(a). Mais comme on le voit en regardant I'application de R dans R
définie par = +— |z|, si f est dérivable dans toute direction, 'application h +— O f(a) n’est
pas forcément linéaire. On dit que f est différentiable au sens de Gdteaux en a si f admet
une dérivée en a dans toute direction, et si 'application h +— 0O f(a) de E dans F est
linéaire et continue. L’exercice suivant est immédiat.

Exercice E.70 Soient I/ et F des espaces vectoriels normés réels, U un ouwvert de E, a
un point de U et f : U — F une application. Montrer que si f est différentiable en a, alors
f est différentiable au sens de Gdteaux en a, et df,(h) = Onf(a) pour tout h dans E.
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7.2 Théoréme des accroissements finis et applications
Soit K=R ou K =C.

Théoréme 7.1 (Théoréme de la moyenne) Soient a et b dans R tels que a < b, G
un espace vectoriel normé réel, f :[a,b] — G et g : [a,b] — R deux applications continues,
dérivables sur ]a,b[, telles que || f'(t)|| < ¢'(t) pour tout t € |a,b[. Alors

£ () = fla)l| < g(b) - g(a) .

Remarque. Il existe de nombreuses variantes de ce résultat. On peut demander seulement
que f et g soient dérivables & droites (respectivement a gauche) et vérifient ||f}(¢)|| <
gy(t) (respectivement |[f;(t)|| < g,(t)) sur le complémentaire dans [a,b] d'un ensemble
dénombrable (voir |[Diel, page 150-152|, [Car, page 42-45]).

Lorsque g est de classe C!, nous utiliserons parfois la conclusion de ce théoréme sous

la forme équivalente
b

1£(0) — f(a)]| < / J(s)ds .

a

Preuve. Montrons que, pour tout € > 0 et pour tout = € [a, b], nous avons
1f(z) = fla)l| < g(z) —g(a) + e(x —a+1).

En prenant x = b et en faisant tendre e vers 0, le résultat en découlera.

Supposons par l'absurde que l'ensemble U des = € [a,b] tels que ||f(x) — f(a)|| >
g(x) — g(a) + e(x —a+ 1) soit non vide. Alors U est ouvert (par continuité), non vide, ne
contenant pas a (par définition, car € > 0), donc sa borne inférieure ¢ n’appartient pas a
U (car U est ouvert et a ¢ U) et appartient a ]a,b[. Par définition de la dérivée, il existe
1 > 0 tel que ¢+ n < b et pour tout ¢ € |¢, ¢ + ] on ait

TG R Aot
et
J(0) < g(ti:z(@ +%_
D’ou

1F @) = F(O)ll < g(t) —g(e) +e(t —c).
Comme c ¢ U,onal|f(c)—f(a)|| < g(c)—g(a)+e(c—a+1), donc, par inégalité triangulaire,
1£(&) = F(@)l] < [1F () = £l +[1f(e) = f(@)ll < g(t) —g(a) +e(t —a+1).

Ceci, étant vrai pour tout ¢t € |c,c + 1|, contredit le fait que ¢ soit la borne inférieure de

U. O

Théoréme 7.2 (Théoréme des accroissements finis) Soient k € [0, 400, FE et F des
espaces vectoriels normés sur K, U un ouvert convexe de E et f:U — F une application
différentiable dans U telle que

VeeU |dfl<k.
Alors, pour tous x,y dans U,
) = F@I < klly —=l| .
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Preuve. Soit G = F si K = R, et sinon, soit G = Fr l'espace vectoriel normé réel sous-
jacent a F'. Pour tous z,y € U, soit ¢ : [0,1] — G l'application définie par ¢ — f(ty +
(1 —t)x), qui est bien définie par convexité. Par le théoréme de dérivation des fonctions
composées et la remarque (5) du paragraphe 7.1, Papplication ¢ est R-différentiable et
vérifie
so/(t) = dfty+(17t)m (y—x),

done ||¢/(t)|| < k||ly — z||. En appliquant le théoréme de la moyenne avec a = 0, b = 1,
f = ¢ et g Papplication t — kl||ly — x||t, le résultat en découle. O

Remarque. La preuve montre plus préciséement que si E et F des espaces vectoriels
normés sur K si ,h € E, si U est un ouvert contenant le segment fermé [z,x + h] entre
x et x+h,si f:U — F est une application continue en tout point de [z,z + h], et
différentiable en tout point du segment ouvert |z, x + h[, alors

1f(x+h) = f(@)|| < |[n]] sup |[dfesenll
te]0,1]

ce qui est parfois utile.

Porisme 7.3 Soient E et F' des espaces vectoriels normés sur K, U un ouvert connexe de
E et f:U — I une application différentiable, de différentielle nulle en tout point de U.
Alors f est constante.

Preuve. Soit a € U (si U est vide, il n’y a rien a montrer) et soit V' 'ensemble des points
x de U tels que f(x) = f(a). Alors V est non vide (car a € V'), fermé par continuité de f
(et séparation de F') et ouvert, car tout point de U contient un voisinage ouvert convexe
contenu dans U, et on applique le théoréme des accroissements finis (avec k = 0). Donc V/
est égal & U par connexité. O

On en déduit facilement que si E et I sont des espaces vectoriels normés sur K, si U est
un ouvert connexe de F et si f: U — F est une application différentiable de différentielle
constante sur U, alors f est somme d’une application constante et de la restriction a U
d’une application linéaire (la différentielle df,, de f en n’importe quel point zg de U, en
considérant f — dfy,).

Dans les deux résultats suivants, nous noterons f’(a) plutot que df, les applications
différentielles en un point a, pour éviter une débauche d’indices.

Théoréme 7.4 (Théoréme d’interversion des limites et des dérivées) Soient E
un espace vectoriel normé sur K, F un espace de Banach sur K, U un ouvert connexe de
E, et (fn)nen une suite d’applications différentiables de U dans F telles que

(1) il existe xo € U tel que la suite (fn(x0))nen converge dans F,
(it) pour tout a dans U, il existe r > 0 tel que (f))nen converge uniformément sur B(a,r).

Alors (fn)nen converge uniformément sur B(a,r), et si f(x) = lim, .~ fn(z) et si g(x) =
limy, oo fl(2), alors f est différentiable sur U et f'(x) = g(x) pour tout x dans U :



Comme vu Pannée précédente, notons que la condition de convergence uniforme (lo-
cale) des dérivées est nécessaire. Par exemple, si f, : | — 1,1] — R est 'application

1
n+1’

de | — 1,1[ dans R, la suite (f})nen converge simplement vers application valant —1 sur
| —1,0[, valant 0 en 0 et valant 1 sur |0, 1[, mais f n’est pas dérivable en 0.

x4 a?+ alors (fn)nen converge uniformément vers lapplication f : z +— |z

Preuve. Pour tout « € B(a,r), il découle du théoréme des accroissements finis 7.2 que

1fn(@) = fm(@) = (fala) = fm(@) || < |lz —all sup |Ifp(y) = [ ()

y€B(a,r)

<r sup ||fu(y) = fn@Il-
y€B(a,r)

Par (ii), et par complétude de F, ceci implique que si (f,)nen converge en un point de
B(a,r), alors elle est uniformément de Cauchy donc uniformément convergente sur B(a, ).

En particulier, 'ensemble A des points de U ol (fy,)nen converge est ouvert et fermé.
Il est non vide par (i), donc égal & U par connexité de U.

Pour tout a dans U, montrons que g(a) est la différentielle de f en a, ce qui conclut.
Pour tout € > 0, il existe N € N tel que si n > N, alors, par (ii) et puisque f} (a) — g(a),

sup ||fn(y) — @I < 5 et [fya) —g(a)]| <

yeB(a,r)

Wl ™
Wl ™

En particulier par (*)

1fn(@) = fn(@) = (fula) — fn(a)]| < g |z —all -
Par passage a la limite quand n tend vers 400, on a donc

1£ (@) = f(@) = (fn(@) = fu(@)l < 5|1z —all -
Par différentiabilité de fy en a, soit ' € |0, r] tel que si x € B(a,r’), alors

Ifv (@) = f(a) = fi(@)(@ - o)l < 3 [z — all -

Par I'inégalité triangulaire, on en déduit que

1f(x) = f(a) = g(a)(z — a)ll
< |If(z) = f(a) = (fn(2) = fn(a)) + fn(z) = fr(a) = fy(a)(z —a)+
fn(a)(z —a) — gla)(z — a)|
<éllz —all,
ce qui montre le résultat. O

Le résultat suivant découle immédiatement du théoréme 7.4 d’interversion des limites
et des dérivées.

Théoréme 7.5 (Théoréme d’interversion des séries et des dérivées) Soient E un
espace vectoriel normé sur K, F' un espace de Banach sur K, U un ouvert connexe de F,
et (fn)nen une suite d’applications différentiables de U dans F' telles que
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1) il existe xg € U tel que la série n(xo) converge dans I,
neN q
2) pour tout a dans U, il existe r > 0 tel que la série " converge uniformément
p ) q neN Jn q
sur B(a,r).

Alors la série Y, . fn converge uniformément sur B(a,r), et sa somme est différentiable
sur U, de différentielle en x € U égale a ), o fr.(2) :

(> f)'=> f- 0O

n—oo n—oo

7.3 Différentielles partielles et d’ordre supérieur

Différentielles partielles.

Soit K = R ou K = C. Soient n € N — {0}, Eq,...,E, et F des espaces vecto-
riels normés sur K, E lespace vectoriel normé produit Fy x -+ x E, (muni de la norme
|(z1,...,20)|| = max{||z1]|,...,||zn]||}), U un ouvert de E, f : U — F une application,
etie{l,...,n}.

Pour tout a = (ay,...,a,) dans U, on dit que f est différentiable (ou dérivable) par
rapport a la i-éme variable en a si 'application (parfois appelée la i-éme application par-
tielle)

x = flar, ..., a;—1,2,Q4i41,...,0n)

est différentiable en a;. La différentielle en a; de cette application, qui est un élément de
Z(FE;, F), est notée

6.fa] ou Dif(a) o 0.f(a) ou fi(a) ou >(a).

et appelée la i-éme différentielle partielle (ou i-éme dérivée partielle) de f en a.
Si B; =K, alors f est différentiable par rapport a la i-éme variable en a si et seulement

si la limite
O (- Ot~ f()
8.%'1' r—a;, TF#a; T —a;

existe, et alors 9;f, : K — F est lapplication t — ¢ %(a). Le fait de noter de la méme

maniére un élément ¢ de F' et 1’élément correspondantlt — tc de Z(K, F) ne pose pas
d’inconvénient majeur.

On dit que f est différentiable (ou dérivable) par rapport a la i-éme variable dans U si
f est différentiable (ou dérivable) par rapport a la i-éme variable en tout point de U, et
Papplication 0; f :  — 0;f, de U dans Z(F;, F') est appelée I'application i-éme différen-
tielle partielle (ou i-éme dérivée partielle). Par exemple, si f est la restriction & U d’une
application multilinéaire, encore notée f, de E1 x ---x E, dans F', alors f est différentiable
par rapport a la i-éme variable sur U, et 0;f, : h — f(a1,...,a;—1,h,ai41,...,an).

Une application différentiable par rapport a chaque variable n’est pas forcément diffé-
rentiable. Des exemples ont été vus I'année derniére, par exemple 'application de R? dans
R définie par (0,0) — 0 et (x,y) — x;’ny si (z,y) # (0,0) est dérivable par rapport a
chaque variable, mais n’est méme pas continue en (0,0).
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Proposition 7.6 (1) Si f est différentiable en un point a de U, alors f est différentiable
par rapport & chaque variable en a, et

dfa s (hay.o )Y Oifa(hs) .
=1

(2) L’application f est continuement différentiable sur U si et seulement si f est dif-
férentiable par rapport a chaque variable en tout point de U et si pour tout i =1,...,n,
Uapplication 0;f : x v+ 0;f, de U dans L (E;, F) est continue sur U.

Preuve. (1) Supposons que f soit différentiable en a = (ay,...,a,) € U, et soit df :
U — Z(E,F) sa différentielle. Par le théoréme de dérivation des applications composées,
Papplication x — f(a1,...,a;—1,%,ai11,...,a,) est différentiable en a;, de différentielle en
a; égale & h — df,(0,...,0,h,0,...,0). La premiére assertion en découle par linéarité de

dfa, car dfg(hi, ..., hy) = >0 dfa(0,... hi,...,0).

(2) Supposons de plus que f soit de classe C!. Si A, B,C sont des espaces vectoriels
normés sur K, alors pour tout v € Z(A, B), l'application linéaire .Z(B,C) — Z(A,C)
définie par u — wow est continue. Donc 'application de U dans .Z(F;, F') définie par x —
{h+df;(0,...,0,h,0,...,0)} est continue, comme composée d’applications continues.

Réciproquement, supposons que f soit différentiable par rapport & chaque variable, de
différentielles partielles continues sur U. Par continuité des 9;f en a, pour tout € > 0,
pour tout a = (ai,...,a,) dans U, il existe r > 0 tel que B(a,r) C U et pour tous
R’ h" € B(0,r) et tout i = 1,...,n,

€
10ifasnr = Oifarnrll < o~
Soit h = (hy, ..., hy) tel que ||h|| = max{||h1]|, ..., ||hn]|} <. Pour tout x € Bg,(0,r),
posons
ul[x] = (a1 —i—hl,... , Qi—1 —i—hi_l,ai —i—x,aiﬂ,...,an) R

de sorte que u;[0] = u;—1[h;—1] si i > 1. Nous avons alors, par somme télescopique,
n
fla+h) = fla)=>" Fuilhi]) = f(wl0]) . (%)
i=1
Par le théoréme des accroissements finis appliqué a 'application g de Bg,(0,7) (qui est
convexe) dans F' définie par z +— f(u;[z]) — 0ify,[0)(7), nous obtenons [[g(h;) — g(0)|] <

[hal| sup.epy (0.r) lldgell, donc

| £ (uilhi]) = f(il0]) = 5 fuygo (Ri) || < |1l ||81|F<) 10i fus2) = Oi fusoyl] < % |[Pl[ -
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Par (¥) et I'inégalité triangulaire, nous avons donc
!Um+h%—ﬂ@—§;@th\
- zn;f(u@-[hi]) — FCaio]) — 0cfulhi)|
< Z 7l — FCalo]) — Ocfugoy(ho)|| + Z 100 Fuor () — BsSuhe) |

n n
€ €
< ; %thﬂ +; %thﬂ <ellh] .

Donc f est différentiable en a, de différentielle en a égale a
dfo: By o) =Y Oifalhi) -
i=1

Comme somme de composées d’applications continues (la composition a droite par 'appli-

cation linéaire continue i-éme projection (hy,...,h,) — h; étant une application continue
de Z(E;, F) dans Z(E, F)), la différentielle df : a — df, de f est donc continue. O
En particulier, supposons que F = K". Si f est différentiable en a = (ay,...,a,) € U,
alors f admet des dérivées partielles
af (a) _ lim f(ab"‘aaifl)x’az?kly"'aan)_f(a’)
8-%'1' r—a;, TF£a; T — a;

par rapport a chaque variable en a; dans ce cas, df, est 'application de K" dans F' définie
par

dfa: (b1, b)Y by a—f(a).
J

De plus, f est de classe C! si et seulement si f admet des dérivées partielles par rapport
a chaque variable en tout point a = (ay,...,a,) de U, et si les applications a — g—g{i(a) de
U dans F' sont continues
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Différentielles d’ordre supérieur.

Soit K = R ou K = C. Soient F et F' deux espaces vectoriels normés sur K, U un
ouvert de F, a € U et f : U — F une application. Rappelons que Z(FE, F') est aussi un
espace vectoriel normé sur K (pour la norme d’opérateur), qui est un espace de Banach si
F Dest.

On dit que f est deuz fois différentiable (ou deux fois dérivable) en a si f est différen-
tiable sur un voisinage ouvert V' de a contenu dans U, et si l'application df : V — Z(E, F)
est différentiable en a, et nous noterons

d?fo = d(df), .

D’autres notations sont possibles, comme D?f(a), f(a), ...

On dit que f est deux fois différentiable dans U si f est deux fois différentiable en tout
point de U, ou, de maniére équivalente, si f est différentiable dans U, et si I'application
df : U — Z(E, F) est différentiable dans U.

Rappelons (voir la proposition 2.21) que I'application de Z(E, Z(E, F')) dans 'espace
vectoriel normé £ (F, E; F') des applications bilinéaires continues de E x E dans F', définie
par u — {(x,y) — u(x)(y)}, est un isomorphisme linéaire isométrique, d’inverse ’applica-
tion u — {z — (y — u(z,y))}. Si f est deux fois différentiable en a, nous identifierons
donc d? f, avec 'application bilinéaire continue de E x E dans F correspondante.

Remarque. Par le théoréme de dérivation des applications composées, et puisque pour
tout b’ dans E, 'application d’évaluation u — w(h') en b’ est linéaire continue de Z(F, F)
dans F, on en déduit que si f est deux fois différentiable en a € U, alors pour tout A’
dans FE, Dapplication x +— df(h’) est différentiable en a, de différentielle en a égale a
h— d?fu(h, h').

En particulier, si £ = K", si f est deux fois différentiable en a, si 1 < i,57 < r, en
notant

>*f ()
8£C¢(9$j (a) N 83:2 (a) ’

alors en posant h = (hy,...,hy) et B = (hy,..., h}), comme dfy(R') =32 oo, B AL (),
nous avons

P fa(h,h) = > hh) 't (a) .
ane v 8%1({9%]

1<i,j<r

Proposition 7.7 Si f est deuz fois différentiable en a € U, alors d*f, est une application
bilinéaire continue symétrique.

Preuve. Montrons que I'application bilinéaire continue d?f, est symétrique. Pour tout
€ > 0, soit 7 > 0 tel que B(a,r) C U et, pour tous h,h’ € E tels que ||h][, |[|1'|| < § et pour
tout ¢ € [0,1], on ait

ldfarenin — dfa = d fa(th + 1)|| < el[th+ W'|] < e([[hl] + [[W]]) -
Si [|h]],]|A'|| < &, considérons lapplication g : [0,1] — F définie par

29

g(t) = fla+th+h)— fla+th),
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qui est dérivable par le théoréme de dérivation des applications composées, de dérivée

g/(t) = dfa-{-th—f—h/(h) - dfa—l—th(h) = (dfa+th+h/ - dfa) (h) - (dfa+th - dfa) (h) )

qui vérifie donc par I'inégalité triangulaire

g/ (t) = d® fa (P, )|
= H(dfaththh’ - dfa - d2fa(th + h/))(h) - (dfathh - dfa + d2fa(th))(h)u
< 2¢([[R]| + [1])][R]] < 2e(hl +[[H]])* -

Par le théoréme 7.2 des accroissements finis (et plus précisément la remarque la suivant)
appliqué a l'application ¢ — g(t) — t d?f,(h', h), nous avons donc

l9(1) = g(0) = d*fu(R, B)|| < sup [|g'(t) — d®fa(h', )| < 2e(|[h]| + [|1][)* .
0<t<1

Or g(1) — g(0) = f(a+h+ 1) = fla+h)— fla+ k') + f(a) est symétrique en h et h'.
Donc par I'inégalité triangulaire,

16 fa(hs 1) = &2 fa(W )I| < 4e(|[R]] + [IXI1)*

Comme cette équation, vérifiée si [|h[|,[|[h|| < F, est inchangée si on remplace h,h’ par
A, AR pour tout A > 0, elle est donc vraie pour tous h,h’ dans E. En faisant tendre e

vers 0, le résultat s’en déduit. O

En particulier, si £ = K", si f est deux fois différentiable en a, alors la proposition
précédente implique le résultat suivant, connu sous le nom de théoréme de Schwarz : pour
1 <7,7 <7, nous avons

0’ f 0% f
a) = (a) .
a$i8£ﬂj 8:%8:61

Soit p € N — {0,1}. Par récurrence, en posant d'f = df, A (E,F) = Z(E,F) et
Zy(EF) = Z(E,%,~1(E,F)), on dit que f est p fois différentiable en a si elle est
p — 1 fois différentiable en tout point d’un voisinage ouvert V de a, et si sa (p — 1)-éme
différentielle dP~1f : V — %, 1(E, F) est différentiable en a, et on note

dpfa = d(dp_lf)a ;

appelée la p-éme différentielle de f en a. D’autres notations sont possibles pour d? f,,
comme DPf(a), f®)(a), ... On dit que f est p fois différentiable sur U si f est p fois
différentiable en tout point de U, ou, de maniére équivalente par récurrence, si f est p — 1
fois différentiable sur U, et si sa (p — 1)-éme différentielle dP~1f : U — %, 1(E, F) est
différentiable sur U.

Notons que par récurrence, si f est p fois différentiable sur un voisinage de a et si dP f
est ¢ fois différentiable en a, alors f est p + ¢ fois différentiable en a, et

derqfa =dUdPf), .

Par récurrence, si F' = Fy x -+ X F,, alors f = (f1,..., fn) est p fois différentiable en a
(respectivement sur U) si et seulement si toutes ses composantes f; : U — F; le sont.
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Comme pour p = 2, I'application de .Z,(E, F') dans 'espace vectoriel normé des appli-
cations p-linéaires continues de EP dans F', définie par

u +— {(hl, N ,hp) — u(hl)(hg) . (hp)} s

est un isomorphisme isométrique d’espaces vectoriels normés, et on identifie dP f, avec ’ap-
plication p-linéaire continue de EP dans F' définie par (hi,...,hy) — dP fo(h1)(h2) ... (hp).

Comme dans la remarque précédent la proposition 7.7, si f est p fois différentiable en
a, si 2 < g < p, alors pour tous hg,...,h, fixés dans F, I'application de Er~1 dans F
définie par (hy,...,hg—1) — dP fo(h1,ho,... hy) est la (¢ — 1)-éme différentielle en a de
lapplication z +— dP~9 L f, (hy, ..., hy).

Proposition 7.8 Si f est p fois différentiable en a, alors l'application p-linéaire continue
dPf, . EP — F est symétrique.

Preuve. Montrons le résultat par récurrence sur p > 2. Le cas p = 2 a été démontré
dans la proposition 7.7. Soit p > 3, et supposons le résultat démontré pour p — 1. Soit
(hi,...,hy) € EP. Lapplication z — dP~2f,(hs,...,hy,) est deux fois différentiable en a,
de différentielle seconde (h, k') — dP fo(h, W', hs ..., h,), donc par la proposition 7.7,

dP fo(hi,ho, hs, ... hy) = d° fo(ha,ha, hs, ... hy) .

Par récurrence, pour toute permutation o de {2,...,p}, pour tout x suffisamment proche
de a, nous avons dpflfx(h(,(g),h(,(g), b)) = dP~Lfp(ho, hs, ... hy). En différentiant
cette égalité en x = a, on obtient donc

dpfa(hl, hg(g), ha(g), . ,ha(p)) = dpfa(hl, ho,hs, ..., hp) .

Comme le groupe des permutations de {1,...,p} est engendré par la transposition (1 2)
et par le sous-groupe des permutations fixant 1, le résultat en découle. O

En particulier, si £ = K", si f est p fois différentiable en a, en notant par récurrence

or=lf
P )72, —c;) w
a) = a),
8.%'i1 N 8.%'%) 8.%'i1
(qui sont appelées les dérivées partielles d’ordre p en a), si h; = (hi1,...,hi,) pour i =
1,...,p, alors 'ordre des différentielles partielles n’a pas d’importance, et par récurrence
orf
14 — . . _
d fa(hl ey hp) = ‘ Z hl,ll LRI hp,’lp axil o 8.%'@ (a’) .
1<, ooy ip <n P
Sim = (mq,...,m;) € N et sifest my+---+ m, fois différentiable en a, nous noterons
aussi
am1+"'+mrf

" f(a) =01 ... 0" f(a) = m(a) :

Si k € N—{0}, I'application f est dite de classe C* en a si elle est k fois différentiable en
tout point d’un voisinage ouvert V de a, et si sa k-éme différentielle d*f : V — % (E, F)
est continue en a. Elle est dite de classe C* dans U si elle est de classe C* en tout point
de U. Par convention, 'application f est dite de classe C° en a (resp. dans U) si elle est
continue en a (resp. dans U). L’application f est dite de classe C* en a (resp. dans U) si
elle est de classe C¥ en a (resp. dans U) pour tout k dans N.
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Proposition 7.9 (1) Si E est un produit fini Ey X --- X E,. d’espaces vectoriels normés
sur K et si k € N— {0}, alors, Uapplication f est de classe C* dans U si et seulement si
toutes les différentielles partielles d’ordre au plus k de f existent en tout point de U et sont
continues dans U.

(2) Si F est un produit fini Fy x --- x F, d’espaces vectoriels normés sur K, alors
f=1(f1,..., fa) estp fois différentiable en a ou dans U, ou de classe C* (resp. C®) en a
ou dans U si et seulement si toutes ses composantes f; : U — F; le sont, et

d’fo = (d"(f1)a> - -, d"(fn)a) -

(3) Soit G un espace vectoriel normé sur K. Si ¢ : F — G est une application linéaire
continue, si f est p fois différentiable en a, alors ¢ o f est p fois différentiable en a, et
dP(lo f) =LodPf. Sil: G — F est une application linéaire continue, si f est p fois
différentiable en a, alors f ol est p fois différentiable en a, et dP(f o £)q(h1,...,hy) =
dpfﬁ(a) (g(hl)v s 7€(hp))

(4) Toute combinaison linéaire finie d’applications de U dans F qui sont p-fois diffé-
rentiables ou de classe CP en a ou dans U [’est encore.

(5) Si E est un produit Ey X -+ x E, der € N— {0} espaces vectoriels normés sur K,
la restriction a tout ouvert de E de toute application r-linéaire continue de Fq X --- X E,.
dans F est de classe C*, et sa (r + 1)-éme différentielle est nulle.

En particulier, si £ = K" et k € N — {0}, alors 'application f est de classe C* dans U
si et seulement si les 7F dérivées partielles d’ordre k de f existent en tout point de U et
sont continues dans U.

En particulier, les applications linéaires sont C*°, et la composition a droite et a gauche
par une application linéaire continue est C*°.

Preuve. Les assertions (1) et (2) sont immédiates par le cas k = 1 déja traité et par
récurrence.
L’assertion (3) se démontre par récurrence car d(f o f); = dfyz) ol et d(fo f) = Lo df.

L’assertion (4) découle des assertions (2) et (3), car x +— fi(x) + Afa(x) est composée
de x — (fi(z), fa(x)) et de Papplication linéaire (u,v) — u + Av.

(5) Ceci se montre par récurrence sur r. Le cas = 1 est connu. La différentielle d’une
application r-linéaire continue f en x = (z1,...,x,) est Papplication linéaire

(hl,...,hr) i—>f(hl,.%'g,...,xr)—i—f(.%'l,hg,.%'g,...,xr)+---—i—f(m‘l,.%'g,...,xk,l,hr) .

Donc df est la somme (finie) pour ¢ = 1,...,n de la composition de 'application linéaire
(1,...,2p) — (T1,...,Ti-1,Tit1,..-,2,) et de I'application (r — 1)-linéaire continue de
Fyx---x Ei—l X Ei+1 X X Er dans g(E“F) définie par (.%'1, ey Li—15Lj41y - - - ,xr) =
{h— f(x1,...,i—1,h,Tit1,...,2,)}. Le résultat découle de (3) et (4), par récurrence. [J

En particulier, si f : E? — F est une application bilinéaire continue, alors sa différen-
tielle seconde d*f, . € Z(E?, E?; F) est constante en (z,2') € E?, égale a

((hy, 1Y), (ha, b)) = f(ha, hy) + f(RY, ha) .

Exercice E.71 Pour tout p > 1, calculer la différentielle p-éme d’une application p-
linéaire de EP dans F.
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Proposition 7.10 Soient p € NU{oo}, E, F,G trois espaces vectoriels normés sur K, U
un ouwvert de E, V un ouwvert de F', a un point de U, et f:U — F et g:V — G des
applications telles que f(U) soit contenu dans V.

(1) Si f est p fois différentiable en a et si g est p fois différentiable en f(a), alors
go f:U — G estp fois différentiable en a.

(2) Si f est de classe CP en a (resp. dans U) et si g est de classe CP en f(a) (resp. dans
V'), alors go f est de classe CP en a (resp. dans U) .

Preuve. Si p = 1, le résultat (1) est le théoréme de dérivation des fonctions composées,
qui implique que

d(gof)a = dgf(a) Odfa )

donc que z +— d(go f), est la composée de 'application ¢ : U — Z(E, F)x.Z(F,G) définie
par z +— (dfz,dgy(y)), et de 'application bilinéaire continue ¢ : Z(E, F) x Z(F,G) —
Z(E,Q) définie par (u,v) — vou.

Comme v est de classe C* par la proposition 7.9 (5), et comme ¢ est p — 1 fois
différentiable sur un voisinage de a (resp. de classe CP~! en a ou sur U), car chacune de
ses composantes 'est, par composition d’applications qui, par récurrence, sont p — 1 fois
différentiables (resp. de classe CP~1), la proposition en découle. U

Proposition 7.11 Soient p € NU{o0}, E, F deuz espaces vectoriels normés sur K, U un
ouvert de I/ et a € U.

(1) Tout produit fini d’applications de U dans K (et plus généralement dans une algébre
normée sur K) qui sont p-fois différentiable ou de classe CP en a ou dans U l’est encore.

(2) Toute application polynomiale et toute fraction rationnelle de K" dans K est C*
sur son domaine de définition.

(3) L application ¢ : 9.L(E, F) — 9% (F, E) définie par u — u~* est C.

(4) Sip > 1, si E et F' sont des espaces de Banach, si f(U) est un ouvert de F,
et si f: U — f(U) est un homéomorphisme p fois différentiable ou de classe CP en a
(respectivement dans U) tel que df, : E — F soit un isomorphisme linéaire, alors f~1 :
f(U) — E est encore en f(a) =b (respectivement dans f(U)).

Preuve. L’assertion (1) découle des propositions 7.9 (2) (5) et 7.10.

(3) Le fait que ¢ soit de classe CP pour tout p € N — {0} se montre par récurrence
sur p, en utilisant le cas p = 1 déja démontré, la formule dp, : h — —u"' o hou™! déja
démontrée (exprimant dy comme composée de u +— (u™!,u~!) et de I'application bilinéaire
(v,w) = {h — —vohow} de X(F,E) x L(F,FE) dans (¥ (E,F),Z(F,E))), et les
propositions 7.9 (2) (5) et 7.10.

L’assertion (2) découle des propositions 7.9 (2) (5) et 7.10, et des points (1) et (3).

L’assertion (4) se montre par récurrence sur p, en utilisant le cas p = 1 déja démontré,
la formule d(f~1), = (dffﬂ(b))*l déja démontrée, le point (3) et la proposition 7.10. [

Exercice E.72 Awvec les notations E, F,G,U,V, f,g,a de la proposition précédente, si f
est deuz fois différentiable en a et si g deuz fois différentiable en f(a), calculer la dérivée
seconde de go f en a.

Applications analytiques.
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Soient r € N — {0}, et K = R ou K = C. Pour tout n = (n1,...,n,) € N" et tout
z=(z1,...,2,) € K", on pose

nl=ny+---+n, nl=ny! ... n!
n| :

et

n

2V =212

s

Soit F un espace de Banach sur K. Une série entiére dans E en r variables est la donnée
d’une famille (¢,)nenr € EN" d’¢léments de E indexée par N”. Les ¢, sont appelés les
coefficients de cette série entiére. On la note souvent > z"c¢,, avec z = (z1,...,2,) le
r-uplet des variables de cette série entiére.
Elle est dite normalement convergente en z € K" si la série réelle )
convergente, et on note alors
Z 2", = Nlim Z 2"en

— 400
neN” neNT, |n|<N

nenr |27 enl| est

cette limite existant bien.

Proposition 7.12 Si une série entiére dans E en r variables, de coefficients (cn)nenr,
converge normalement en un point w = (wy,...,w,) € K" tel que w; # 0 pour tout i, alors
Vapplication f: 2 — > e 2"¢n de [[;_ B(0, |w;]) dans E est de classe C*°, et pour tout
m dans N,

O™ £(0) = ml ey -

Preuve. Soit M = sup,cy- ||w"¢y||, qui est fini par 'hypothése. Fixons 2/ = (24,...,2])

»r
dans [];_, B(0, |w;]), et r; € ]|2}|, |w;| [. Posons t; = r;/|w;| € [0,1] et t = (t1,...,t,). Soit
U =[1li_y B(z},mi —|%]), qui est un voisinage ouvert de z’ dans K". Pour tout n € N, soit
fn : U — E Dlapplication de classe C* définie par z — 2"¢,.

Alors pour tout z € U, et tout i € {1,...,7}, ona ||fu(2)|| < Mt™ et ||0; fn|] < Mnt"
o dmn = (n1,...,nj—1,n; — 1,nit1...,m;) si n; # 0, et 0 sinon.

Donc par un argument de séries géométriques, les séries Y v fr et Y e Oifn
convergent uniformément sur U. Par le théoréme 7.5 d’interversion des séries et des dé-
rivées, l'application f = > _n» fn admet donc pour tout 7 une i-éme dérivée partielle
Oif = e Oifn continue sur U. En particulier, f est de classe C, et si m est le r-uplet
dont les coefficient sont nuls sauf le i-éme qui est égal a 1, alors 9™ f(0) = 0;f(0) = ¢, Le
résultat en découle par récurrence. ]

Soient U un ouvert de K" et F un espace de Banach sur K. Une application f: U — E
est dite analytique ou de classe C¥ (analytique réelle si K = R, analytique complexe si
K = C) si pour tout a dans U, il existe un voisinage de a dans U et une série entiére
> (2 — a)"c, dans E en r variables normalement convergente sur U, de somme égale a f
sur U. Par la proposition précédente, cette série entiére est unique.

Nous renvoyons a [Diel| pour des compléments sur les applications analytiques, ainsi
qu’au cours d’Analyse complexe et harmonique pour ’étude des applications analytiques
d’une variable complexe. Dans la suite, nous nous contenterons de mentionner sans vérifi-
cation compléte quelques résultats qui restent valable sans grand changement dans le cas
des applications analytiques réelles.
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e Une application constante est analytique.

e Si f: U — E est restriction d’une application linéaire (encore notée f) de K" dans
E, si(eq,...,e) est la base canonique de K", alors, pour tout a = (ay,...,a,) dans U,

f(z) = f(a) + Z(Zi —a;)f(ei) ,

donc f est analytique.

e Si E=FE x--xXEu etsif=/(f1,...f), alors f est analytique en a € U si et
seulement si, pour tout i € {1,...,r'}, I'application f; : U — F; est analytique en a.

e (Théoréme de substitution de séries entiéres dans une série entiére) Soient
r,r" € N={0}, U un ouvert de K", V un ouvert de Kr,, FE un espace de Banach, f: U — K"
et g : V — E deux applications telles que f(U) C V. Si f est analytique en a et si g est
analytique en f(a), alors go f : U — FE est analytique en a. De plus, si f = (f1,..., f/) et
ZpiGNT (z — a)Pic; p, est la série entiere égale a f; au voisinage de a pour i € {1,...,r'}, si
Y nenr (W — f(a))"c, est la série entiére égale & g au voisinage de a, alors la série entiére
égale a g o f au voisinage de a est obtenue en remplacant chaque variable w; — f;(a) dans
la série entiére de g en f(a) par ZpiENT—{O}(z —a)Pic;p,, en appliquant la loi de Newton,
et en regroupant les coefficients d’un monoéme (z — a)™ donné pour m € N” (voir [Diel,
page 192|).

® Sir = ri+---+rp, alors la restriction & U d’une application p linéaire de K™ x- - - xK'»
dans F est analytique.

e Si une série entiére dans F en r variables, de coefficients (¢, )nenr € EN" converge
normalement en un point w = (wi,...,w,) € K" tel que w; # 0 pour tout i, alors
Vapplication f : z — Y v 2"c, de U = [];_; B(0,|w;|) dans E, qui est analytique en 0
par définition, est analytique sur U.

eSi f:U — FEetg:U — FE sont analytiques en a € U, alors f 4+ Ag est analytique
en a pour tout A € K. De plus, si Y (2 — a)"ay, (resp. Y nr(2 — a)"by) est la série
entiére en r variables, égale a f (resp. g) au voisinage de a, alors ) (2 — @)™ (an + Aby,)
est la série entiére en r variables, égale a f + Ag au voisinage de a.

e Toute application polynomiale de K" dans K est analytique. Toute application ra-
tionelle de K™ dans K (fraction de deux polyndmes) est analytique en tout point ou son
dénominateur ne s’annule pas. En particulier, 'application de GL,,(K) dans .7, (K) qui a
X associe X ! est analytique.

Vocabulaire.

Soit K =R ou K = C. Soient E et F' des espaces de Banach sur K, U un ouvert de F,
z un point de U et f: U — F une application.

e Si I/ = I est de dimension finie et si f est K-différentiable en x, alors on note j,f
le déterminant de I’application linéaire df,, et on 'appelle le jacobien de f en x.

o S5i I/ =KP, F=KY etsi f, de fonctions composantes f1,..., f,, est K-différentiable
en z, alors la matrice de df, dans les bases canoniques, qui est, avec ¢ I'indice de ligne et
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7 l'indice de colonne,

ofi
J”f:<axfj(x)> 1<i<q

1<j<p

est appelée la matrice jacobienne de f en x. Si p = ¢, alors le jacobien de f en x est le
déterminant de la matrice jacobienne de f en x.

Si H est le vecteur colonne des coordonnées de h € E, alors (J,f) H est le vecteur
colonne des coordonnées de df,(h), par la remarque suivant la proposition 7.6.

Si V est un ouvert de K? tel que f(U) C V, et si g: V — K" est K-différentiable en
y = f(z), alors le théoréme de dérivation des fonctions composées s’écrit

Jae(go f)= Jyg Juf,

c’est-a~dire, pourt=1,...,ret j=1,...,p,
d(go f)i ~ 9gi , \ Ofk
— () = —I) .
o (@ =2 g0 5,/ @

e Si f est K-différentiable en x, on note rk, f le rang de I'application linéaire df, i.e.
rk.f = dimg Im df, ,
appelé le rang de f en x. On a
rk, f < min{dimg F,dimg F'} .

Si E et F' sont de dimension finie, c’est aussi le rang de la matrice de 'application linéaire
df; dans des bases de E, F. Si F' = K9, et si fi,..., f, sont les composantes de f, alors
le rang de f en x est le rang du systéme de formes linéaires continues (d(f1)g,...,d(fq)z)
dans le dual topologique E’ de E. Si E = KP, alors le rang de f en z est le rang du systéme

de vecteurs (a—(x), e ﬁ(m)) de F. Si E =KP et F =K, alors le rang de f en x est

ox1 ? Oxp
égal au rang de sa matrice jacobienne en x.
Si E et F sont de dimension finie, et si f est de classe C! sur U, alors Iapplication
x +— 1k, f est semi-continue inférieurement (voir le paragraphe 5.4), i.e. pour tout = dans
U, il existe un voisinage U’ de x dans U tel que, pour tout y dans U’, on ait rk,f > rk, f
(car N est discret). Mais il ne faut pas croire que l'application x +— 7k, f soit localement
constante !

e Si f est différentiable en x, on dit que f est une immersion en x si la différentielle
dfy : E — F de f en x est injective. Si F est de dimension finie, ceci équivaut a dire que
rk;f = dim E. On dit que f est une immersion si f est une immersion en tout point de
U.

e Si f est différentiable en x, on dit que f est une submersion en x si la différentielle
dfy : E — F de f en x est surjective. Si F' est de dimension finie, ceci équivaut a dire que
rk, f = dim F. On dit que f est une submersion si f est une submersion en tout point de

U.

e Si f est différentiable au voisinage de z (et pas seulement au point = !), on dit que f
est une application de rang constant au voisinage de x (on dit aussi une subimmersion en
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x) si la différentielle df, : E — F est de rang constant fini pour tout y dans un voisinage
de x dans U. Par exemple, si E/ et I’ sont de dimension finie, par semi-continuité inférieure
du rang, une immersion ou submersion en x, qui est différentiable sur un voisinage de =,
est une application de rang constant au voisinage de x.

e Soient k un élément de (N—{0})U{oco,w} tel que E = F = K" pour un r € N— {0}
si k= w, et V un ouvert de F. On dit qu'une application f: U — V de classe C* est un
Ck-difféomorphisme (ou difféomorphisme lorsque k est sous-entendu, par exemple k = oo,
ce qui sera souvent le cas dans les exercices) si f est bijective et si son inverse est de classe

ck.

7.4 Inversion locale et équations implicites

Notons K =R ou K = C.

Théoréme 7.13 (Théoréme d’inversion locale) Soient E et F' deux espaces de Banach
sur K, U un ouvert de E, k un élément de (N —{0})U{oco} et f: U — F une application
de classe CF. Si, en un point a de U, la différentielle df, : E — F est bijective, alors il
existe un voisinage ouvert V de a contenu dans U, et un voisinage ouvert W de f(a), tels
que f:V — W soit un CF-difféomorphisme.

Remarque. Ce résultat est encore vrai si F = F = K" pour un r € N — {0} et k = w,
voir [Diel, page 264].

Preuve. Quitte & composer f a la source par la translation par —a et au but par la
translation par —f(a) (qui sont de classe C*°), on peut supposer que a = 0 et f(a) = 0.
Par le théoréme de Banach 6.27, l'inverse de 'application dfy : E — F' (linéaire, continue,
bijective) est continue. Quitte a remplacer f par df; lof (qui fixe 0), on peut donc supposer
que F'= FE,quea = f(a) = 0et que dfy = idg. Soit g :  — f(x)—x, qui est une application
continuement différentiable de U dans E, et qui vérifie g(0) = 0. Comme dg, = df, — dfo,
G L (E,E) est ouvert dans Z(FE, E) et x — df, est continue, il existe r > 0 tel que pour
tout @ dans B(0,7), nous avons z € U, df, est inversible et ||dg,|| < 3. Donc, par le
théoréme 7.2 des accroissements finis, 'application g est %—lipschitzienne sur B(0,r). En

particulier, g fixant 0, nous avons

r

g(B(0,7)) c B(0, 3

). (%)
Remarquons que f est injective sur B(0,7), car si z,2’ € B(0,7) et si f(x) = f(a'),
alors par définition de g et puisque g est %—lipschitzienne, nous avons

1
lle =2l = llg(=) — g() < Sl — '] ,

donc x = a’.

Posons W = B(0,%) et X = {¢ € ¢(W,E) : ¥(W) C B(0,r)}. Alors, par continuité
de I’évaluation en un point, X est un fermé, donc un sous-espace métrique complet, de
l'espace de Banach (W, E) pour la norme uniforme. De plus, I'application identité idy,
de W, considérée aussi comme & valeurs dans F, appartient & X. L’application de X dans
¢ (W, E) définie par

Yi—idw —go
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est & valeurs dans l'ensemble des applications i € €(W, E) telles que (W) C B(0,r),
donc est a valeurs dans X, car B(0,%) + B(0,5) C B(0,%) et par () ci-dessus. Elle est
de plus %—lipschitzienne, car g l'est. Donc par le théoréme 3.19 du point fixe de Banach,
elle admet un point fixe ¢. Comme idy — g o ¢ = ¢, nous avons f o ¢ = idy. Notons
V = f~YW)n B(0,r), qui est un ouvert. Alors f : V — W est continue, injective car
V C B(0,7), surjective car f o ¢ = idy, d'inverse égal & ¢ qui est continu. Donc f est un
homéomorphisme. Puisque df, est inversible pour tout z € V' C B(0,r), Papplication ¢
est donc C* par la proposition 7.11 (5). O

Notons que si £ = F = R" (muni de n’importe quelle norme), et plus généralement si
E et F sont de méme dimension finie, alors on peut bien siir remplacer « bijective » par
« injective » dans le théoréme 7.13. Les corollaires suivants sont des applications immédiates
(aussi valides si k = w).

Porisme 7.14 (Théoréme de ’image ouverte) Soient k € (N—{0})U{oc} et f: U —
F une application de classe C*. Si la différentielle de f en tout point de U est bijective,
alors f(U) est un ouvert de F. Si de plus f est injective, alors lapplication f: U — f(U)

est un CE-difféomorphisme. O
Remarquons que l'inclusion standard de R™ dans R™! définie par (z1,...,2,)
(z1,...,2p,0), est un C-diffecomorphisme sur son image, mais que celle-ci n’est pas un

ouvert de R+,

Porisme 7.15 Sik € (N—{0})U{oo}, une application bijective entre deux ouverts de R™,
différentiable de classe C*, dont le jacobien ne s’annule pas, est un CF-difféomorphisme
entre ces ouverts. O

Le résultat suivant est essentiellement équivalent au précédent (voir 'exercice E.104). 11
donne des conditions suffisantes pour pouvoir résoudre une équation de la forme f(z,y) =0
d’inconnue y et de paramétre z, de sorte que 'inconnue y = g(x) dépende en plus de
maniére réguliére du paramétre x.

Théoréme 7.16 (Théoréme des fonctions implicites) Soient E, F, G trois espaces de
Banach sur K, U un ouvert de E X F, k un élément de (N—{0})U{oc}, et f: U — G une
application de classe CF. Si, en un point (a,b) de U tel que f(a,b) = 0, la différentielle
partielle par rapport a la seconde variable O f(qp) : F' — G est bijective, alors il existe un
voisinage ouwvert U’ de (a,b) contenu dans U, un voisinage ouvert V de a dans E et une
application g : V. — F de classe C* tels que assertion

(z,y) €U et f(z,y)=0

soit équivalente a l’assertion
zeV et y=g(z).

En particulier, g(a) = b et, pour tout x suffisamment proche de a dans V,

1
dgs = — (%2 fwg())  ©01f(zga) -
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Remarque. Ce résultat est encore vraisi E = F = K" pour un 7 € N— {0} et k = w, par
la remarque suivant 1’énoncé du théoréme 7.13 d’inversion locale.

Preuve. Soit ¢ l'application de U dans E x G définie par p(z,y) = (z, f(z,y)). Alors ¢
est de classe C¥ (car ses composantes le sont), et sa différentielle en (a, b) est, en calculant
par blocs, triangulaire inférieure, de blocs diagonaux inversibles, d’expression

(h7 k) = (h7 81f(a,b) (h) + aZf(a,b) (k)) .

Donc dp(, ) est bijective, d’inverse

(WK = (W00 (K = 01 fany () ) - ()

Par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U’ de (a,b) dans U et un
voisinage ouvert U” de ¢(a,b) = (a,0) dans E x G tels que ¢ : U’ — U” soit un Ck-
difféeomorphisme, dont on note 1 U'inverse, qui est de la forme (x,z) — (x,12(x, 2)). En
particulier, comme f(z,y) = 0 si et seulement si ¢(z,y) = (z,0), les assertions

(r,y) €U et f(z,y) =0

et
(z,0) € U" et o(x,0) = (z,y)

sont équivalentes. Notons V = {z € E : (x,0) € U"}, qui est un ouvert de FE, et
g : x> y(x,0), qui est une application de classe C¥ de V dans F. Le premier résultat en
découle.

La derniére assertion découle de (xx) (qui est vrai en remplagant (a,b) par tout (z,y) €
U’), par linéarité de la seconde projection pry et de z — (z,0), et par le théoréme de
dérivation des applications composées, car

dgx(h,) = Ppry 0 dw(m,O) (hla 0) = pryo d(¢_1)(x,0) (h,7 O) = Ppry 0 d((b(m,g(x)))_l(h/a 0) O

Comme précédemment, si F' = G = R", et plus généralement si F' et G sont de méme
dimension finie, alors on peut remplacer « bijective » par « surjective » dans cet énoncé.
Le corollaire suivant est une application immédiate.

Porisme 7.17 Soient p,n € N — {0}, U un ouvert de RP x R", k € (N —{0}) U {o0,w},
et f:U — R™ une application de classe CF. Si, en un point (a,b) de U tel que f(a,b) =0,

le jacobien partiel par rapport aux n derniéres variables det (gﬂ’;‘ (a, b))
7 1<i<n, p+1<j<p+n

est non nul, alors il existe un voisinage ouwvert U’ de (a,b) contenu dans U, un voisinage
owvert V de a dans RP et une application g: V — R™ de classe C* tels que lassertion

(v,y) €U’ et f(z,y) =0
soit équivalente a ’assertion

zeV et y=g(x). O
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Voici quelques applications classiques des théorémes précédents. On fixe p, ¢ < n dans
N et k un élément de (N — {0}) U {oo,w}. Un CF-difféomorphisme local de K™ en un point
a est un CF-difféomorphisme d’un voisinage ouvert de a sur un voisinage ouvert de a, qui
envoie a sur a. Les applications

(1,...,2p) — (21,...,25,0,...,0)
de K? dans K",
(xl’ >xn) = (xla >xq)
de K" dans K9, et
(1,...,2p) = (1,...,2,,0,...,0)

de K? dans K7 ou r < min{p, ¢}, sont respectivement une immersion, une submersion,
une application de rang constant r. Les résultats suivants disent que ces exemples sont,
localement et modulo changements de coordonnées (en général non linéaires) locaux, les
seuls.

Porisme 7.18 (Théoréme de forme normale locale des immersions) Soient U un
ouvert de KP contenant 0 et f : U — K" une application de classe C*, qui est une immer-
sion en 0 telle que f(0) = 0. Alors il existe un CF-difféomorphisme local 1 de K™ en 0 tel
que, au voisinage de 0, on ait

o f(z,...,2p) = (z1,...,2p,0,...,0) .

Preuve. Quitte & appliquer un isomorphisme linéaire de K™, nous pouvons supposer que
I'image de dfjy soit engendrée par les p premiers vecteurs de base de K”. Soit alors V =
U x K"™P qui est un ouvert de K" contenant 0, et

g(x1, ... xn) = flzr, ... 2p) +(0,...,0,2pp1,. .., 2p) .

L’application g : V — K" est de classe C* au voisinage de 0, envoie 0 sur 0, et la diffé-
rentielle de g en 0 est inversible. Par le théoréme 7.13 d’inversion locale, 1) = g~! est un
Ck-diffeomorphisme local de K™ en 0, et, au voisinage de 0,

(1,...,2p,0,...,0) =vog(x1,...,2p,0,...,0) =1po f(z1,...,2p). O

Géométriquement, ce ré- Tle
sultat dit que l'image d’une
immersion peut étre, au voisi- U c RP
nage de chaque point, redres-
sée en un (ouvert d’'un) sous- |
espace vectoriel par un difféo- P of\\ R™—P

morphisme au but.

253



Porisme 7.19 (Théoréme de forme normale locale des submersions) Soient U
un ouvert de K™ contenant 0 et f : U — K9 une application de classe CF, qui est une
submersion en 0 telle que f(0) = 0. Alors il existe un CF-difféomorphisme local ¢ de K"
en 0, tel que, au voisinage de 0, on ait

fop(xr,...,xn) = (z1,...,24) .

Preuve. Quitte & appliquer un isomorphisme linéaire de K", nous pouvons supposer que
les images par dfy des ¢ premiers vecteurs de la base canonique de K" forment une base
de K9. Soit alors

g:($1,...,xn) = (f(xla"'>xn)7xq+la"'axn) .

L’application ¢ : U — K" est de classe C* au voisinage de 0, envoie 0 sur 0, et sa dif-
férentielle en 0 est inversible. Par le théoréme 7.13 d’inversion locale, ¢ = ¢g~! est un
Ck-difféeomorphisme local de K™ en 0, et, en considérant les ¢ premiéres coordonnées de
g o =1id, nous avons, au voisinage de 0,

fop(xi,...,zpn) = (21,...,24) . O

Géométriquement, ce ré-
sultat implique qu’au voi-
sinage de chaque point de ® 0
la source, la préimage de
I'image de ce point par une
submersion peut étre re-

R~
A

dressée en un (ouvert d’'un) U cCR® {
sous-espace vectoriel par

un difféomorphisme a la k\ '%o ©
source.

@) e

Porisme 7.20 (Théoréme de forme normale locale des applications de rang
constant) Soient U un ouvert de KP contenant 0 et f : U — K% une application de
classe C*, qui est une application de rang constant r < min{p, ¢} sur un voisinage de
0 avec f(0) = 0. Alors, il existe un CF-difféomorphisme local ¢ de K9 en 0 et un CF-
difféomorphisme local ¢ de KP en 0, tels que, au voisinage de 0, on ait

o fop (x1,...,2p) = (z1,...,27,0,...,0).

Preuve. Notons (ej,...,e,) la base canonique de KP et (f1,..., f;) celle de K9. Nous
pouvons supposer, quitte & appliquer un isomorphisme linéaire a la source et au but, que
dfo(e;) = fipouri=1,...,7 et dfp(e;) =0 pouri=r+1,...,p.

Soit 7 la projection sur les r premiéres composantes dans K, et

Fi(xy,...,zp) = (m(f(x1, ., 2p))s Trgly -5 Tp) -
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Comme F : U — KP est de classe CF et dFy = id, application F' admet un inverse local G
au voisinage de 0, qui vérifie 7o foG(x1,...,2p) = (21,...,2,). Autrement dit, en faisant
un changement de coordonnées a la source, on s’est ramené au cas ot

f($1a--->xp) = ('Tla"'axrag(‘rla"'axp))a

ot g : U — K77 est de classe CF.

Soient 4,5 > r. Pour x proche de 0, considérons le mineur de la matrice jacobienne
J fz, obtenu en ne gardant que les r premiéres lignes et colonnes, la i-éme ligne et la j-éme
colonne. Ce mineur est nul, puisque df; est de rang r.

1 e

= —
a
[T g~

9gi—r
Ox

89— . .
Donc gj ( ):OpOUFZ:T+1,...,q. A1n81,gi,r(ﬂ:1,...,xp):gl-,r(:vl,...,xr,(),...,()),

et g ne dépend que des r premiére variables. Donc

flz1,...,zp) = fx1,...,2.,0,...,0).

Considérons maintenant I'application f restreinte a K" x {0} : elle est immersive en 0,
si bien qu’on peut la transformer au voisinage de 0 en (z1,...,x,) — (x1,...,2.,0,...,0)
par un CF-difféomorphisme local au but. Ceci conclut. O

Remarque. Ce résultat est moins anodin qu’il n’y parait. Essayez par exemple de montrer
le résultat suivant : soit f : R? — R? dont la différentielle est partout de rang 1, égale &
I'identité sur R x {0}. Alors I'image de f est incluse dans R x {0}. Directement, ce n’est
pas évident que f ne va pas s’écarter de la droite des abscisses, et que la condition de rang
de la différentielle est une contrainte suffisante.

7.5 Théorie de Cauchy-Lipschitz

Soient I un espace de Banach réel, U un ouvert de Rx E, et f : U — FE une application
continue.

Une application différentiable v d’un intervalle ouvert I de R dans E est une solution
de l’équation différentielle

- f(tvy)

définie par f si pour tout ¢ dans I, le couple (¢,u(t)) appartient a U et

u'(t) = f(t,u(t)) -

Une solution u : I — E de cette équation différentielle est dite mazimale s’il n’existe
pas de solution v : J — E de cette équation différentielle, ott J est un intervalle ouvert
contenant strictement I, telle que vy = u.

L’application f est dite semi-lipschitzienne si pour tout (to,xo) dans U, il existe ¢ > 0,
J un intervalle ouvert contenant ty et W un voisinage ouvert de xy dans FE, tels que le
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cylindre J x W soit contenu dans U et que pour tout ¢ € J, I'application de W dans F
définie par x — f(t, z) soit c-lipschitzienne. (Il est important que ¢ ne dépende pas du temps
t € J, et nous avons opté pour la terminologie « semi-lipschitzien » plutot que « localement
lipschitzien par rapport a la seconde variable de maniére uniforme en la premiére ».) Par
exemple, il découle du théoréme 7.2 des accroissements finis que si f est de classe C! sur
U (et méme si f est seulement supposée différentiable par rapport a la seconde variable
telle que l'application dof : U — Z(F, E) soit continue), alors f est semi-lipschitzienne.

Nous allons étudier dans le résultat suivant le probléme de Cauchy pour I'équation dif-
férentielle définie par f : U — E, c’est-a-dire, étant donné (tg, z¢) € U, montrer 'existence
et 'unicité locale d'une solution u = wuy, ,, de I’équation différentielle

Y = fty),

vérifiant la condition initiale
u(ty) = xo .
Nous étudierons aussi la régularité de u, ainsi que la régularité de u en les conditions

initiales (%o, zp), sous des hypothéses de régularité de f. Le théoréme 7.21 suivant dit en
particulier que si k € (N — {0}) U {oo} (et il est important que k > 1), alors

si f est de classe CF, alors u existe, est unique, et est C* en ¢, to, zo.

Dans de nombreux problémes physiques, ’évolution d’un systéme est régie par une
équation différentielle, mais celle-ci peut dépendre de paramétres physiques. Il est intéres-
sant d’étudier la dépendance (en particulier la régularité) des solutions en fonctions de ces
paramétres, et nous allons formaliser cette étude.

Soient F un espace de Banach, A un espace topologique (dont les éléments seront
appelés les parameétres), V un ouvert de R x E x A, et g : V — E une application continue.

Soit A € A. Une application différentiable u d’un intervalle ouvert I de R dans F est
une solution de l’équation différentielle de parameétre A

y' = g(t.y,\)
définie par ¢ si, pour tout ¢ dans I,
(t,u(t),\) €V et u(t)=g(t,u(t),\) .

L’application g est dite semi-lipschitzienne a paramétre si pour tout (tg, zo, Ag) dans V,
il existe ¢ > 0, J un intervalle ouvert contenant tg, W un voisinage ouvert de xg dans E et
W' un voisinage ouvert de \g dans A, tels que J x W x W’ C V et que pour tous t € J et
A € W’ lapplication de W dans E définie par x — g(t,x,\) soit c-lipschitzienne. (Il est
important que ¢ ne dépende ni du temps ¢ € J ni du paramétre A € W/, et nous avons opté
pour la terminologie « semi-lipschitzien a paramétre » plutdt que « localement lipschitzien
par rapport a la seconde variable de maniére uniforme en la premiére et la troisiéme ».)
Par exemple, il découle du théoréme 7.2 des accroissements finis que si g est différentiable
par rapport a la seconde variable et si I'application dbg : V — Z(F, E) est continue (ce
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qui est en particulier le cas si A est un (ouvert d’un) espace de Banach et si g est de classe
C! sur V), alors ¢ est semi-lipschitzienne & paramétre.

Nous allons aussi étudier dans le résultat suivant le probléme de Cauchy pour I’équation
différentielle & paramétre définie par g : V' — E, c¢’est-a-dire, étant donné (g, g, Ag) € V,
montrer I'existence et 1'unicité locale d'une solution u = wy, 4, », de I'équation différentielle

Y =g(t,y, Xo)

vérifiant la condition initiale
u(to) = XZo .

Si A est un (ouvert d’'un) espace de Banach, nous étudierons aussi la régularité de wu,
ainsi que la régularité de u en le triplet (to, o, A\g) de conditions initiales et de paramétre,
sous des hypothéses de régularité de f. Le théoréme 7.21 suivant dit en particulier que si
ke (N—{0})U{occ}, alors

si g est de classe CF, alors u existe, est unique, et est C* en ¢, to, g, Ao.

Théoréme 7.21 Soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de Rx E, et f:U — E
une application continue semi-lipschitzienne.

(1) (Existence et unicité des solutions) Pour tout (to,zo) dans U, il existe une et
une seule solution maximale Uy, oo * Ity 2z — E de Uéquation différentielle définie par
f wvalant xo a l'instant tg.

(2) (Régularité) S’il existe k € NU{oo} tel que f soit de classe C*, alors toute solution
de Uéquation différentielle définie par f est de classe CF*1.

S’il existe r € N— {0} tel que E =R", et si f est analytique réelle sur U, alors toute
solution de l'équation différentielle définie par f est analytique réelle.

(3) (Dépendance des conditions initiales) Soit = {(s,t,z) € RxRxE : s€ I}
et, pour tous s,t € R, soit Usy = {z € E : s € I;,}. Soient Ry : Ugy — E
Uapplication définie par x +— w5(s), et R : 9 — E celle définie par (s,t,z) —
Rsi(x) = u(s).

o Les ensembles & et Us; sont ouverts.
e Pour tout o« € R, si x € Uy NUsy, alors Ry i(x) € Ug o et

Rs,a © Ra,t(x) = Rs,t(x) .

o Pour tout (s,t,x) € 9, il existe un voisinage ouvert V de (s,t,x) dans 2 tel que
la restriction de R a 'V soit lipschitzienne. En particulier, R est continue.

o Liapplication Ry : Uy s — Ugy est un homéomorphisme, d’inverse R;SI = Rg;.
e Pour tout k € NU{oc}, si Oof : U — ZL(E,E) existe et si f et Oof sont de classe
C*, alors R est de classe CFH1L.

e Pour tout k € NU{oc}, si Oof : U — ZL(E,E) existe et si f et Oof sont de classe
C*, alors Ry s est un CkL_difféomorphisme.
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(4) (Dépendance des parameétres) Soit A un espace topologique, V un ouvert de
Rx ExA, et g:V — E une application continue.
e Supposons g semi-lipschitzienne & parameétres. Pour tout (to,xo,Ao) dans V', il
existe un intervalle ouvert I contenant ty et un voisinage ouvert W de Ao dans A
tels que, pour tout \ dans W, il existe une et une seule solution t — u(t,\) définie
sur I de Uéquation différentielle y' = g(t,y,\), valant xo a Uinstant to; de plus,
Uapplication (t,\) — u(t,\) de I x W dans E est continue.
e Supposons que A soit un espace de Banach, et que g soit semi-lipschitzienne. Pour
tout (to,zo, o) dans V', notons uy, zox * ltgzene — £ la solution mazimale de
Iéquation différentielle y' = g(t,y, \o) valant x¢ & linstant ty. Notons

E={(s,t,2,\) ERXRXEXA : s€liz}.

Alors la partie & est ouverte, et Uapplication S : & — E définie par (s,t,z,\) —
Utz (8) est localement lipschitzienne, et en particulier continue.

e Supposons que A soit un espace de Banach. Pour tout k € NU {oco}, si Oag : V —
ZL(E,E) et 03g:V — ZL(\, E) existent, et si g,029,039 sont de classe C*, alors S
est de classe CF+1,

Dans l'avant-dernier point, nous demandons que ¢ soit semi-lipschitzienne en tant
qu’application définie sur une partie ouverte de R x (E x A) (ce qui est plus fort que
de demander que g soit semi-lipschitzienne & paramétre). Cela est par exemple vérifié si
les différentielles partielles dag : V. — ZL(E,E) et 039 : V — Z(A, E) existent et sont
continues, et donc en particulier si g est de classe C!.

Les affirmations encadrées précédant 1’énoncé du théoréme 7.21 découlent bien de ce
théoréme.

L’application R : 2 — E définie dans (3) est appelée Iapplication résolvante de 'équa-
tion différentielle y' = f(t,y) définie par f. Le second point de lassertion (3), appelé
propriété de cocycle dit que si y est la valeur au temps s de la solution u valant x au temps
t, alors la valeur au temps 7 de la solution valant y au temps s est exactement u(r).

f(r,2)

2= Upg(r) = Usy(r)

f(s,9)

f(t, @)

Nous étudierons dans la preuve ci-dessous (voir la proposition 7.28) les propriétés par-
ticuliéres de 'application résolvante lorsque 1’équation différentielle est linéaire.

Preuve. (Existence locale) Fixons (tg,x¢) dans U. Pour tous €, > 0, notons I, =
[to — €,to + €] et B, la boule fermée dans E de centre x( et de rayon 7.

Puisque f est continue en (tg,x¢), elle est bornée sur un voisinage suffisamment petit
de (to,z0). Puisque f est semi-lipschitzienne, il existe ¢ > 0, ¢, > 0 tels que I x B, C U,

M= sup ||[f(t2)|| <+oo
(t,x)elex By
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et
Vtel., Ve,2' € B, ||f(t,x)— f(t,2")]] <cllz —2'||.

Soit € €]0,¢€] tel que c€’ <1 et (en+ M)e <.

Notons F' l'espace de Banach ¢ (I, E) des applications continues y de I dans E,
muni de la norme uniforme ||y|| = sup;c;, ||y(¢)||. Soit B la boule fermée dans F' de centre
I’application constante de valeur xg (encz)re notée xg) et de rayon 1. Pour tout y dans B,
Papplication ¢(y) : I — E définie par

t
t— 0+ f(s,y(s))ds

to

est bien définie et continue, par continuité de f et de y (et puisque y est a valeurs dans
B)).
n

Pour tous y, z dans B, nous avons

t

o) — )|l =sup || [ (f(s,y(s) — f(s,2(s)))ds]]

tel to

1
<ce sup |ly(s) —z(s) | < 5 [ly — 2]
SEIEI

et

le(y) — zoll < lle(y) — w(@o)ll + llp(xo) — xol|

t
< lly—aoll + sup || [ fs.0)ds|| < e+ M <.
tels to

L’application ¢ : B — F définie par y — ¢(y) est donc contractante (plus précisément
%—lipschitzienne) et a valeurs dans B. Puisque B est fermé dans F', donc complet, par le
théoréme 3.19 du point fixe de Banach, 'application ¢ admet donc un point fixe y. Puisque
y vérifie y(t) = xo + ftz f(s,y(s)) pour tout t € I.,, 'application y : I» — E est dérivable,
et est une solution de I'équation différentielle y' = f(¢,y) valant zg en tg.

(Existence locale avec parameétres) La démonstration de I'existence locale en pré-
sence de parameétres, c¢’est-a-dire du premier point (sauf l'unicité, qui sera vue plus tard)
de Plassertion (4) du théoréme 7.21, est complétement analogue.

Avec I, B, comme ci-dessus, pour tout (to, zo, \g) € V, puisque g : V' — E est continue
et semi-lipschitzienne & parameétre, il existe ¢ > 0, ¢, > 0 et un voisinage W de \g tels
que Ie X By x W CV, M = sup , \yer. xB,xw ||9(t, 2, A)|| est fini et

Vtel., YAXeW, Va,2' € By, |lg(t,z, \) —g(t, 2’ N)|| < cl|lz — 2] .

Pour € € ]0,¢], nous notons maintenant F l'espace de Banach (I x W, E) des ap-
plications continues bornées y de I x W dans E, muni de la norme uniforme ||y|| =
sup( ez, xw || y(t; A) [|. Toujours avec B la boule fermée dans F' de centre 'application
constante x( et de rayon 7, pour tout y dans B, nous notons maintenant ¢(y) : I« xW — E

I’application définie par
¢

(t,\) — xo +/ g(s,y(s),\)ds .

to
259



Le raisonnement ci-dessus fournit donc, pour € assez petit, une application continue u :
I xW — E, telle que pour tout A € W, 'application de I, dans E définie par ¢t — u(t, \)
soit une solution définie sur I de ’équation différentielle y' = g(¢,y, \), valant z( a I'instant
to

(Solutions approchées) Ce qui précéde montre I'existence de solutions locales. Avant
de montrer I'unicité locale des solutions, et donc l'unicité des solutions maximales, nous
montrons un lemme qui nous sera aussi utile pour la dépendance des conditions initiales
et des paramétres.

Soit € > 0. Une solution e-approchée de I'équation différentielle ¢y = f(¢,y) définie par
f est une application dérivable u d’un intervalle ouvert I de R dans E telle que, pour tout
t dans I, on ait (¢t,u(t)) € U et

[u/(t) = f(tu@®) || < €.

Les solutions 0-approchées de I'équation différentielle ' = f(¢,y) sont bien stir ses solutions
(exactes).

Lemme 7.22 Soient k > 0, e,n > 0, u : [ — E une solution e-approchée et v : I — E
une solution n-approchée de ’équation différentielle définie par f. On suppose que f est
k-lipschitzienne en la seconde variable sur les graphes de u et de v (i.e. sur l’ensemble des
couples de la forme (t,u(t)) ou (t,v(t)) pourt € I). Alors pour tous t,ty € I,

eklt—=tol _ 1

[[u(t) = o(t) [| < [l u(to) — v(to) || "0 + (e + 1) ——

La démonstration utilise le lemme taupinal bien connu suivant.

Lemme 7.23 Soient a,k,b > 0 et g : [0,b] — [0,400] une application continue telle que,
pour tout t € [0,b], on ait g(t) < at+k fg g(s)ds. Alors g(t) < %(e* —1) pour tout t € [0,0).

Preuve. On pose h(t) = ke *t fot g(s)ds, de sorte que h est de classe Ct, h(0) = 0 et
B (t) = ke kt(g(t) — kfot g(s)ds) < kate . Donc

t t
h(t) = / h'(s)ds < / kase " ds = %(1 —e M — kte Rty
0 0
Par conséquent

t
g(t) < at+ k:/ g(s)ds = at + e**h(t) < %(ekt -1). O
0

Preuve du lemme 7.22. On suppose que tg = 0 (le résultat cherché s’y raméne par
translation), et on montre le résultat pour ¢ > 0 (le résultat cherché s’y raméne par la
symétrie ¢ — —t). Posons w = u — v, qui est une application dérivable de I dans E, telle
que

W' ] = Il () =" O | < e+ n+ [ fEu®) = fEv@) | <e+ntElw@)]],
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puisque f est k-lipschitzienne en la seconde variable sur les graphes de u et de v. Par le
théoréme 7.1 de la moyenne, on a donc

Hw@%ﬂM®H5%5k+n+kWM@st

§&+n+kwwmmt+kAwa%ﬂme@7

par inégalité triangulaire. On applique alors le lemme 7.23 avec a = € + 1 + k|| w(0) || et
g(t) = ||w(t) —w(0)|]. Il en découle que
lu(®) =v@) || = [[w@®) [| < [[w(t) =w(O) || + [[w(0)[| = g(¢) + || w(0)
€+
< + [Jw(0) [1) (" = 1) + [ w(0) ||

kt

k

Le résultat en découle. O

k
= [|u(0) = v(0) || " + (¢ +n)

(Unicité locale) Fixons (tg,z¢) dans U. Soient v : I — E et v : J — E deux
solutions de 'équation différentielle y' = f(¢,y) définie par f telles que tg € TN J et
u(tp) = v(tg) = xo. Montrons que u et v coincident sur I'intervalle ouvert I N J.

En effet, 'ensemble des points de I NJ ol u et v coincident est non vide car tq lui
appartient, fermé car u et v sont continues, et ouvert par le lemme 7.22, car f est semi-
lipschitzienne, ce qui conclut par connexité de I N J.

L’énoncé d’unicité pour les équations différentielles & parameétre découle immédiatement
de ce qui précede, ce qui termine la démonstration du premier point de I'assertion (4) du
théoréme 7.21.

Puisque les hypothéses du théoréme 7.1 de la moyenne ne demandent la dérivabilité
que sur |a, b[, la preuve du lemme 7.22, ainsi que son application a I'unicité locale ci-dessus,
restent valables pour montrer le résultat suivant.

Remarque 7.24 Si I est un intervalle de la forme [to, to+ €[ ou Jtg—e, to], siu,v: I — E

sont deuz applications continues telles que u(ty) = v(tg) et si u,v : 1 — E sont solutions
de Uéquation différentielle y' = f(t,y), alors u = v. O

(Unicité globale) Maintenant, soit .’ I’ensemble de tous les couples (I,u) ou I est
un intervalle ouvert et u : I — FE une solution de I’équation différentielle définie par f telle
que tg € I et u(ty) = xo. Alors la réunion Iy, ,, de tous les intervalles J, tels qu’il existe
(I,u) € . avec I = J, est un intervalle ouvert. Par l'affirmation précédente d’unicité
locale, il existe une application uy, 4, @ Ity2o — E qui, pour tout ([,u) € ., coincide
avec u sur I. Il est alors immédiat que uy, 5, est 'unique solution maximale de I’équation
différentielle définie par f valant zg en ¢g. Ceci termine la démonstration de I’assertion (1)
du théoreme 7.21.

Remarque. Par exemple, si £ = R, U = Rx E, f : (t,z) — 22, to = 0, zg > 0,
Papplication différentiable u : | — oo, m_lo[ — R définie par ¢ — 1 _xgo ; est la solution maximale
de 'équation différentielle définie par f valant xg en ty = 0. L’application u ne peut pas

étre prolongée différentiablement au dela de x—lo
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Figure : Portrait de phase des solutions de I’équation différentielle y’ = y2.

(Explosion des solutions maximales en temps fini) Ce phénomeéne d’ezplosion des
solutions d’équations différentielles quand on approche d’une borne finie de son domaine
maximal de définition est en fait général.

Proposition 7.25 Soient E un espace de Banach réel, U un ouvert deRxFE, et f: U — E
une application continue semi-lipschitzienne. Soit J un intervalle ouvert et u : J — E une
solution de 1’équation différentielle y' = f(t,y) définie par f. Supposons que b soit une
extrémité finie de J telle que f soit bornée sur ’ensemble des (t,u(t)) pour t dans un
voisinage de b, et qu’au moins une des valeurs d’adhérence des (t,u(t)) quand t € J tend
vers b appartienne a U. Alors il existe un intervalle ouvert J, contenant J et b, et une
solution uy : J, — E de l’équation différentielle qui coincide avec w sur J.

Par contraposée, si u est une solution maximale, si b est une extrémité finie de son
domaine (maximal) de définition, alors, quand le temps ¢ converge vers b, u'(t) est non
borné ou toute valeur d’adhérence de (¢, u(t) appartient a la frontiére de U.

Preuve. Supposons par exemple que b = sup J. Soient a € J et M > 0 tels que, pour tout
t dans [a,b[, on ait || f(¢,u(t)) || < M. Ceci implique que ||/(t)|] < M. Par le théoréme
7.2 des accroissements finis, pour tous s,t¢ € [a, b], nous avons

[luls) —u(@®) || < Mls —t] .

Par complétude de E et un argument de suites de Cauchy, I'application t — u(t) admet
donc une limite quand ¢ € J tend vers b, et donc se prolonge continuement en ¢ = b. Notons
que (b, u(b)) appartient a U par les hypothéses. Donc par le théoréme d’existence, il existe
une solution v : I — E de I’équation différentielle ¢ = f(t,y), ot I est un intervalle ouvert
contenant b, telle que v(b) = wu(b). Par la remarque 7.24, les solutions u et v coincident
sur I N J. En posant J, = I U J et en considérant 'application wu, valant u sur J et v sur
Je — J, le résultat en découle. ]

Remarque. Si E est de dimension finie, si I’'on suppose que u est bornée au voisinage de b,
et que I’ensemble des valeurs d’adhérence des (¢,u(t)) quand ¢ € J tend vers b est contenu
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dans U, si a est fixé dans J, alors Padhérence du graphe {(t,u(t)) : ¢ € [a,b[} est un
fermé borné, donc compact, contenu dans U, et, par continuité de f sur ce compact, f est
bornée sur ce graphe. Donc la conclusion de la proposition 7.25 précédente reste valable.
En particulier, si £ est de dimension finie, et si le domaine de définition de I’équation
différentielle est égal a tout R x E, alors une solution maximale u(t) tend vers l'infini
quand t tend vers une borne finie de son domaine de définition. En particulier, si u est
maximale, si o est une extrémité finie de son domaine de définition, alors (¢, u(t)) sort de
tout compact de U quand ¢ tend vers o.

(Cas des équations différentielles linéaires) Lorsque 'équation différentielle est
linéaire, il est possible de préciser le théoréme d’existence et d’unicité des solutions. Pour
tout ¢ € Z(E,FE) et tout € E, nous noterons ci-dessous ¢ - z au lieu de (), pour
éviter une débauche de parenthéses.

Une équation différentielle linéaire (avec second membre) est une équation différentielle
de la forme

Y —Alt) -y =0(t),

o I est un intervalle ouvert, et A : [ — ZL(E,E) et b : I — E sont deux applications
continues. Ce qui est remarquable dans ce cas est que les solutions maximales sont toutes
définies sur I'intervalle I tout entier, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 7.26 Pour toustg € I et xg € E, il existe une unique solution v : I — FE de
Uéquation différentielle linéaire y' = A(t) -y + b(t) telle que u(tg) = xg.

Preuve. Notons U =1 x E et f: U — E lapplication définie par (¢,x) — A(t) - x + b(t).
Soit w : J — E, ot J est un intervalle ouvert contenant ty, I'unique solution maximale
de léquation différentielle linéaire y' = f(t,y) telle que u(tg) = zo. Montrons que J = I.
Sinon, par exemple, "= sup J < sup I (et en particulier 7" est fini). Soit € > 0 assez petit.
Alors A et b sont définis et continus sur U'intervalle compact [ty — €, T], donc sont bornés
par respectivement k > 0 et 7 > 0. En particulier, f est k-lipschitzienne en la seconde
variable sur |tg — e, T[ x E. Comme u : |ty — €, T[ — E est une solution exacte et puisque la
fonction nulle sur |ty — €, T'[ est une solution n-approchée de I’équation différentielle linéaire
y' = f(t,y), il découle du lemme 7.22 que pour tout ¢ € |tg — €, T,

k‘tfto‘ -1
k

||u(t) || S ||u(t0) || ek‘t_t0| +77 €

Il en découle donc que u(t) reste borné quand ¢ tend vers T'. Par conséquent || f(¢, u(t)) || <
k|| u(t) || + n reste aussi borné quand ¢ tend vers 7. Bien str, toute valeur d’adhérence de
(t,u(t)) quand t tend vers T reste dans {T'} x E C U = I x E. Mais alors la proposition
7.25 contredit la maximalité de u. O

(Dépendance continue des paramétres pour les équations différentielles li-
néaires)

Une équation différentielle linéaire & parameétre est une équation différentielle de la
forme

y' = A(t,\) -z +b(t,A),

ou I est un intervalle ouvert, A un espace topologique, et A : I x A — ZL(E,E) et
b: I x A — FE sont deux applications continues. Dans ce cas, la dépendance des solutions
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dans les paramétres est continue non seulement au voisinage du temps origine ¢y comme
démontré précédemment, mais sur tout 'intervalle maximal de définition :

Proposition 7.27 Pour tous ty € I, xyg € E et A € A, sit— u(t, \) est Uunique solution
définie sur I de l’équation différentielle linéaire y' = A(t, \)-x+b(t, \) telle que u(tg, \) =
xg, alors Uapplication (t,\) — u(t,\) de I x A dans E est continue.

Preuve. Fixons (t1,A1) € I x A. Soit J un intervalle ouvert, de longueur notée £(J) > 0,
d’adhérence compacte contenue dans I, contenant ty et ¢1. Par continuité et compacité de
J, il existe k > 0 et un voisinage W de A; dans A tels que, pour tout (¢,\) € J x W, on
ait

max {[[u(t, M) ||, [[A(t, ) [[} < k.
De méme (voir aussi la proposition 5.5 (2)), pour tout € > 0, il existe un voisinage W/ C W
de \; dans A tels que, pour tout (¢,\) € J x W', on ait

ke
2(k + 1)(ek ) —1)

max {|| A(t,A) — A(t, M) [ 1| b(£, A) = b(t, M) [[} < € =

Notons que pour tous ¢ € I et A € A, les dérivées par rapport au temps u/ (¢, \) et u/(t, A1)
sont définies, et

u' () = (t,A) = At A) - (u(t, A) —u(t, M)+
(A(t,N) = A(t, M) - ult, M) +b(E, A) — b(t, M) .

Donc pour tout (¢,\) € J x W',
/(8 A) = /(8 M) || < B[t A) = w(t, M) ||+ € (k+1) .

Comme dans la preuve de la proposition 7.22, en posant w(t) = u(t, A\) —u(t, A1), on obtient
que

o < (CEED o)) (41 - 1) + (o))

Puisque w(0) = 0 car u(tg, A) = u(to, A\1) = xo, on en déduit que pour tout (t,A) € J x W',

klt—to| _ 1
lu(t, 3) = ult, M) || < € (k+1) —F—— <

)

NN e

par définition de €. Comme ¢ — u(t, A1) est continue sur U'intervalle ouvert J qui contient
t1, il existe un intervalle ouvert J’' contenu dans .J et contenant t; tel que, pour tout
te J', onait [[u(t,A\1) —u(ti, A1) || < §. Par inégalité triangulaire, on a donc, pour tout
(t,\) e J x W',

fu(t, A) =t A) || < [[ult, A) —ult, M) [+ [[ut, Ad) —ut, M) || < e,
ce qui montre le résultat. ]

(Régularité des solutions) Montrons l'assertion (2) du théoréme 7.21. Soient k €
N U {oo} tel que f soit de classe C¥, et u : I — E une solution de I’équation différentielle
définie par f. Alors u/(t) = f(t,u(t)), donc il est immédiat par récurrence (et le théoréme
de dérivation des fonctions composées) que u est de classe CFF1,
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En particulier, une solution de y' = f(¢,%) est toujours de classe C*.

Nous renvoyons par exemple a [Diel, page 278| pour la preuve de Iaffirmation concer-
nant la régularité analytique réelle.

(Dépendance continue des conditions initiales) Montrons les quatre premiers
points de l'assertion (3) du théoréme 7.21. Notons que Uss ={z € E : (s,x) € U}.

Commencons par prouver le second point. Pour tous s,t,a € R, si x € Uy, NUsy, alors
a € I, donc u, est la solution maximale de I’équation différentielle définie par f valant
u () & linstant «, et s € I, donc uy, est définie en s. Par unicité, Uguy o () €S donc
définie en s (c’est-a-dire Ro¢(x) = u () € Us o) €t

Rs o0 Ra,t(x) = uoz,ut,x(a)(s) = ut,m(s) = Rs,t(x) :

Il en découle, en remplacant ¢ par s et a par ¢, que si x € U, alors en particulier
(s,z) € U, donc x € UpsNUsg, et Rsy o Ry s(x) = Ry s(x) = x. Ceci montre que Ry :
Uti,s — Us, est une bijection d’inverse R, ;. En particulier, le quatriéme point de I'assertion
(3) du théoréme 7.21 découle du troisiéme.

Montrons que Z est ouvert dans R x R x F, ce qui montrera que
Usp={zxe€FE : (s,t,x) € 7}

est ouvert dans E. Le premier point de 'assertion (3) du théoréme 7.21 en découlera.

Soient (sg,tp,xo) € ¥, et K un intervalle compact (dont nous noterons la longueur
((K)), contenant ty, sp dans son intérieur, tel que uy, », soit défini sur K. Montrons que
si (t,x) est suffisamment proche de (g, o), alors u; , est aussi défini sur I'intérieur de K,
donc en s si s est suffisamment proche de sg. Ceci implique que Z est ouvert.

f(So,yo)

Puisque f est continue et semi-lipschitzienne, et par compacité de K, il existe M, k > 0,
et un voisinage ouvert W du graphe de Uty 20| i (i.e. de l'image (compacte) de K par

Iapplication continue o — (0, uy 4, (0)), tels que W soit contenue dans U, que f soit
majorée par M sur W, et que f soit k-lipschitzienne en la seconde variable sur W.

En particulier, par le théoréme 7.2 des accroissements finis, nous avons, pour tout t
dans K,

|| uto,l“o(t) - utmro(to) || <M |t - 750| : (*)
Puisque W est ouvert, soit € > 0 tel que si (r,2z) € K x E vérifie ||z — uyy 5, (1) || <€,
alors (r,z) € W.

Soit (t,z) € W N (IO{ xE) tel que ||z —xo || < § e FE) et [t —tg| < 55 e FUK),

£
2
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Notons J le plus grand intervalle ouvert de K contenant ¢ sur lequel u; , est défini et
de graphe contenu dans W, et montrons que b = sup J est égal a sup K, ce qui, avec un
argument similaire pour la borne inférieure, conclut.

Par définition de J, application f est bornée (par M) sur le graphe de Utz | s et toute

valeur d’adhérence de (o,u; . (0)) quand o € J tend vers b appartient & W, donc a U. Par
la proposition 7.25, la solution wu;, peut donc s’étendre & [b,b+ 1| pour un n > 0 assez
petit.

Pour tout o € J, par le lemme 7.22, puisque u¢ , et ug, 5, sont deux solutions (exactes)
de y = f(t,u), définies sur l'intervalle ouvert J contenant o et t, de graphes contenus
dans W (sur lequel f est k-lipschitzienne en la seconde variable), nous avons, par inégalité
triangulaire et par (*),

|| ut,:v(o-) — Uty a0 (0‘) || < ek‘oit‘ || Ut,:v(t) - ut07mo(t) ||
i (|| T —xo + uto,mo(to) - uto,mo(t) ||)

< hUE) (HOU—HUOH +M‘t0—t]) <e. (xx)

Par passage a la limite, || usq(b) — wgy 20(D) || < €, done (b, ut (b)) € W, par définition de
€. Par conséquent, si n est assez petit, le graphe de I’application continue u;, reste dans
W sur [b,b+ 1|, ce qui contredit la maximalité de J si b < sup K. Nous avons donc bien
montré le premier point de I'assertion (3) du théoréme 7.21 de Cauchy-Lipschitz.

Montrons maintenant que R est lipschitzienne sur W, ce qui implique le troisiéme point
de Plassertion (3) du théoréme 7.21. En effet, si s appartient a J (qui est égal a l'intérieur
de K, donc est un voisinage de sg), nous avons, par I'inégalité triangulaire, par (xx) et par
le théoréme des accroissements finis (f étant majorée par M sur W),

|| ut,l‘(s) - utoﬁo(so) || < || ut,m(s) - uto,l“o(s) || + || uto,l“o(s) - utoﬁo(so) ||

<M (|lo— o ||+ Mto —t]) + M s — so| ,
ce qui montre le résultat.

(Propriétés de la résolvante dans le cas linéaire) Etudions les propriétés parti-
culiéres de I'application résolvante lorque 1’équation différentielle est linéaire, c¢’est-a-dire
siU=1XxFet

Flta) = AD) -2+ b(t) .

ot I est un intervalle ouvert de Ry et ot A: I x A — Z(E,E) et b: I x A — E sont deux
applications continues.

Proposition 7.28 Notons R : I x I x E — E [’application résolvante de [’équation dif-
férentielle linéaire (sans second membre) y' = A(t) -y, qui est l'application qui a (s,t,x)
associe la valeur en s de la solution maximale de cette équation différentielle valant x a
Uinstant t. Pour tous s,t, notons Rs; : E — E Uapplication définie par x — R(s,t,x).

e Pour tous r,s,t € I, nous avons Ry, € Y.L (F),

Rr,t = Rr,s © Rs,t et Rt,t =idg,

donc en particulier

R} =Ry,
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et Uapplication de I dans lespace de Banach £ (E,E) définie par s — R, est l'unique
solution définie sur I de ’équation différentielle

%:A(S)OY

valant lidentité de E a l'instant t.

e (Méthode de la variation de la constante) L application résolvante de l’équation
linéaire (avec second membre) y' — A(t) - x = b(t) est Uapplication Ry de I x I X E définie
par

(s, t,z) — Rp(s,t,x) = R(s,t,x) + /ts R(s,0,0b(0)) d .

Par le premier point de cette proposition, la solution maximale (c’est-a-dire définie sur
I) de I'équation différentielle linéaire sans second membre y' — A(t) - y = 0 valant zg a
I'instant to s’écrit donc t — Ry - 2o, ol Ry, € 9.Z(E). Un moyen pratique pour trouver
les solutions de 1’équation différentielle linéaire avec second membre y' — A(t) - y = b(t)
consiste a les chercher sous la forme y(t) = Ry y,-2(t). En dérivant cette inégalité, on obtient
que la fonction ¢ — z(t) vérifie alors Ry 4, - 2/ (t) = b(t), c’est-a-dire 2'(t) = Ry, ¢ - b(t), donc
z s’obtient par un calcul de primitive.

Preuve. Le fait que 'application résolvante d’une équation différentielle linéaire, qu’il y
ait un second membre ou pas, soit bien définie sur ¥ = I x I x E découle de la proposition
7.26 : pour tout (¢,z) € I x E, nous avons I; , = I. En particulier, pour tous s,¢ € I, nous
avons Uy = .

Sous les hypothéses du premier point, I'application Rs; : £ — E est linéaire (car
s+ ARs¢(x) + nRs+(y) est une solution de I’équation différentielle 2’ = A(t) - z, définie
sur I, valant Az + py a l'instant ¢, donc elle coincide avec s — R ¢(Az + py) par unicité).
Par linéarité de I’évaluation en un point, pour tout x dans F,

d Rs,t
ds

d Rsﬂg (CC)

(@) = —

= A(s) - (Rsu(2)) = (A(s) 0 Rsy) (@) -
Les affirmations du premier point, et en particulier le fait que R,; € ¥.Z(FE), découlent
alors des propriétés de ’application résolvante dans le cas général.

Enfin, il est immédiat de vérifier que Ry(t,t,x) = = et que

dRy(s,t,x) dR(s,t,x) *dR(s,0,b(0))
ds N ds + B(s, 5,b(5)) +/ ds d0
= A(s) - R(s,t,x) + b(s / A(s (s,0,b(0)) do

= A(s) - Rp(s,t,x) + b(s)
ce qui montre la derniére assertion. ]

(Dépendance continue des parameétres) Montrons le second point de 'assertion
(4) du théoréeme 7.21. Sous ses hypothéses, considérons le systéme différentiel

{ 2 — g(t,x,y)

@ _
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et les conditions initiales x(tg) = xg,y(to) = A. Soit E, 'espace de Banach produit E x A,
de sorte que V est un ouvert de R x F,. Soit g, : V — FE, l'application définie par
g«(t,x,y) = (g(t,z,y),0), qui est continue, semi-lipschitzienne. Notons pr; la projection sur
le premier facteur de E, dans E. Alors 'application résolvante S de I’équation différentielle
a paramétre 2z’ = g(t,z,\) est égale a pr; o R,,, ou Ry, est la résolvante de 1'équation
différentielle (sans paramétre) associée a gy, ¢’est-a-dire du systéme différentiel ci-dessus.

La continuité de .S, ainsi que 'ouverture de son domaine de définition et son caractére
localement lipschitzien, découlent donc immédiatement de celles de Ry, que nous avons
démontrées précédemment.

De la méme maniére, si la propriété de régularité C* des équations différentielles (sans
paramétre) est vérifiée, alors il en est de méme de la propriété de régularité C* des équations
différentielles & paramétre.

En particulier, le dernier point de l'assertion (4) du théoréme 7.21 découle de l'avant
dernier point de I’assertion (3) de ce théoréme.

Remarque. Notons que ceci démontre de nouveau la proposition 7.27, dans le cas particu-
lier ott A est (un ouvert d’)un espace de Banach, et avec des hypothéses un peu plus forte
sur g (semi-lipschitzienne, plutdot que semi-lipschitzienne a paramétre, comme expliqué
juste aprés I’énoncé du théoréme 7.21).

(Dépendance réguliére des conditions initiales et des paramétres) Etudions
maintenant simultanément les propriétés de régularité de 'application résolvante et de
régularité des solutions en les paramétres, sous des hypothéses de régularité de f. Les
notations E, U, f, R, Z sont celles de I'assertion (3) du théoréme 7.21).

Lemme 7.29 Si0sf existe et est continue sur U, alors 01 R, 0o R, 03R existent et vérifient,
pour tout (s,t,x) € 9,

(i) la dérivée 01 Ry ) de Uapplication o — R(o,t,x) en o = s vaut
81R(s,t,x) = f(sa R(Sa t, x)) )

(ii) la différentielle O3 R(s ;) est la valeur en o = s de l'unique solution mazimale o
y(o) de Uéquation différentielle linéaire & paramétres (t, x)

dy
o = 92 f(,R(o,t,2)) © Y
de condition initiale y(t) = idg ;

(iii) la dérivée O3 R4 ) de lapplication T+ R(s,7,x) en T =t vaut
OoR(sp2) = O3 R(s1 0y - f(t,2)

Notons que l'application qui & o associe la composition par 92 f(; R(s,t,+)) st bien une
application continue d’un intervalle ouvert contenant ¢ et s a valeurs dans l'espace de
Banach Z(Z(E,FE), Z(E,FE)), et donc, par la proposition 7.26, la solution o +— y(o)
définie dans (i7) est bien définie en o = s pour toutes les valeurs des parameétres (¢, x) telles
que (s,t,x) € 2, et elle dépend continuement des paramétres et des conditions initiales
par le premier point de l'assertion (4) du théoréme 7.21), démontré précédemment.
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En particulier, il découle des assertions (i) et (ii) que 01 R et d3 R sont continues sur Z,
donc (voir la proposition 7.6 (2)) R est de classe C! en le couple des premiére et troisiéme
variables, et nous nous servirons de cela pour montrer I’assertion (iii).

De méme, il découle alors des trois assertions (i), (ii) et (iii) que 01 R, 02 R, 03 R existent
et sont continues sur Z, donc R est de classe C! sur 2.

Démonstration du lemme 7.29.
(i) Comme R(s,t,x) = ut »(s), assertion (i) découle simplement du fait que uy , vérifie
l’équation différentielle 2—8 = f(s,y(s)) définie par f.

(ii) Soit (s,t,z) € Z fixé. Pour tout o € I;, (donc (o,t,x) € Z), notons

Afo,t,2) = 2 f(o.R(0t2)) »

de sorte que A: 2 — Z(E, F) définie par (o,t,z) — A(o,t,z) soit continue. Notons o +—
z(o,t,x) 'application de I; , dans Z(E, E) qui est la solution de I'équation différentielle
linéaire & parameétres (¢, x)
dy
do
valant idg en o = t, qui est bien définie sur tout I;, par la proposition 7.26. Pour tout
h € E suffisamment proche de 0, posons

:A(U7tax)oy7

w(o) = R(o,t,x + h) — R(o,t,x) — z(0,t,x) - h,

et montrons que w(t) = o(h) quand h tend vers 0, ce qui implique 'assertion (ii).
Par lassertion (i) et par définition de z(o,t,x), nous avons

w'(0) = f(o, R(o,t,x + h)) — f(o, R(o,t,7)) — A(o,t,z) o 2(0,t,z) - h .
Donc w'(c) — A(o,t,x) - w(o) est égal a
flo,R(o,t,x+h)) = f(o,R(0,t,2)) = Daf (o Rota) - (R(o,t,x +h) — R(0,t,2)) .
Posons Xo = R(o,t,z). L’application
¢ : X f(o,X) = f(o,X0) — 02 f(o,x,) - (X — Xo)

est différentiable au voisinage de Xg, nulle en X, de différentielle au point X égale a
D2 f(0,x) — 02 (0,x,)- Donc, par le théoreme 7.2 des accroissements finis,

[o(X) || < sup |[02f(oox+01-0)X0) — 2f(0,x0) || | X — Xo | -
0<6<1

Soit K C I;, un intervalle compact, contenant ¢ et s dans son intérieur. Posons X =
R(o,t,z+h), qui dépend de h. Par compacité de K x [0, 1] et par continuité de I’application
(0,0,h) = O2f(sox+(1-0)x) de K x [0,1] x W dans Z(E, E), ot W est un voisinage
suffisamment petit de 0 dans E (voir aussi la proposition 5.5), application

h— 05 fo0x+(1-0)X0) — 92 (0,x0)

converge vers 0 quand h tend vers 0 uniformément en (0,0) € K x [0,1]. Donc il existe
n > 0 tel que si || k|| < n, alors

Vo € K, Hw'(a) —A(O',t7.%') ’I,U(O') H <e HR(U7t7m+h) —R(O',t,l') H :
269



Par compacité de K, et puisque R est localement lipschitzienne, il existe M > 0 tel que si
n est suffisamment petit, si 0 € K et ||h|| <7, alors

| R(o,t,x + h) = Ro,t,2) [| < M || h]] .

Donc l'application o — w(o) est, sur U'intérieur de K, une solution (eM || h||)-approchée
de I’équation différentielle linéaire

dy
—= =A(o,t,x) -y .
dU (07 ? ) y
De plus, w(t) = 0 et Papplication continue o +— A(o,t,z) est bornée par k > 0 sur

I'intervalle compact K. Par le lemme 7.22, 'application nulle étant une solution (exacte)
de cette équation différentielle linéaire, nous avons

klo—t|—1 ek\oft\fl

Vo € K, [[w(o) =0l < [[w(t) =0 M7+ e M|[h]] eTzeMllhll k

En particulier, w(s) = o(h), ce qu’il fallait démontrer.

(iii) Fixons (s,t,z) € 2. Pour tout 7 suffisamment proche de ¢, nous avons
R(1,s,R(s,7,2)) = Ry s0 Rs +(z) =z,

donc y(r) = R(s,7,x2) € U, est 'unique solution de I’équation R(7,s,y(r)) —x = 0
pour 7 proche de t. Par les assertions (i) et (ii) (et le commentaire suivant les énoncés
de (i), (ii) et (iii)), les applications = +— Ry (x) = R(t,s,x), * — Rsi(x) = R(s,t,x)
et (1,y) — R(7,s,y) — = sont de classe Cl. Par le quatriéme point (déja démontré) de
l'assertion (3) du théoréme 7.21, application Ry = R;tl : Uy — Ugy est donc un Cl-
difféomorphisme. De plus, d(Rt,S)y(t) = O3Rt 54(1)), qui est donc inversible. Son inverse,
puisque Ry s(y(t)) =z (i.e. y(t) = Ris ' (2)), est égal a

-1
(d(Rt,S)y(t)) = _d(Rs,t)J: = _33R(t,s,a:) :

Par le théoréme 7.16 des fonctions implicites, y(7) est donc différentiable en 7 = ¢, et sa
différentielle en 7 =t (qui est o R4 ,) vaut

—(03R15.yn) " O R 15y = O3Rs) - F(LR(E,5,y(1) = OsR 54y - [(L,) .
Le résultat en découle. O

Pour conclure la preuve de la dépendance réguliére des conditions initiales et des pa-
rameétres, montrons I'avant dernier point de l'assertion (3) du théoréme 7.21 ainsi que le
dernier point de P'assertion (4). Le dernier point de 'assertion (3) découle de 'avant dernier
immeédiatement, par le quatriéme point de cette assertion.

Pour cela, montrons par récurrence sur k > 0 que les deux assertions suivantes sont
vraies, ou f, R, g,.S sont comme dans I’énoncé du théoréme 7.21 :

(a) si f et Dof sont de classe CF, alors R est de classe CF+1;
(b) si g, Oaof et O3f sont de classe C¥, alors S est de classe CF*1;

Nous venons de voir par le lemme 7.29 que a est vrai au rang k = 0.

270



La démonstration que l'assertion (a) au rang k implique l'assertion (b) au rang k est
similaire & celle pour la dépendance continue des paramétres (en considérant le systéme

différentiel .
G =9t z,y)
5=

dt

et les conditions initiales z(ty) = o, y(to) = A : ce systéme étant de classe C*| par (a) au
rang k, sa résolvante est de classe C**1, et puisque S est une projection de cette résolvante,
ceci montre (b) au rang k).

Montrons que les assertions (a) et (b) au rang k implique l'assertion (a) au rang k +
1. Ceci vient du fait que par (i), (ii) et (iii) dans le lemme 7.29, les dérivées partielles
O1R, 02 R, 03R sont de classe CF*1 car R, f et Oof le sont, et en appliquant (le cas linéaire
de) lassertion (b) au rang k.

Ceci termine la preuve du théoréme 7.21. U

Des équations différentielles d’ordre p a celles du premier ordre.

Montrons dans ce sous-paragraphe comment ramener la résolution des équations diffé-
rentielles d’ordre p & celle des équations différentielles du premier ordre du type considéré
ci-dessus.

Soient E et F' deux espaces de Banach réels, p un élément de N — {0}, W un ouvert de
R x EPtl et g : W — F une application.

Une application p fois différentiable u d’un intervalle ouvert I de R dans E est une
solution de I’équation différentielle d’ordre p

9ty y?) =0
définie par g si pour tout ¢ dans I,
(t,u(t), ' (t),. .. ,u(p)(t)) eW et g(tu(t),d(t),... ,u(p)(t)) =0.
Une telle équation différentielle est dite résolue si elle est de la forme

y(p) = f(t7 y? y/7 AR 7y(p71)) )

i.e. g’il existe un ouvert U de R x EP et une application f: U — FE tels que W =U x E,

F= Ea et g(tayO,yl, o >yp) =Yp — f(tayanl, o aypfl) pour tous (tayo’yl, o >yp) eW.
Si I est un intervalle ouvert de R et G un espace de Banach réel, notons 2P(I,G)

I’espace vectoriel réel des applications p fois dérivables de I dans G.
Notons Wy = {(t,z1,...,2p,y1,...,Yp) ERX EP x EP : (t,x1,...,2p,yp) € W}, qui
est un ouvert de R x EP x EP, et g, : W, — EP~! x F 'application définie par

(t,xl""axp’yl"'wyp) = (232 —Yiy---5Tp _ypflag(taxly--'axpayp)) .
L’application de 2P(I, E) dans 2'(I, EP) définie par

wis {v st (ut), d(t), ..., u? (1)}
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est une application linéaire injective, et u est une solution de I’équation différentielle
g(t,u,u,. .. ,u(p)) = 0 d’ordre p si et seulement si son image v est une solution de I'équa-
tion différentielle du premier ordre g, (t,v,v’) = 0 (qui est résolue si g(t,u, v/, ..., u®) =0
I'est). Ainsi, du point de vue théorique au moins, la résolution des équations différentielles
d’ordre p se raméne a celle des équations différentielles du premier ordre.

Supposons donc que p = 1, et montrons comment, sous certaines hypothéses, on peut
ramener la résolution d’une équation différentielle du premier ordre & celle d'une équation
différentielle résolue du premier ordre.

Soit (tg,ag,a1) € W tel que g(to, ag, a1) = 0. Supposons que g soit de classe C! sur un
voisinage ouvert de (tg,ag,a;) dans W, et que ds3g(to,ap,a1) : E — F soit inversible. Il
existe alors (par le théoréme 7.16 des fonctions implicites) un voisinage ouvert U de (%o, ag)
dans R x F, un voisinage ouvert V' de a1, et une application continue f : U — E, tels que
UxV CWet

V(t,xo, 1) €e U xV, g(t,xo,21) =04 f(t,x0) = 21

Siu: I — E est une solution de classe C! de 1’équation différentielle g(¢,u,u’) = 0 telle
que u(tg) = ag et u'(tg) = a1, alors il existe J un intervalle ouvert contenant ¢y tel que
sit e J,alors (t,u(t),u'(t)) € U x V, et donc u : J — FE est une solution de I'équation
différentielle résolue du premier ordre

y,:f(tvy) .

7.6 Equations différentielles autonomes et champs de vecteurs

Une équation différentielle est dite autonome si la fonction qui la définit ne dépend pas
du temps. Plus précisément, soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de R x E et
f : U — FE une application continue. L’équation différentielle y' = f(¢,y) est dite autonome
s’il existe un ouvert U’ de E et une application continue X’ : U’ — E telle que U = R x U’
et f(t,z) = X(x) pour tout = dans U’. La terminologie des champs de vecteurs est alors
utilisée, en particulier par son extension possible aux variétés différentielles (voir le cours
de Géométrie différentielle du second semestre).



Soit U un ouvert d’'un espace de Banach réel E.

Une application X de U dans E est appelée un champ de vecteurs sur U. Une courbe
intégrale (ou trajectoire) du champ de vecteurs X est une solution de 'équation différentielle
y" = X(y), i.e. une application dérivable v d’un intervalle ouvert I de R a valeurs dans
U, telle que v/ (t) = X (u(t)) pour tout ¢ dans I. Ainsi, le vecteur X (u(t)) est le vecteur
tangent a la courbe intégrale en ), a tout instant ¢ ou elle est définie. Le support de X est,
bien entendu, 'adhérence de I'ensemble des x dans U tels que X (u) # 0 : c’est le plus petit
fermé en dehors duquel X est nul.

Une courbe intégrale u : I — U du champ de vecteurs X est dite mazximale si u est
une solution maximale de I’équation différentielle ¢y = X (y), i.e. s’il n’existe pas de courbe
intégrale v : J — U du champ de vecteurs X, ou J est un intervalle ouvert contenant
strictement I, telle que vy = u. Par exemple, les courbes intégrales maximales du champ
de vecteurs nul sur U sont les applications constantes de R dans U.

Le théoréme 7.21 dans le cas autonome s’écrit de la maniére suivante.

Théoréme 7.30 Soient E un espace de Banach réel, U un ouvert de E, et X : U — E
un champs de vecteurs localement lipschitzien sur U.

(1) (Existence et unicité des solutions) Pour tout x dans U, il existe une et une
seule courbe intégrale mazximale u, : I, — U passant par x a 'instant t = 0.

(2) (Régularité des solutions) S’il existe k € NU {oco} tel que X soit de classe CF,
alors toute courbe intégrale de X est de classe CFFL.

S’il existe r € N — {0} tel que E =R", et si X est analytique réel sur U, alors toute
courbe intégrale de X est analytique réelle.

(3) (Dépendance des conditions initiales) Soit 2 = {(t,z) e Rx E : t € I} et,
pour tout t € R, soit Uy ={x € E : t € I,}. Soient ¢' : Uy — U l'application définie
par x v u.(t), et ¢+ P — E celle définie par (t,x) — ¢'(x) = uy(t).

e Les ensembles & et Uy sont ouverts.
e SixeUNUs, alors x € Uy et

¢'(¢°(x)) = ¢°(¢' () = ¢""*(2) .

e Pour tout (t,xz) € 2, il existe un voisinage ouvert V de (t,x) dans 2 tel que la
restriction de ¢ a V soit lipschitzienne. En particulier, ¢ est continue.
o L’application ¢' : Uy — U_; est un homéomorphisme, d’inverse (¢')~ = ¢~
e Pour tout k € NU {oco}, si X est de classe Ck, alors ¢ est de classe CF, et
¢t - Uy — U_y est un CF-difféomorphisme.
e Si X est CL, alors le flot local de X préserve le champ de vecteurs X, i.e. pour tout
t dans I,

d(¢")s(X (2)) = X(¢'(2)) -

L’application ¢ : Z — E est appelée le flot local du champ de vecteurs X.

Preuve. Pour tout ¢y € R et 29 € U, notons wuy, », l'unique solution maximale de I’équation
différentielle y' = X (y) passant par xo a l'instant ¢g. Puisque X ne dépend pas du temps,
et par unicité, nous avons Iy, 5, = to + Ioz, et

Vse Ito,xm Utg,zo (3) = U0,z¢ (3 - tO) .
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En posant Iy = Ioz, €t Uz, = Uz, les assertions (1) et (2) découlent des assertions
correspondantes du théoréme 7.21.

En particulier, s € I;, si et seulement si s —t¢ € I,. L’application résolvante R de
léquation différentielle y' = X (y) a donc pour domaine de définition {(s,¢,x) € RxRxFE :
s —t € I, }. Par définition de ¢, nous avons

R(‘s?tvx) - ¢37t(x) )

et Ry =9¢* 1 :Usy={x€E : s—te€l,} =Us,_y — E. En remarquant que ¢! = Ry et
o(t,x) = R(t,0,x), assertion (3) découle donc de 'assertion correspondante du théoréme
7.21, sauf le dernier point, qui découle du théoréme de dérivation des fonctions composées,
et de la commutation de ¢! et ¢* (dés que définis) :

A)e(X(@) = % 46 ()

ds [s=0

_ 4
- dS|s:0

¢*(¢'(z)) = X(¢'(2)) -

O

Un champ de vecteurs sur U est dit complet si toutes ses courbes intégrales sont définies
sur R, ou, de maniére équivalente si le domaine de définition de son flot local ¢ est R x U.
On appelle ¢ (ou la famille (¢');cr) le flot de X . Le théoréme 7.30 s’écrit alors de la maniére
suivante.

Théoréme 7.31 Soient E un espace de Banach réel, U un owvert de E, et X : U —
E un champ de vecteurs localement lipschitzien complet. Il existe une unique application
¢ Rx U — U telle que, pour tout x dans U, lapplication de R dans U définie par
t— ¢'(z) = ¢(t,x) soit la courbe intégrale maximale de X passant par x a instant t = 0.

De plus, la famille (¢1)ier est un groupe a un paramétre localement lipschitzien d’ho-
méomorphismes, i.e. ¢ est localement lipschitzien et les applications ¢* : U — U sont des
homéomorphismes, d’inverses (¢')~1 = ¢, tels que ¢° = idy et

Vs,teR, ¢'od®=¢ 0" =¢"".

Pour tout k € NU{oo}, si X est de classe CF, alors (¢)icr est un groupe & un paramétre
CF de CF-diffeomorphismes, i.e. ¢ est de classe CF, ¢t est CE-difféomorphisme pour tout
tER et ¢* o ¢l = ¢ pour tous s,t € R. O

Proposition 7.32 Soit X un champ de vecteurs localement lipschitzien sur un ouvert U
d’un espace de Banach réel.

(1) Supposons qu’il existe € > 0 tel que pour tout x dans U, il existe un voisinage ouvert
U, de x dans U tel que le flot local de X soit défini sur | — 2€,2¢ [ xU,. Alors le champ de
vecteurs X est complet.

(2) Si X est a support compact dans U, alors X est complet.

Preuve. (1) Posons 1; = ¢! o (¢€)°F ou k est la partie enticre de t/e et (¢€)°F est la
composée k-éme de ¢°. En discutant suivant que s soit un multiple de € ou pas, il est
immédiat que dwégx) P X (¢s(z)) et o(x) = z, pour tout s dans R et x dans U. Par
unicité, ¢ est le flot local de X, qui est donc défini sur R x M.

(2) Notons K le support de X. Pour tout x dans K, il existe un voisinage ouvert U, de

x et €, > 0 tel que le flot local de X soit défini sur | —2¢,, 2¢,, [ xU,. Par compacité, il existe
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Z1,..., 7 dans K tels que K = Uy, U---U Uy, . Soit € = minj<;<j, €;,. Alors I'hypothése
de (1) est vérifiée, car sur 'ouvert U — K, le champ de vecteurs X est nul, donc complet.

O

Fixons k € N U {oo,w}. Si k = oo,w, notons k — 1 = k, et on étend l'ordre de N
par w > 0o > n pour tout n dans N. L’ensemble Z4(U) = C¥(U, E) (aussi noté Z(U) si
k = oo) des champs de vecteurs de classe C* sur U, muni de I’addition point par point,
et de la multiplication point par point par un réel, est un espace vectoriel réel. Muni
de I’addition point par point, et de la multiplication point par point par un élément de
'anneau C*(U,R), I'ensemble Z5(U) est un C*(U, R)-module. Si E est de dimension finie,
et de base (eq,...,e,), alors Z,(U) est un C¥(U, R)-module libre, de base les champs de
vecteurs constants valant eq,...,e,.

Si E, F sont des espaces de Banach réels, et U,V des ouverts de respectivement E et
F, une application f : U — V de classe C* est dite étale si k > 1 et si pour tout = dans
U, lapplication df, : E — F est une bijection. Le théoréme 7.13 d’inversion locale dit que
les applications de classe CF qui sont étales sont exactement les applications de classe CF
qui sont des CF-diffeomorphismes locaux.

Sik>1,si f:U — V est une application C* étale, et si X € Zj,_1(V), alors le champ
de vecteurs f*X sur V défini par

Yyev. fX(y) =) (X(F) .

qui est de classe C*~! par I'exercice E.112 (2) (i), est appelé I’image réciproque de X par
f. De plus, application f*: X — f*X de Ex(V) dans Z;_1(U) est clairement linéaire.

Le point (3) de l'exercice E.112 montre les résultats suivants. Le premier est un résultat
de forme normale d’un champ de vecteurs au voisinage d’un point non singulier : modulo
changement de coordonnées non linéaire local, on peut se ramener & un champ de vecteurs
constant.

Théoréme 7.33 (Théoréme du redressement) Soient k € (N — {0}) U {o0}, X un
champ de vecteurs de classe C* sur un ouwvert U d’un espace de Banach E, et a € U tel que
X(a) # 0. Alors il existe un CF-diffécomorphisme f:V — V', ou V,V' sont des voisinages
ouverts de a, tel que f(a) = a et f*X soit le champ de vecteurs constant X (a) sur' V. O

Théoréme 7.34 (Théoréme des boites a flot) Soient k € (N — {0}) U {oc}, X un
champ de vecteurs C* sur un ouwvert U d’un espace vectoriel normé de dimension finie E, a
un point de U tel que X (a) # 0, H un hyperplan supplémentaire 4 RX (a), et S: W — E,
ou W est un voisinage ouvert de 0 dans H, une application de classe CF, qui est une
immersion en 0 telle que S(0) = a et X(a) n’appartienne pas a l'image de dSy. Alors il
existe un intervalle ouvert I contenant 0, une boule ouverte V de centre 0 dans H, un
voisinage ouvert V' de 0 dans E, et un C®-difféomorphisme W : [ x V. — V' tel que V*X
soit le champ de vecteur constant valant (1,0), et que ¥(({0} x H)NV) =SW)nV'. O

L’image W(I x V') de ¥ s’appelle une boite a flot de X au voisinage de a, et S(W)NV' =
U(({0} x H)N'V) une transversale locale de X en a dans cette boite a flot.

Un point a € U tel que X (a) = 0 est appelé un point d’équilibre de X (ou un équilibre
tout court, ou aussi un zéro du champ de vecteur X). Un point d’équilibre a est dit stable
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si tout voisinage V de a contient un voisinage W de a tel que pour tout x dans W et
pour tout t € [0, +oc[, le point !(x) existe et appartient V. Un point d’équilibre a est dit
attractif il existe un voisinage W de a dans E tel que pour tout x dans V/,
li Hz)=a.
Jim ' (z) = a

Une application L de classe C', d’un voisinage ouvert V' d’un point d’équilibre a d’un
champ de vecteurs X, a valeurs dans R, telle que a soit un minimum strict de L et
dL,(X(z)) < 0 pour tout x dans V (respectivement dL,(X(z)) < 0 pour tout = dans
V —{a}) est appelée une application de Lyapounov (respectivement application de Lyapou-

nov stricte) pour le point d’équilibre a. Le résultat suivant (la régularité C' du champ de
vecteurs suffit) est démontré dans la partie (4) de I'exercice E.112

Théoréme 7.35 (Théoréme de Lyapounov) Soit X un champ de vecteurs C! sur un
ouvert d’un espace de Banach. Si un point d’équilibre a de X admet une application de
Lyapounov (respectivement une application de Lyapounov stricte), alors a est stable (res-
pectivement attractif). O

7.7 Indications pour la résolution des exercices

Schéme E.72

d2(g © f)a(ha k) = d29f(a) (dfa(h)’dfa(k)) + dgf(a) (dfc%(h’ k)) :
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8 Exercices de révision

8.1 Enoncés

Chapitre 1.

Exercice E.73 Soient X un ensemble infini et © € X. Soit & ’ensemble des parties de X
dont le complémentaire est soit fini, soit infini et contenant x.

(1) Montrer que & est une topologie séparée sur X (appelée la topologie de Ford sur X
pour le point x).

(2) Si X est dénombrable, montrer que & est métrisable (on pourra montrer qu’il est
homéomorphe & la partie {0} U {n%rl : n € N} de R munie de la topologie induite).

(3) Si X est non dénombrable, montrer que & n’est pas métrisable.

Exercice E.74 Trouver un espace topologique X et une partie A de X telle que les parties
R o
o 2 o 2 o

J— N o
A, A A, A, A, A, A soient deux & deux distinctes. Peut-on faire mieux ?

Chapitre 2.

Exercice E.75 Soit p € [1, +00]. Sur 'espace vectoriel normé P (R) des suites de puissance
p-éme finie si p < 400 ou des suites bornées si p = 400, comparer la topologie induite par

la norme et la topologie définie par la famille de semi-normes ((z,,)nen — |xm|)m€N.

Exercice E.76 Soient X un espace topologique, A et B deux fermés de X tels que AU B
et AN B soient connexes. Montrer que A et B sont connexes. Le résultat reste-t-il vrai si
A n’est pas supposé fermé ?

Exercice E.77 e Montrer qu'un espace topologique X est séparé si et seulement si la

diagonale A = {(z,y) € X x X : x =y} est fermée dans l'espace produit X x X.

e Montrer que si f,g : X — Y sont deux applications continues et si Y est séparé,
alors {x € X : f(z) = g(x)} est fermé dans X.

e Montrer que si f,g: X — Y sont deux applications continues, si Y est séparé, et si
f et g coincident sur une partie dense, alors f = g.

e Montrer que si f : X — Y est une application continue et si Y est séparé, alors le
graphe de f

G={ry) eXxY i y=f(x)}

est fermé dans I'espace produit X x Y.

Exercice E.78 Soit G un sous-groupe (additif) de R. On considére la relation d’équi-
valence ~ sur R définie par  ~ y si x —y € G. Quelle est la topologie quotient sur
R/~ 7

Exercice E.79 Soit (X;);er une famille d’espaces topologiques. Pour tout i dans I, soit %;
une relation d’équivalence sur X;. Sur I'espace topologique somme disjointe X = J[;.; X;,
on considére la relation Z définie par x Z y si et seulement s’il existe ¢ € [ tel que x,y € X;
et x %;y. Montrer que # est une relation d’équivalence sur X, et que l'espace topologique
quotient X /% est homéomorphe a I'espace topologique somme disjointe [ [, ; X;/%;.
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Exercice E.80 Soient C'X,C' X5 deux copies du cone sur un espace topologique X, et
i1: X — CXy, 12 : X — CX> les injections canoniques (i.e. si 7 : X x [0,1] — CX; est
la projection canonique, alors ix(x) = mi(z,0) pour tout = € X et k = 1,2, voir 'exemple
(1) du paragraphe 2.6). Sur 'espace topologique somme disjointe C' X7 [[ C' X5, considérons
la relation d’équivalence # engendrée par ij(x) ~ ig(x) pour tout z € X. Montrer que
l’espace topologique quotient (CX; [[CX3)/% est homéomorphe a la suspension SX de
X (voir 'exemple (2) du paragraphe 2.6).

Chapitre 3.

Exercice E.81 (1) On considére 'application f :]0,1] — C définie par
f(t)=(1+t)eTsni,

Quelles sont les valeurs d’adhérences de f(t) quand ¢ tend vers 07

(2) Montrer que Z + /27 est dense dans R. En déduire que Z + /2N est dense dans
R. On considére I'application g : R — R? définie par

g(t) = (sinu, sin(\/iu)) .
Quelles sont les valeurs d’adhérences de g(t) quand ¢ tend vers +oo?

Exercice E.82 (Espace des suites & décroissance rapide) Soient F' un espace de Banach
réel ou complexe et E 'espace vectoriel réel ou complexe des suites (z,)nen & valeurs dans
F telles que, pour tout k dans N,

|2/ = sup (n+ 1)* [|lzn]| < +oo.
neN

(1) Montrer que ||-||x est une norme sur E pour tout & € N. On munit F de la topologie
définie par la famille de semi-normes (|| - ||x)ken-

(2) On considére l'application o : E — FE définie en posant, pour tout x = (x,)nen
dans E, 0(z) = (Yn)nen OU Yn, = xp41 pour tout n € N. Montrer que o est continue. (On
appelle o lapplication de décalage.)

(3) Montrer que E est métrisable complet.
Exercice E.83 Soient X un espace métrique compact, et (,)nen une suite dans X telle
que d(zp+1,Ty) converge vers 0 quand n tend vers +00. Montrer que I’ensemble des valeurs
d’adhérence de (z,)nen est connexe.
Exercice E.84 Quels sont les espaces topologiques métrisables qui sont complets pour

toute distance induisant la topologie originelle ?

Chapitre 4.
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Exercice E.85 Soient (X, d) un espace métrique et A une partie compacte de X. Montrer
que l'ensemble {V.(A) : € > 0}, ainsi que {V(A) : € > 0}, est un systéme fondamental
de voisinages de A.

Exercice E.86 Pour tout n dans N, soit .27, un ensemble d’indices, et soit (X, )neN,acw,
une famille d’espaces topologiques. Pour tout n dans NU {—1} et a € <, soit Y;, o un
fermé de X, o, avec Y_;, = (. Construisons par récurrence une suite d’espaces topo-
logiques (Sn)nENU{—l}' Tout d’abord, S_; = (. Soit n € N. Supposons S,_; construit,
et donnons-nous fp o : ¥5,o — Sp—1 une application continue, de sorte que l’application
somme disjointe f,, : Haeﬂn Yo — Sn—1 soit continue. Notons S,, I’espace topolologique

recollement
So=( ] Xn) Up, Sn-1-
aEmfn

(1) Montrer que Sy est 'espace topologique somme disjointe de la famille (Xo o )ac -

(2) Soit n € N. Montrer que la restriction a S,_; de la projection canonique de la
somme disjointe (]_[ acd, Xn) [ Sn-1 dans S,, est un homéomorphisme sur son image, par
laquelle on identifie S,,_1 et son image dans S5,,. Montrer que 5,,_1 est fermé dans S, et
que la topologie induite sur 5,1 par la topologie de S, est la topologie de S,,_1.

(2) Soit n € N. Pour toute partie finie J de <7,, on note S, ; 'image de la partie
(Hae J Xn) [1Sn-1 par la projection canonique dans S,,. Montrer que la topologie de
Sy est la topologie faible définie par la famille des sous-espaces S, ; lorsque J parcours
I’ensemble des parties finies de .7,.

(3) Montrer qu’'une suite (zx)gen & valeurs dans S,, converge vers un élément x de S,
si et seulement s’il existe une partie finie J de .7, telle que x et les x,, appartiennent &
Sh.,J, €t que (zp)nen converge vers x dans Sy, .

On note S la réunion des S, que 'on munit de la topologie faible définie par la famille
de parties (Sp,)nen.

(4) Montrer que S,, est fermé dans S et que la topologie induite sur S,, par la topologie
de S,+1 est la topologie de S,,.

(5) Montrer qu'une suite (zp)nen & valeurs dans S converge vers un élément = de S
si et seulement s’il existe N € N tel que z et les x,, appartiennent a Sy, et que (2, )neN
converge vers x dans S,.

(6) Donner un critére pour que S, puis que S, soit séparé. Décrire alors les compacts
de Sy, puis de S.

Exercice E.87 Un espace topologique X est dit normal s’il est séparé et si pour tous
fermés disjoints F, F’ de X, il existe des ouverts disjoints U,U’ de X avec F' C U et
F' cU.

e Montrer qu’un espace topologique compact est normal.

e Montrer que si F' est un fermé de X et U un ouvert de X contenant F', alors il existe
V un ouvert de X avec
Fcvcvcl.

e Soit X un espace topologique normal, ~ une relation d’équivalence telle que la pro-
jection canonique 7 : X — X/~ est fermée. Montrer que X/~ est normal (donc
séparé).

279



e Soit X un espace topologique compact, ~ une relation d’équivalence telle que la
projection canonique 7 : X — X/~ est fermée. Montrer que X/~ est compact.

e Soit X un espace topologique compact, ~ une relation d’équivalence fermée (en tant
que partie de X x X). Montrer que X/~ est compact.

e Soient X,Y deux espaces topologiques normaux, A un fermé de X et f : A — Y une
application continue. Montrer que X Uy Y est normal (donc séparé). En déduire que
X/(A) est normal. Si X,Y sont compacts, montrer que X Uy Y est compact.

Exercice E.88 Pour n dans N, on note || - || la norme euclidienne standard sur R" (avec
(1, .., 20)|| = V22 + ... + 22 ). Soit B, = {z € R" : ||z]| < 1} la boule unité (fermée)
de R" et S, = {x € R"*! : ||z]| = 1} la sphére de dimension n. On identifie C" avec R?"
par (z1,...,2n) — (Re z1,...,Re z,,Im 21, ...,Re 2z,). On identifie R™ avec un sous-espace
de R"! par (z1,...,2,) = (x1,...,2,,0).

e Sur R™"1 — {0}, on considére la relation d’équivalence z ~; Az pour tout = dans
R™" — {0} et A dans R —{0}. Sur S, on considére la relation d’équivalence x ~o +x
pour tout x dans S,,. Sur B,,, on considére la relation d’équivalence ~3 engendrée par
x ~ —x pour tout  dans S,,_1 = dB,,. Montrer que l'inclusion S,, — R"*! — {0} et
application B,, — S,, définie par (z1, ..., 2,) — (T1, ..., Tny /1 — Dy 2?) induisent
des homéomorphismes S,,/~o— (R"*! — {0})/~1 et B, /~3— S, /~2. Montrer que
ces espaces sont compacts. L'espace quotient (R"*1 — {0})/ ~1 est appelé Iespace
projectif réel de dimension n et noté P, (R) ou RP,. On note [z1,...,z,41] la classe
d’équivalence de (x1,...,Tp41).

e Sur C"*! — {0}, on considére la relation d’équivalence z ~; Az pour tout z dans
C"t1—{0} et A dans C—{0}. Sur Sy,,1 1, on considére la relation d’équivalence x ~o Az
pour tout x dans S, 11 et A € S1. Montrer que U'inclusion Sg, 1 — crtl— {0} induit
un homéomorphisme So,, 1/~o— (C**! — {0})/~1. Montrer que ces espaces sont
compacts. L’espace quotient (C"*! —{0})/ ~1 est appelé I'espace projectif complexe
de dimension n et noté P,(C) ou CP,. On note [z, ..., z,41] la classe d’équivalence
de (21, .., Znt1)-

e Montrer que P;(R) est homéomorphe au compactifié d’Alexandrov de R (donc a
S1), par l'application [z,y] — x/y si y # 0, et [z,0] — oo. Montrer que P;(C)
est homéomorphe au compactifié d’Alexandrov de C (donc & Sg), par I'application
[w, z] — w/z si z # 0, et [w,0] — oo.

e Si f:S,-1 — P_1(R) (ces deux espaces sont vides si n = 0) est la projection
canonique (x1,...,%,) — [Z1, ..., 2], montrer que 'application

¢ :By1IP1(R) — PR(R)
(T1, .0y p) €By = [z1,0, 20, 4/1 = Y1 22] € Py (R)
(1, . xp] EPp1(R) —  [21,...,24,0] € Py(R)

induit un homéomorphisme

B, Uy Pn—l(R) — ]P’n(R)
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e De maniére analogue, montrer quesi f : Sgp,—1 — Pp,—1(C) est la projection canonique
(214 ...y 2n) — [21, ..., 2p], alors Papplication

¢ : Bon[1Pa-1(C) — Pyu(C)

(215, 2n) € Bap = [21, .y 20, /1 — Yy |2i]?] € PR (C)

[21, ey 2n) €EPp_1(C) —  [z1,...,2,,0] € P, (C)
induit un homéomorphisme
Bo, Uy Pn—l((c) — Pn(C)

Exercice E.89 On munit {0,1} de la topologie discréte et X = {0,1}" de la topologie
produit. On appelle sous-suite finie consécutive de (z;);ey € X toute suite finie de la forme
(Thy Tht1, Tt 2y - s Thre) avec k, £ € N. Soit M un ensemble de suites finies de 0 et de 1.
Montrer que le sous-espace des éléments de X, dont aucune sous-suite finie consécutive
n’est dans M, est compact.

Exercice E.90 Rappelons qu’un espace topologique est séparable s’il admet une partie
dénombrable dense, et a base dénombrable s’il existe un ensemble d’ouverts 4 tel que tout
ouvert soit union d’éléments de 4.

e Montrer qu’un espace métrisable compact est séparable.

e Montrer qu’'un espace métrisable compact est homéomorphe & un sous-espace de
I'espace topologique produit [0, 1]Y.

e Si X est un espace topologique séparable, montrer que tout ouvert de ’espace topo-
logique produit X est union dénombrable d’ouverts élémentaires.

e Si X est un espace topologique & base dénombrable, montrer que XY est a base
dénombrable.

e Si X est un espace topologique, est-ce que tout ouvert de X est union dénombrable
d’ouverts élémentaires 7

Exercice E.91 Un espace topologique est dit totalement discontinu si tout point admet
un systéme fondamental de voisinages a la fois ouverts et fermés.

(1) Montrer que tout sous-espace d'un espace totalement discontinu est totalement
discontinu.

(2) Montrer que tout produit d’espaces totalement discontinus est totalement discon-
tinu.

(3) Montrer que tout espace topologique métrisable, compact, totalement discontinu,
sans point isolé, non vide est homéomorphe a I'espace triadique de Cantor (voir exercice
E.22).

(4) Montrer que tout espace topologique métrisable, compact, sans point isolé, non vide
contient un sous-espace homéomorphe a l'espace triadique de Cantor.

Exercice E.92 (Anneauz hawaiens et bouquets de cercles) (1) Soit
1 1

2
A:kg{(x,y)ERQ : (x_k——i-l) —i—yzzm}.

Montrer que A est un sous-espace compact, connexe et localement connexe de R2.
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(2) On note B la boule unité fermée de R? (muni de sa distance euclidienne usuelle),
Sy = {(s,t) € R? : 52412 =1} le cercle unité de R? et x, = (1,0) € S;. Pour tout n € N,
on note Oy I'ensemble des suites (z;)jen dans B telles que zp € Sy et z; = @, si i # k.
Soit C' = [Upen Ck- Montrer que le sous-espace C' de I'espace topologique produit B est
compact.

(3) Soient I un ensemble, muni de la topologie discréte, et ,@71 I’espace topologique
produit S; x I. Notons Z la relation d’équivalence sur %; définie par (z,i) Z (y,j) si
et seulement si (i = j et x = y) ou (v = y = x.). Soit H; I'espace topologique quotient
PBr/%. Montrer que si I est fini, alors #; est compact.

(4) Montrer que A et C' sont homéomorphes, mais que A et Ay ne sont pas homéo-
morphes.

Exercice E.93 (Espaces grassmaniens) Soient n,k € N tels que 0 < k < n. On note

n
<(x1,...,xn),(y1,...,yn)>:Z iy et |[(z1,.. )| = 22+ 422
i=1

le produit scalaire usuel et la norme euclidienne usuelle sur I'espace vectoriel réel £ = R™.
On note O(n) le groupe orthogonal des matrices réelles z de taille n-n telles que tzx = I,
ou I, est la matrice identité n-n.

(1) Soit By(E) 'ensemble des k-uplets (v1,...,v) de vecteurs orthonormeés (||v;|| =1
pour 1 <i < ket (v;,v;) =0si1 <i#j<k)deE. Montrer que By(E) est un sous-espace
compact de Pespace produit E*.

(2) Pour g € O(n) et a = (v1,...,v;) € Bi(E), on note ga = (gvi, ..., gvk). Montrer
que l'application (g,a) — ga est une action (a gauche) continue transitive de O(n) sur
By (F) (on rappelle qu'une action (& gauche) d’un groupe G sur un ensemble X est transitive
siVez,ye X, g€ G, y=gx).

(3) On note H le sous-groupe de O(n) image de O(n — k) par le morphisme de groupes
T ( % 2 > ou Ij est la matrice identité de taille k-k. Montrer que H est fermé dans
O(n), et que 'espace By(E) et I'espace quotient O(n)/H sont homéomorphes.

(4) Soit ¥, (E) I'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension k de E. On note B,, la
boule unité fermée de E. Pour toute partie A de E, on note %(A) = {zx € E : d(z,A) < €}
le e-voisinage de A. Pour F, F’ dans %,.(E), on pose

dy (F, F') :inf{e>0 . FNB, C %.(F'nB,),F nB, c %(FQE)} .

a) Montrer que dp : 9.(E) x 9,(E) — [0, 400[ est une distance.

b) Montrer que I'application By(E) — % (F), qui & un k-uplet orthonormé (vy, ..., vg)
associe le sous-espace vectoriel engendré par vy, ..., v, est continue, surjective.

c) Pour ¢ € O(n) et V € %,(FE), on note gV l'image du sous-espace vectoriel V'
par 'application linéaire de matrice g dans la base canonique de E = R™. Montrer que
lapplication (g, V') — gV est une action continue (& gauche) de O(n) sur % (E).
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z 0
0
isomorphe au groupe topologique produit O(k) x O(n — k)), et que lespace % (FE) et
I'espace quotient O(n)/H sont homéomorphes.

d) On note H le sous-groupe de O(n) image du groupe produit O(k) x O(n — k) par
(

le morphisme de groupes (z,y) — . Montrer que H est fermé dans O(n) (et

e) Montrer que pour tout k € {0,...,n}, application de ¥ (E) dans %,,_;(F) qui & un
sous-espace vectoriel de dimension k de E associe son orthogonal (pour le produit scalaire
usuel) est un homéomorphisme.

Exercice E.94 (Quotient séparé canonique) (1) Soit X un espace topologique. On définit
une relation Z = Zx sur X par x # y si et seulement si pour tout espace topologique
séparé Y et pour toute application continue f: X — Y, on a f(z) = f(y). Montrer que #
est une relation d’équivalence.

On note X, 'espace topologique quotient X/, et mx : X — Xgep la projection
canonique.

(i) Montrer que si X est séparé, alors mx est un homéomorphisme.

(ii) Montrer que si Z est un espace topologique séparé et si g : X — Z est une
application continue, alors il existe une unique application continue gsep : Xsep — Z telle
que gsep © Tx = ¢, i.e. tel que le diagramme suivant commute

X
TX / \9
Xeop 2% Z.

(ili) Montrer que X, est séparé.

(iv) Si tout ouvert non vide X est dense, déterminer Xgep. En déduire, si n € N et si
X est I'ensemble R™ muni de la topologie de Zariski, ce que vaut Xgep.

(v) Montrer que si de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recou-
vrement fini, alors X, est compact.

(vi) Montrer que X est connexe si et seulement si Xgep est connexe.

(vii) Montrer que si X, X’ sont des espaces topologiques, et si h : X — X' est une
application continue, alors il existe une unique application continue hgep @ Xsep — (X)sep
telle que hgep 0 Tx = mx7 0 h, i.e. tel que le diagramme suivant commute

x X/

TX J, l7rX/
hse
Xeep = (X )sep -

(viii) Montrer que idsep = id et (g © f)sep = Gsep © fsep-
(ix) Montrer que si (X;);er est une famille d’espaces topologiques, si X est l'espace
topologique produit [[,.; Xj, si p est application produit [[;c;7x, : X = [[c; Xi —

Xiep = [ier(Xi)sep, alors il existe un unique homéomorphisme ¢ : Xgop — X[, tel que
p = pomyx, i.e. tel que le diagramme suivant commute
X = [Lies Xi
TX / \p:Hz'GIWXi

Xsep = (Hie] Xi)sep — éep = ILies(Xi)sep -
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(2) (i) Soit X un ensemble muni d’une pseudo-distance d (voir I'exemple (v) du para-
graphe 1.3). Notons #’ la relation sur X définie par x %’y si et seulement si d(x,y) = 0.
Montrer que %’ est une relation d’équivalence, et que Xgep et I'espace topologique quotient
Y = X/Z%' sont homéomorphes. En déduire que Xgep est métrisable.

(ii) En déduire que si E est un espace vectoriel, muni de la topologie définie par une suite
de semi-normes (||| |")n e lors Egep, est métrisable. Montrer de plus que si toutes les semi-
normes sont égales, alors Fge, admet une unique structure d’espace vectoriel topologique
telle que g : ' — FEgep soit un morphisme d’espaces vectoriels topologiques.

(i) Si p € [1,+o0[, si (X,47,u) est un espace mesuré, et si £ = LP(X, .o/ ) est
I’espace vectoriel des applications mesurables de X dans R, de puissance p-éme intégrable,
muni de la pseudo-distance

1/p

(F9) =117 sl = ([ 1@ = g@P dut)) "
reX

montrer que les espaces vectoriels topologiques LP(X, o7, 1) et (LP(X, o/, 1))sep sont iso-

morphes.

(3) (i) Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe de G, et H l’adhérence de
H dans G. Notons pg : G — G/H et p7 : G — G/ H les projections canoniques. Montrer
qu’il existe un unique homéomorphisme ¢ : (G/H)sep — (G/ H) tel que ¢omg,yopy = py-

(ii) Soit G un groupe topologique. Montrer qu’il existe une unique structure de groupe
topologique sur Ggep telle que mg : G — Ggep soit un morphisme de groupes topologiques.

Si N est 'ensemble des éléments g de G tels que g Z¢ e, montrer que N est un sous-
groupe distingué de G, et qu’il existe un isomorphisme ¢ de groupes topologiques entre le
groupe topologique quotient G//N et le groupe topologique Gsep tel que ¢ o py = 7.

(iii) Soit X un espace topologique muni d’une action continue d’un groupe topologique
G. Montrer qu’il existe une unique action continue de G sur X, telle que le diagramme

suivant soit commutatif :
G x X — X

idgxmx l lﬂ'X

G X Xeep —  Xgep -

Si G est séparé, montrer que 'homéomorphisme ¢ : (G/H )sep — (G/ H) construit dans (i)
est équivariant pour les actions de G sur (G/H )sep (quotient de 'action par translations &
gauche de G sur G/H) et (celle par translations & gauche) sur G/ H.

Montrer qu’il existe une unique action continue de Ggep sur Xeep, telle que le diagramme

suivant soit commutatif :
Gx X —s X

TGXTX l lﬂ'X

Gsep X Xsep —  Xsep -

(4) Dans D'espace euclidien usuel R?, on note Oz,Oy,Oz les axes de coordonnées
usuelles, r,7, les rotations d’axes Oz, Oy et d’angles égaux a 1 (modulo 27), et 'y, 'z
les sous-groupes du groupe SO(3) des rotations de R? engendrés respectivement par les
parties {1} et {ry,my}.

(i) Montrer que I';, est un sous-groupe dense du groupe topologique SO(3).

(i) Montrer que la topologie quotient sur SO(3)/I'y, est la topologie grossiére.

(ili) Déterminer (& homéomorphisme prés) les espaces topologiques (SO(3)/T'zy)sep €t

(SO(3)/T2)sep-
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Exercice E.95 Notons R[X] l'algébre des polynémes réels en une indéterminée X, et,
pour tout n € N, notons R, [X] son sous-espace vectoriel des polynomes de degré au plus
n. Pour tout k € Z et tout P € R[X], notons

1Pl = |P(k)[ -
(1) a) Pour tout k € Z, montrer que || - || est une semi-norme sur R[X]. Dans la
suite de la question (1), nous munissons R[X] de la topologie 77 définie par la famille de
semi-normes (|| : ||k)kez;'

b) Montrer que l'espace vectoriel topologique R[X] est métrisable séparable, non sé-
quentiellement complet.

c¢) Montrer que, pour tout n € N, I'application de R[X] dans R"*! définie par P +
(P(0), P(1),...,P(n)) est continue.

d) Montrer que le sous-espace topologique R, [X] est localement compact, pour tout
n € N.

e) Pour tout n € N, considérons l'idéal Q,R[X] de R[X] engendré par le polynéme
Qn = X(X —1)...(X —n). Montrer que la topologie quotient sur R[X]/Q,R[X] de la
topologie .7 est la topologie usuelle d’un espace vectoriel réel de dimension finie.

f) Montrer que le sous-ensemble M = {P € R[X] : 3a € R, 3meN, P=aX"}
des mondmes de R[X] est fermé pour 73.

g) Montrer que I’application de multiplication de deux polynémes est continue pour
J1. A quelle condition I'application P — Po () de composition par un polyndme () est-elle
continue 7

(2) Pour tout ¢ € N et tout polynome P € R[X], notons a;(P) € R le coefficient de
X% dans P (qui est nul si i est strictement supérieur au degré de P). Munissons RY de la
topologie produit, et notons % la topologie sur R[X] telle que Iapplication ® : R[X] — RN
définie par P +— (ai(P))i cny SOit un homéomorphisme sur son image.

a) Montrer qu'’il existe une suite dans R[X]| qui converge vers le polynéme nul 0 pour
la topologie 75, mais pas pour la topologie 7.

b) Montrer qu’il existe une suite dans R[X] qui converge vers le polynéme nul 0 pour
la topologie 77, mais pas pour la topologie 7.

¢) Montrer que I'image de ® est dense dans RN et que I'adhérence de I'image par ® du
sous-ensemble de R[X] des polynémes P tels que |a;(P)| < i pour tout i € N est compact.

d) Montrer que les applications de multiplication et de composition de deux polynémes
sont continues pour 5.

e) Pour n € N et tout P € R[X], notons P mod X" le polynome > I | a;(P)X".
Montrer que application de R[X], muni de la topologie .7, dans l’espace topologique
produit [],cy R, [X] définie par P +— (P mod X"*1) est un homéomorphisme sur son
image.

neN

(3) Notons .73 'ensemble des complémentaires des parties F' de R[X] telles que pour
tout n € N, l'intersection F' N R, [X] soit fermée dans R, [X] pour la topologie usuelle.
Montrer que 73 est une topologie, et comparer les topologies .77, % et 3.

Exercice E.96 (Topologie de Chabauty) Soient N € N — {0} et X ’ensemble des sous-
groupes fermés de RY (pour 'addition et la topologie usuelle).

(1) Montrer que tout sous-groupe fermé de RN est isomorphe (en tant que groupe
topologique) & un groupe topologique produit Z” x R? ot p,q € Net p+ ¢ < N.
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(2) Pour tout € > 0, notons B. = “B(0, 1) le complémentaire dans R" de la boule
ouverte de centre 0 et de rayon 2. Pour tout € > 0, notons Ve(4) = {z € RN : d(z, A) < €}
le e-voisinage ouvert d’une partie A de RY. Pour tous F, F’ € X, posons

S(F,F')=inf{le>0: F C V/ (F'UB,) et F' C VJ(FUB.)}.

Montrer que § est une distance sur X. Dans la suite de cet exercice, on munit X de cette
distance, et de la topologie définie par cette distance, appelée topologie de Chabauty sur
I'ensemble des sous-groupes fermés de RY.

(3) Soient F' € X et (F;)ien une suite dans X. Montrer que la suite (F;);eny converge
vers I si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) pour tout x € F, il existe z; € F; pour tout i € N tels que z; T * dans RV ;
1— T 00

b) si (ir)ken est une suite strictement croissante dans N, si x;, est un élément de Fj,

pour tout k € N, si z € RV et si Ti "o * dans R, alors = € F.
— T 00

(4) Notons G le groupe topologique GLy (R) des isomorphismes linéaires de RY. Mon-
trer que 'application de G x X dans X définie par (g, F') — g(F') est une action continue
de G sur X.

(5) Si N = 2, montrer que le sous-espace Z de X formé des sous-groupes isomorphes a
R est homéomorphe & un cercle.

(6) Montrer que X est compact.

(7) Montrer que le sous-espace Y de X formé des sous-groupes isomorphes a ZN est
ouvert, et homéomorphe a ’espace topologique quotient GLy(R)/GLy(Z).

(8) Montrer qu’il existe un sous-groupe fermé H de GLx(R) tel que le sous-espace Z
de X formé des sous-groupes isomorphes a Z soit homéomorphe a GLx(R)/H.

Chapitre 5.

Exercice E.97 Soient X un ensemble, Y et Z des espaces métriques. Montrer que si
f Y — Z est une application uniformément continue, alors 'application de € (X,Y") dans
€ (X, Z) définie par g — f o g est continue pour les topologies uniformes. Si X’ est un
espace topologique et si g : X’ — Y est une application continue, montrer que ’application
de €(Y,Z) dans € (X', Z) définie par f — f o g est 1-lipschitzienne (pour les distances
uniformes).

Exercice E.98 (Espace des applications différentiables, lipschitziennes ou holdériennes)
(1) Soient X un espace métrique compact, E un espace de Banach réel ou complexe (par
exemple R ou C), et a € ]0,1]. On considére, sur l'espace €*(X, E) des applications
a-holdériennes de X dans F, 'application f — || f]], on

flla = sup |IF@)l|+ sup WO ZI@I
zeX

$7y€X7 1'753/ d(l"y)a

Montrer que (¢%(X, E),|| - ||o) est un espace de Banach, appelé I'espace de Banach des
applications a-holdériennes (lipschitziennes si « = 1) de X dans E.
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(2) Soient r € N— {0}, © un ouvert non vide de R", K un compact de 2, F un espace
de Banach, et N € N. On note (51](\7 (9, E) 'espace vectoriel des applications de classe C™V
de 2 dans FE, a support dans K, et

Wflvg = Y sup [[0™ f(x)]] -

meN, [m|<N K

Montrer que (62 (22, E), || - ||n.x) est un espace de Banach.

(3) Soient I un intervalle compact d’intérieur non vide de R, E un espace de Banach,
k€N et ac]0,1]. On note €*+*(I, E) I'espace vectoriel des applications de classe C* de
I dans E (en considérant les dérivées a droite ou a gauche aux extrémités de I), de dérivée
k-éme a-holdérienne (lipschitzienne si v = 1), et

o= 3 swpllfO@))+ sup O -SO@I

_ pla
0<i<k xel x,y€el, x#y ‘y 1"

Montrer que (€*+%(I, E),|| - ||x+a) est un espace de Banach.

Chapitre 6.

Exercice E.99 Soient F et F' deux espaces de Banach réels, et (f,)acoy une famille d’ap-
plications linéaires continues de E dans F.

(1) Montrer que I'application g de E dans [0, 4o00] définie par z — sup,c, ||fa(x)|| est
semi-continue inférieurement.

On suppose dans la suite de cet exercice que sup,c., ||fall = +00.
(2) Pour tout n dans N, montrer que l'intérieur de F,, = {x € E : g(z) < n} est vide.
(3) Montrer que G ={z € E : supyc ||fa(z)|] =400} est dense dans E.

Exercice E.100 Soient E un espace de Hilbert réel (séparable, de dimension finie) et
(én)nen une base hilbertienne de E. Notons A (respectivement B) le plus petit sous-
espace vectoriel fermé contenant I’ensemble {a, = ez, : n € N} (respectivement {b, =
€on + n+r1 eant1 @ n € N}).

(1) Montrer que A et B, munis de la restriction du produit scalaire de E, sont des
espaces de Hilbert, dont on déterminera une base hilbertienne. En déduire que ANB = {0}.

(2) Montrer que I'application de I'espace de Banach produit A x B dans E définie par
(z,y) — x +y n’est pas un homéomorphisme sur son image A + B.

(3) Montrer que A + B est un sous-espace vectoriel dense dans F, mais qu’il n’est pas
fermé.

Exercice E.101 (Calcul fonctionnel continu) Soient E un espace de Banach complexe,
Z(F) l'algebre des endomorphismes linéaires continus de £, muni de la norme d’opérateurs
usuelle, et u € Z(F). Soit P = """ ;a; X" € C[X] un polynéme complexe en une variable.
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Notons P = Y"1 ja; X" € C[X] et P(u) = > jau’ € Z(E). Remarquons que (PQ)(u) =
P(u)Q(u) = Q(u)P(u).
1

(1) Montrer que la série exp(u) = Y oy ju" converge dans £ (E). Montrer que si v €
Z(F) commute avec u (i.e. si uv = vu), alors exp(u + v) = (expu)(exp v).
(2) Pour tous zy dans FE et ty dans R, montrer que I'unique solution maximale de I’équation
différentielle 3y’ = u(y) valant 2 a linstant ¢y est Uapplication de R dans E définie par
t — exp((t —to)u) - zo.
(3) a) Montrer que si A € Sp(u), alors P(\) € Sp(P(u)).

b) Réciproquement, si p € Sp(P(u)), montrer qu’il existe A € Sp(u) tel que P(A) —p =
0.

Dans la suite de cet exercice, nous supposons que F est un espace de Hilbert complexe

et que u est autoadjoint.
(4) Montrer que I'adjoint de P(u) est P(u).
(5) Montrer que [[P(u)[ =510, ) 1N = 5Pacsyn POV

(6) Considérons % (Sp(u),C), l'algebre des applications continues de Sp(u) dans C, muni
de la norme uniforme. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’algébres continu W :
% (Sp(u),C) — Z(F) tel que ¥(P) = P(u) pour tout P dans ’algébre C[X] des polynémes
complexes.

(7) Montrer que si f € €(Sp(u),C) et A ¢ f(Sp(u)), alors g : t — f(t)%A appartient a
% (Sp(u),C). En déduire que Sp(¥(f)) est contenu dans f(Sp(u)).

(8) Soit f € €(Sp(u),C). En déduire que si E est de dimension infinie et si f est a valeurs
réelles non nulles, alors 'opérateur ¥(f) est autoadjoint, mais n’est pas compact.

Chapitre 7.

Exercice E.102 Montrer que le sous-ensemble A = {(z,|z|) : = € R} de R? n’est pas
I'image de R par une immersion C!.
Donner un exemple d'une application de classe C' de R dans R? dont I'image est A.

Exercice E.103 Soient U, V, W des ouverts d’espaces de Banach F, F, G respectivement,
et f:U — V,g:V — W deux applications. Si f et g sont des immersions, submersions
ou applications de rang constant, que peut-on dire de go f?

Exercice E.104 Montrer, en dimension finie et en classe de différentiabilitée C!, 'équiva-
lence entre le théoréme 7.13 d’inversion locale et le théoréme 7.16 des fonctions implicites.

Exercice E.105 Soit n € Navecn > 2. On considére 'application déterminant det définie
sur 'espace vectoriel de dimension finie ., (R) des matrices réelles de taille n x n; elle est
de classe C*° car polynomiale.
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1. Caractériser les matrices en lesquelles la différentielle de det est non nulle. Montrer
que si A est inversible, alors

d(det)s: H — detA trA™'H .

2. Soit X = SL,(R) = {A € #,(R) : det(A) = 1}. Montrer que, pour tout A € X,
il existe un voisinage ouvert V de A dans .#,(R), un voisinage ouvert U de 0 dans
R™~1 et une application f : U — V de classe C*° qui est un homéomorphisme sur son
image et posséde une différentielle injective en 0, telle que f(0) = Aet f(U) =VNX.

3. Montrer le méme résultat pour X l'ensemble des matrices de rang n — 1.

4. Montrer que ce résultat n’est pas valable pour I’ensemble des matrices de rang < n—1.
On pourra par exemple considérer la matrice nulle.

Exercice E.106 1. Soit f: R — R% une application de classe C*. Notons
X ={x(2,0) = (f(2)cosb, f(z)sinb,z) : z€ R, 0 € R}

la surface de révolution autour de 'axe Oz engendrée par f. Pour tout = = z(z,0)
dans X, montrer qu’il existe un voisinage ouvert U de z dans X et un voisinage
ouvert V de (0,0, z) dans le plan R(—sin#,cosf,0)+R(0,0, 1) tels que la projection
orthogonale sur V' soit un homéomorphisme de U dans V', dont la réciproque soit
une immersion.

2. Soit f:R"™ — R une fonction de classe C*°. Notons

X={(f@)z1,...,f(2)xp,2) : x1,...,2p ER, fo =1, zeR"}

(une « surface de révolution en dimension n+p »). Enoncer et démontrer un résultat
analogue & celui de la premiére question.

Exercice E.107 Soit f une application de classe C! d’un ouvert V non vide de R™ dans
R™, injective. Montrer que n < m et que df, est injective sur un ouvert dense de V.
L’application df, est-elle nécessairement injective partout ?

Exercice E.108 Soit f : R” — R une application de classe C! propre, i.e. telle que

()] = +oo..

||]|—+oc

On suppose que f posséde (au moins) deux minima stricts (distincts) a et b. Le but de
lexercice est de montrer que f posséde un troisiéme point critique (i.e. un point ou la
différentielle de f est la forme linéaire nulle).

1. Montrer que le résultat est évident sin = 1, ousin > 2 et f(x) — —oo quand ||z|| —
+00. Dans la suite, on supposera donc n > 2 et f(x) — +oo quand ||z|| — +o0. On
va supposer que f n’admet pas d’autre point critique et aboutir & une contradiction.

289



2.

3.

4.

Pour tout m dans R, soit K, la réunion des compacts connexes contenant a et b sur
lesquels f est majorée par m. Montrer que K,, est fermé. Montrer qu’il existe M
dans R tel que Ky # 0 et K,,, = () pour tout m < M.

Montrer en utilisant le théoréme des fonctions implicites que l'intérieur de Kj; est
connexe.

Conclure.

Exercice E.109 Dans cet exercice, on fixe un élément n de N — {0}.

1.

Montrer que exp : #,(R) — GL,(R) C .#,(R) est une application C*>, et calculer
sa différentielle. Vérifier en particulier que dexp, = Id.

On note sl,(R) le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle de ., (R), et
s0(n) le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de .#,(R). Montrer que
I'application exponentielle envoie sl, (R) dans SL, (R) et so(n) dans SO(n).

Montrer que exp : so(n) — SO(n) est surjective, mais que exp : slo(R) — SLa(R)
ne l'est pas (on pourra vérifier qu'une matrice dans I'image de ’exponentielle est de
trace au moins —2).

. Montrer que I'exponentielle est un C*°-difféeomorphisme entre I'espace vectoriel des

matrices symétriques réelles et 'ouvert dans cet espace formé des matrices symétri-
ques réelles définies positives.

Pour M € #,(R), notons Ly; et Ry les opérateurs de multiplication a gauche et
a droite par M, agissant sur ., (R), et ad M = Ly; — Ry Montrer que dexpy, =

q

L2 R . s
ZI% >0 %, puis en déduire que

= (ad M)*
exp(—M) dexp,; = kzz(](—l)km.

Montrer que dexp,; : #,(R) — #,(R) est inversible si et seulement si ad M n’a
pas de valeur propre complexe de la forme 2ikm avec k € Z — {0}.

Exercice E.110 Identifions le plan euclidien usuel R? avec le corps C des nombres com-
plexes, de maniére usuelle par (z,y) — 2 = = + iy. Notons D le disque unité ouvert de R,
et fixons n € N — {0}. Définissons I'application X : R? — R? par

Xt 2 iz e%(l—cos(Znﬂ|z|2)) .

Pour tout z dans R2, soit ¢ + ¢;(2) la solution maximale de Iéquation différentielle
' = X (u) valant z a linstant ¢ = 0.
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(1) Montrer que pour tout k = 0,1,...,n, si |z| = \/g (et en particulier si |z| = 1),
alors ¢4(z) = e’z pour tout ¢ dans R.

(2) Montrer que pour tout z dans D, 'image de Papplication t — ¢;(z) est contenue
dans . En déduire que l'application ¢ +— ¢;(z) est définie sur R, pour tout z dans D.

(3) Pour tout k =0,1,...,n—1,si|z| €] \/%, \/ % [, déterminer ’ensemble des valeurs
d’adhérence de ¢;(z) quand ¢ tend vers +o00, et quand ¢ tend vers —oo.

(4) On considére la relation & sur D définie par z Z w si et seulement s’il existe ¢
dans R tel que w = ¢¢(z). Montrer que Z est une relation d’équivalence, et que 'espace
topologique quotient D/ n’est pas séparé.

(5) Si » = 1, montrer que l'espace topologique quotient /% est homéomorphe a
I'intervalle [0, 1] dans lequel 0 a été éclaté en deux points 0_, 0.

Exercice E.111 Soit A € |1, +o0o[. Considérons le systéme différentiel suivant

i =vi(z,y) = A —x Y’
. 2 2
g=uva(z,y) =y —ye V.

(i) Etudier I'existence, I'unicité et la régularité en (, zq,yo, ) des solutions maximales
de cette équation différentielle, valant (zg,yo) a l'instant ¢ = 0. On notera L2950y I'in-
tervalle maximal de définition de cette solution. Déterminer les solutions stationnaires
(i.e. constantes en temps).
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(ii) Montrer que les courbes intégrales du champ de vecteurs de coordonnées (vy,v2)
sont des segments de droites, et étudier les variations du module des solutions.

(iii) Montrer que le champ de vecteurs de coordonnées (v1,vs) est complet sur la boule
ouverte de centre 0 et de rayon A. Montrer que les solutions maximales de position (zq, yo)
a linstant ¢ = 0 n’appartenant pas a la boule fermée de centre 0 et de rayon A explosent
en temps négatifs (i.e. que I1,, o) =] — T, +oc[ ou T > 0).

(iv) Quelles sont les valeurs d’adhérence des solutions lorsque le temps converge vers
les extrémités de I(; )7

(v) Tracer les courbes intégrales.

Exercice E.112 Soit E un espace de Banach réel.

(1) Soient v un vecteur de E non nul, et Fj un sous-espace vectoriel fermé de E tel que
Fy nRov = {0}.

Montrer qu’il existe un hyperplan fermé H de F supplémentaire & Rv, et contenant Fj.
Montrer que 'application de I'espace de Banach produit R x H dans E, qui & (¢, z) associe
tv + x, est un homéomorphisme.

Dans la suite du probléme, U est un ouvert de F et X : U — E est une application
de classe C*°. Pour tout = dans U, nous notons ¢ — ¢'(x) (et t — ¢ () lorsqu’il faut
préciser X) la solution maximale de I'équation différentielle 2’ = X (z) valant z & I'instant
t=0.

(2) Soient V un ouvert d’un espace de Banach F', f : V' — U une application C* telle
que pour tout y dans V, I'application df, : F' — E soit une bijection. Notons f*X : V — F
I'application définie par

Yyev, [X(y) =) (X(Fw)) -

(i) Montrer que f*X est de classe C*.

(ii) Si W est un ouvert d'un espace de Banach G, et ¢ : W — V une application
C* telle que pour tout z dans W, 'application dg, : G — F soit une bijection, montrer
qu'alors (f o g)*X = ¢*(f*X).

iii) Pour tout y dans V, montrer que I'application ¢ — f o ¢!, «(y) est la solution

Prx
maximale de ’équation différentielle 2/ = X (z) valant f(y) a Uinstant ¢ = 0.

(3) Soit a € U tel que X (a) # 0.

(i) Montrer qu'’il existe un espace de Banach H et un C*°-difféomorphisme f de l’espace
de Banach produit R x H dans E tel quesi Y = f*X : f~14(U) — R x H, alors Y (0,0) =
(1,0).

(il) Montrer qu’il existe des voisinages ouverts Wi, W7 de 0 dans R x H tels que l'ap-
plication ®; : Wy — W/ définie par (¢,z) — ¢} (0, ) soit un C*°-difféeomorphisme tel que
®1Y soit lapplication constante valant (1,0).

(iii) Supposons E de dimension finie. Soient W un voisinage de 0 dans H, et S: W — E
une application de classe C* telle que S(0) = a, 'application S soit une immersion en 0
et X (a) n’appartienne pas a 'image de dSy. Montrer qu'’il existe un intervalle ouvert Iy
contenant 0, une boule ouverte Wy de centre 0 dans H, un voisinage ouvert WJ de 0 dans
E, et un C*-difféomorphisme @9 : Iy x Wy — W3 tel que ®5X soit Papplication constante
valant (1,0), et que ®2(({0} x H) N W) = S(W) N W3.
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(4) Dans toute la suite de ce probléme, nous supposons que n € N — {0} et que F est
lespace vectoriel euclidien usuel R™. Soit a € U tel que X (a) = 0. Soient U’ un voisinage
ouvert de a contenu dans U, et L : U’ — R une application de classe C! telle que a soit
un minimum strict de L (i.e. L(z) > L(a) pour tout x € U' — {a}), et dL,(X(x)) <0
pour tout z dans U’. Soit r > 0 tel que la boule fermée B de centre a et de rayon r soit
contenue dans U’.

(i) Montrer que dL, = 0.

(ii) Montrer que {V; = BNL™'(] —00,s]) : s > L(a)} est un systéme fondamental
de voisinages compacts de a dans E.

(iii) Montrer que si m = inf, ¢ g(,,) L(7), alors m > L(a) et que pour tout s € |L(a), m|,
pour tout x dans V;, pour tout ¢ dans [0, +oo[, le point ¢!(x) existe et appartient a V.

(iv) Supposons de plus que dL,(X(z)) < 0 pour tout = dans U — {a}. Montrer qu’il
existe alors un voisinage W de a dans E tel que pour tout x dans W,

lim ¢'(z)=a.

t—-+o00

8.2 Indications de résolution

Schéme E.77

e Si X est séparé, alors si (z,y) ¢ A, on a x # y, donc il existe U,V des voisinages
disjoints de z, y respectivement. Alors U x V' est un voisinage de (z,y) ne rencontrant
pas A. Donc le complémentaire de A est ouvert.

Réciproquement, si A est ouvert, soient z # y. Alors (z,y) ¢ A, donc il existe un
voisinage ouvert élémentaire U x V' de (z,y) dans X x X ne rencontrant pas A. Alors
U et V sont des voisinages disjoints de x et y respectivement.

e L’application ¢ : X — Y x Y définie par ¢(z) = (f(x),g(x)) est continue car ses
composantes le sont, et la diagonale A de Y x Y est fermée, car Y est séparé, par le
premier point. Donc {z € X : f(x) = g(z)} = ¢ 1(A) est fermé dans X.

e Par le second point, I’ensemble des points ou f et g coincident est fermé et dense,
donc égal & X.

e L’application ¢ : X XY — Y x Y définie par ¢(x,y) = (f(x),y) est continue car ses
composantes le sont, et la diagonale A de Y x Y est fermée, car Y est séparé, par le
premier point. Donc G = ¢ 1(A) est fermé dans X.

Schéme E.81 (1) Comme C est un espace métrique, 'ensemble A des valeurs d’adhérence
cherchées est ’ensemble des limites des suites de la forme ((1—|—tn) ez Sin #) out, — 0.
En particulier, comme 1 + ¢, tend vers 1, I’ensemble A est contenu dansnleNdemi—cercle
unité droit A’ = {e” : ¢ € [-Z,+Z]}. Réciproquement, comme tout élément de [—1,1]
est limite d’une suite (sin i) N quand t,, tend vers 0, et par composition de limites et

tn/n
d’appilcation continues, tout point de ce demi-cercle est valeur d’adhérence. Donc A = A’.
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(2) Montrons que A = Z + /27, qui est un sous-groupe de R, est dense dans R. S'il
existe une suite (x,,)nen dans A telle que x,, > 0 et x,, — 0, alors pour tout ¢ dans R, pour
tout € > 0, si m = E|t/x,], alors |z — mz,| < x,, ce qui, comme mx,, € A, entraine que
A est dense dans R. Sinon, soit a = inf{x € A : x > 0}, qui est strictement positif. Alors
pour tout = dans A, soit m = E[z/al, alors 0 < x —ma < a. Donc x = ma. D’ou A = aZ.
Comme 1 et v/2 appartiennent a A, il existe donc deux entiers p et ¢ tels que V2 = ap et
1 = agq. Donc /2 = p/q, ce qui contredit le fait que /2 soit irrationnel.

Soit A’ = Z + v/2N Pour tout € > 0, soit = € A tel que |z| < e. Quitte & changer = en
—x, on peut supposer que x € A’. Tout point ¢ de [0, +oo[ (resp. | — 00, 0]) est a distance
au plus € d'un point de zN si > 0 (resp. x < 0) Donc tout point ¢ de R (en ajoutant
un élément de R pour rendre ¢ positif ou négatif) est a distance au plus € d’'un point de
7 + xN, qui est contenu dans A’. Donc A’ est aussi dense.

Comme ¢ est a valeurs dans le carré unité [—1,1]?, qui est compact, toute valeur
d’adhérence de g en +o00 appartient & ce carré. Montrons réciproquement que tout point
de ce carré est d’adhérence de g en +oco. Soient (t,t') € [-1,1]?, ¢ > 0 et N € N. Comme
Iensemble des valeurs d’adhérence de sint quand ¢ tend vers +oo est [—1,1], il existe
u,u’ > N tels que |sinu—t] < €/2 et |sinu’ —t'| < €/4. Posons v = “,*27\7{5” . Par densité
de Z + V2N, soient k € Z et k' € N tels que

W = (k+ V2R < £ .

™

Alors soit v = u 4 27k’, qui est plus grand que N. On a |sinv — ¢| < €/2. Comme sin est
1-lipschitzienne (sa dérivée est cos, et on applique le théoréme des accroissements finis),

|sin(v2v) — sine/| = |sin(v2v 4 27k) — sine/| < |V2v 4 21k — /|
= V2u+2(k + VoK) — /| = 2n|u” — (k + V2K')| < i .
D’ou
|sin(v2v) — /| < |sin(v2v) — sinu/| + |sinu — /| < €/4 +¢/4=¢/2.

Le résultat en découle.
Schéme E.82 On ne traite que le cas F' = R, mais la preuve générale est semblable.

(1) L’application ||| est clairement positive, et vérifie || \x||x = |A] || z]|x et [|x+y||x <
l|z||x + ||lyl|x pour tous z,y dans E et A\ dans R, par les propriétés de la valeur absolue

et de la borne supérieure. Si ||(,)nen||x = 0, alors (n + 1) |z,,| = 0 pour tout n dans N,
donc (z,)nen est la suite nulle.
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(2) Pour tous k dans N, et 2 = (2, )nen dans E, on a (n4+1)F |z, 11| < (n+1)+1)*|z,41],
donc ||o(z)||x < ||x||x. D’ou o, qui est linéaire, est (1-lipschitzienne donc) continue, pour
toute norme || - ||x. Donc o est continue sur E.

(3) Comme la topologie de E est définie par une famille dénombrable séparante (chaque
semi-norme est une norme!) de semi-normes, il découle du cours que E est métrisable pour
la distance

.
A(r,y) = 3 opmin{L, [l — i}
keN
Soit (x;)ien une suite de Cauchy dans E pour cette distance, et notons x;, le n-éme
terme de la suite réelle x;. Soit £ € N. Pour tout ¢ dans N, notons y; la suite réelle
(n+ 1)kxi,n)neN. Comme ||z — y||p < 2Fd(z,y) si d(z,y) < 2%, la suite (y;)ien est de
Cauchy dans l'espace (o, qui est complet par le cours. Donc elle converge vers un élément
2k = (2kn)nen. Comme lim; o (n + 1)’“%7” = Zn, on en déduit que 2z, = (n + 1)’“20,”.
Donc (z;);en converge vers zp dans E muni de la topologie définie par les semi-normes

[ 1l

Schéme E.92 Notons A = {(x,y) e R? (w — /#1)2 + 9% = (k‘_i_;l)g}, qui est un
cercle de centre (k%q, 0) et de rayon k%q, donc en particulier est compact. L’ensemble A
est borné, car contenu dans le disque de centre 1 et de rayon 1. Montrons qu’il est fermé.
Soit (zy,)nen est une suite dans A qui converge vers un élément = de R™. Montrons que
x € A, ce qui conclut. Soit ni € N tel que x,, € Ay,. Quitte a extraire, ou bien a k,, est
constant, et alors ©z € Ay, C A. Sinon, lim,,_, 1+ k, = 400, et alors = (0,0), car pour
tout € > 0, si k est assez grand, alors A est contenu dans le disque de centre 0 et de rayon
€.

Comme Ay, est connexe (par arcs), et que les Ay se rencontrent tous en (0,0), le sous-
espace A est aussi connexe (par arcs). Tout point de A — {(0,0)} admet un systéme fon-
damental de voisinages homéomorphes & un intervalle, donc connexes. L’intersection avec
A de la boule de rayon € et de centre (0,0), qui est un voisinage de (0, 0), est connexe, car
réunion d’arcs de cercles (connexes) et de cercles (connexes) se rencontrant en (0,0). Donc
A est localement connexe.

(2) Par le théoréme de Tychonov, 'espace produit B est compact. Comme tout fermé
d’un compact est compact, il suffit de montrer que C' est fermé, et un raisonnement analogue
au précédent conclut, car par les propriétés de la topologie produit, si une suite (zy,)nen
de points de C' converge vers x € EN, de sorte que z,, € Cf,, ou lim,,_, 4 k, = +00, alors
(zn)nen converge vers la suite constante en z,, donc z = x, € C.

Notons que les C), sont homéomorphes a des cercles, qui ne se rencontrent deux a deux
qu’en xg. Soit fr un homéomorphisme de Ay sur Cj envoyant (0,0) sur . Soit f: A — C
Papplication qui & x associe fx(x) si x € Ag. Alors f est bien définie, et est une bijection,
clairement continue en dehors du point (0,0), et continue en (0, 0) aussi par ce qui précéde.
Comme A est compact et C' séparé, on en déduit que f est un homéomorphisme.
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anneaux hawalens bouquet de cercles

(3) 11 est immédiat que % est bien une relation d’équivalence. Montrons que I’espace
topologique quotient % /% est séparé. Comme % est compact si I est fini (comme produit
de deux compacts), par continuité (et surjectivité) de la projection canonique de % dans
B = B1 /X, ceci montrera que ce dernier espace est aussi compact. Il est facile de montrer
que si x et y sont des points non équivalents de #, alors il existe deux ouverts saturés
disjoints les contenant (en discutant suivant que x ou y soit égal & x, ou pas). Donc Ay /%
est séparé.

(4) Nous avons déja vu que A et C' sont homéomorphes.

_ L’espace %y n’est pas compact, car si x, est 'image par la projection canonique 7 :
By — By = Bn/Z de ((—1,0),n), alors la suite (z,,)nen n'a pas de valeur d’adhérence
¢ : on exclut séparément les deux cas ¢ = w(z,,0) (la suite (x,)nen ne rentre pas dans le
voisinage ouvert saturé {z € S; : Re z > 0} x N) et ¢ # 7(z4,0) (si £ = 7w(xy,ny¢), alors
pour n > ny, T, nappartient pas au voisinage ouvert saturé (S; — {x,}) x {ns} de x).
Donc A et %y ne sont pas homéomorphes.

Schéme E.93 (1) La topologie produit sur E¥ est la topologie induite par n’importe
quelle norme sur I'espace vectoriel de dimension finie E¥, par exemple ||(z1,...,2,)||cc =
maxij<i<t ||zi||. Donc il suffit de montrer que By (E) est fermé borné. L’ensemble By(E)
est contenu dans la boule unité de ||-||. La fermeture découle de la continuité de la norme
et du produit scalaire.

(2) 11 est immeédiat que 'action O(n) x Bi(F) — X Bi(F) est a valeurs dans By(E), et
que c’est une action. Comme ’action est restriction d’une application polynomiale (donc
continue) de ., (R) x E¥ dans E¥, le résultat en découle. Comme O(n) agit transitivement
sur les bases orthonormées de E (et en complétant un k-uplet orthonormé en une base
orthonormée, O(n) agit transitivement sur By (E).

(3) Comme H est défini par I’égalité & 1 ou & 0 de certains des coefficients matriciels,
H est fermé. Soit (ey, ..., e,) la base canonique de R"™. Comme H est le stabilisateur du k-
uplet (eq,...,er) dans O(n), Paction continue transitive précédente induit par passage au
quotient une bijection continue de O(n)/H sur By (FE). L’image est séparée (car métrisable).
Le but est séparé (car H est fermé), donc compact (car O(n) est compact, et la projection
canonique est continue surjective). Donc cette bijection continue est un homéomorphisme.

(4) a) Ceci découle des propriétés de la distance de Hausdorff sur les fermés de les-
pace métrique B, avec le fait qu'un sous-espace de dimension k est déterminé par son
intersection avec cette boule.

b) Si (v1,...,v;) est proche de (v],...,v}), alors toute combinaison linéraire & coeffi-
cients dans [—1, 1] de (vy,...,v) est proche de la combinaison linéraire correspondante de
(v],...,v;), et donc la distance dy entre les espaces engendrés est petite.
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c¢) La transitivité découle de la transitivité de O(n) sur By(FE) en prenant des bases.
Deux sous-espaces vectoriels de dimension k£ de R™, proches pour dy, ont des bases proches,
donc la continuité de Iaction découle de celle sur By(E).

d) L’argument est le méme que celui pour (3).

Schéme E.94 (1) Cette relation %, que nous noterons Zx lorsque préciser 1'espace
X est nécessaire, est clairement symétrique et réflexive. Soient x,y,z dans X tels que
TRy et yZ z. Pour tout espace topologique séparé Y et pour toute application continue
f: X =Y, ona f(x)=f(y) car t Zy et f(y) = f(z) car yZ z, donc f(x) = f(z). Donc
Z est une relation d’équivalence.

(i) Si X est séparé, et si x # y, alors x n’est pas en relation avec y (car l'identité
f =id de X dans l'espace topologique séparé¢ Y = X vérifie f(z) # f(y)). Donc Z est
réduite a la diagonale de X x X, et mx est une bijection continue, clairement ouverte (car
71 (7(U)) = U), donc 7x est un homéomorphisme. (Le résultat découle aussi du point
suivant en prenant g =id: X - Y = X.)

(ii) Soient Z un espace topologique séparé et g : X — Z une application continue.
Si x Zvy, alors g(z) = g(y), donc g passe au quotient en une application (continue par
les propriétés du passage au quotient) gsep : Xeep — Z telle que ggep 0 mx = g. L'unicité
découle de cette formule et de la surjectivité de mx.

(iii) Montrons que Xgep est séparé. Soient z’,y" € Xgp deux points distincts. Soient
x,y € X tels que mx(x) =2’ et mx(y) = y'. Comme 7x(x) # mx(y), par définition de Z,
il existe un espace topologique séparé Y et une application continue f: X — Y, telle que
f(z) # f(y). Alors les images réciproques par l'application continue fep @ Xgep — Y de
voisinages ouverts disjoints de f(z) et f(y) sont des voisinages ouverts disjoints de mx ()
et mx(y). Donc Xgep est séparé.

(iv) Si tout ouvert non vide de X est dense (on sait que c’est le cas si X est 'ensemble
R™ muni de la topologie de Zariski), alors toute paire d’ouverts non vides de X est d’in-
tersection non vide. Si X, contient au moins deux points, alors puisque X, est séparé,
les préimages par mx de deux voisinages ouverts disjoints de ces deux points seront des
ouverts non vides disjoints de X, ce qui n’est pas possible. Donc Xgep est réduit & un point
ou vide (ce dernier cas si et seulement si X est vide).

(v) Supposons que de tout recouvrement ouvert de X, on puisse extraire un sous-recou-
vrement fini. Nous venons de voir que X, est séparé. Soit % = (U;)ie; un recouvrement
ouvert de Xgep. Alors par continuité et surjectivité de mx, la famille (W}I(Ui))i ¢ €st un

recouvrement ouvert de X. Si (W)_(l(Uj))j ¢, en est un sous-recouvrement fini, alors (Uj) e,
est un sous-recouvrement fini de %, par surjectivité de mx. Donc X, est compact.

(vi) Si X est connexe, alors Xgep, comme image d'un connexe par I'application continue
mx, l'est. Réciproquement, si X, est connexe, pour toute application continue f de X
dans l'espace discret (donc séparé) {0,1}, I'application fy, continue de l'espace connexe
Xsep dans {0,1} est constante, donc f est constante, ce qui montre que X est connexe.

(vii) Si X, X’ sont des espaces topologiques, et si h : X — X' est une application
continue, alors wx o h: X — Xéep est une application continue (par composition d’appli-
cations continues) & valeurs dans un espace séparé, donc par (ii) passe au quotient en une
application (continue par les propriétés du passage au quotient) hgep @ Xgep — Xéep telle
que hgep 0Ty = mx o h, unique par surjectivité de my. De I'unicité, on déduit en particulier
que si f : Xgep — Xgep est une application continue telle que fo7mx = 7mx, alors f est
I'identité de Xgep.
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(viii) 11 est clair que idsep = id et si g : X’ — X" est continue, alors 1'égalité (g o
f)sep = Gsep © fsep découle de I'unicité et du fait que gsep © fsep €st continue et vérifie
gsepofsepoﬂ'X :gsepoﬂ'X’of:ﬂ'X”ogof

(ix) Puisqu’'un produit d’espaces séparés est séparé, l'application produit

p= HWXZ' X = HXZ - Xéep = H(Xi)sep 5

el icl el

définie par (z;)ier — (ﬂxi (wi))iel, est une application continue, car pour tout ¢ € I, sa
i-éme composante est mx, o pr;, oul pr; est la i-éme projection, donc est continue comme
composition d’applications continues. De plus, p est & valeurs dans un espace séparé, donc
par (ii) induit par passage au quotient une application continue ¢ = psp, de Xgeop dans
Xéep, surjective car p l'est, telle que p = ¢ o mx. Montrons qu’il existe une application
continue q : Xéep — Xgep telle que gop = mx.

Nous aurons alors g o p o mx = 7y, donc par unicité g o ¢ = idx,,,. Ceci implique par
l'unicité mentionnée en fin de (vii) que ¢ est injective, donc bijective, et que son inverse
est q. Donc ¢ est I’homéomorphisme cherché.

I1 s’agit de montrer que si (x;)icr Zx (yi)icr, alors pour tout ¢ € I, nous avons
x; Zx, y;i. 11 suffit donc de montrer, pour tout ¢ € I et pour toute application continue
fi + X; = Y; a valeurs dans un espace séparé Y;, que nous avons f;(z;) = fi(y;). Notons YV’
'espace topologique produit [ [,; Y;, qui est séparé comme produit d’espaces séparés, et f :
[Lic; Xi — Y Tapplication produit [];.; fi, définie par (z;)icr — (fi(2i))icr- L’application
/ est continue, car chaque composante f; o pr; Uest. Donc f((z;)icr) = f((yi)ier), donc
nous avons bien f;(z;) = fi(y;) pour tout i dans I.

(2) (i) Notons #’ la relation sur X définie par x %'y si et seulement si d(z,y) = 0. Cette
relation est clairement réflexive car d est nulle sur la diagonale, symétrique car d l'est. Elle
est transitive, par I'inégalité triangulaire : si d(x,y) = 0 et d(y, z) = 0, alors 0 < d(z,2) <
d(x,y)+d(y,z) = 0. Donc Z’ est une relation d’équivalence. Notons Y I'espace topologique
quotient X /%' Six Z' x' et y %'y, alors ce méme argument d’inégalité triangulaire montre
que d(xz,y) = d(«',y"). L'application d : X x X — R passe donc au quotient en une
application d : Y x Y — [0, +00[, qui est maintenant une distance. Il est facile de vérifier
que la topologie quotient sur Y = X/%’' coincide avec la topologie définie par cette distance,
car les préimages des boules ouvertes de centre z et de rayon r pour la distance d sont
exactement les boules ouvertes pour la pseudo-distance d de centre n’importe quel point
de la préimage de x et de rayon r.

En particulier, Y est séparé. Sip: X — Y est la projection canonique, il existe donc une
unique application continue pgep, : Xsep — Y. Réciproquement, comme 7y est continue, et
Xsep st séparé, si d(x,y) = 0, alors mx(x) = mx(y) (sinon z et y auraient des voisinages
ouverts disjoints, ce qui n’est pas possible si d(x,y) = 0). Donc 7x passe au quotient par %’
en une application g : Y — X, continue par les propriétés de passage au quotient. Il est
immédiat que g et psep sont inverses I'une de 'autre. Donc X, et Y sont homéomorphes.
Comme Y est métrisable, il en est de méme de Xgep.

(ii) Pour tous z,y € E, posons d(z,y) = Y, 27" min{l, ||z —y||,,}, et rappelons que
d est une pseudo-distance sur F, dont la topologie induite coincide avec la topologie définie
par la famille de semi-normes. La premiére assertion de (ii) découle alors de (i).

Si E est muni d’une semi-norme || - ||, de pseudo-distance associée d(z,y) = ||z — v,
sixz, 2’ y,y € F et A € K (le corps valué de définition de E), si x Zp 2’ et y Zry’, alors
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d(z,2') =0 et d(y,y’) = 0, donc
0<d(z+ Ay, 2’ + M) =llo+ y—a" =X/ —yll < [lo = 2"+ [M]ly = /[ 0.

Donc x + Ay Zg 2’ + \y'. La structure d’espace vectoriel passe donc au quotient en une
structure d’espace vectoriel sur Fg.p,, qui, par les propriétés de passage au quotient des
applications continues, muni E., d’une structure d’espace vectoriel topologique telle que
T : B — FEgep soit un morphisme d’espaces vectoriels topologiques. L’unicité est immé-
diate.

(iii)) Comme deux éléments f,g de E = £P(X, 7, 1) coincident presque partout si et
seulement si ||f — g||, = 0, le résultat (iii) découle de la définition de LP(X, .o, ) et de
lassertion (ii).

(3) (i) Puisque H contient H, la projection canonique pz : G — G/ H induit par
passage au quotient une application continue et surjective f : G/H — G/H telle que
fopy = pg. Puisque H est un sous-groupe (par continuité des opérations) fermé dans G,
I’espace topologique quotient G/H est séparé (voir le corollaire 2.26). L’application conti-
nue et surjective f induit par passage au quotient (voir (1)(ii)) une application continue
surjective ¢ : (G/H)sep — G/ H telle que pomg/mopy = [, donc pong/y = pg. Montrons
qu'il existe une application continue ¢ : G/ H — (G/H)sep telle que go f = g g Par
Pargument d’unicité déja employé en (1) (ix), ceci montrera que qo ¢ = id, donc que ¢ est
un homéomorphisme.

Il suffit de montrer que si xH Zq/py yH, alors xy~' € H. Or l'application f: G/H —
G/H est continue a valeurs dans un espace séparé, donc f(zH) = f(yH), ce qui est
exactement dire que zy~' € H.

(iii) Pour tous z,y € X et g € G, si x Z y, alors pour toute application f: X — Y a
valeurs dans un espace séparé, 'application fo Ly : z +— f(gx) de X dans Y est continue
(comme composée de deux applications continues), et a valeurs dans un espace séparé, donc
foLg(z) = foLy(y), cest-a-dire f(gz) = f(gy). Donc gz Z gy. Le reste des vérifications
est alors immédiat.

(4) (i) L’adhérence de I'y, est un sous-groupe de G = SO(3), qui contient clairement
toutes les rotations d’axe Oz et toutes les rotations d’axe Oy, car 1 et 27 sont rationnelle-
ment indépendants. Pour toute rotation r, montrons que r appartient a I’—xy (ce qui montre
que I'y, est dense dans SO(3)).

Soit A I’axe (orienté) de rotation de r. Quitte a conjuguer par une rotation d’axe Oy,
nous pouvons supposer que A est contenu dans le plan Oyz. Quitte a conjuguer par une
rotation d’axe Ox, nous pouvons supposer que A = Oy, et le résultat en découle.

(ii) Soit U un ouvert non vide de SO(3)/I'y,, et 7 : SO(3) — SO(3)/I'yy la projection
canonique, qui est continue. Alors V = 7~ (U) est un ouvert non vide de SO(3) invariant
par I'y,. Si 2 € SO(3), alors l'orbite de x par I'y, est dense (la multiplication a gauche
par x est un homéomorphisme), donc rencontre V', donc x € V. Donc V = SO(3), et
U =n(V) =S0(3)/I'zy. Donc la topologie quotient de SO(3)/I'y, n’a pour ouvert que ()
et SO(3)/T'zy, c’est par définition la topologie grossiére.

(ili) Par (3), les espaces topologiques (SO(3)/I'zy)sep €t (SO(3)/I';)sep sont homéo-
morphes & SO(3)/T,, et SO(3)/T,, donc respectivement & un point par (ii), et a la sphere
Sg de dimension 2, par le cours (voir I'exemple (4) précédant le théoréme 4.17).

L’espace topologique Xgp, est appelé [’espace topologique séparé (canoniquement) asso-
cié a X. Les points (1) (ii),(vii), (viii) disent que I’association a tout espace topologique X
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de I'espace topologique séparé X, et a toute application continue f : X — Y de 'appli-
cation continue feep : Xeep — Ysep, €t un foncteur (covariant) de la catégorie des espaces
topologiques dans la catégorie des espaces topologiques séparés. Le point (1) (ii) dit que
Xsep est « le plus gros quotient » séparé de X.

Schéme E.95 (1) a) Pour tout & € Z, comme P +— P(k) est une forme linéaire sur
lespace vectoriel réel R[X], sa valeur absolue est une semi-norme.

b) La famille de semi-normes (||-[[x), <7, st dénombrable et séparante, car un polynéme
non nul n’a qu’un nombre fini de racines. Donc par un résultat du cours, I'espace vectoriel
R[X] muni de la topologie 7] est un espace vectoriel topologique, métrisable par exemple
par la distance

4P, Q) = 3 2 M min{1, 1P - Q4
keZ

Le sous-ensemble Q[X] des polynomes a coefficients rationnels est dénombrable, et dense
dans cet espace topologique, car pour tous P = > 1" a; X' € R[X], N € Zet e > 0, il existe
Q = > biX" € Q[X] tel que pour tout k € Z N [—N, NJ, nous ayons ||P — Q|| < € :
il suffit de prendre, pour tout ¢ € NN [0,n], un b; dans Q tel que |a; — b;| < m
[Une autre maniére d’énoncer cela est que pour tout P = > I ja; X’ € R[X], et tout
i € NN [0,n], en choisissant (a;,)pen une suite de rationnels convergeant vers a;, et
en posant Q, = Y.r a;,X’ € Q[X], nous avons, pour tout k € Z (quelconque, fixé),
[|P — Qpllr = |P(k) — Qp(k)| qui tend vers 0 quand p tend vers 400, et donc la suite
(Qp)pen qui converge vers P dans .77 |. Donc (R[X], .77) est séparable.

Si P,=>1", %, alors I'application x — P,(x) de R dans R converge simplement (et
méme uniformément sur les compacts) vers application x +— e®. Donc pour tout k € N,
la suite (P”(k))keN est de Cauchy dans R, donc pour tout € > 0, il existe N € N tel
que si n,m > N, alors ||P,, — Ppl|lx = |Pa(k) — Py (k)| < €. Donc la suite (P,)ren est de
Cauchy dans (R[X], d;). Mais elle ne converge pas dans cet espace, car si elle convergeait
vers un polynéme P, alors par continuité pour .77 de I’évaluation en un élément k € Z, ce
polynoéme P prendrait en k la valeur e* = lim,,_, | o P,(k) pour tout k € Z, ce qui n’est
pas possible (par exemple parce que P (k) est équivalent, quand k — +o00, a ck™, oum € N
est le degré de P (qui n’est pas le polynome nul) et ot ¢ # 0 son coefficient dominant, et
donc n’est pas équivalent a e¥).

c¢) Puisque |P(k) — Py(k)| = ||P — Pol|x pour tous k € Z et P, Py € R[X], I'application
d’évaluation en un élément k € Z est continue |cette application étant linéaire, et R[X]
et R des espaces vectoriels topologiques, on pouvait se contenter de vérifier la continuité
en Py = 0, mais c’est aussi long de justifier correctement que de prendre Py quelconque].
L’application P +— (P(0),P(1),...,P(n)) est continue car chacune de ses composantes
I’est, par les propriétés de la topologie produit.

d) L’application de R,,[X] dans R™*! définie par P — (P(0), P(1),...,P(n)) est li-
néaire, injective entre espaces vectoriels réels de méme dimension finie, donc est un iso-

morphisme linéaire, continu par c) et par restriction d’application continue. Sa réciproque
est 'application (utilisant les polynémes d’interpolation de Lagrange)

- (X —
(ag,aiy ..., an) — Z ainlﬁjﬁn,];«éz( . ])
= Ihcjcn jzli=1)
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qui est continue par les propriétés des topologies finales, car pour tout k € Z, ’application
de R™*! dans R définie par

n

(k=
(a07a17...,an)n—>z a~H1§j§n’#z( )
i=0

Tlhcjcn, jzili =)

est continue. La topologie induite par .73 sur R, [X] est donc la topologie usuelle d’un
espace vectoriel réel de dimension finie. Par le théoréme de Riesz, celle-ci est localement
compacte.

¢) L’application ¢ de R[X] dans R""! définie par P — (P(0),P(1),...,P(n)) est
linéaire, surjective, et continue par ’assertion c¢). Deux polyndémes ont la méme image par
W si et seulement si leur différence admet 0,1, ..., n pour racines, donc, celles-ci étant deux
a deux distinctes, si et seulement si leur différence est divisible par @,,. Donc ¢ passe au
quotient en une application ¢ : R[X]/Q,R[X] — R"*! linéaire bijective continue entre des
espaces vectoriels de méme dimension n + 1. Son inverse est la composée de 'application
de R"™! dans R, [X] inverse de celle considéré en c), donc continue, de l'inclusion de
R, [X] dans R[X], continue par définition de la topologie de sous-espace topologique, et
de la projection canonique R[X] — R[X]/Q,R[X], continue par définition de la topologie
quotient. Donc ¢ est un homéomorphisme.

f) Montrons que l'ensemble M des mondmes est (séquentiellement) fermé. Soit P, =
(an X" )pen une suite dans M convergeant vers un polynéme P pour 7. Par continuité
de I'évaluation en 1, la suite (a, = P,(1))nen converge vers P(1). Si la suite (mpy)nen
est constante, égale a N, notons Q = P(1)X N Alors pour tout k € Z, par continuité
de I'évaluation en k, nous avons Q(k) = lim,—, - P,(k) = P(k), donc P et @ ayant une
infinité de racines en commun, coincident, et P = () € M. Sinon, quitte & extraire, nous
pouvons supposer que la suite (my,)pen converge vers +oo. Si P = 0, alors P € M. Sinon,
il existerait k € Z tel que P(k) # 0. Mais alors, par continuité des évaluations en k et

P(k+1)

k+1, la suite des (%)m" = %&;U convergerait (vers i20) ), ce qui n’est pas possible.

g) Pour montrer que I'application de R[X] x R[X] dans R[X]| définie par (P,Q) — PQ
est continue, il suffit de montrer, par les propriétés des topologies initiales, que pour tout
R € R[X] et tout k € Z, l'application f : R[X] x R[X] — R définie par f(P,Q) =
|PQ — R||), est continue en tout point (Py, Qo). Comme |[PQ — R|[x — [PyQo — R|[x| <
|P(k)Q(k) — Po(k)Qo(k)|, ceci découle de la continuité de l'application d’évaluation en k
et du produit dans R.

Si @ € R[X] prend des valeurs entiéres sur Z, alors 'application de R[X] dans R[X]
définie par P — P o () est continue, car pour tout k € Z, 'application d’évaluation en
Q(k) € Z est continue.

Réciproquement, si @ € R[X] et ky € Z sont tels que Q(ky) n’appartienne pas & Z,
alors en notant P, le polynéme d’interpolation de Lagrange de degré 2n + 1 valant 0 en
tout point de ZN[—n,+n] et 1 en Q(ko), alors (P, )nen tend vers 0 pour .7 (car, pour tout
k € Z, P,(k) vaut 0 si n est assez grand, donc converge vers 0). Mais la suite (P, o Q)pen
ne converge pas vers 0o @Q = 0, car P, 0Q (ko) = 1 pour tout n. Donc I'application de R[X]
dans R[X] définie par P — P o @ n’est pas continue.

(2) a) Soit P, = X™. Pour tout i € N, si n est assez grand (n > i), alors a;(P) = 0.
Donc par les propriétés de la topologie produit, la suite (P,)nen converge vers le polyndéme
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nul pour la topologie 7. Mais P, (1) = 1 ne converge pas vers 0 quand n tend vers l'infini,
donc par continuité de I’évaluation en 1 pour la topologie 77, la suite (P, ),en ne converge
pas vers le polynéme nul pour la topologie .77.

b) Soit P, = [[;~_,,(X —i). Pour tout k € Z, si n est assez grand (n > |k|), alors
[|Polle = |Pn(k)| = 0. Donc par définition de la topologie .77, la suite (P,)nen converge
vers le polynéme nul pour .7;. Mais a1 (P,) = (—1)"(n!)? ne converge pas vers 0 quand n
tend vers l'infini, donc par continuité des projections pour la topologie produit, la suite
(P, )nen ne converge pas vers le polynome nul pour la topologie 5.

c) Si A est I'ensemble des P € R[X] tels que |a;(P)| < i pour tout i € N, alors ®(A) est
contenu dans [[,cy[—4%,4]. Comme [], [, 1] est compact par le théoréme de Tychonov,
donc fermé car RN est séparé, 'adhérence de ®(A) est contenue dans [[;n[—7,4]. Comme
tout fermé d’un compat est compact, le résultat s’en déduit.

[En fait, on peut montrer, méme si c’est inutile, que ®(A) = [Lien[—7:4]. En effet,
pour tout (a;)ieny dans RN, I'image par Papplication ® de la suite de polynomes (P, =
S o aiX)nen converge vers (a;)ien, car pour tout i € N, si n est assez grand (n > i),
alors a;(P) = a;. Ceci montre aussi que I'image de ® est dense.|

d) Comme les coefficients de PQ et de P o Q sont des polynémes en les coefficients de
P et de Q, et par les propriétés des topologies produits, les applications de multiplication
et de composition de deux polyndémes sont continues pour 5.

Schéme E.96 (1) Soit F un sous-groupe fermé de RY. Soit F} un sous-espace vectoriel
de RY, contenu dans F, de dimension maximale (éventuellement nulle). En particulier,
F est isomorphe (en tant que groupe topologique additif) & R, pour un ¢ € N. Soit F,
Iintersection de F et de l'orthogonal de I (pour le produit scalaire usuel sur RY). Alors
F; est un sous-groupe de F', et F' est isomorphe (en tant que groupe topologique) au groupe
produit Fy x Fy, par Iapplication, ot 7 : RV — Fy est la projection orthogonale (qui est
linéaire), définie par z — (7(x),x — 7(z)).

Montrons que F est discret. Sinon, il existe une suite (x,)nen dans Fb tendant vers 0.
Quitte & extraire, (z,/||24l]), cn converge vers un vecteur v non nul, et la droite vectorielle
D passant par v est contenue dans I'adhérence de F' (chacun des points de D étant limite
de multiples entiers de z,,). Donc F| 4+ D serait un sous-espace vectoriel de R, contenu
dans F', de dimension strictement supérieure a celle de Fi, contradiction.

Montrons que le groupe Fy est isomorphe a ZP avec p € NN [0, N — g|, ce qui conclut.
Si F' = Iy, le résultat est clair. Si F' # FY, soit e; un élément non nul de norme minimale
dans F» (qui existe, car 'intersection d’'un compact de R™ et d’une partie discréte de R™
est finie). Construisons par récurrence sur ¢ € N — {0}, tant que c’est possible, un vecteur
e;, tel que eq,...,e; soient linéairement indépendants et que Zej + - - - 4+ Ze; soit contenu
dans F, (donc en particulier i est au plus la dimension de l'orthogonal de F}, c’est-a-dire
N — q). Supposons eq,...,e; construits. Soit V; le sous-espace vectoriel de RY engendré
par €1,...,€;.

Si Fb n’est pas contenu dans Vj, soit e;41 un élément de Fb, n’appartenant pas a V;, tel
que

lleiall = min min ||z +vf] .

Ceci existe, car application f : x — d(v,V;) = min,ey, ||z — v|| est continue, strictement
positive en dehors de V; qui est fermé, et sa borne inférieure sur F5 —V; est a chercher dans
une partie finie de Fy — V;, par discrétude de Fb et par invariance par Zey + - - - + Ze; de
Fy —V;. Alors e; 1 convient.
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Si Fy est contenu dans V;, montrons que Iy = Zey + --- + Ze;, ce qui termine la
récurrence, et montre le résultat. Sinon, soit x € Fy tel que x ¢ Zey + -+ - + Ze;. Alors,
quitte & enlever & x un élément de Ze; + --- + Ze;, il existe Aq,..., \; € R tels que
x = ANep+ o+ Ageg et A # 0, |Ag] < % Mais alors € Fy — V1 (en posant par
convention Vy = {0}), et minyev, _, ||z +v|| < || Ager|| < |lex||, ce qui contredit la propriété
de minimalité de ey,.

(2) Notons que § est bien définie, car pour ¢ > 1, Vi(B.) = RY (et en particulier
d < 1). L’application 6 : X x X — R est clairement positive ou nulle, nulle sur la diagonale
et symétrique. Elle s’annule seulement sur la diagonale : si §(F, F’) = 0, alors pour tout
x € F, pour tout € > 0 suffisamment petit, d(z, F’) <€, donc x € F’ puisque F’ est fermé,
et FF C F'; d’ou, par symétrie, si §(F, F’) =0, alors F' = F".

Soient A, B des parties de RY et €,17 > 0; remarquons que

Vi(A) ={zeRN : Jye A, dx,y) <e,

donc Vi(V;,(A)) C Vepn(A), par inégalité triangulaire dans RY [si z € V(V,(A)), alors
il existe y € V,(A) tel que d(x,y) < €, donc il existe z € A tel que d(y,z) < €, d’on
d(z,z) < e+netx € Veyy(A)]; deplus,sie <npet A C A',alors B, C By et V{(A) C V,,(B);
enfin, V.(AU B) = V(4) U V.(B).

Montrons que § vérifie I'inégalité triangulaire. Soient F, F', F" € X et ¢, > 0 tels que
F CVAF'UB,), F' C V.{FUB,), F' C V,(F" UB,) et F" C V,(F" U B,). Donc

F CV(F'UB) = V(F')UVi(Be) C Ve(Vy(F" U By) U Ve(Be)
C Very(F") U Viyn(By) UV(Be) C Vi (F" U Beyy) -

De maniére symétrique, F" C Ve (FUBeyy). Donc 6(F, F”) < e+n. En prenant la borne
inférieure sur tous les tels € et 1, nous avons donc bien

S(F,F") < 5(F,F')+ 6(F',F") .

(3) Supposons tout d’abord que (F;);en converge vers F' pour la distance 0.

a) Soit x € F. Par définition de la distance 6, pour tout p € N, il existe N, € N tel
que pour tout i > N, il existe z;, € F; tel que d(z,z;,) < zﬁ' Nous pouvons supposer
que la suite (IVp)pen est strictement croissante, et nous posons alors x; = 0 si i < Np, et
x; = Tip si Np <@ < Nppq. Alors clairement x; € F; et 7 —— 400 T.

b) Soit (ix)ken une suite strictement croissante dans N, soit z;, un élément de F;, pour
tout £ € N. Supposons que x;, converge vers un élément x de RY quand k& — +oo. En
particulier, la suite (z;, )ren reste bornée, donc pour tout € > 0, pour k assez grand, il
existe par définition de § un point zy . dans F' tel que d(x;,, k) < €. Donc x est limite
de points de F'. Mais comme F est fermé, ceci implique que = € F.

Maintenant, supposons que les assertions a) et b) soient vérifiées, et montrons que
(F})ien converge vers F' pour la distance 6.

Fixons € > 0. Puisque K = F N B(0, %) est fermé dans un compact, donc est compact
et métrisable, il existe une suite finie (z;)1<j<m dans K telle que pour tout x dans K,
nous ayons d(z,r;) < §. Par I'assertion a), pour tout j € NN [1,m], il existe une suite
(xi;)ien telle que z; ; € Fj et x; j —i—oo x;. Par finitude de m, il existe N’ € N tel que
pour tout 7 > N’, pour tout j € NN [1,m], nous ayons d(x;;,x;) < 5. Donc par inégalité
triangulaire, K C V(F}), et done, pour tout i > N, nous avons F' C V. (F; U B,).
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Montrons par I’absurde qu’il existe aussi N” € N tel que pour tout ¢ > N”, nous avons
F; C Vo(FUB,), ce qui conclut. Sinon, pour tout n € N, il existe i,, > n et z;, € F;, tel que
x;, ¢ Vo(F U Be). Nous pouvons supposer que la suite (i, )nen est strictement croissante.
En particulier, la suite (z;, )nen reste dans le compact B(0,1), donc converge quitte &
extraire vers z € RY. Mais d(x;,,F) > €, et donc par passage a la limite, d(x, F) > € > 0,
et x n’appartient pas a F', ce qui contredit 'assertion b).

(4) Puisque tout est métrisable, nous pouvons utiliser des suites pour montrer la conti-
nuité. Soit donc (g;, F;) une suite convergeant vers (g, F') dans G x X. Montrons que g¢; F;
converge vers gF en utilisant la question 3).

Pour tout y € gF, posons x = g~ 'y € F. Alors puisque F; converge vers F' et par a),
il existe x; dans F; convergeant vers x. Posons vy; = g;x; € g;F;. Alors par continuité de
l'action de GLy(R) sur RV, nous avons y; = g;x; — gz = y, ce qui montre a).

Soit y;, un élément de g;, F;, pour tout £ € N, convergeant vers y € RY. Posons
Ty, = g; 1y,~,C € Fj,, qui converge vers x = g~ 'y par continuité de l'inverse et de I’action
de GLy(R) sur RY. Puisque F; converge vers F' et par b), nous avons € F, et donc
y = gz € gF, ce qui montre b).

(5) Si N = 2, le groupe SO(2), compact, homéomorphe & un cercle, agit transitivement
sur le sous-espace Z de X formé des sous-groupes isomorphes & R, car ce sont les droites
vectorielles de R?. Le noyau de l'action est {£Id}. L’application orbitale SO(2) — Z définie
par g — g(R x {0}), continue, surjective, induit par passage au quotient une application
SO(2)/{£Id}, continue, bijective, de source compacte (car {£Id} est un sous-groupe fermé
de SO(2), donc SO(2)/{xId} est séparé et image d’un compact par une application conti-
nue) et de but séparé, donc est un homéomorphisme. De plus, I'application de R dans
SO(2) qui a # € R associe la rotation d’angle 6, induit un homéomorphisme de R/7Z dans
SO(2)/{£Id}. Donc Z est homéomorphe a un cercle.

(6) Rappelons que par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, pour tout € > 0, tout espace
métrique compact X admet une partie A finie e-dense (i.e. telle que tout point de X soit
a distance au plus € d’'un point de A). Comme X est un espace métrique, montrons que de
toute suite (Fi)ieN dans X, on peut extraire une sous-suite convergente.

Nous pouvons supposer que F; est non nul, donc infini, pour tout 7. Pour tous i,k € N,
soit K; une partie finie ﬁ—dense de F; N B(0,k). Nous pouvons supposer que K C
K j+1. Numérotons (z; ;) jen les éléments de |, K.k, de maniére a ce que les éléments de
K; 141 — K, soient de numéro supérieurs a ceux de K ;. Ainsi, pour tout j € N, la suite
(@i j)ien reste dans un compact de R, donc converge quitte & extraire. Par extraction
diagonale, nous pouvons supposer que pour tout j € N, la suite (x;;)ien converge vers
z; € RY. Notons F l'adhérence de {z; : j € N}. Alors F est un fermé de RY. De plus,
pour tout y € F, il existe y; € F; tel que y; converge vers y. Et si y;, € F;, converge vers
y, alors les y;, restent dans un compact, donc sont proches d’éléments x;, ; avec j borné,
donc y appartient & F' (qui est fermé). Enfin, si y, z € F, alors soient y;, z; € F; tels que y;
converge vers y et z; converge vers z. Alors y; — z; € F; converge vers y —z, donc y —z € I,
et F' est un sous-groupe. Par 3), la suite (F;);cn converge donc vers F' dans X.

(7) Soit Y I’ensemble des sous-groupes fermés de RY isomorphes a ZY. La preuve de
(1) montre de plus qu'un élément de Y est discret, et engendré (comme groupe abélien)
par des vecteurs (ej,...,ey) linéairement indépendants. Considérons I'application orbitale
O : G — Y définie par g — g(ZY). Cette application est continue, surjective par ce qui
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précéde, et passe au quotient en une application continue © : G/GLy(Z) — X qui est
bijective, car le stabilisateur de Z" sous I'action de G est exactement GLy(Z). Si F est un
élément de Y, engendré (comme groupe abélien) par des vecteurs (eq, ..., exn) linéairement
indépendants, et si I € Y est suffisamment proche de F pour la distance §, alors en prenant
des vecteurs €], ..., e}y de F’ proches de ey, ..., en, la suite (¢, ..., e}y) sera linéairement
indépendante, et engendre F”, ce qui montre que Y est ouvert. La matrice de passage de la
base vectorielle (e1,...,en) a la base vectorielle (ef,. .., €} ) est donc proche de I'identité.
Donc par continuité de la projection canonique G — G/GLy(Z), cela montre la continuité
de la réciproque de ©.

Schéme E.99 (1) Pour tout a dans 7, application x +— ||fo(x)|| est continue, comme
composée des applications continues f, et y — [|y||. Comme toute borne supérieure de
fonctions (semi-)continues inférieurement est semi-continue inférieurement, le résultat en
découle.

(2) Supposons par ’absurde que 'intérieur de F;, soit non vide. Soient z¢ € F et € > 0
tels que B(xg,2¢) C F,. Alors tout « dans o7, pour tout x dans E tel que ||z|| = 1, par
inégalité triangulaire et puisque xg et xo + ex appartiennent a B(xg, 2¢), nous avons

1

1fa@)ll = < lfalex + 0 = 20)|| < £l

(I fazo + ex)[| + [l fa(xo)l]) < ==

A=

Done supgye,y ||fall < 22 < +00, ce qui contredit 'hypothése.

(3) Le sous-espace F,, = {z € E : g(z) < n} est fermé, car g est semi-continue
inférieurement (voir la proposition 5.27). Donc °F}, est un ouvert dense de ’espace métrique
complet E. Par le théoréme 5.45 de Baire, G = [,y “Fy, est donc dense.

[Voici une autre méthode pour montrer directement le résultat final. Par 1’absurde,
supposons qu’il existe o dans E — G. Cet ensemble étant ouvert, il existe € > 0 tel que
B(zg,2¢) C E — G. En particulier, A\, = sup,c.s |[|fa(y)|| < +oo, pour tout y dans
B(Xy, 2¢). Pour tout z non nul dans E, pour tout a € &/, nous avons

— s 2 i Il
sup || fa(z)|| = sup fa(zo + 7)) = fa(@o)|] < —(Aag4 oz + Aug) < +00
acd aca € ||| € ll=l
Le théoréme 6.25 de Banach-Steinhaus, qui dit qu’alors sup,c.s ||fall < 400, contredit
I'hypothése centrale de ’énoncé.]

Schéme E.100 Le but de cet exercice est de montrer, dans un exemple trés simple, que
la somme directe de deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace vectoriel topologique
n’est pas forcément fermée.

(1) Commengons par une remarque générale (qui implique que A et B existent bien).

Lemme 8.1 Si E est un espace vectoriel topologique, et A une partie de E, alors il existe
un (et un seul) plus petit (pour linclusion) sous-espace vectoriel fermé contenant A. C’est
lintersection de tous les sous-espaces vectoriels fermés contenant A, ainsi que [’adhérence
du sous-espace-vectoriel engendré par A.

Preuve. L’ensemble des sous-espaces vectoriels fermés contenant A est clairement stable
par intersection (quelconque). Donc son intersection est l'unique plus petit sous-espace
vectoriel fermé contenant A. Celui-ci contient bien sur I’adhérence du sous-espace-vectoriel
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engendré par A. Nous avons vu que l'adhérence d’un sous-espace vectoriel est un sous-
espace vectoriel (fermé). Le résultat en découle. O

Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert est complet, donc un espace de
Hilbert, et (ap)nen (respectivement (b, /||by||)nen) est une suite orthonormée, dont 1’espace
vectoriel engendré est dense dans A (respectivement B), donc est une base hilbertienne de
A (respectivement B).

Si (a;)ien et (B)ien sont deux suites de carré sommable telles que >, yoia; =

> ien Bi bi/|bil], alors
Z(Oéi - (1 + ﬁ)—lﬁﬁi) €9; — Z (1 + (i + 1)2)—1/2& R

i€N i€N
Comme (e, )nen est une base hilbertienne de F, et par sommabilité des carrés de la suite

de n-éme terme (1 + (%“)2)71/25%1 si n est impair, et an — (1 + m)flﬂﬁ% sin est
pair, il en découle (par unicité de I’écriture en base hilbertienne) que 3; = 0 pour tout i,
et donc que a; = 0 pour tout i. Donc AN B = {0}.

(2) Posons f : (x,y) — x4y et x, = (—an,b,) € Ax B (muni par exemple de la norme
produit du maximum). Alors ||z,,|| > 1 et ||f(z,)|| = & converge vers 0 quand n tend vers
+00. Donc la bijection réciproque de f: A x B — A+ B n’est pas continue.

(3) L’espace vectoriel engendré par la réunion des bases hilbertiennes de A et B ci-
dessus est égal a l'espace vectoriel engendré par la base hilbertienne (e, )nen, donc est
dense dans E. Si A + B est fermé, alors il est complet, donc 'application (z,y) — = +y
de A x B dans A+ B est une application linéaire bijective continue, entre deux espaces de
Banach, donc est un homéomorphisme par le théoréme de Banach (voir le corollaire 6.27),
ce qui contredit (2). On peut aussi trouver explicitement un élément de A x B — A x B :

I’élement 1
Z bn_anzz nrl €2n+1
neN neN

de E existe, car (n%rl)neN est de carré sommable, mais il n’appartient pas & A + B. En
effet, supposons que («;);en et (3;)ien soient deux suites de carré sommable telles que

1
Z%%%—Zﬂz@/”@”z 1 et

1€N 1€N neN

Comme (ey,)nen est une base hilbertienne, par unicité de I’écriture en base hilbertienne,
on devrait avoir alors a; = Tib et EDBT = w1 Pour tout 7, donc en particulier a; = 1

pour tout 7, ce qui contredit le fait que (a;);en est de carré sommable.

Schéme E.101 (1) La série ) %u" est normalement convergente, par les propriétés
de la norme d’opérateur, donc elle converge dans l'espace de Banach Z(E). Si u et v

commutent, alors (u+v)" =Y} <Z>ukv"*k par récurrence, donc le fait que exp(u+v) =

(expu)(expv) se démontre comme pour 'exponentielle réelle, en utilisant le théoréme de
Fubini pour permuter les sommes.

(2) Notons f : R — E lapplication t — exp((t — to)u) - xo, qui vérifie f(tp) = x¢. Pour
montrer que f est solution, il s’agit de montrer que f est dérivable et que f/(t) = u(f(t))
pour tout ¢t dans R. L’application d’évaluation en x( étant linéaire continue, par le théoréme
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de dérivation des fonctions composées, il suffit de vérifier que si g : R — E est 'application
t — exp(tu), alors g est dérivable et ¢'(t) = wo g(t). Pour tout h €] — 1, 1],

10 12
g(t +h) = (exp(hu)) (exp(tu)) = (id +hu + h? Z

n=2

u")og(t).

Or |33 h::f u™|| est borné uniformément en h par 3,7°5 4 [Ju[|" < +oo. Donc g(t +
h) =g(t) + huog(t) + o(h), ce qui montre le résultat.

[On peut aussi utiliser, en en vérifiant toutes les hypothéses, le théoréme 7.5 de déri-
vation terme & terme des séries.]

Comme le domaine de définition de f est R, la solution f est maximale.

(3) a) Soient A € Sp(u) et @ € C[X] tels que P — P(\) = (X — A\)Q. Alors P(u) —
P(A\)id = (u—Aid) o Q(u) = Q(u) o (u — Aid). Comme u — A\id est non surjective ou non
injective, P(u) — P())id lest aussi, et donc P(\) € Sp(P(u)).

b) Par le théoréme de d’Alembert, il existe n dans N et a, \1,..., A, dans C tels que
P(X)—p=all_1(X —Xg), donc P(u) —pid = a(u—Aid)o---o(u— A, id). Si aucun A;
n'est dans Sp(u), alors P(u) — pid est inversible, ce qui contredit le fait que p € Sp(P(u)).
Donc, par exemple, A; € Sp(u), et P(\1) — p = 0. Nous avons montré que

P(Sp(u)) = Sp(P(u)) -

(4) 1l est immeédiat que toute puissance d'un opérateur autoadjoint est encore autoad-
joint, et que l'adjoint d’'une combinaison linéaire d’opérateurs autoadjoints est la combi-
naison linéaire & coefficients conjugués de ces opérateurs (en particulier, toute combinaison
linéaire a coefficients réels d’opérateurs autoadjoints est encore autoadjoint). Le résultat
en découle.

(5) En utilisant, pour la seconde égalité, le fait que le rayon spectral d’un opérateur
autoadjoint est égal a sa norme ; pour la troisiéme égalité, I'assertion (1) ; pour la quatriéme
égalité, l'assertion (3); et pour la derniére égalité, le fait que le spectre d’un opérateur
autoadjoint soit réel, nous avons

1P(u)[|* = [P (u)P(w)*|| = sup Al = sup (Al = sup [(PP)(\)
AESP(P(u)P(u)*) AE€Sp ((Pﬁ)(u)) AESP(u)
— s PO
AeSp(u)

(6) Notons «7 1'algébre des restrictions des polynoémes complexes au compact Sp(u) de
C, qui sépare les points et est stable par passage & la partie réelle et & la partie complexe.
L’application de o/ dans .Z(F) définie par P — P(u) est un morphisme d’algébres, qui est
1-lipschitzien par la question (5). Par le théoréme de Stone-Weiertrass, o/ est dense dans
% (Sp(u),C). Par le théoréme de prolongement, puisque . (E) est complet, 1'application
uniformément continue P — P(u) s’étend de maniére unique en un morphisme d’algébres
continu ¥ : ¢ (Sp(u),C) — Z(F).

(7) SiXA ¢ f(Sp(u)), alors I'application continue ¢ — f(t) — X ne s’annule pas sur Sp(u),
donc son inverse g appartient a € (Sp(u),C). Comme g(t)(f(t) — ) = (f(t) — N)g(t) =1
pour tout ¢ € Sp(u), et puisque ¥ est un morphisme d’algébres, nous avons ¥(g)o (U(f)—
Aid) = (¥(f) — Aid) o ¥(g) = id, donc ¥(f) — Aid est inversible, et A ¢ Sp (¥(f)). Le
résultat en découle, par contraposée.
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(8) Par continuité du produit scalaire, ’ensemble des opérateurs autoadjoints est fermé.
Par (1) et puisque f est limite uniforme de polynémes réels, ¥(f) est autoadjoint.

11 découle du cours que si E est de dimension infinie, alors 0 est une valeur spectrale
de tout opérateur autoadjoint compact. Comme 0 n’est pas dans I'image de f, le résultat
découle donc de la question (7).

[Autre solution : Si W(f) est compact, alors son spectre consiste, outre éventuellement
0, en une suite (infinie car E est de dimension infinie et W(f) n’est pas 'opérateur nul)
(A\i)ien d’éléments non nuls (ce sont en fait des valeurs propres de multiplicités finies, réelles
car W(f) est autoadjoint, mais ceci n’est pas utile) convergeant vers 0. Par la question (7),
Ai = f(ui), avec p; une valeur spectrale de u. Or \; tendant vers 0, ceci contredit le fait
que f(Sp(u)) est fermé (par compacité de Sp(u) et continuité de f) et ne contient pas 0.]

Schéme E.110 Notons tout d’abord que le champ de vecteurs X est défini et de classe C*
(car |z|? = 22 4+ y?) sur R?, donc satisfait les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

(1) Si 2z est comme dans 1’énoncé, I'application f : ¢ — ez est définie sur R, dérivable,
vérifie £(0) = z, et sa dérivée vaut f/(t) = iez = if(t) = X(f(t)) car cos(2nz|f(t)|?) =
cos(2km) = 1. Par unicité locale dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, nous avons donc
o¢(z) = f(t) dés que ces applications sont définies en ¢, et par maximalité, ¢.(z) est défini,
et vérifie cette propriété, pour tout t € R.

(2) Le champ de vecteurs X, étant continu sur R?, est en particulier borné sur un
voisinage d’adhérence compacte U de ID. Montrons que toute courbe intégrale maximale
~v de X, de position initiale (au temps ¢ = 0) dans D, reste dans D aussi longtemps
que définie. En effet, le cercle unité S; de R?, qui est le bord de D, est I'image d’une
courbe intégrale par (1). Par le théoréme des valeurs intermédiaires, si 7y sortait de D, alors
~ devrait rencontrer S; en au moins un point. Mais par unicité des solutions maximales
d’une équation différentielle autonome, deux courbes intégrales maximales, dont les images
se rencontrent en un point, différent par translation du temps. Donc 'image de v devrait
étre contenue dans Sy, et la position initiale de vy ne pourrait pas étre dans ID.
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Toute valeur d’adhérence du graphe d’une courbe intégrale de position initiale dans D
est donc contenue dans D, donc dans U. Par le théoréme d’explosion en temps fini des
solutions maximales d’une équation différentielle, ceci implique que toute courbe intégrale
de position initiale dans D est définie sur R, ce qui montre le résultat.

(3) Pour k = 0,...,n—1, notons Cj la couronne ouverte {z € C : \/% <z < 4/ EHY,

et C}, son adhérence. Comme les deux cercles du bord de C';, sont des images de courbes
intégrales de X par la question (1), par le méme raisonnement que pour la question (2),
toute courbe intégrale de X de position initiale z dans C}, reste dans C, donc toute valeur

d’adhérence de ¢¢(2) en +oo appartient au compact Cl.
12

Pour tout r € | \/:, w/ k+1 si |z| = r, alors langle 0,

orienté 6, entre iz et X(z) ne depend que de r et vaut X (2)
(1 = cos(2nmr?)) €0, 1] 10, Z[.
On a J
- s
pn ](bt(z)‘? — 2Re (@t(z)X(apt(z))) = 2cos (5 + Hlm(z)\) <0.

Donc si z € Cy, alors 'application ¢ — |¢¢(z)| est strictement décroissante. Elle est bornée

inférieurement par \/E et supérieurement par 4/ @ . Donc |¢¢(z)| converge vers une limite

ly € \/:, \/ k“ | quand t tend vers +oo. Comme 6, # 0 si r € | \/;, \/ k+1 , Ious avons
nécessairement /_ = /5L et ¢, \/; :

Par continuité et la propriété de flot, si w est une valeur d’adhérence de ¢¢(z) quand
t tend vers too, alors ¢s(w) est aussi une valeur d’adhérence pour tout s dans R. Donc
I’ensemble des valeurs d’adhérence de ¢¢(z) quand ¢ tend vers +oo (respectivement —oo)

est le cercle de centre 0 et de rayon \/%, réduit & un point si k = 0, (respectivement

\/%). Les courbes intégrales dans la couronne C}, spiralent donc entre ces deux cercles,
en s’en rapprochant & l'infini. En particulier, quand le temps converge vers +oo, toute
courbe intégrale de position initiale dans Cy converge vers 0.
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(4) Le fait que Z soit une relation d’équivalence découle, en utilisant le fait que le
champ de vecteurs X soit complet dans D, des propriétés de flot : la propriété ¢¢ = id
implique la réflexivité, (¢;)~! = ¢_; implique la symétrie, et ¢s o ¢y = @51y implique la
transitivité de Z.

[Une autre maniére de dire cela est que, par les propriétés du flot d’'un champ de
vecteurs complet, Uapplication de R x D dans D, définie par (¢, z) — ¢¢(z), est une action
du groupe R sur D; puisque & est la relation « étre dans la méme orbite » pour cette
action, Z est une relation d’équivalence.|

Notons p : D — D/Z la projection canonique. Remarquons que la courbe intégrale
d’image {0} et celle de position initiale ﬁ sont d’images disjointes, donc les images par p

de ces trajectoires sont des points u et v distincts de D/Z. Comme gbt(ﬁ) converge vers
0 quand t tend vers +o00, et par continuité de p, v = P(@(ﬁ)) converge vers p(0) = u.

Donc u € m, et D/ n’est pas séparé.
[Une autre maniére de raisonner est de dire, par cet argument de convergence, que %
n’est pas fermé dans D x D, donc D/Z ne peut étre séparé.|

Schéme E.112 (1) La forme linéaire ¢ : F'+ Rv — R définie par y — A, ot A est 'unique
réel tel qu’il existe x € F avec y = x + v, est continue. C’est immédiat si E est de
dimension finie. Mais si ’on suppose seulement que F' est fermé, alors soit d = d(v, F'), qui
est strictement positif, car F' est fermé, et v ¢ F. Pour tout A € R*, pour tout « € F', nous
avons —5 € F', donc

lo+ 511> dw.F) = d,

et donc |[A| < 2|[Av + z||. Par conséquent, la forme linéaire ¢ est continue, de norme au
plus é.

Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe une forme linéaire continue sur E prolongeant
£. Son noyau H, qui est un hyperplan fermé de E ne contenant pas Rv, donc suppplémen-
taire & Ru, contient alors £~1(0) = F. L’application (A, z) — Av +x de R x H dans E est
continue, car E est un espace vectoriel topologique, et bijective, d’application réciproque
z— (U(y),y — £(y)v), qui est continue.

(2) (i) Puisque f:V — E est C*°, I'application y — df, de V' dans I’espace de Banach
Z(F,E) est C*®. L’inverse est une application C* de Z(F, E) dans Z(FE, F). Comme la
fonction d’évaluation d’une application linéaire en un point est une application bilinéaire
continue, donc C*, le fait que f*X soit de classe C*>° découle du théoréme de dérivation
des applications composées.

(ii) Pour tout z dans W, si y = g(z), nous avons

(f09)" X(2) = (d(f 0.9)-) " (X (£ o9(2)) ) = (dg=) " o (dfy) (X (F() )
= (dg) ! (/X (9(2)) ) = g"(F*X)(2) -

(iii) L’application v : ¢t — fo cp}* «(y) est bien définie sur I'intervalle ouvert conte-
nant 0, qui est le domaine maximal de définition de la solution de ’équation différentielle
2 = f*X(z) valant y en t = 0. De plus, par le théoréme de dérivation des applications
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composées,

v'(t) = Pl (4) <%@}*X(y)> =dfyt, () (f*X(<P1}*X(y))) = X(f(wl}*x(y)))

!
=X (v(t)) .

On montre que v est méme la solution maximale de 1'équation différentielle 2/ = X (z)
valant f(y) a linstant ¢ = 0, en utilisant le fait que f soit un difféomorphisme local
(par le théoréme d’inversion locale), et la formule f*(¢*X) = X, si ¢ = f~!, étant vraie
localement, par (ii).

(3) (i) Soient H un hyperplan fermé supplémentaire & RX (a), et £ une forme linéaire
continue sur E de noyau H telle que (X (a)) = 1 (qui existent par la question (I)). Notons
f: (R x H) — E Papplication (\,z) — AX(a) + = + a, qui est un C>*-difféomorphisme,
car son inverse est z — ({(z —a),z — €(z — a)X(a)) dont les composantes sont affines,
donc C*. Notons que f(0,0) = a et que (dfo,0) " = d(f™")(0,0) est Iapplication linéaire
2z (0(z),z — £(2)X (a)) Nous avons donc

F7X(0,0) = (d00) " (X(0,0))) = (((X(0)), X (a) — (X (@) X(a)) = (1,0)

(ii) Notons que @1 (t,z) = ¢! (0,z) est bien défini, et de classe C* (car C* en chaque
variable) si || et || || sont suffisamment petits. De plus,

d

(@100 = 7, #r(0.0) =Y(0,0) = (1,0),

et, puisque @Y. (0,2) = (0, z),
Vhe H, 02(®1),0)(h)=(0,h).

Donc d(®1)(0,0) est l'identité de R x H. Par le théoréme d’inversion locale, il existe des
voisinages ouverts Wi, W{ de (0,0) dans R x H tels que ®; : W; — W/ soit un C*-
difféomorphisme. De plus,

d(q)l)(t,ar)(lao) = 81((1)1)@,3[:) = %@g/(oax) = Y(@%/(O’x)) =Y(®(t, 7)),

ce qui montre le résultat, en appliquant I'inverse de d(@l)(m) aux deux membres de cette
équation.
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(iii) Par l’assertion (ii) précédente, considérons un intervalle ouvert I} contenant O,
une boule ouverte Wy de centre 0 dans .#, un voisinage ouvert W3 de 0 dans E, et
¢ : Wi — I, x Wy un C*°-difféomorphisme tel que ¢(a) = (0,0) et

(67)' X =2,

ou Z: (W4 x I,) — (R x H) est I'application constante valant (1,0). L’application ¢ o S :
W — R x H est de classe C*, c¢’est une immersion en 0 telle que ¢ o S(0) = (0,0) et
I'image de d(¢ o0 S)p ne contienne pas R x {0}. Notons 71 : Rx H - Ret my: Rx H — H
les projections sur le premier et le second facteur, qui sont linéaires continues, donc C*°.
L’application moopoS : W — H est donc, par composition, une application C*° d’un ouvert
de H dans H, qui est une immersion en 0 (car le noyau de my est R x {0}, qui ne rencontre
I'image de d(¢ o S)y qu'en (0,0)), d'image de 0 égale a 0. Puisque H est de dimension
finie, 'application linéaire injective d(my 0 ¢ 0 S)y : H — H est une bijection. Donc par
le théoréeme d’inversion locale, quitte & restreindre W et Wy (et donc W3), Iapplication
meo@¢oS: W — Wy est un C*-difféomorphisme. Posons

f=(modoS)o(modoS) Wy - R
qui est de classe C*, et ¢ : (I x Wa) — (R x Wa) 'application définie par
(t,x) — (t = f(z),2) .

Alors, quitte a réduire I, et Wy (et donc W, W3), il existe un intervalle ouvert Iy contenant

0 tel que 'application ¢ : (I}, x W3) — (I x Wa) soit un C*°-difféomorphisme, d’inverse

(t,z) — (t+ f(x),z). De plus, par construction, 1) envoie ¢ o S(W) sur {0} x Ws.
Remarquons que (wfl)*Z = Z, car si y = ¢(x), alors

()" 2(y) = (d@)y) " (Z@ W) = dva(1,0) = 0¥, = (1,0)
puisque (t,0) = (¢,0). En posant @3 = 1) o ¢, le résultat découle alors de (1) (ii).
(4) (i) Pour tout h dans E, nous avons

dLo(h) = 1im Herth =Ll .,
t—0,t>0 t
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par passage a la limite des inégalités. Comme —dL,(h) = dL,(—h) > 0, on en déduit que
dL4(h) = 0.

(ii) La partie V; est un fermé (comme intersection de fermés) borné dans un espace
vectoriel réel normé de dimension finie, donc est compact. Par continuité de L et puisque
L(a) < s, la partie Vi, contenant I'ouvert B(a,7) N L™(] — oo, s[) contenant a, est un
voisinage de a. Pour tout € € |0, ], Iapplication continue L, restreinte au compact B —
B(a,€), atteint son minimum m,, qui en particulier est strictement supérieur & L(a). Si
s € |L(a), m.[, alors V5 C B(a,¢€). Donc tout voisinage de a contient un V.

(iii) Par continuité de L en restriction au compact S(a,r), nous avons

m= min > L(a).
zeS(a,r)

Soient s € |L(a), m[ et = dans V. L’application ¢ — Lo y!(z) (définie sur I'intervalle maxi-
mal I =]d_, 0 [ contenant 0 tel que Lo ' (x) existe) est décroissante, car, par le théoréme
de dérivation des fonctions composées, sa dérivée a U'instant ¢ est dL ¢ (,) (X (¢(x))), qui
est négatif ou nul par hypothése. Donc pour tout ¢ € ]0,d[, nous avons L o ¢'(x) <
Lo(x) = L(x) < s. En particulier, ¢!(z) appartient au compact V;, sur laquelle I’appli-
cation X est bornée et de différentielle bornée. De plus, V; est un fermé contenu dans le
domaine de définition de L et de 'équation différentielle 2’ = X (z). Par la propriété d’ex-
plosion des solutions maximales d’une équation différentielle, nous avons donc 64 = 400
et p'(x) € Vs pour tout ¢ > 0.

(iv) Soient s € |L(a),m| et z dans Vs. Par (iii), I'application ¢ — L(¢'(x)) est une
application décroissante de ]0,+oo[ dans R, minorée par L(a), donc est convergente vers
f € R quand ¢ tend vers +oc.

Montrons par 1'absurde que la seule valeur d’adhérence de t — ¢'(x) quand t tend
vers 400 est a. Par compacité de V;, dans lequel reste la courbe ¢ +— '(x) par (iii), ceci
concluera. Supposons donc qu’il existe y # a dans Vy et (¢, ),en une suite de réels positifs
tendant vers +oo telle que la suite ((pt” (x))n oy converge vers y. En particulier, L(y) =¢.
Pour tout 7 > 0, on a L(¢"(y)) < L(y), donc par continuité, £ = limy_ ;o L(¢7 T (z)) <
L(y) = ¢, contradiction.
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Index

a base dénombrable, 281
action, 92
a gauche, 92
libre, 178
transitive, 177, 282
adhérence, 30
adjoint, 179, 219
Alexandrov, 131
algébre
de Banach, 181
normée, 181
topologique, 81
C*-algebre, 220
algebre stellaire, 220
anneau topologique, 77
anneaux hawalens, 281
annulation a 'infini, 182
application

a décroissance rapide, 19
a variables séparées, 170

analytique, 247
complexe, 247
réelle, 176, 247

anti-linéaire, 199

bornée, 15

canonique, 61

concave, 191

continue, 34
en un point, 33

contractante, 117

convexe, 190

de classe C°, 244

de classe C*°, 244

de classe C¥, 247

de classe CF, 244

de Lyapounov, 276
stricte, 276

essentiellement
égales, 181
finie, 181

étale, 275

fermée, 36

holdérienne, 152, 286

isométrique, 12, 201

linéaire bornée, 87

lipschitzienne, 152

lisse, 19, 26

ouverte, 36

périodique, 153

partielle, 239

propre, 131
résolvante, 258
sesquilinéaire, 199
sous-additive, 151

uniformément continue, 149

arbre binaire, 135
archimédien, 9
asymptotiquement
équivalent, 108
dominée, 107
négligeable, 107
auto-adjoint, 221
autonome, 272

base d’ouverts, 25
base hilbertienne, 211
bidual topologique, 179
bijection
canonique, 177
B, 280
boite a flot, 275
borné, 15
borne
inférieure, 7
supérieure, 7
boule
fermée, 13
ouverte, 13, 17
unité, 280
bouquets de cercles, 281

¢(X,Y), 138
Cantor, 58
cardinal, 28
champ de vecteurs, 273
complet, 274
image réciproque, 275
chemin, 39
concaténé, 21, 52
cocycle, 258
coeflicients
d’une série entiére, 247
de Fourier, 212
coercive, 207
compact, 122
relativement, 165

compactifié d’Alexandrov, 131

complété, 155-157

complet, 274

composante connexe, 53
par arcs, 53
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composante neutre, 74
concaténation, 21, 52
concave, 191
cone, 71
conjugaison, 75
conjugué, 199
connexe, 38
par arcs, 39
rectifiables, 21
continuement différentiable, 231, 232
convergence, 100
simple, 145
uniforme, 138
uniforme sur les compacts, 148
convexe, 81, 190
coordonnées hilbertiennes, 211
corps
des fractions, 157
ordonné, 8
archimédien, 9
topologique, 77
complet, 113
valué, 78
complet, 155
non discret, 78
correspondance, 22
coupure, 8
courbe de von Koch, 23
courbe intégrale, 273
maximale, 273
CP,, 280
critére
pour base d’ouverts, 26

2(9), 26
décalage, 278
décomposition

polaire, 77
demi-espace fermé, 188
dénombrable & l'infini, 133
dense, 31
Gs-dense, 173
e-dense, 123
dérivable, 230232

deux fois, 242
dérivée, 230, 231

partielle, 239

en un point, 239

partielle d’ordre p, 244
développement en fraction continue, 172
diamétre, 15
difféeomorphisme, 250

local, 253

différentiable, 230, 231
au sens de Gateaux, 235
au sens de Fréchet, 230, 235
deux fois, 242
différentielle, 230, 231
partielle, 239
en un point, 239
distance, 12
a une partie, 14
bi-invariante, 24
définie par une norme, 82
de Wasserstein, 24
de Hausdorff, 22
de la convergence uniforme, 138
de longueur, 21
induite, 21
de Prokhorov, 24
discréte, 15
du peigne, 20
entre deux parties, 14
équivalentes, 14
homogéne, 114
induite, 15
par une norme, 15
invariante a droite, 24
invariante a gauche, 24, 112
produit, 17
SNCF, 20
topologiquement équivalentes, 14
ultramétrique, 13
distribution, 66
dual topologique, 89, 179

écart, 17
écrasement, 72
ensemble
bien ordonné, 28
ordonné, 7
filtrant croissant, 60
isomorphe, 28
résolvant, 213
totalement ordonné, 8
ensemble triadique de Cantor, 58
enveloppe convexe fermée, 191
équation différentielle
autonome, 272
équation d’Euler, 208
équation différentielle, 255
d’ordre p, 271
résolue, 271
linéaire, 263
a parametre, 263
équicontinuité, 164
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uniforme, 164
équilibre, 275
attractif, 276
stable, 275
équivalent, 108
espace
de Banach, 113, 179
de Fréchet, 113, 179
de Hilbert, 202
isomorphes, 201
de longueur, 21
de Schwartz, 47
grassmanien, 282
lenticulaire, 94
préhilbertien, 201
projectif, 94
complexe, 94, 280
réel, 94, 280
propre, 213
espace métrique, 12
complet, 112
isométriques, 12
quotient, 70
espace topologique, 10
a base dénombrable d’ouverts, 25, 281
compact, 121
o-compact, 133
connexe, 38
connexe par arcs, 39
discret, 10
homéomorphes, 10
localement connexe, 52
localement compact, 129
localement connexe par arcs, 52
métrisable, 13
normal, 37, 279
séparable, 32, 281
séparé, 32
associé, 299
totalement discontinu, 281
espace vectoriel
conjugué, 199
normé, 15, 83
topologique, 80
complet, 113
localement connexe, 84
explosion, 262
exposant conjugué, 181
extrémité, 21

F(X)Y), 138
famille
séparante

de pseudo-distances, 17
de semi-normes, 19
fermé, 10
de Zariski, 11
fermée, 36
filtrant croissant, 60
filtre des voisinages, 29
flot, 274
local, 273
fonction caractéristique, 163
forme sesquilinéaire, 199
formule de Parseval, 212
fortement continue, 89
frontiére, 30

genre, 11
graphe, 56, 198
groupe

discret, 75

linéaire, 76
orthogonal, 76
spécial linéaire, 76
spécial orthogonal, 76
spécial unitaire, 76
topologique, 74

complet, 113

produit, 75
unitaire, 76

groupe a un parametre

d’homéomorphismes, 274
de diffeomorphismes, 274

hermitienne, 76
holdérienne, 152
homéomorphisme, 10
homothéties, 80
hyperplan
affine, 186
d’appui, 188
séparant, 186
strictement, 186

identité
de la médiane, 200
de Pythagore, 200
immersion, 249
inductif, 125
inégalité
de Cauchy-Schwarz, 201
triangulaire, 9, 12
inverse, 12
ultramétrique, 13
injection
isométrique, 12, 154
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intérieur, 30
intervalle, 8
fermé, 8
ouvert, 8
invariante par homéomorphismes, 11
isolé, 49
a droite, 50
a gauche, 49
isométrie, 12
isomorphe, 28, 74, 77, 78, 80
isomorphisme
d’anneaux topologiques, 77
d’espaces vectoriels topologiques, 80
de corps
ordonnés, 8
topologiques, 78
valués, 78
de groupes topologiques, 74

jacobien, 248
jauge, 84

limite, 100
a droite, 100
a gauche, 100
en +o0, 100
en —oo, 101
inférieure, 158
simple, 145
supérieure, 158
uniforme, 138
lipschitzienne, 152
lisse, 19, 26
localement
compact, 129
connexe, 52
connexe par arcs, 52
convexe, 84
fini, 63
longueur, 21

métrisable, 13

métrisable complet, 112
maigre, 173

majorant, 7, 125
marginales, 24

matrice jacobienne, 249
maximal, 125

mesure o-finie, 181
mesure de Stieljes, 226
méthode itérative de Picard, 117
minorant, 7

module de continuité, 151
moins fine, 43

morphisme
d’espaces vectoriels topologiques, 80
d’anneaux topologiques, 77
de groupes topologiques, 74
de corps topologiques, 78
multiplicité, 213

nombre de bouts, 133

normable, 20

normal, 37, 279

normalement convergente, 180

norme, 15, 82
associée a un produit scalaire, 200
d’opérateur, 88, 179
duale, 91, 179
équivalentes, 16
euclidienne, 16
hilbertienne, 202
image, 15
préhilbertienne, 201
produit, 17
quotient, 95
ultramétrique, 82
uniforme, 143

nulle part dense, 31

opérateur
a noyau, 215
de type Hilbert-Schmidt, 216
auto-adjoint, 221
compact, 215
continu, 213
de rang fini, 215
positif, 221
orbite, 177
ordinal, 28
dénombrable, 28
ordre, 7
bon, 28
partiel, 7
total, 8
orthogonal, 200
orthogonalité, 200
ouvert, 10
élémentaire, 55
ouverte, 36

parameétre, 256

partie compacte, 122

partition de I'unité, 63
subordonnée, 63

passage au quotient, 67

plongement isométrique, 12

plus fine, 43
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P,.(C), 94, 280

P, (R), 94, 280

point a l'infini, 131

point extrémal, 191

polynéme
trigonométrique, 169

prébase, 25

préserver 'ordre, 7

préserver la norme, 16

presque partout au sens de Baire, 173

probléme de Cauchy, 256, 257
produit scalaire, 200
euclidien standard, 202
hermitien standard, 202
projection, 203
stéréographique, 131
prolongement, 153
propre, 131
pseudo-boule ouverte, 17
pseudo-distance, 17
induite par une semi-norme, 19
invariante a gauche, 112

R, 26
rang, 249
rayon spectral, 213
recollement, 72
recouvrement, 121

fermé, 121

localement fini, 52

mauvais, 125

ouvert, 63, 121

localement fini, 63

relation d’équivalence engendrée, 69
relativement compact, 165
relativement compacte, 132
résolution de 'identité, 225
résolvante, 258, 266
Riesz, 130
RP,, 280

Z(R"), 19
séries formelles
de Laurent, 80
saturé, 68
o-compact, 133
segment initial, 28
semi-continue
inférieurement, 163
en un point, 161
supérieurement, 163, 215
en un point, 161, 214
semi-lipschitzienne, 255

a parameétre, 256
semi-norme, 19, 83

quotient, 95
séparable, 32, 281
séparante, 17, 19, 166
séparé, 32

associé, 283
série entiére, 247

normalement convergente, 247
Sn, 280
solution

approchée, 260

d’équation différentielle, 255, 271

a parametres, 256

maximale, 255
somme

disjointe, 61

hilbertienne, 209
sommet, 71
sous-additive, 151
sous-algébre unitaire, 166
sous-espace topologique, 48
sous-recouvrement, 121
Sp(+), 213
spectre, 213

résiduel, 213
sphére, 13

unité, 280
stabilisateur, 177
subimmersion, 249
submersion, 249
suite

& décroissance rapide, 278

de Cauchy, 112

de Cauchy, 110, 111

exhaustive de compacts, 63, 133

uniformément de Cauchy, 140
support, 26
surface

de révolution, 289
suspension, 71
symétrique, 84

systéme
fondamental de voisinages, 29
inductif
d’espaces topologiques, 73
projectif

d’espaces topologiques, 59

d’espaces vectoriels topologiques, 81

de groupes topologiques, 75

théoréme
d’Arens-Fells, 17
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d’Arzela-Ascoli, 165 compacte-ouverte, 146

d’interversion des limites et des dérivées, définie par une famille de semi-normes, 45
237 de Chabauty, 285
d’interversion des séries et des dérivées, 238 de lordre, 28
d’interversion des limites, 140 de la convergence simple, 145
d’inversion locale, 250 de la convergence uniforme, 138
d’Urysohn, 36 de la convergence uniforme sur les compacts,
de Baire, 171 148
de Banach, 198 de Schwartz, 27
de Banach-Alaoglu, 193 de Whitney, 27
de Banach-Steinhaus, 196 de Zariski, 11
de Bolzano-Weierstrass, 123 discréte, 10
de Cauchy-Lipschitz, 257 engendrée, 25
autonome, 273 étroite, 48
de Dini, 146, 148 faible, 90
de Dugundji, 36 faible (d’un espace vectoriel topologique),
de forme normale 90
des applications de rang constant, 254 faible (définie par une famille de sous-espa-
des immersions, 253 ces), 62
des submersions, 254 faible-étoile, 91
de Hahn-Banach, 184, 187 finale, 61
de Heine, 152 forte, 89
de Krein-Milman, 192 grossiére, 10
de ’arbre et de I’écorce, 53 image réciproque, 10
de 'image ouverte, 197 induite, 48
de la moyenne, 236 par une distance, 13
de Lax-Milgram, 207 par une famille de pseudo-distances, 18
de Lyapounov, 276 par une norme, 15
de Morgenstern, 176 initiale, 44
de prolongement, 153 la moins fine, 44
d’Urysohn, 36 limite projective, 59, 73
de Riesz, 130 moins fine, 43
de Riesz-Fréchet, 205 normable, 20
de Schauder, 217 plus fine, 43
de Schwarz, 243 produit, 54
de Stampachia, 208 quotient, 67
de Stone-Weierstrass, 166 somme disjointe, 61
de Tychonov, 126 usuelle, 127
de Weierstrass, 169 vague, 194
de Zorn, 125 topologie usuelle sur R™, 16
des accroissements finis, 236 tore, 68
des boites a flot, 275 totalement ordonnée, 125
des chipolatas, 54 totalement discontinu, 53, 281
des fonctions implicites, 251 trajectoire, 273
du graphe fermé, 198 transformation de Fourier inverse, 212
du point fixe translation, 80
de Banach, 117 a droite, 74
de Brouwer, 136 a gauche, 74
de Schauder, 136 transversale locale, 275
de Tychonov, 136 Tychonov, 126
du redressement, 275
T", 68 uniformément
topologie, 9 continue, 149
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de Cauchy, 140
équicontinue, 164
unitaire, 202

¥ (x), 29
valeur
propre, 213
réguliére, 213
spectrale, 213
valeur absolue, 9, 78
p-adique, 79
triviale, 78
ultramétrique, 78
valeur d’adhérence, 108
variété topologique, 52
vecteur propre, 213
voisinage
d’un point, 29
d’une partie, 29
r-voisinage

fermeé, 14
ouvert, 14
Zorn, 125
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