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Définition 1.1

On appelle série entiére une série de fonctions E f, ou les
n>0
fonctions f, sont de la forme spécifique

n

f.(z) = a,z" avec a, € C.

En d'autres termes, une série entiére est définie par la donnée
d'une suite de nombres complexes (a,),, et I'on note alors la

série entiére
g anz"
n>0

En cas de convergence, la somme est notée :

S:ZHS(Z):Zanz”
n=0

B /47




Séries entiéres Convergence des séries entiéres

Propriétés de la somme d'une série entiére
Développement d'une fonction en série entiére

Remarque 1.2

L'addition des séries entiéres > a,z" et > b,z" est la série
entiére > (a, + b,)z".

Le produit de la série entiére > a,z" par le scalaire A € K, est
la série entiére > Aa,z".

Le produit de Cauchy des séries entiéres > a,zP et ) byz9 est
la série entiére »_ c,z" ou

n n
Ch = E apbq - § akbnfk - § anfkbk
k=0 k=0

p+q=n
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Lemme 1.3 :Lemme d'Abel

Si la suite (|a,|r§)n est majorée, alors la série ) a,z" converge
absolument pour tout z € C tel que |z| < rp.

Preuve.

Soit M € R, tel que pour tout n € N, |a,|r§ < M; alors

n n
Vn e N, |a,z"| = |aq||z]" = |an|rg (‘ri’> < M(li|> .
0

I}

> (|z|/r0)" est une série géométrique, de raison positive et
plus petite que 1 (|z| < rp), donc convergente ; le théoréeme de
comparaison montre |'absolue convergence de > a,z". O

<
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Définition 1.4 : Rayon de convergence

On appelle rayon de convergence de la série entiére ) a,z" la
quantité notée R définie par :

R = sup {r € R, tq Z|an|r” converge}

Le rayon de convergence R est a valeur dans
R+ = R+ U {+OO}

Définition 1.5
Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence R.
@ On appelle intervalle de convergence I'intervalle | — R; R[

@ On appelle disque de convergence noté Dg I'ensemble
défini par :
Dr={zeCtq|z| <R}
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Conséquences :

@ La série entiére ) a,z" converge absolument en tout
point z de son disque (resp. intervalle) (|z| < R) ouvert
de convergence.

@ En tout point z extérieur au disque ouvert de
convergence, c'est-a-dire en tout point z tel que |z| > R,
la suite (a,z"), n'est pas majorée et la série > a,z"
diverge grossiérement.

@ On ne peut rien dire, en général, de la nature de la série
> a,z" en tout point z de module |z| = R; c'est
pourquoi le cercle de centre O et de rayon R est appelé
cercle d'incertitude.

Exemple : Calculer le rayon de convergence de la série entiére

Zsin(n)z”.

n>0
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On a |sin(n)z"| < |z|". Si |z| < 1, alors la série géométrie
Z |z|" est convergente. Ainsi la série Zsin(n)z” converge
n>0 n>0

(absolument) pour tout |z| < 1. Par suite le rayon de
convergence R > 1.

En prenant z = 1, la série Zsm ) diverge car son terme
n>0

général ne tend pas vers 0. Ainsi le rayon de convergence

R < 1. D'ou finalement R = 1.
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Théoréme 1.6

Le rayon de convergence R de la série entiére > a,z" est la
borne supérieure de |'un des intervalles suivants :

E ={r e Ry, la suite (a,r"), est majorée}

F ={r € Ry, la suite (a,r"), admet O pour limite}
G ={r e R, la série > _ a,r" converge}

I ={r € Ry, la série > |a,|r" converge}

Preuve.
Les inclusions | C G C F C E sont évidentes et donnent les
inégalités :

sup/ <supG <supF <supE
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Reste a montrer |'inégalité sup E < sup /; pour cela montrons
I'implication

r<supE=rel
c'est-a-dire [0, sup E[C /.
Si r < supE, la suite (]a,|r"), est une suite majorée et le
lemme 1.3 montre que r € /. Ainsi, [0,sup E[C [ et
sup E = sup[0, sup E[< sup /.

10/ 47



Séries entiéres Convergence des séries entiéres

Propriétés de la somme d'une série entiére
Développement d'une fonction en série entiére

Théoréme 1.7 : Rayon et critére de D'Alembert

Soit > a,z" une série entiére telle que a, # 0 & partir d'un
certain rang; s'il existe ¢ € [0, +00] avec

an+1
dp

lim
n

=/,

alors le rayon de convergence de la série ) a,z" est

1, SiteR™
rR=¢ ¢ o

+oo, Sil=0

0, Sil =400

Exemple : Calculer le rayon de convergence de la série entiére

P
>
n>0
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Proposition 1.8

Soient ) a,z" et ) b,z" deux séries entiéres de rayons de
convergence respectifs R, et R},.

o S'il existe N € N tel que Vn > N |a,| < |b,| alors
Ra Z Rb;

@ Si |a,| ~ |b,| alors R, = Ry,
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Théoréme 1.9

Soient ) a,z" et Y b,z" deux séries entiéres de rayon de
convergence respectifs R, et R},.

|
2

@ Pour tout A € K*, le rayon de convergence de ) X a,z"
est R,;etVzeC, |zl <R,=ona:

o o0
E ANapz" = A E anz"
n=0 n=0

@ le rayon de convergence R, de la série entiére
> (an + bp)z" vérifie Ry = min(R,, Rp) si R, # Rp et
Rs > R, = Rp sinon; et Vz € C, |z| < min(R,, Ry) on a

o0

Z(an—i—b Za,,z —|—sz

n=0
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@ le rayon de convergence R. de la série entiére produit
n

"oz ol Gy = Y _ axby_y vérifie R, > min(R,, Ry), et
k=0
Vz € C, |z| < min(R,, Rp) on a

i cpz" = f: (z”: ak b,,_k) z"= (i apzp) <§: (5,
n=0 n=0 “k=0 p=0 qg=0
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Propriété 1.10
Une série entiére converge normalement, donc uniformément,

sur tout disque fermé strictement inclus dans le disque ouvert
de convergence.

| \

Propriété 1.11
La somme d’'une série entiére définit une fonction continue sur
le disque ouvert de convergence.

N
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Propriété 1.12 : Intégration d'une série dans le cas réel

o Les séries entiéres ) a,x" et ) a,;%7 ont le méme rayon
de convergence R;

@ pour tout segment [, 3] de | — R, R|[, on a:

tn+1

B &2 £ B
/a ;ant"a’t:;/CY ] (1)

@ pour tout x €] — R, R[, on a:

[Sara=3a""
a,t"dt = a,
0 n=0 n=0 4 1

16 /47



Séries entiéres Convergence des séries entiéres
Propriétés de la somme d'une série entiére
Développement d'une fonction en série entiére

Propriété 1.13 : Dérivabilité d'une série entiére dans le cas réel

Si > a,x" est une série entiére de rayon de convergence
R >0, alors

o la série dérivée premiére E na,x"* a le méme rayon de

n>1
o0
convergence R; la somme S : x — E a,x" est de classe
n=0

C! sur ] — R; R[ et sa dérivée est :

Vx €] — R;R[, S'(x Znan -1
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o la série dérivée piéme
|
S n(n 1)+ (n—pt Daperr = 3 RN, o
n>p n>0
a le méme rayon de convergence R; la somme S est de
classe C* sur | — R; R[ et pour tout p € N et
x €] —R;R[,ona:

SP(x)=> n(n—1)---(n—p+1)ax"P
n=p
qg+p)
= ( | ) ag+px’
q=0 a
@ en particulier :
S((0
VneN, a, = 0
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Exemple

Exemple : considérons la série : E x".

400
1
On sait que R =1 et pour tout x €] — 1,1], E = —
X
n=0

e En dérivant, on obtient pour tout x €] — 1, 1]

(1—1x)2_(1—x)/ Z”X

e En intégrant, on obtient pour tout x €] — 1, 1]

X 1 n
— dt = —| 1— =,
| == —=x) z
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définition 3.1

Une fonction f définie sur un intervalle | — r, r[ (avec r > 0),
est dite développable en série entiére (au voisinage de 0) s'il
existe une suite de nombres complexes (a,), telle que

|

Vx €] —r,r[, f(x Zanx

c'est-a-dire si f est la somme d'une série entiére sur l'intervalle
|—r,r[.

La série entiére »  a,x” est appelée le développement en série
entiére de la fonction f sur l'intervalle | — r, r[.
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La fonction f est dite développable en série entiére au
voisinage de x = x si, et seulement si, la fonction
g : ur f(xo + u) est développable en série entiére au
voisinage de u = 0. Dans ce cas : il existe r > 0 et une suite
(a,)n tels que :

o0

Vx €lxo — ryxo + r, f(x)= Z an(x — x)"

n=0
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Proposition 3.2

Soient f et g de | dans C sont développable en série entiére.
La somme f + g et le produit fg sont aussi développable en
série entiere.

Si f est une fonction développable en série entiére sur
I'intervalle ouvert | — r, r[, f est la somme d'une série entiére
> anx" sur | — r, r[; nécessairement f est une fonction de
classe C* sur | — r, r| et le coefficient a, est égal a £(")(0)/n!.
Le développement en série entiére de f est donc donné par la
série > £(W(0)x"/n!, ce qui motive la définition suivante
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Définition 3.3 : Série de Taylor d'une fonction

Si f est une fonction de classe C* sur un voisinage de x = 0,

la série entiére Z (0]
n!

fonction f en x = 0.

x" est appelée série de Taylor de la

Il est légitime de se poser deux questions :

@ la série de Taylor de f en x = 0 a-t-elle un rayon de
convergence non nul 7

@ si oui, la fonction f est-elle égale a sa série de Taylor sur
un voisinage de x =07
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Considérons la fonction f définie par :

0 six<0
f: f(x) = -
x = () exp <—1) six>0

X

La fonction f est une fonction de classe C* sur R\{0} et,
pour tout entier naturel k et tout réel x €]0, +oof,

F(x) = Qx (1/x> exp < — 1/x> ol Q est un polyndme

unitaire de degré 2k (raisonner par récurrence); ainsi

x—0

£ (x) > x "k exp (_—1) et lim FX(x) =0
X

La fonction, f est donc de classe C*> sur R et, pour tout
entier r}( P&)(Og = 0. La série de Taylor de fen 0 est la série

nulle, sa somme est différente de f sur tout voisinage de 0.
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Théoréme 3.4 : Caractérisation des fonctions développables en
série entiere

Soit f est une fonction de classe C* sur un voisinage de 0; f
est développable en série entiére si, et seulement si, il existe
r > 0 tel que pour tout x €] — r, r|,

n—-+00

fiis / =8 i) 4y g — 0.
0 n!
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Démonstration.

Ce n'est que |'application de la formule de Taylor avec reste
intégral, (pour x # 0) :

F) =3 P00k /0 T ey ) gy

k! n!
k=0

La fonction f est développable en série entiére si, et seulement
si, la série de Taylor de f converge vers f sur un intervalle

| — r, r[, c'est-a-dire si, et seulement si, le reste intégral de la
formule de Taylor tend vers 0 sur | — r, r|. O

o’
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Théoréme 3.5 : Condition suffisante de développement en série
entiére

Soit f est une fonction de classe C* sur un voisinage de 0. On
suppose qu'il existe r > 0 et un réel M > 0, tels que

Vk e N, Vx €] —r,r], f(k)(x)| < M.

Alors f est développable en série entiére, et f est égale a sa
série de Taylor sur | —r, r|

Pour la preuve il suffit de remarquer que
VkeN, Vx €] —r, 1], f(k)(x)‘ < M.

implique que

n—-+o00o

lim / =8 i) 4y g — 0.
0 n!
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Proposition 3.7

Si f est une fonction développable en série entiére sur

|—r,r[:Vx €] —r,r[ f(x) Zan alors

f est une fonction paire < Vp € N, a3, =0

f est une fonction impaire < Vp € N, ap, =0
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Série de Fourier

Coefficients de F

Définition 2.1 : Forme réelle des coefficients de Fourier

Soit f une fonction R — C que I'on suppose continue par
morceaux, et 2m-périodique, ce qui signifie que

f(x + 2m) = f(x) pour tout x € R. Pour tout n € N, on
définit les coefficients de Fourier réels de f par :

1 27 27

an(f) =2 [ F(t)cos(nt)dt et by(f) = = [ F(t)sin(nt)dt

™ Jo ™ Jo

4
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Remarque :
On a toujours by(f) = 0.
Dans le cas particulier ot f est paire, on a

bo(F) = 0 et ap(F) = %/W £(£) cos(nt)dt.

Dans le cas particulier o f est impaire, on a

an(F) = 0 et by(F) = %/ﬂ £(£)sin(nt)dt.
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Définition 2.2 : Forme complexe des coefficients de Fourier

Soit f une fonction R — C que I'on suppose continue par
morceaux, et 2m-périodique. Pour tout n € Z, on définit les
coefficients de Fourier complexe de f par :

1 2w )
cilf) = o /O F(£)e k.

Remarque :
De la relation €™ = cos(nt) + i sin(nt), on obtient :

1 ) 1 :
Cp = E(a,, —ib,) et c_, = 5(8" + iby)

a,=cht+c,etb,=i(c,—c_p)
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Définition 2.3 : Série de Fourier

Soit f une fonction R — C que |'on suppose continue par
morceaux, et 2m-périodique. Pour tout x € R, on appelle série

de Fourier de f en x la série :

SF¢(x) = Z cn(F)e™dt  (avec les coefficients complexes)

_ _i—i ) + Z (a,, )cos(nx) + bn(f) sin(nx)>.

(avec les coefficients réels)

v
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Exemple : Soit f : R — R impaire, 2m-périodique, telle que

fO)=Ff(r)=0etf(t)=1si0<t<m
Il est clair que f est continue par morceaux sur R. Comme f
est impaire, a,(f) = 0 pour tout n € N, et

by(f) :% /0 " £ (t)sin(nt)dt = % /0 " sin(nt)dt
2

2 [ _ %cos(nt)]: _ %(1 _ (—1)”>

4

m pour tout p € N. D'ou

On a by, =0 et bypi1 =

SE(F)) =3 ﬁ sin(2p + L)x

p=0
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Soit f une fonction R — C que |'on suppose continue par
morceaux, et 27-périodique.

Pour tout x € R, on a défini la série de Fourier SF¢(x).

La premiére question qui se pose est de savoir si cette série est
convergente, pour certaines valeurs de x, voire pour tout

x € R.

Si c'est le cas, elle définit une nouvelle application

SF¢ 1 x — SF¢(x) de R dans C, et la seconde question qui se
pose est celle des liens entre cette application SF et
I'application f de départ.
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Notation

Soit f une fonction R — C continue par morceaux et
2m-périodique.

En tout x € R, la fonction f admet donc une limite & droite
notée f(x™) et une limite & gauche notée f(x~). Dans le cas
ol x est un point de continuité de la fonction f, on a par
définition de la continuité : f(xT) = f(x7) = f(x).
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Théoréme 2.4 : théoréme de Dirichlet

Soit f une fonction R — C continue par morceaux, et
27-périodique. On suppose que f est de classe C! par
morceaux sur R. Alors

(i) pour tout x € R, la série de Fourier de f en x est
convergente, et I'on a

SFr(x) = %(f(x*) + f(x‘))

(ii) en particulier, en tout x € R ot f est continue, on a :

SF¢(x) = f(x).

Ainsi, sous les hypothéses du théoréme, la série de fonctions
SF¢ converge simplement sur R. On peut montrer que :
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Corollaire 2.5

Sous les hypothéses du théoréme ci-dessus, si I'on suppose de
plus que f est continue sur IR, alors la série de fonctions SF¢
converge vers f normalement (et donc uniformément) sur R.
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Théoréme 2.6 : Formule de Parseval

Soit f : R — C continue par morceaux et 2m-périodique. Alors

(i) la série de réels positifs Z <|c,,(f)|2 + |C_n(f)|2) est

n
convergente, et

1 2
G |2+Z|cn B +lenPR) = 5= [ IF(e)et

(i) lorsque f est a valeurs réelles, la série de réels positifs

Z (a,,(f)2 e b,,(f)2) est convergente, et

n

%’c):%f((f)m ) 2ﬂ/ f(t

n=1
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L'égalité de Parseval entraine qu'une fonction continue
2m-périodique qui a tout ses coefficients de Fourier nuls est
nulle.
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Quelques Exercices

Soit f : R — R une fonction 27-périodique définie par
2

fix)=1- X—2 sur [—m, 7.
m

Calculer les coefficients de Fourier de f. En déduire les valeurs

de
=1 > 1 =1
Zﬁ’ Z(gn_1)2’ "
n=1 n=1 n=1
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La fonction 7 est paire. Les coefficients bn(f) sont donc nuls.
Et,
1 [" x> 1 31" 4
30‘”—;/”(1—;)"* W[X—W] .73

En faisant une double intégration par parties, on trouve

™ 2 n
an(f) = l/ (1 _ X_> cos(nx)dx = 2 x? cos(nx)dx
2

T ) . w3 )
= (_1)"+1i
n?m?2
La fonction f est continue et C! par morceaux. Sa série de
Fourier converge donc simplement et méme uniformément vers

f, d'ou

f(x) = 5 + ; a, cos(nx)
x2 2 4 4
1-5 = 22Ny
2 3 7?2 (=1) n’m?



Quelques Exercices

(o0
) 1 7
En faisant x = , on trouve g =
n

_ = —1)” w2
En faisant x = 0, on trouve Z = _E donc

oo

Yoy X 5) -

n=1
En utilisant |'égalité de Parseval on obtlent
o0

1 4

n* 90

n=1

44 / 47



Quelques Exercices

45 /47



Quelques Exercices

46 / 47



Quelques Exercices

47 /47



	Séries entières
	Convergence des séries entières
	Propriétés de la somme d'une série entière
	Développement d'une fonction en série entière

	Série de Fourier
	Généralité
	Convergence de la série de Fourier

	Quelques Exercices

