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L’usage de tout document ou appareil électronique est strictement interdit.

Exercice 1. ( 4 Pts)
Discuter en fonction du paramétre o > 0, la nature de la série numérique suivante

2. (nil)

n2

Exercice 2. ( 6 Pts)
Soit la série entiére suivante

1) Déterminer le rayon de convergence R.
2) En déduire le domaine de convergence.
3) Calculer la somme de la série entiére f.
4) En déduire la somme des séries numériques suivantes

+00 n +oo
D

nd —n nd—n
n=2 n=2

Exercice 3. ( 6 Pts)
Soit f une fonction 2w— périodique, impaire définie par

1) Tracer le graphe de f sur [—m, 7.
2) Déterminer la série de Fourier associée a f, notée S;.
3) En déduire la somme de

Exercice 4. ( 4 Pts)
Etudier la nature de l'intégrale impropre suivante
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Exercice 1. ( 4 Pts)
On applique le critére de Cauchy.

n2\ 1/n n
lim (o — = lim o — (0.25Pt)
n——+oo n -+ 1 n—-+oo n -+ 1

= lim ae”ln(ﬁ) = lim ae"ln(nﬁil)
n—-+00 n—-+00
= lim ae"(-w) = ¢ (0.5Pt)
n—-+oo [
puisque
1 —n
nln (1— ~ — —1 quand n — 4+o0. (0.5Pt)
n+1 n+1
Donc,

si 2 <14 a<ealors la série converge. (0.5 Pt)
Si 2 > 1<% a> ealors la série diverge. (0.5 Pt)

2

n
n
Pour o = e, on obtient la série e" )
’ Z n+1

On remarque que

. 2 _n_ . _n2 ntl . _
lim e"e” n(547) = lim e"e™ ™ (=) = lim e"e
n—-+4oo n—-+oo n—-+oo

n? ln(1+%)

= lim "G matoGa) = (12 #0. (1.5Pts)

Ainsi, pour a = e, la série diverge. (0.25 Pt)
Exercice 2. ( 6 Pts)
xn
On a - :
> i
n>2
1) Le rayon de convergence R est donné par

1 nd—n
(n+1P—(m+1) 1

1

=1 (0.5Pt)

n—-+o0o

2) Si |z| < 1, alors la série converge.
Si || > 1, alors la série diverge.
Si |x| =1, alors soit z = 1 ou z = —1.

. . 1 : 1
[ ] POUI’ Tr = 17 on a Ia Serie numerique E - qui converge car 31 ~ Lg ou E — est une
7’L‘3 -n n°—n n

série de Riemann convergente.(0.5 Pt)

: : =" . : Qo
e Pour z = —1, on a la série numérique E (=) qui converge par le critére de Leibniz.(0.5 Pt)
n

(n—1)
Ainsi, le domaine de convergence est D = [—1, 1]. (0,5 Pt)



3) La somme :
Pour z =0, on a f(0) = 0.
Pour x # 0, on remarque que

Par identification, a = —1, b=setc= %
Ainsi,
+oo n

T X 1R g 1 <X
Zn?’—n:_zz—i_ign—l—kig

n=2 n=2
m+oo a1 1
=—(—In(l—2) — = —_
(= In{l —2) x>+2;n—1+2x
r <X gm 1
=—(-In(l—2)—2)+ = — + — —

2 —m 2xm7

:—(—1n(1—x)—x)—§1n(1—x)+2i {—ln(l—x)—a:—m—?

X

:L‘n
n +

(x —1) 3z 1
— Y ) m )+ -2 (3P
{ 5 (1—2)In(1—2)+ 13 (3Pts)
4) Pour x =1,0n a
~+00 1
Z 3 = lim f(x)
=t —n a1
_ x—1) 3 1 1
Pour x = —1, 0on a
+oo
—1)"
Z<3) = lim x)
L=t —n as(-Dt
, (x—1) 3z 1
= 1 1 In(1 — — —=—=2In(2) — - 5P
i (U2 e am -0+ - g —2me) - sy

Exercice 3. ( 6 Pts)
1) Le graphe de f est (0.5 Pt)

“‘“x\ﬁl
A




2) Puisque f est impaire, alors a,, =0, Vn>0. (0.25 Pt) Donc,

b, = 2 /ﬂ z(m — x)sin(nz)dz. (0.25Pt)

™

Aussi, en ulitilsant une série d'intérgation par parties, on obtient

bnzzzfﬂw—thM@mﬁ:%(P@M_xﬁmmﬂld—lA%W—ZﬂwMMWM)

T 77 n o M
2 — 2x) si o2 [T
_ 2 ([(W ) sm(nx)} _ _2/ sin(na:)da:)
™m n o "o
4 4
=—3 [— cos(nz)]) = —3 [— cos(nm) + 1]
4
=—[1-(-1)"]. (2Pt
- (2Pes)
Donc, si n est pair, alors by, = 0 et si n est impair, alors by, 1 = m (0.5 Pt)
Ainsi,
8 «= sin((2n + 1))
VreR, S =— 0.5Pt
T € R, () - nZ:o 2n+ 1) ( )
3) On remplace x = 7, alors on obtient
T 7w 8ex (=)
Sf(_) - - — 3
4 = (2n+1)
Donc,
400
Cy
———=—. (0.5Pt
; Gnr1p 32 )
Pour la deuxiéme somme, on utilise |'égalité de Parseval. On a
64<= 1 2 /” ) )
— Y ——— =— [ a°(m—2x)%dx
T i (2n+1)% 7w Jy
2 [T 2 [ 2% af a7 2
= %/0 2} (7 + 2® — 2712)dr = - [7‘(2% + % — 2#%]0 = %71'4.
Ainsi,
400 6
1 T
—— = —_ (1.5Pt
2 Gnr1p o0 (LOFtS)

n=0
Exercice 4. ( 4 Pts)
On remarque que Vx € [0, +oco[, 0 < arctan(z) < 7. (0.5 Pt)
Ainsi,
arctan(z) /2
T4+22 — 1+22

Vz € [0, 400/, (0.5Pt)

Sachant que
1 1

1+$2NP

au voisinage de 4+ oo (1Pt)

et f0+°° 4z converge ( I'exposant est supérieur a 1) (1 Pt), alors par le critére de comparaison

2

Sy metmn) gy converge. (1 Pt)
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