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Examen du lere Semestre

Exercice 1

1. Soit la suite numérique suivante :

3 2
U,=—
27 " n(n+1)
— Etudier la nature de Z U,
n=1
— Calculer la somme N % + 2
c='2"  n(n+1)

2. Etablire une comparaison avec une intégrale

E 2

. Ink Inn)?
3 (Inn)

k=1

Exercice 2

On considére les fonctions f, définies de R a valeurs dans R par : f,(x) = e "
— Déterminer D ’ensemble de convergence de la suite de fonctions (fn)nen-

— préciser la limite simple f de la suite (fn)nen sur D.
— La convergence est-elle uniforme vers f sur D.

Exercice 3

On considere la série de fonction Z fn définie par : f,(x) = x

2
—cos(nmz?).

— Déterminer le domaine de convergence iniforme de la série E fn-

+oo
~ On pose f(x) = an Calculer glglg} f(z)
n=0

Exercice 4
FEtudier la nature de lintégrale impropre suivante :

+oo ;
sin(x) I

0 Var(z? +1)
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Exercice 1

1. Soit la suite numérique suivante :

3 2
Uy=—+————.
> T A1)
— FEtude de la nature de ZUn ; on a 5. T — = est convergente car est une
n=1 n=1 2 n(n + 1)

o0

. 3 , , , 1
somme de deux séries convergentes. 5 on est une série géométrique de raison on et

n=1
i L est de méme nature que i — qui est une série de Riemann.
n=1 n(n + 1) — 712
— Calculons la somme i(i + L) ;ona
c=2"  n(n+1)
— 3 — 1 1, 1
— =3 — =3.- =3
n=1 n=1 2
et
= 2 2
> g =m0 -
“—n(n+1)  noteo n+1
Donc
= 3 2
(= +————)=5.
; 2 n(n+1)
1
2. Etablire une comparaison avec une intégrale ; soit la fonction f(x) = E, x €]0,+oof.

[ est croissante sur ]0,e[ et décroissante sur |e,+oo[. Alors pour n < x < n+1 on a
f(n+1) < f(z) < f(n) pour n > 3, on intégrant de n a n+ 1, on obtient que

n+1
In(n+1) </ ln_xd$<ln_n7
n+1 =/, -

T n

par récurrence on trouve

s f(k‘)ﬁ/nhl—xdx<nzlf(k)>
k=1 3 T k=3

alors



on déduit

de plus on a

alors, on obtient

2 2 n 2 2
(Inn)*  (In3) n Inn < k < (Inn)*  (In3) +ln_37
2 2 n k— 2 2 3
k=3
d’o
Sk
1< lim =2 : <1

n—+00 (lnn)2

Exercice 2
On considére les fonctions f, définies de R a valeurs dans R par : f,(x) = e~
— On détermine D ’ensemble de convergence de la suite de fonctions (fn)nen,D = [0, +00],
en effet

nT

lim f,(z)= lim e ™ =< 0, x>0

n—-+o0o n—-+o0o
400, x < 0.

— La limite simple f de la suite (fn)nen sur D est la fonction définie par

— Puisque f n’est pas continue sur D, alors la convergence n’est pas uniforme.

Exercice 3 "

. . . . T
On considére la série de fonction Z fn définie par : f,(x) = F cos(nmx?).
— FEtudions la convergnce uniforme :
o Silz| <aavec O <a<3onalfu(r) <(5)" = tn. Zun est une série géométrique
convergente,alors la série Z fn converge uniformement sur [—a,a] avec 0 < a < 3.

o Silz| > 3, le terme général f,(x) ne tend pas vers 0 quand n tend vers linfini, alors
la série Z fn est divergente.



+00
— On pose f(x) = an Pour tout x € [—a,a] avec 0 < a < 3 et n € N, les fonctions f,
n=0
sont continues et la série Z fn converge uniformement donc sa somme est une fonction
continue sur [—a,al avec 0 < a < 3. On a

+oco +o00 n
lim Y = cos(nmz?) = lim =— cos(nmz?)
z—1 3n z—1 3"
n=0 n=0
B fcos(mr)
n=0 3"
)3
— 3 4
Exercice 4
0 T Snle) st +oo et en 0
n remarque que —————dxest impropre en +oo et en 0.
wedne | Jr@® + 1) prop
Posons . . . ‘
I sin(z) dr et I,= ﬂdz

~ Jo Va(l+a?) L Vel +a?)

Pour I, on sait que sin(x) ~q x. Donc
) )

_sin{z) @ o
a@ D) T yE Ve

1
Puisque / Vadx converge alors I converge par le critére d’équivalence.
0

Pour I, on remarque que

sin(z) 1 x 1

Ve 1) ~ ~

| “Vz(rr+1) (e +1)  x3

T dy [t sin(x)
sachant que — converge, alors Iy converge. Ainsi —————dx
1

Jfg 0 \/E(.TZ—Fl)



