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Exercice 1. ( 5 Pts)
[)Montrer que la série de terme général

(=n"

Uy = — =

In(1 +/n)

est semi-convergente.

I1) Suivant les valeurs de o € R, discuter la nature de la série numérique suivante

Exercice 2. ( 5 Pts)
Soit la série entiére suivante

1) Déterminer le rayon de convergence R.

2) En déduire le domaine de convergence Dy.

3) Pour x € Dy, calculer la somme de la série entiére f.
4) En déduire la somme de la série numérique

1
)

n>2

Exercice 3. ( 7 Pts)
1) Soit f une fonction 27— périodique, définie par
1 2 2\2
f(x) = (@ =77 pour &€ [-m 7]
1) Tracer le graphe de f sur [—m, 7.
2) Déterminer la série de Fourier associée a f, notée S;.

3) En déduire la somme de
“+oo

1
> ="

n=1

Exercice 4. ( 3 Pts)
Etudier la nature de l'intégrale impropre suivante

400 1—¢®
—Fd
/1 wE
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Exercice 1. ( 5 Pts)
l) Remarquons que Zun n'est pas absolument convergente. En effet, on a

NG

Vnlu,| = T T quand n — +oo0.

n(l+/n)

Donc, il existe NV tel que
n> N = nlu,| > 1

1
= | > —.
funl 2 72
1, . . . . .
Sachant que E NG diverge ( série de Rieman), alors par le critére de comparaison E |u,| diverge.
n

(1 Pt)

D’autre part, si on pose f(t) = Ok Alors,

£t = —— 1
T2V 4 V) (1 + V1)

< 0.

Donc, (u,) est décroissante et de plus lim w, = 0. Ainsi, par le critére de Leibniz, Zun est
n—-+4o0o

convergente. (1.5 Pt) Donc, Zun est semi-convergente.

1) On pose u,, = ™% On a

nmn

Unpr  ((n4+1H* n™ w1l n\"
u: ~(n+ 1)t (nh)e =(n+1) (n—l—l)

= (n+1)* L") = (4 1)0 e (7). (1PY)

Par le critére d'Alembert, on a

. Up+1 . _ __1
lim = lim (n + 1)& lenln(l n+1)'
n—+o0 Uy n—+00
. . __1 . __n_ _
Puisque In(1 — Ll) ~ —%, alors lim "™ m1) = lim e wT = e,
n+ n—+ n=s+oo nostoo
Un+1

=0 < 1 et la série converge. (0.5 Pt)

Ainsi, si o < 1, alors  lim
n—-+oo Up,

Up, _ L.
L — ¢7! < 1 et la série converge. (0.5 Pt)

Si =1, alors lim
n—+oo Uy

; . Un+41
Sia>1,alors lim —
n—+oo Uy

= 400 et la série diverge. (0.5 Pt)




Exercice 2. ( 5 Pts)
1) Par le critére de D'alembert, on a

r ‘1ﬂn+3 n?__ 1 |
1m . = |T].
n—too (n+1)2 — 1 |z|n+2

Si || < 1, alors lasérie entiére converge.
Si |z| > 1, alors la série diverge.
Donc, le rayon de convergence R =1. (1 Pt)

1
2)Sia::1,onaz

n? —nl
Siz=-1,0ona Z 722_?1 qui converge par le critére de Leibniz.
Ainsi, Dy = [—1,+1]. (1 Pt)

3) La somme :

Six =0, alors f(0) =0.

Si x # 0, alors on remarque que

1
1 1 1 L - .
qui converge car —— ~ — et E 3 converge (série de Riemann).

1 1 1 1
n2—-1 2|n—-1 n+1]|’

Donc, , , ,
"t 1 "t 1 "t
Zn2—17§zn—1_§zn+1
n>2 n>2 n>2
1 xn+3 1 xn+1
=32 a2 m
n>1 n>3

= %x‘g In(l —z) — % {ln(l —x)—x— %} (2.5Pts)

4) On pose z = 3, alors on a

(1/2)"2 1 1 1
2T T gy )

n>2 n>2

1 5
= ——1In(2 —. (0.5Pt
() + . (0.5Pt)

Exercice 3. ( 7 Pts)
1) Le graphe de f est: (0.5 Pt)




2) On remarque que [ est paire, donc b, = 0. (0.5 Pt) Ainsi, calculons ag et a,.

Ona 5 1 5 pn
aOZW/O ;(ﬁ—ﬂz)zdx:; i (z* —2r%2® + ) dt
201, 2,4 L1 1 2 16
S —2{- 41t =" (1Pt
7T5[5x s +7Tx0 Fg T IF (1Pt)

2 (M1 2 T
a, = _/ —(2* — 7)? cos(nz) dr = — (2% — m)? cos(nt) dx
T

o m ™ Jo
= % {(ﬁ — 7?)? 1 sm(nx)]z - % : %/wa(a:2 — 7?) sin(nx) dx
=0+ % 2 [z(2® — 7%) cos(mc)};r - % : i? /W(Sx2 — 7%) cos(nx) dx
™ n ™ n? J,
= % : % [(32° — m*) sin(nx)]; + g : % Oﬂxsin(nx) dx
= —g : % [z cos(nx)]y + g . % /07r cos(nz) dx
= ) ) = (1) (@PY)
Ainsi la série de Fourier associée a f est
f(t) = % + g °°1 (_134”_1 cos(nz), xe€R. (1Pt)
3) On remplace = = 7, on obtient
~ ne1 ~
O_f(ﬂ')_% % > <_7134 cosnw—%—% 2 %.
Ainsi, . \ \
1 8
> = ® B (P
Exercice 4. ( 3 Pts)
On remarque qu'au voisinage de 400, on a
Lo L (15Pts)

T\/T - r\/x

Puisque f1+°° 42 converge ( I'expsoant est 3/2 > 1,) (1 Pt) alors par le critére d’équivalence

e

ST ede (0.5 Pt)
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