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S
Baréme Exercice : 1
oit la série numérique uy dont le terme général wy, = —————.
n>0 In(3 + 4/n)
3 @ En appliquant le théoreme de Leibniz montrer que la série Z u,, est convergente.
n>0
1
1.5 lculer la limite i 2 .
@ Calculer la limite Llm |t |
2.5 @ Déduire la semi-convergence de la série Z Up.
n>0
Baréme Exercice : 2
sin(nx
On consideére la série de fonctions > fp telle que, frn(z) = (3)
n>1 n
3 @ Montrer que cette série converge normalement pour tout € RR.
T sin(nx
1.5 @ Montrer que f(z) = Z y est une fonction continue sur R.
n=1 i
. . _ 1 n
1.5 (8} Par intégration, montrer que /fn(ac)d:n =1 1—(=1)").
2.5 {43 Déduire que /f(:c)d:v =2 Z !
(2n —1)4
Baréme Exercice : 3
Soit f la fonction 27w — périodique définie sur 'intervalle | — &, «], par f(x) = 7 — |x|.
0.5 {13 Tracer le graphe de f sur Vintervalle | — 7, 37].
3 @ Déterminer les coefficients de Fourier a,, et b, associé a f.
1 @ Donner la série de Fourier associée a f.
1
1.5 En déduire la somme —_—
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Bareme

Correction d’exercice : 1

—1)"
Soit la série numérique Z u, dont le terme général u,, (=1)

S T B+ )

@ On définit la fonction f sur Ry par: f(x) = ;
In(3 + /)
(In(3 +v))" _

1 Alors, on a V& € R* : f/(x) = — = — <0
# IO = e vE) T T 2vamE + vE)?
1+ 0.5 | Donc la suite de terme général |u,,| = ——— est décroissante, elle tend vers 0, i.e.
sénéral fun| = R ’
0.5 li = 0.
w P %
0.5 D’apres le théoréme de Leibniz ( le test de série alternée), la série »  uy converge.
n>0
1
0.5+1 | (23 0n a |un| ! ite, lim n2|u,| = lim n: =+
. na|u,| = ——————, par suite, lim mn2|u _ oo
T mGB+vn) P oo ?H+oo1n(3+f)
0.5 @ On étudie la convergence absolue. Alors, d’apres question 2, on a lim n2 |up| = +o00.
n—-+oo
1
1 Donc, selon le regle de Riemann la série de terme général |uy,| = ——— diverge, car
8 g lunl = - B+ V) g
1 (¢ = = < 1), ce qui montre que la série »  uy ne converge pas absolument.
2 n>0
0.5 D’ou, cette série est donc semi-convergente.
Baréme Correction d’exercice : 2 ’
. sin(nx) 1 o -
1 @ OnaVx € N*: sup|———| < —5. Comme —; est le terme général d'une série de
zeR n3 n n3
1 + 0.5 | Riemann convergente avec « = 3 > 1, donc par critere de Weierstrass la série Z In
n>1
normalement convergente sur IR.
0.5 @ Les fonctions fy, (n > 1) sont continues, et la série Y f, converge uniformément sur R,
n>1
0.5 + 0.5] car elle normalement convergente, donc la fonction somme f est une fonction continue sur IR.
0.5 (83 La convergence étant uniforme sur [0, 7] C R et les fonctions fy,, (n > 1) étant continues,
donc sont intégrables. Par intégration, on trouvre,
™ ™
sin(nx) 1 . 1 cos(nx)1™ 1 n
1 /n3dw:n3/s1n(nx)dw:n3[—n]0 :n4(1—(—1) )
0 0
@ D’apres question 2, on obtient
sm(nzc) T 1
0.5 /f(m)dm = / Z fo(e)de = Z /fn(a:)daz _ ¥ [P de =y (1- (-1,

n= 10 n=1
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0.5 Selon que n est pair ou impair <1 - (—1)"> est nul ou vaut 2, on va couper la somme en deux
Z /”sm(nm) to1— (—1) _ Jrf 1—(—1)% N +XO:O 1— (—1)2k+1
n=1 n=1 n? = (2k)* k=0 (2k+1)*
oo 2
T a2k 1)t
0.5 Puis, on fait le changement n = 2k + 1, alors, k=0 on trouve donc,
n=1,
sm(nm) T 2
nzlo/ gl (2n —1)4

Baréme Correction d’exercice : 3

Soit f la fonction 27r— périodique définie sur Uintervalle | — 7, ], par f(x) = & — |z|.

0.5 @ On trace la courbe C¢ sur | — 7, 27], puis on la déplacer par un translation de vecteur

U = —2.

@ Les coefficients de Fourier a,, et b, associé a f.

0.5 @ Il est facile de voir que la fonction f est paire, de sorte que Vn € N* : b,, = 0.
1 @agzl]rf(:c)dw:2](W—m)dw:[ﬂ'w—1w2r=ﬂ'.
™) LA 2 Jo
1.5 (c) Pour tout n € IN*, on a :

= i]f(m) cos(nx)dxr = Z]Tcos(nm)d:c — i/ﬂmcos(nm)dw = 7”212 (1 —(-1) )

2
1 {83 Donc, la série de Fourier donner par, F(f)(z) = 7; + - > (1 — (—1)2> cos(nx).
T n>1

0.5 @ Selon que m est pair ou impair, on a F(f)(x) = 5 + — kgl W cos((2k + 1)x).

Puisque la fonction f est continue sur R, le théoreme de Dirichlet montre que la série converge

0.5 vers f en tout point de IR, en particulier si x = 0, on en déduit

+oo 1 71_2
05 | FO) =FNO =2+ % N

T E>1 (2k +1)2 T i (@n+1)? 8
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