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Exercice 1. ( 6 Pts)
Étudier la nature des séries numériques suivantes

1)
∑√

2n

3n + n
, 2)

∑
(−1)n n

ln(2n)

Exercice 2. ( 7 Pts)
Soit la série de fonction de terme général

un(x) =
xn

n(x2n + 1)
, n ∈ N∗, x ≥ 0.

1) Montrer que
∑
n≥1

un(x) converge simplement sur R+ \ {1}.

2) Montrer que S(x) =
∑
n≥1

un(x) est dérivable sur [0, 1[.

3) En déduire que la fonction S est croissante sur [0, 1[.

Exercice 3. ( 7 Pts)
Soit la série entière suivante

f(x) =
+∞∑
n=1

2nxn

n(n+ 2)
.

1) Déterminer le rayon de convergence R.
2) En déduire le domaine de convergence.
3) On pose

S(x) = x2

+∞∑
n=1

2nxn

n(n+ 2)
.

Calculer la somme de S ′(x) et en déduire la somme de S(x).
4) Exprimer la somme de f(x) et en déduire la somme de la série numérique

+∞∑
n=1

(−1)n

2nn(n+ 2)
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Exercice 1. ( 6 Pts)

1)
∑√

2n

3n + n
On remarque que

2n

3n + n
∼
(
2

3

)n

. (0.5Pt)

Donc, √
2n

3n + n
∼

(√
2

3

)n

. (0.5Pt)

Puisque
∑(√

2

3

)n

converge ( série géométrique de raison 0 <
√

2
3
< 1) (1 Pt), alors par le

critère d'équivalence,
∑√

2n

3n + n
converge. (1 Pt)

2)
∑

(−1)n n

ln(2n)

On remarque que lim
n→+∞

(−1)n n

ln(2n)
= ±∞ 6= 0. (1.5 Pts)

Donc, on n'a pas la condition nécéssaire de convergence et ceci implique que la série
∑

(−1)n n

ln(2n)
diverge. (1.5 Pts)

Exercice 2. ( 7 Pts)
Soit

un(x) =
xn

n(x2n + 1)
, n ∈ N∗, x ≥ 0.

1)Premièrement, on remarque que pour x = 1, on a la série
∑ 1

2n
qui diverge. (0.5 Pt)

Pour x 6= 1, sur l'intervalle [0, 1[, on a∣∣∣∣ xn

n(x2n + 1)

∣∣∣∣ ≤ xn (1Pt)

Puisque
∑

xn est une série géométrique qui converge, alors
∑ xn

n(x2n + 1)
converge absolument

donc simplement sur [0, 1[. (0.5 Pt)
Sur l'intervalle ]1,+∞[, on a ∣∣∣∣ xn

n(x2n + 1)

∣∣∣∣ ≤ xn

x2n
=

(
1

x

)n

. (1Pt)

Puisque x > 1, alors 1
x
< 1 et

∑(
1

x

)n

est une série géométrique qui converge. Ainsi,
∑ xn

n(x2n + 1)
converge absolument donc simplement sur ]1,+∞[. (0.5 Pt)



2) Montrons que S(x) est dérivable sur [0, 1[.

D'après la première question, notre série converge simplement sur R+ \ {1}. (0.25 Pt)

De plus, le terme général un(x) est une fonction dérivable sur [0, 1[. Il reste à montrer que
∑

(un(x))
′

converge uniformément sur [0, a[ avec a ∈]0, 1[. (0.25 Pt)
Alors, ∑(

xn

n(x2n + 1)

)′
=
∑ n2xn−1(1 + x2n)− 2n2xnx2n−1

n2(1 + x2n)2

=
∑ xn−1(1− x2n)

n2(1 + x2n)2
. (1Pt)

On remarque que

∀x ∈ [0, a[,

∣∣∣∣xn−1(1− x2n)

(x2n + 1)2

∣∣∣∣ ≤ an−1. (1Pt)

Puisque
∑

an−1 converge, alors
∑

(un(x))
′ converge normalement donc uniformément sur [0, 1[.

(0.25 Pt)
Ainsi, d'après le théorème du cours sur la dérivabilité des séries de fonctions, S(x) est dérivable sur
[0, 1[. (0.25 Pt)
3) Il su�t de remarquer que pour x ∈ [0, 1[, on a 1−x2n > 0, c'est à dire que la fonction S ′(x) ≥ 0.
Ainsi, S est une fonction croissante. (0.5 Pt)

Exercice 3. ( 7 Pts)

On a
+∞∑
n=1

2nxn

n(n+ 2)

1) Le rayon de convergence R est donné par

1

R
= lim

n→+∞

∣∣∣∣ 2n+1

(n+ 1)(n+ 3)
.
n(n+ 2)

2n

∣∣∣∣ = 2⇒ R =
1

2
. (1Pt)

2) Pour x = 1, on a la série numérique
∑ 2n

n(n+ 2)
qui diverge par le critère de d'Alembert.

(0.5 Pt)

Pour x = −1, on a la série numérique
∑ 2n(−1)n

n(n+ 2)
qui diverge car lim

n→+∞

2n

n(n+ 2)
= +∞ 6= 0.

(0.5 Pt)
Ainsi, le domaine de convergence est

D =

]
−1

2
,+

1

2

[
. (0.25Pt)

3) On a S(x) =
+∞∑
n=1

2nxn+2

n(n+ 2)

Pour x ∈ D, on a

S ′(x) =
+∞∑
n=1

2nxn+1

n
= x

+∞∑
n=1

(2x)n

n
(0.5Pt)

= −x ln(1− 2x). (1Pt)

Ainsi, S(x) = −
∫
x ln(1− 2x)dx.

En utilisant une intégration par partie,
∫
uv′ = uv −

∫
uv′, on obtient{

u = ln(1− 2x) ⇒ u′ = − 2
1−2x ,

v′ = x ⇒ v = x2

2



C'est à dire,

S(x) = −
[
x2

2
ln(1− 2x) +

∫
x2

1− 2x
dx

]
.

D'autre part,
x2

1− 2x
= (−x

2
− 1

4
) +

1/4

1− 2x
.

Donc,

S(x) = −x2

2
ln(1− 2x) +

∫ (
x

2
+

1

4
− 1

4

1

(1− 2x)

)
dx

= −x2

2
ln(1− 2x) +

x2

4
+

x

4
+

1

8
ln(1− 2x) + C, C ∈ R.

Sachat que S(0) = 0, alors C = 0. Ainsi,

S(x) =
1

8
(1− 4x2) ln(1− 2x) +

1

4
(x2 + x). (2Pts)

4) Pour x 6= 0, on a

f(x) =
S(x)

x2
=

1

8x2
(1− 4x2) ln(1− 2x) +

1

4
(
x2 + x

x2
). (0.5Pt)

Remarquons aussi que f(0) = lim
x→0

S(x)

x2
= 0. (0.25 Pt)

Maintenant, pour obtenir la série numérique
+∞∑
n=1

(−1)n

2nn(n+ 2)
, il su�t de remplacer x = −1

4
. (0.25

Pt)
Ainsi,

f(−1

4
) =

+∞∑
n=1

2n(−1
4
)n

n(n+ 2)
=

+∞∑
n=1

(−1)n

2nn(n+ 2)

=
3

2
ln(

3

2
)− 3

4
. (0.25Pt)
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