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Exercice 01 : 07 pts

I. Soit la série entiére réelle : ), %.
1. Déterminer le rayon R et le domaine de convergence D de la série entiére.
2. Pour tout x € D, soit S(x) la somme de la série entiére , montrer qu’elle vérifie les équations
différentielles: S(x) — S"'(x) = cosx et S(x)) + S"'(x) = chx, en déduire I'expression de S(x) sans
le sighe ).

n —_
3.Calculer les somme des séries Y.,,s¢ ﬁ D1 ﬁ et Yps1 (47;—_13)'.

3(ch2x—2sin?x-1)

1. Développer en série entiére autour de I'origine la fonction f(x) = o pourx # 0
et £(0) = 1.Préciser le rayon de convergence de la série obtenue.
2. Montrer que l'intégrale [ = fol % dx converge et donner sa valeur sous forme de série.

Exercice 02: 07 pts

On considére la fonction f: R — R de période P = 21 et telle que :
flx)=m?>—-x? —n<x<m
1) Dessiner le graphe de f (on prendra au moins x € [—2m, 27]).
2) Calculer la série de Fourier associée a f, étudier sa convergence et donner sa limite. Converge-
t-elle uniformément sur R?

(-nn 1 1 1
3) Calculer les sommes : S1 = Y,,51 — . S2= Vst —et S3= Vst —: 5= Vst G

4) Trouver une solution particuliére de classe C? et de période P= 2m de I'équation
différentielle (E): y" —3y = f(x) .
Question facultative : Donner la solution générale de (E).

Exercice 03 : 06 pts

Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :

_ (too |sinx| dx _r1 In(x)dx S ) 2 x
h= fo J(x+5)arctanx? I = f vm—2arcsinx I = fO 1+2x%n (\/x2+1) dx



Exercice 01 : 07 pts

- . x4n X =0
I. Lasérie entiére ), ,,5¢ @l = Ym0 n(x — xo)™ avec .
: YN,Qun =7 Gan+1=2an+2=An+3=0

1,5pts 1. Le rayon et domaine de convergence

. L , 1
o limy ol agplm =limy_ o o BT — 0
?ne 8n

1
o im0l Qynerlintk = 0 pour k= 1,2,3.

1
Alors  limsup,_ 40| ay|n = 0, alors le rayon R = 400 ,ainsi le domaine de convergence D = R

4an
02pts 2. Pour tout x € R, soit S(x) = Yns0 (Zn), =14+—+—=

(4)' (8)'
, _ x4n—1 _i x7
§'C0) = Z:”21(471—1)1 T (3)! + ! +
' _ x4-n—2 _ x2 x6
§"() = Lnz1 g0 z)l‘(z)!+<6)'+
" X2 Xt xe xf _ X
e S+ S"(x)=1+ (2)' + (4) L+ (6), tert = Yin=0 1 =CchX..c.cosvinens (1D
SE) - S () =1- o DI Aoy 2
. x) — x)=1-3G0 +— @1 o1 + @1 20" =C0SX.....(2)
cosx+chx

e (D+(2) =25 alors S(x) =—

1,5pts 3. Calcul de sommes
_cosl+chl
S = Tnzo s (m,

2
S’ (\/—) = Zn>1(4 D alors Zn>1(4 _\/—S (\/—) \/—(sh\/— Sm\/—)
n-1

4n-3-1 _ 1

L noem- - 1— _z 1 _1fe —_ ¢
Zn>1(4n 3 Z”>1 (4n-3)1 4an1(4n_2)! 4Zn21(4n—3)! - 4(S -5 (1))
Zmlm =3 ( chl — cosl —shl —sinl) = %(e_1 — cos1 — sinl).

. 1pt1.

)

3(ch2x-2sin?x—1 3(ch2x+cos2x-2)  6(S(2x)—-1) 3 24ny4n
Pourx #0,f(x) = ( ) = = =——Y,s1 RTSTR

4x* 4x* 4x% T 2xt

24—nx4-n—4-

f(x) = %anlW qui vérifie £ (0) = 1.

Le rayon de convergence est le méme que le rayon de la série S(2x) ie R = +o.

()

f(x) ™ 1 _ 1@
1pt 2. = 5 <l=> [= fo N dx est convergente .

N |
N[

9
24N 4n—4 1 24n, A3 3 Z 24n

1f(x) 13 _3 2Mmx 2 L3 "
I = f dx f Zn>1—(4n) x dx = 221121 fo an)1 dx = 2 &m0 !(4n_§)

Exercice 02: 07 pts

On consideére la fonction f: R — R de période P = 2m et telle que:
flx)=m?—x? —n<x<m
I_f:R > R, paire et de période P= 2m ettelleque f(x) =n?—-x? —-mn<x<nm

1) 0,75pt le graphe def:
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<

v

—5m -3r —2m -m D T 2n 3n 5n Tn X
2) 03 pts
» festpairealorsvn>1b,=0 et Vn=>0a,= %f:f (x)cosnx dx.

. T .
> vn>1la, = Efﬂ(ﬁz —x?®)cosnx dx = %( [(nz —x2) %]0 + f(;T 2% S”;nx dx) =

_ _( [_ cosnx] n f: cosnx dx = 4(—1)n+1.

n2

> ag= ;f:(nz —x) e =2(|(ex-D)] ) =12
n+1

> S(f(x)) =—+4),5 ;) cosnx
» Comme le montre le graphe , la fonction f est paire et périodique , continue partout sauf
aux points x, = (2k + 1), k € Z(elle n’est pas définie)
Il est évident que les conditions de Jordan sont vérifiées a savoir
i) f est bornée dansR:Vx € R |f(x)| < m?

ii)fest continue et croissante sur [O,E[ et continue et croissante sur E, T[[
Alors S(f(x)) =f(x) Vx+#x
S(f(e)) = LA = 08 = 0 = £ ()
Ainsi S(f(x)) =f(x) Vx € R.
> Yasilanl = anl% converge, alors la série S(f(x)) converge normalement donc
uniformément dans R.

3)01,75pts Calcul des sommes : Sy = Zn>1 ,S2= Zn>1 —et S3= Zn>1 — =Y ———
v S(f(O)) -3 + 4'Zn>1
v S(f(”)) =3 + 4 Yne1

» Application de I’égalité de Parseval

(2n+1)4
TL'2

12

—f(O)_T[ =5, =

( 1)n+1 (_1)n
n2

el

=052 = Zpoy 5= =

a? st 1 2 (T 2 (T 16m*
S A Znzah =+ 160 = [ P dx == [ (c* + mt - 2mPxP) dx = — .

1 *
alors S3= — ==
3 Zn>1 90
Tne1 7= 2 +X lors 1= 2, -
alors or
nzl g nz1 24n4 nz1 (2n +1)4 4~ an21 (2n+1)4 96

. 01.5|:_)tsSoity =y(x) une solution particuliére de I'équation différentielle (E) : y" — 3y = f(x)
Siy est de classe C* sur R et de période 2 7 alors les conditions de Dirichlet sont satisfaits (y et
y"’sont continues et bornées dans R ) doncy et y” sont développables en série de Fourier.
_Comme f est paire ; il est évident de chercher une solutiony de (E) qui soit paire car : y est paire
= y"est paire = y" — y est paire

Soit a,, (y)les coefficients de Fourier de y et a,,(y")etles coefficients de Fourier de y" .
y est de classe C2 et 2m — périodique alors y(0)=y(2m) ,y'(0)=y'(2n) et y (0)=y"(2m)
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> a,(y") = %fozny" (x)cosnx dx = i[[y’(x)cosnx] 24 n fozn y' (x)sinnx dx|.
0

:% [y(x)sinnx]3™ —n fozny (x)cosnx dx] = -—na,(y) Vn> 1.
0
> ag(y") = %fozny" (x)dx = %[y’(x)cosnx](z,” =0
1) 01pt Enremplacant dans (E) on obtient:
an(y" = 3y) = an(y") = 3a,(y) = —(n* +3)an(y) = an(f) Yn=0

o _ —ap(f) Lo _ _21T2 _ (-pntt
D’ou a,(y) = n213) vn=>0 Ainsi:y(x) = e 4Zn21—n2(n2+3) cosnx
. . S _ _ 2m? (-1)n+1
La solution générale de (1) s’écrit : y(x) = Cle‘/g" + Cye Vax _ i Zn21mcosnx

¢, C, €R.

Exercice 03 : 06 pts  Nature des intégrales impropres

+o0 |sinx| dx

+o0
025pts [ = 0 m = fO f(x)dx

v(0)
o f(x) < \;% , chi_r)rg) fx) = % = x = 0n'est pas un point singulier pour f.

sin?x 1—cos2x 1 cos2x

> = = — — I
¢ f(x) — J(x+5arctanx?  J(x+5)arctanx?  J(x+5)arctanx?  /(x+5)arctanx? g(x) ](x)
v(+0)
— 1 =~k _ V2 oo :
g(x) = NETpr— I avec k = ﬁalors fo g(x)dx diverge.
. _ cos2x . N , +0o
jlx) = NG ,on applique le critere d’ Abel pourf0 jlx)dx
e onposej(x) = 1(x)h(x),
1
|{ Vx>0, h(x) = Noet lim h(x) =0
4 J(x + 5)arctanx? x—Fo0
| x" x" 1
k‘v’x",x’ € R* f 1(x) dx f cos2x dx| = Elsian" +sin2x’| <1
x’ x’

+00
Alors fo j(x)dx converge;ainsi I, diverge.

_rt In(x)dx _r1
02pts. I, = [ W —fo f(x)dx

o lirr(l) f(x) = —w = x =0 est unpoint singulier pour f.
X—
e Le développement de arcsinx au voisinage de 1:
v(3) v(3)

_m)? 2
Sint = 1-— @ alors (t — g) < 2(1 - sint)

d’ou |t — %| ~y2(1 —sint),enposantx =sint0<x<let0<t < %
T . ) . T
;7 t~ 2(1 — sint) d’ou t = arcsinx~ P J2(1—x)
v(1) v(1) i )%
Inx = x—1alors f(x) = — (2174 lirri f(x) =0 = x =1n'est pas un point singulier .
X—
.2 . xin(x)
= =0= .
}Cl_r%xz f(x) chl_r% 7 0 =1, converge

X

1,5pts L= 71+ 202 (=) de=f;” fx)dx..
. lirr(l) fx) =1+ 2 lirr(1) x’lnx =1 = x =0 n'est pas un point singulier pour f.
X P g

v(+)
_ 2 x2+1 ) 2 1 ~ 2 (1 1
o f(x)—l—xln(T)—l—xln(1+x—2) ~ 1—x (x_2_2x_4))
v(+00) 1
e f(x) < = 2>1 Alors I3 converge.
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