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Analyse |l - Epreuve finale (Sujet +corrigé)

Exercice 01 : 04,5 pts

1+2x
1+x+x2
En déduire le développement de g(x) = InV1 + x + x2. Préciser le rayon de
convergence de la série obtenue.

2. Montrer que 'intégrale I = fol%

1. Développer en série entiére autour de 'origine la fonction f(x) =

dx converge et donner sa valeur sous forme de série.

Exercice 02 : 07,5 pts

I.  Pourtous p > 0,a > 0etx € R,soit p(p) = f;w e Pt Sl:f dt
1. Montrer que I'intégrale ¢ (p) est convergente Vp > 0,Vx E Ret0 < a < 2.
2. Montrer que @(p) converge normalement sur [a, +oo[, V a > 0 en déduire la

continuité de @(p) Vp > 0.

N .
. On considére la fonction de la variable réelle x : ¥(x) = |, © gmpt S gp ,p>0.

0
1. Montrer que la fonction y(x)est dérivable pour tout x € R.

2. Calculery'(x),en déduire I'expression de (x)sans le signe intégrale.
+00 sint

3. Trouver la valeur de l'intégrale I = fo Tdt

Exercice 03 : 08 pts

l. On considere la fonctionf: R —» R, impaire et de période P = 1 et telle que
T

f(x) = sinx OSx<%,f(§)=0

1) Dessiner le graphe de f (on prendra au moins x € [— 31T/2, 3“/2]),

2) Calculer la série de Fourier associée a f et étudier sa convergence. Converge-t-elle uniformément
surR?

(-1)™nsin2n (-D"(2n-1) n?
— s, %= ——— et S3= S LA
4n2-1 152% Xnz1 16n2—8n+3 3% Xnz1 (4n2-1)2"’

Il. On cherche une solution particuliére y =y(x) de I’équation différentielle

3) Calculer les sommes : S1=Y,51

(E):y"—y=f(x) telleque y est de classe C*sur R et de période .

1) lJustifier que y est développable en série de Fourier de période .
2) Soient a, (y)et b, (y) les coefficients de Fourier de y et a,(y")et b, (y") les coefficients de
Fourier de y" .

a) Vérifier que b, (y") = —4n?b,(y)Vn > 1

b) Montrer que siy estsolutionde (E) alors a,(y) =0Vn=0 et

1+ 4n2)bn(y) = _bn(f) vn =1

ou b, (f) sont les coefficients de Fourier de f. En déduire une solution particuliere y de
I’équation (E) sous forme de série de Fourier.
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Analyse Il Corrigé de I'épreuve finale

Exercice 01 : 04,5 pts

1. 03 pts
_1+2x _ (a+2x)(1-x) _ . 2 3n _
e f(x)= T o T (14+x—2x%) Yps0x°™ avec |x| <1 =R.
az, =1
f) = D03 +x30F —2x3n42 =% ap,x™: {aszp1 =-—1  derayonde
A3piz = —2

convergence R = limsup,_e+/la,| = 1.
e gx)=Invl+x+x? g’(x)=%f(x) etg(0) =0

x3n+1 x3n+2 x3n+3

Dot g(x) =3 J F(E)AE = [ a3 + £37+1 — 263742 dt = - ¥, +i—-2

n20 3n41 ' 3n+42 3n+3

de rayon de convergence est le méme que celui de fie R =1.

2. 015pts [ = |, gjf) dx est défini donc converge car
i g(x) . InvV1 + x + x? . ox+x? 0 0 n'est ¢ simauli
= = = =
lim = = lim N = lim NS x n'est pas un pt singulier
1 3 5
1 g(x) 1 n+z x3‘n+z _ x3n+z
1= Vx dx f Znz0 et Tz Zanes
1
_ lZ L . 3 . 35
2 &m=0 (3n+1)(3n+%) (3n+2)(3n+§) (3n+3)(3n+%) .
[=Y 2 + 2 _ 4

n20 (3p41)(6n+3) = (3n+2)(6n+5) (3n+3)(6n+7)"

Exercice 02 : 04 pts

Soientp>0,a>0etx€R, ¢(p)= f0+°° p-pt SIMXt 4y

ta

1. 02pts p(p) = f0+°° flp,t)dt

%irr(%f(p, t) = lirr(}tai_1 =oosi @ > 1=t =0estunpoint singulier(si a > 1).

1 +0oo
e o= [ifdt +[ flpo)de
R — R —
I 12%™eespece si a>1 I, 1% ¢ espece

e Vt >0 f(p,t) est définie ,continue et telle que :

, (convergesia—1<1l:a <2
flo,O)~ “1’al0r81 { diverge a=2
o Vp>0,a>0,xERetVt21tl_i)ELnootZIf(p,t)|=0

alors I,' converge absolument donc converge simplementVp > 0,a > 0 et x € R
Conclusion : Uintégrale ¢ (p) converge Vp > 0,x ER et 0 < a < 2.

2.02,5pts Danslecas: 0 < a < 2,
e Vp=a>0etVt=1 |f(pt)] <e = g(t)

tliin t2gt)=0> f1+°°g(t) dt converge

ZNEDIRADU!



Analyse Il Corrigé de I'épreuve finale

Alors I,” converge normalement Vp = a > 0
e Vp=a>0vt:0<t<1l |f(pt)] <

= h(t)

0<a<2> fol h(t) dt converge
Alors I," converge normalement sur [a, +[, V a > 0.

Conclusion : Uintégrale ¢ (p) converge normalement donc uniformément (par rapport
ap)surfa,+o[,Va>0,VxeERet0 < a < 2.

Comme f(p, t) est continue sur [a, +o[ X ]0, +oo[ et l'intégrale converge uniformément
alors @(p) est continue sur [a,+oo[ V a > 0 ,ainsi pour tout p € ]0,+oo[
. k)= f0+°° e Pt @dt ,p>0
1. 02pts
i)3dx, =0 € R:yY(0) =0 converge

.. _ i af (x, _ .
i) f(x, t) = e Pt &txt et % = e Pt cosxt sont continues sur R X ]0, +oo[

iivr € R L2 < et = g(1).
o0 of (x,
tliErn t’g(t)=0= f0+ g(t) dt converge ,alorsfo+c>o %dt converge normalement

donc uniformément sur R.

Conclusion : (x) est dérivable sur Ret Vx € R y'(x)= f+°° af(x 9 dt.

e—pt+ixt] +o
0

—p+ix

2. 01pt Y'(x)= f Pt cosxtdt = Ref e PtHiXt dt = Re [

p
Re( ) =
p—ix p2+x2
dt

- = (Y — (PP g = (P _ x
(%) 1/,(00) = [ W' @©dt = [ Fde = |; e = arctan (p)
4
3. 0.5pt Poura=1etx =1, (1) = arctan (%) = @(p), en utilisant la continuité

. T +oo ., —pt sint +o00 sint
de(pona:pll)r{)h(p(p):;:fo 1171_)0 i dt = — dt

0

Exercice 03 : 08pts
l.

f:R - R, impaire et de période P= T ettelle que f(x) = sinx
1) 01pt le graphe def: y

SS SIS S S oSS S

2).02,5 r._vts%
e festimpairealors¥n >0 a, =0 vn>1b, = %fgf (x)sin2nx dx.

> vn=1b, = iﬁsinx sin2nx dx = %[fofcos(l —2n)x + cos(1 + 2n) x dx| =

[sm(l 2n)x sm(1+2n)x]§ _2 sin(l—Zn)g Sin(2n+1)§ _ 8sn(-D"
(1-2n) @en+) 1y wl @a-2n) @2n+1) | w@n2-1)

> S(f(0) = Zpas 8(71( 21)1)sm2nx

ZNEDIRADU!



Analyse Il Corrigé de I'épreuve finale

» Comme le montre le graphe , la fonction f est impaire et de période 7, continue
partout sauf aux points x;, = % +knm,k€EZ

Il est évident que les conditions de Jordan sont vérifiées a savoir
{i) f est bornée dansR:Vx € R |[f(x)]| <1

ii)fest continue et croissante sur [Og[ , alors
> S(f(x)) =f(x) Vx=+#x;
S(f () = LEED) 12— g = ()
Ainsi S(f(x)) =f(x)Vx e R

. _ (=1)™nsin2n _ (-1)"(2n-1) _
3)01,75pts Calcul des sommes : S;=Y,51 i = Dins1 T 1o €t Ss=
n2
Znz1 (4n2-1)2”
_{yt1l e ;
v S(f(l)) _ gzn21( 11112_11:”1211 _ f(l) = sinl =5, = _Tts;nl

—_D"n(sin™® Mo
v S(f (%)> _ Eznzl 4(-1) n(sm 2) _ 21121 1(—1) (2n-1) _ f(%) _ Sin%

T 4n2-1 6n2-16n+3
T2

16

> Application de I'égalité de Parseval :Y. 515 b2 = Zn>1 m = —f f2(x)dx =

Sz =

%fgsinz(x) dx = %fg(l — cos2x) dx = 1;alors 53=£
1. 03pts
Soit y =y(x) une solution particuliére de I'équation différentielle (E) : y" —y = f(x)

1) 0.5ptSiy est de classe C*sur R et de période 2 1 alors les conditions de Dirichlet sont
satisfaits (y et y’sont continues donc continues par morceaux sur [0,27]) donc elle est
développable en série de Fourier.

2) 01,5pts Soient a, (y)et b, (y) les coefficients de Fourier de y et a,,(y")et b,,(y") les
coefficients de Fourier de y" .
y est de classe C? et 21 — périodique alors y(0)=y(2m) ,y'(0)=y'(2m) et y" (0)=y"(2mr)

e b,(y")= %f: y" (x)sin2nx dx = %[[y’(x)sinan]’oT —2n foﬂ y' (x)cos2nx dx]|.
0

—4n

= [y(x)cos2nx|§ + an y (x)sin2nx dx] = —4n?b,(y) Vn > 1.
0

2) 01pt Comme f estimpaire ;il est évident de chercher une solutiony de (E) qui soit impaire
car: 1y estimpaire = y"impaire = y" —y impaire :ainsi a,(y) = 0
eth,"—vy) =b,y") — b,(y) = —(1 + 4n2)b,(y) = b,(f) Vn=>1

— —_1\yn+1
D’oub,(y) = Zn)yp > 1 Ainsi (%) = Ypst sn(-1)

————sin2nx
(1+4n2) m(16n*—-1)

ZNEDIRADU!



