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EXAMEN
fmcice 7:(6 pts)

Pour n € N* soient les trois suites réelles suivantes :

n
1 U,
un=z— ) v, = — ., Wp=u,—2vVn
vk Vn

1) Montrer par récurrence pour tout n € N* la propriété :

2Vn+1-2<u, < Vvn—-1+ +Vn

2) En utilisant le théoréme d’encadrement, calculer : lim,_ ;o v, .

3) Montrer que (W,),en+ €St décroissante, puis montrer qu’elle est convergente.

fmcice 2:(4.5 pts)

Soit la fonction suivante :

, . (1 .
X“sin (—) si x#0
flx) = x
0 si x=0
1) Utiliser la suite x,, = ﬁ pour montrer que : lim,_,, cos G) #0.
2) Montrer que f est de classe C! sur R* ?
3) Est-ce qu’elle est de classe C! sur R ?

4) Montrer que la fonction g ne posséde pas de dérivée seconde au point « 0 »:

g(x) = xf(x)

fgetcice 3: (4.5 pts)
1) Ecrire la formule de MacLaurin-Young a I'ordre 2 pour une fonction quelconque.

2) Trouver la formule de Maclaurin-Young a I'ordre 2 des fonctions suivantes :

h(x) = In(1 + x?) ) @(x) =sinx
3) En utilisant deux méthodes, calculer la limite suivante :

In(1 + x?) —sinx

x—0 X
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fxetcice 4: (5 pts)

1) Montrer pour a,b € [0,1] I'égalité:
a+b
1—ab

arctan a + arctan b = arctan

. . __ tanf+tang
Indication : tan(6 + ¢) = Ttand tanp

2) Déduire la valeur de :

1 1 1
S=5 arctang + 2 arctanﬁ + 3 arctang

3) Appliquer le TAFG (voir le rappel) sur les fonctions f et g pour retrouver le résultat de la
guestion (1) :

a+x
f(x) = arctan T —ax g(x) = arctanx

Rappel : Théoréme des accroissements finis généralisés (TAFG)

g'(x) # 0 pourx € [0,b] et g(0) # g(b). Alors :
3c€]0,b[ telque  (f(b)—f(0))g'(c) = (g(b) —g(0))f'(c)

Si f, gsont deux fonctions continues sur un intervalle [0, b] et dérivables sur 10, b[ , telles que

33,
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Module : @nalyoet Faculté SEI Déparkement 3 informali
CORRIGE TYPE DE L’EXAMEN
fxexcice I: (6 pts)

1) Montrer par récurrence pour tout n € N* la propriété :

v" Pour montrer I'inégalité de droite, soit la propriété

Poiu, < Vn—1+ +n,pourn € N*. s (0.25)
e Pourm=1,0ona u; =1 donc P;: u; < 1 estvraie. .....iiiiiininciinnnnn (0.25)

e Supposons P, est vraie,i.e. u, < Vn—1+ Vn.

On va montrer que P, estvraie,i.e.Upr; < Vi+ V+ 1. o (0.25)
Ona: s (0.5)
n+1 1 1
u Z u, + <Vvn—-1++Vn+
b kzlx/E ToVn+1 Vn+1
Donc pour montrer que P, est vraie, il suffit de vérifier que :
1
vn—1+ <Vvn+1
vn+1

Autrement dit, il suffit de vérifier que :

VnZ —-1+1

————<+vn+1

vn+1

En effet,ona:

n-1<neJyin?-1<neJn2—-1+1<n+1=vn+1vn+1

D’ou le résultat.

Alors la propriété est vraie pourtoutn € N*. (0.25)

v" Pour montrer I'inégalité de gauche, soit la propriété
Qn:2Vvn+1—-2<u, ,pourn € N*. .. (0.25)
e Pourn=1,ona

u; =1 et zx/i—zsg donc Q;: 2vV2—2 < uy eStvraie. oo, (0.25)

e Supposons @, estvraie,i.e.2Vn+1—-2<u,.

On va montrer que Q41 estvraie,i.e. 2VN + 2 — 2 S Uppq. v (0.25)
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ONna: s (0.5)

n+1

1 1
un+1=z—=un+—2 2Vn+1-2+
ik n+1

Donc pour montrer que Q41 est vraie, il suffit de vérifier que :

2Vvn+1-2+ >2Vn+2-2

Autrement dit, il suffit de vérifier que :

2n+32=2/(n+1)(n+2)
En effet,ona:
M’ +12n+8<4n’+12n+9<=4(n+1)(n+2) < (2n + 3)?
D’ou le résultat.
Alors la propriété est vraie pourtoutn € N*. (0.25)
Donc pour toutn € N*
2Vn+1-2<u,<Vvn—-1+ vn

2) En utilisant le théoréeme d’encadrement, calculer: lim,_,, ., v,

D’apres la question (1), on apourtoutn € N*: (0.25)

Vn+1 2 u, n—1 +n

2 ——<—=< + —

Vn Vn " n Vn n
Alors s (0.25)

n+1 2 n—1
2 -—— < vy < + 1
n
Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes: (0.25)
I 5 n+1 2 < i < i n—1_|_1
dm\2 [T S A i |

D'OU e, (0.25)

Enfin: lim,o, 00Uy =2 . s (0.25)
3) Montrer que (W,), ey €st décroissante :
NoUuS avons s (0.5)

Whi1 — Wy = Uy —2Vn+1—u, +2n

B 1 _ZW/n(n+1 —(2n+1)
_2\/%_2\/“_“+\/n+1_ vn+1
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Pour montrer que (W,,),en+ €st décroissante il suffit de montrer que  ....coccoovevveeveccececee, (0.5)

2nn+1)—2n+1) <0
Autrement dit :
dAn(n+1) < (2n+ 1)?
En effet,ona:
M+ m<an’+in+l1es4nn+1) <(@2n+1)?
D’ou le résultat. Alors (w,,),,en+ €st décroissante .
e Montrer qu’elle est convergente.

Ona (0.25)
Wp=u,—2Vn=2vn+1-2vn—-2> -2

La suite (W,,),en+ €st décroissante et minorée par —2 donc elle est convergente. —.................. (0.5)

f&m 2: (4.5 pts)

1) Montrer que lim,_,, cos G) 0.

Ona lim,_ e X, =lim,, 0 ﬁ = 0. (0.25)

Parcontre: s (0.5)

1
lim cos (x_> = lim cos(2nm) =1+ 0
n

n—+oo n—-+oo
Donc d’aprés les propriétés des limites :  lim,._,, cos G) F 0. (0.25)

2) Montrer que f est de classe C! sur R* ?

La fonction f est dérivable sur R*, puisque c’est le produit et la composition des fonctions
dérivablessur R*. s (0.25)

De plus, onapourx € R*: f'(x) = 2x sin G) — cos G) e (0.5)

La fonction dérivée est continue sur R* (comme produit et composition des fonctions continues
sur R*). (0.25)

Donc la fonction f est de classe 1 sur R*.
3) Est-ce qu’elle est de classe C! surR?
e Aupoint«0»:

Nous avons par définition e (0.5)

i g = lmesin() =
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Donc f est dérivable en « 0O » et ladérivéeest f'(0) = 0. .o (0.25)

Il reste a vérifier si f' est continue au point « 0 ».

Ona: lim,_,2xsin G) =0. (0.25)
D’apreés la question (1) : lim,._, cos (%) F 0, s (0.25)
alors lim, o f'(X) 0 =f"(0). (0.25)
Ce qui veut dire que f' n’est pas continue au point « 0 ».  ooviiiieiererie e (0.25)
Alors la fonction f n‘est pasde classe C1 surR. e, (0.25)
4) Montrer que g ne posséde pas de dérivée seconde au point « 0 ». ......ccccccvererennnnee (0.5)

Puisque f’ n’est pas continue au point « 0 », donc elle n’est pas dérivable au point « 0 » ce qui
veut dire que f ne possede pas de dérivée seconde au point « 0 ».
Alors g (qui est le produit de f et h(x) = x ) ne posséde pas de dérivée seconde au point « 0 ».

fxetcice 3: (4.5 pts)
1) Laformule de MacLaurin-Young al'ordre 2: ., (0.5)

x2

FG) = F(0) + 3 £(0) + 5 FPO) + ¥e(x)
Avec lim,_,e(x) =0.
2) Trouver la formule de Maclaurin-Young a I'ordre 2 des fonctions suivantes :
On doit calculer les dérivées successivesen « 0 » de h et ¢ :
v o Pourh,ona: s (0.5)

2(1 —x?)

b (x) =
€ 1+ x2

e M-

D’ou
hO)=0 , R@O©=0 , h"0)=2
Alors (0.5)
h(x) = x? + x%&,(x)
Avec lim,_,&(x) =0.
V Pour@,ona: s (0.5)
@'(x)=cosx , ¢@"(x)=—sinx
D’ou
p(0=0 , ¢'O=1 , ¢"(0)=0
Alors s (0.5)

P(x) = x + x%&,(x)
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Avec lim,_,&,(x) =0.

3) En utilisant deux méthodes, calculer la limite :

Méthode 1 : d’apres la formule de Mac Laurin-Young, ona i (1)
o In(1+x?) —sinx _ x?+x%g(x) —x — x2ey(x)
lim = lim
x—0 X x—0 X

= lirr(l)(—l +x+x%e(x)) = -1
X—
Méthode 2 : d’apres la regle de L'Hdpital, on a :

f(x) =In(1 + x?) —sinx, g(x) = x sont dérivables sur R*,  .........c.cccceovrmmerrerrerrccrenne. (0.5)
etg'(x) =1+ 0pourx € R

et il y a une indétermination de la forme% .

etoNa: s (0.5)

2x
f'(x) _ i 12 — COS X . ( 2x
x—0 g'(x) x—0 1 x—0

Alors

o In(1+x2?) —sinx _ f'(%)
lim =i =
x—-0 X x-0g"(x)

fxetcice 4: (5 pts)

1) Montrer I'égalité:
Onpose:f =arctana , A =arctanb. e (0.25)
Onaurad’apres l'indication : (0.25)

tan 8 + tan A _ a+b
1—tand tanA 1—ab

tan(6 + 1) =

D’autre part, puisque a,b € [0,1[ alors:

0,1€ (02 cestadire 6 +2€[03. L (0.25)
4 4
Donc s (0.5)
a+b
6 + A = arctan(tan(@ + 1)) == arctan( )
1—ab
D’ou le résultat
+b
arctan a + arctan b = arctan
1—ab
2) DéduirelavaleurdesS: s (1.5)

On peut écrire

1 1 1 1
S=2 (arctan§ + arctan E) + 3 (arctang + arctan E)
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e D’apreés I'égalité de la question (1), on a:

11
arctan— + arctan— = arctanﬁ = arctalni
8 18 1 _11 11
818
1 1
t 1+ t 1 t §+§ t 1
arctan — + arctan — = arctan ————— = arctan—
8 57 1-11 7
8'57

D’ou

2 1 2 1
S=2 arctanﬁ + 3 arctan; =2 (arctan H + arctan —) + arctan—

7

e De nouveau, d’'apres I'égalité de la question (1),on a:

2 1
2 1 ots 1
arctan el + arctan Z= arctan ——— = arctan
117

D’ou
S=2 t 1+ t 1—( t 1+ t 1)-}— t 1
= 2 arctan 3 arc an7— arctan 3 arc an7 arctan 3

e De nouveau, d’'apres I'égalité de la question (1),on a:

1 1
1 1 Sts 1
arctan § + arctan 7 = arctan = arctan—
1-—

[SSEET
N

D’ou

S = t 1+ t !
—arcan2 arcan3

e Enfin, d’aprés |'égalité de la question (1), on a:

1 1
4=
2 3

T
arctanz + arctan§ = arctan = arctan1 = Z

1-—

N |-
Wl

Vi

Alors § = —.
4
3) Pour appliquerle TAFGsur fet g ona:

Les deux fonctions sont :

continues sur l'intervalle [0, b] et dérivables sur |0, b[. .

D’autre part, la dérivée de g est :

1
90 =15

telles que g'(x) # O pour x € [0,b] et g(0) # g(b). i,
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Et la dérivée de f est :

a+x )’
I( ) _ (l—ax) _ 1+ aZ (1 - ax)Z . 1
f1x) = 1+(a+x)2 T (l-—ax)? 1—ax)?2+(a+x)? 14«2
1-ax
Donc les dérivées sont égales: s (0.25)
f0 =900 =172
Alors d’aprés le TAFG: s (0.25)
Ic €]0,b[ telque  (f(b) —f(0))g'(c) = (g(b) — g(0))f'(c)
Cest-a-dire: s (0.25)
a+b
arctan T ab arctan a = arctan b — arctan 0
Doncon retrouve le résultat de la question (1) : e (0.25)

arctan a + arctan b = arctan

a+b
1—ab
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