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Exercice 1. ( 5 Pts)
Soit E I'ensemble suivant

E={zxeR, V2—-z>uz}

1) Déterminer I'ensemble F.
2) Déterminer, s'il existe, inf(F), min(F), sup(E) et max(FE).

Exercice 2. ( 8 Pts)
Soit la suite (Uy,)en+ définie par

U1 - 1, U2 - 2
Un %(Unfl + Unfg), n 2 3.

1) Montrer que Yn e N*, 1< U, <2.

2) Monter que Vn € N*,  |[U,s1 — Uy | = 525

3) Montrer que (Usy,)nen+ est décroissante et (Usyy1)nen+ €St croissante.
4) En déduire que (Up,)nen+ est convergente.

Exercice 3. ( 7 Pts)
Soit la fonction f : R — R définie par

1) Montrer que f est continue sur R.

2) Montrer que f est dérivable sur R.

3) En appliquant le théoréme des accroissements finis, montrer qu'il existe ¢ €]0, 2] tel que
2f'(c) = f(2) = f(0).

4) Déterminer toutes les valeurs possible de c.
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Exercice 1. ( 5 Pts).

OnaE={reR, V2—2>z}

Il y a deux situations a analyser.

1)

2>x2>0 2>x>0
=
22—z > a2 24+r—-2<0
Donc,
x>0
(1Pt)
—2<zr<l
Donc, 0 < z < 1.
2)
z <0
=<0 (1Pt)
2—x2>0
On a alors, E =] — 00,0[U[0, 1[=] — 00, 1] (1 Pt)

2) inf(F) n'existe pas, min(E) n'existe pas. (1 Pt)
sup(E) =1, max(F) n'existe pas. (1 Pt).

Exercice 2. ( 8 Pts).
1) On remarque que la relation est vraie pour n = 1 et n = 2. Alors, par récurrence, supposons que
1 < U, < 2 pour un certain rang n et montrons que

1§ UnJrl §2

Onal<U,<2etl1<U,;1<2,
alors 2 < U, + U,_1 < 4, ce qui implique que

1

2) Pourn =1,
1
Ve =T = 2=1]=1= .

Supposons que |Un+1 - Un| = 2n—1,1 est vraie pour un certan rang n et montrons que
[Unt2 — Unta| = on
Remarquons que
1
|Un+2 - Un+1| = ’§(Un+1 + Un) - Un+1’

1 11 1
= U1 —Up| = z—=—. (1.5Pt



1
U2n+2 - U2n = §(U2n+1 + UQn) - U2n

3) On a
1 1.1
= —(Uzngt1 — Usp) = §<§(U2n + Usp—1) — Usy)
1 —1 —1
= ——Q(Ugn - U2n71> = ... = 22"([]2 - Ul) - 2_n < 0
Ainsi, Uy, est décroissante. (1.5 Pts)
D’autre part,
1
Uznys — Uzny1 = §(U2n+2 — Uzny1)
1.1 11
= (5 (Uang2 + Uzn) — Usny1) = — 5 = (Uzns1 — Usy)
2 22
1
= W > 0.
Ainsi, (Usy+1) est croissante. (1.5 Pts)
4) Remarquons que
1
\Usp1 — Usp| = T 0 lorsque n — +oo.

( 2Pts)

Donc, lirf (Uzpy1 — Uay) = 0.
o0
Puisque (Us;,+1) est croissante et (Us,) est décroissante, alors les deux suites sont adjacentes. Donc,

n—
elle convergent vers la méme limite. Ceci implique que (U,,) est convergente.
(0.25 Pt)

Exercice 3. ( 7 Pts).
1) Pour x < 1, f est un polynéme et donc f est continue.
Pour z > 1, x # 0, la fonction = — % est continue. (0.25 Pt) Il reste le point z = 1.

On a )
Jim @) = L =1= (1) (05PY)
et
. . 3—a?
lim f(z) = lim =1=f(1). (0.5Pt)
rz—1— Tz—1~ 2
(0.5 Pt)

Ceci prouve que f est continue sur R.
2)On remarque que si = # 1, alors la fonction f est dérivable.

La dérivabilité en z = 1.
Pour x < 1,0n a
— f(1
i L@ S
z—1- r—1 z—1- x —1
2
— —1
Cim Yy apy
z—1- x—1
Pour x > 1, on a
— f(1 1_
g AW =S g
z—1t r—1 =1t — 1
1-— -1
— lim Y~ lim - =-1 (1Pt)
o1+ x(r —1) a1t

Ceci prouve que f est dérivable sur R.
3) Théoréme des accroissements finis
Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[. Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(b) = fa) = f'(e)(b - a).



Puisque notre fonction f est continue sur [0,2] et dérivable sur |0,2[, alors d'aprés le théoréme
précedent , il existe ¢ €]0, 2] tel que

f2)=f(0)=(2-0)f(c). (1Pt)

4)Ona f(2) =1 et f(0)=3. (0.5 Pt)

Par conséquent,

Pour 0 < ¢ <1,0na
1 1
f’(c):—c:——:>c:§ (0.5Pt)
Pour 1 <c<2,0na
1 1
/ _ _ 2 _
f(C)——g——§:>C =
= c=+V2.

Puisque —+/2 n’appartient pas a |1,2[, alors ¢ = v/2. (0.5 Pt)



