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Exercice 1. ( 4 Pts).
Soit (a,b) € Q" x Q7 tel que Vab ¢ Q.
Montrer que v/a + 3vb ¢ Q.

Exercice 2. ( 6 Pts).
On considére a un réel tel que 0 < @ < 1 et (u,,) la suite de terme général

U, = (1+a)(1+a?)...(1+a"), VneN*

1) Montrer que (u,,) est strictement croissante.
2) Soit (vy,) la suite de terme général

vy =a+a’+ ...+ a".

a) Calculer (v,) pour tout n € N*.
b) Déduire que la suite (v,,) est majorée.
3) Soit z € R%.. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que 1 + z < e”.
4) En déduire que
u, < em.

5) Que peut-on conclure sur la convergence de (u,)?

Exercice 3. ( 6 Pts) Soit f la fonction définie par

x| In(x)| si x>0,
0 six =0,

fz) =

1) Etudier la continuité de f sur [0, 4+-o0[.
2) Etudier la dérivabilité de f sur [0, +oo|.
3) Trouver tous les points x € [0, +-o00[ vérifiant f(z) = x.

Exercice 4. ( 4 Pts).
Soient a, b, ¢ des constantes réelles.
On pose
f(z) = ax* + ba® + cx® — (a + b+ c)z.
1) Vérifier que f est continue et dérivable sur R.
2) En déduire qu'il existe « €]0, 1] tel que

4daa’® + 3ba® +2ca = a+ b+ c.
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Exercice 1. ( 4 Pts).
Soit (a,b) € QT x Q7 tel que Vab ¢ Q.
Supposons que y/a + 3vb € Q. ( 0.5 Pt) Donc, 3(p, q) € Z x N* tel que

Va+3vh = g.(lPt)

Alors,

2

(Va+3vh)? = % (0.5Pt)

qui implique que
2

a+9b—|—6\/a_:§—2. (0.5Pt)

Ainsi, ,
Z—Q —a—9b

b:
Vab .

ce qui est absurde.( 1 Pt) Donc, v/a + 3vb ¢ Q.
Exercice 2. ( 6 Pts).
1) Remarquons que ¥n € N*,  wu, >0 et

€Q, (0.5P¢t)

Un+1 _ 1+an+l >0

U,

Donc, (u,) est strictement croissante.( 1 Pt)
2)Onav,=a+a®>+..+a"
a) Nous remarquons que (v,) est la somme d'une suite géométrique de premier terme a et de
raison a.
Ainsi, .

Vn € N*; v, :all a

.(0.5Pt
" (0.5P%)
b) Nous avons

VneN, 0<a"<1l=0<1-dad"<1.
Donc,

a
Uy <

(0.5Pt)

1—a
Ainsi, (v,,) est majorée.
3) Soit x € R* . La fonction ¢ — €' est dérivable sur [0, z], donc d’aprés le théoréme des accrois-
sements finis, il existe ¢ €]0, x| tel que

et —1

T

=e° (0.5Pt)

Or O<c<z=l<e<e"=L>1=¢e">1+a.(1Pt)
4) On a
lJrakgealc Vk > 1.



Donc,
14+a<e®

1—|—a2§ea2

14+a™<e. (1Pt)
Ainsi,
(14a)(1+a?)..(1+a") < e%e” ...
= Uy, < 6a+a2+...+a"
u, <e". (0.5Pt)

5) Puisque (u,) est majorée par ;- alors

u, < e’ <ema. (0.5Pt)

Ainsi, (u,) est majorée. D'autre part, on sait que (u,) est strictement croissante, donc (u,,) est
convergente.( 0.5 Pt)
Exercice 3. ( 6 Pts).
1) Nous remarquons que la fonction f est continue sur |0, 00| puisque elle est la composée de
deux fonctions continues. (Valeur absolue et le logarithme Népérien).( 0.5 Pt)
Enz =0,
lim z|In(z)| = lim —zln(z) =0= f(0). (0.5Pt)

z—0t z—0t
Donc, f est continue en 0.
2) Pour tout = €]0,1[, f(z) = —xIn(x) est dérivable et pour tout x €|1,+oo[, f(z) = xIn(z)
est dérivable.( 0.5 Pt)
Il reste a étudier la dérivablité en 0 et 1.
Pour z =1, 0n a

— f(1 1
i L =S e @) g spyy
z—1+ o —1 =1+ v —1
et ] |
lim fle) =) _ lim —zin(z) _ —1(0.5Pt)
rz—1— z—1 z—=1- T —
Donc, la fonction f n’est pas dérivable en 1.( 0.5 Pt)
Pour x =0, on a
— -zl
i L =SO) o Zr@ L o spy
z—07F z—0 z—07t x

Ainsi, la fonction f n’est pas dérivable en 0.( 0.5 Pt)
3) Remarquons qu'on a f(0) = 0.( 0.5 Pt)
Dans ]0,1[, on a

r=—zln(z)= —In(z)=1=2= % €]0,1[. (0.5Pt)

Dans |1, 4o00[, on a
r=zln(z)=In(z)=1=z=ec. (0.5Pt)
Ainsi, les solutions de f(z) =z sont {0,¢,1}.( 0.5 Pt)
Exercice 4. ( 4 Pts).
1) La fonction f est un polynéme continu et dérivable sur R.( 0.5 Pt)
2)Ona f(0)=0et f(1)=(a+b+c)—(a+b+c)=0.Donc f(0) = f(1).(1Pt)
D’autre part, la fonction f est continue sur [0,1] et dérivable sur |0, 1]. ( 0.5 Pt) Donc, par le
théoréme de Rolle, Ja €]0, 1] telle que f'(a) = 0.( 1 Pt)
Ainsi,
f'(@) = 0= 4aa® + 3ba* + 2ca — (a+b+c) =0. (1Pt)
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