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Exercice 1 ( 04.00 pts ). Soit la fonction F de R dans R définie par

F(x) =Ln(x + 1).

Déterminer (ZF ) le domaine de définition de la fonction F.
Calculer les limites de la fonction F aux bords de domaine de définition (ZF).

Déterminer le point d’intersection de la courbe de F avec I’axe (ox).
Calculer la dérivé de la fonction F et étudier la monotonie de F.

Tracer le graphe de F dans un repere orthonormé.

Exercice 2 ( 04.00 pts ). Calculer les limites suivantes :

E 1 1
Lim 2 fim DT Va il Lim \/— — 1 — —.
x——+o00 E(2x) x——+o00 x:)O x2 X

Indication : Pour tout x € Ronax —1 < E(x) < x.

Exercice 3 ( 06.00 pts ). Soit I’équation
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22-2z242=0. (H
e Déterminer z; et z; les solutions de I’équation (1).
e Ecrire z1 et z, sous forme trigonométrique.
e Calculer z{ et z) pour tout n € N.
Exercice 4 ( 06.00 pts ). Soit la suite (1), définie par
1 2
Vn e N: Upn+1 = f(un)» f('x) =X+, Ug = 2.
2 3x
e Montrer que
vie| o © 0200 S0z
X —, +oo| : x) >0, xX) > —.
V3 3
e Montrer par récurrence que pour toutn € Nonau, > 2/+/3.
e Montrer que (u5,), est une suite décroissante.
e Montrer que (1, )5, est une suite convergente et calculer ca limite.
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Solution de I’exercise 1. [ 04.00 pts | Soit la fonction F' de R dans R définie par

F(x) =Ln(x + 1).

Détermination de (ZF ) le domaine de définition de la fonction F :

(9Fr) = {xeR: x+1>0} <«—]0025pt
= ]—1,400[. <«—]00.25pt

Calcul des limites de la fonction F aux bords de domaine de définition (ZF) :

Lim F = — 00.25 pt|,
Lim F() = —oo <0025 pi

>
Lim F = . 00.25 pt
L R = oo 003500

e Détermination le point d’intersection de la courbe de F avec I’axe (0x) :

F(x)=0 < Ln(x+1)=0 < x+1=1 < x=0. «—[00.50 pt

donc le point d’intersection est (0, F(0)) = (0,0). <«—[00.50 pt
Calcul de la dérivé de la fonction F est étudier la monotonie de F :

1
F’ = . 00.50 pt
O N )
Vx € (ZF): F'(x)>0, «<—|[00.50pt

donc la fonction F est strictement croissante sur (ZFr).

La courbe de F :

On a

FIGURE 1 — = Le graphe de F(x) = Ln(x + 1).
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Solution de I’exercise 2. [ 04.00 pts ] Calculer des limites

E(x)
e Calcule de Lim
x—>+o00 E(2x)

: On utilisant le fait que x — 1 < E(x) < x pour tout x € R, on obtient

x—1<E(x)<x, 2x-—1<EQQx)<2x,

pour x > 1 on obtient

1 1 1
O0<x—1<E <x, 0<—< < , <—100.50 pt
* (x) < x 2x ~EQx) 2x—1

d’ou
00.50 pt
-1 E —1 E E 1
x - (x) X Lim ~ . (x) . X ‘m (x) 1

- < L < - .
2x TEQx) T 2x—1 x5t 2x x5t EQRx) xoheo2x — 1 xo4ec EQx) | 2
00.50 pt =1/2 =1/2 00.50 pt

e Calculede Lim vx—1—+x+1:

X—>+00
(«/x—l—«/x+1)<«/x—1+«/x+1)
Lim vx—1—+/x+1 = Lim
x—>~400 x—>~400 \/X—l +\/X+1

-2
= Lim <«—00.50 pt
L =

= 0. [0

/1 1
e Calcule de Lim — - 1 ——:
x—0 X X

. . | .
x—0 X X x—0 1 1
> > o ] _|_ _

V x2 X

= 0. <«—1]00.50 pt
Solution de ’exercise 3. [ 06.00 pts ] 00.75 pt

e Détermination de z; et z5 solution de z2 — 2z 4+ 2 = 0 : Le discriminant du polyndme z2 — 2z + 2 vaut —4, ce

qui donne
z1=14+1i, z=1—i. <«—|00.75pt

e La forme trigonométrique de z et de zp : On a |z1| = |z3| = V2, donc

ﬁ ﬁ
= V2= +iZ2] «—[00.500pt
= 2 > i
=
72 = 1—i V22
Z, = ﬁ(T T) «~—1[00.50 pt
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d’ou

z1 = «/E(cos( )—i—isin(%)) <—

T
4
Zp = V2 (cos (%) —1isin (%)) <«

e Calcul de z{ et z5 pour toutn € N :

T .. (T .
71 = «/i(cos(z)—i—zsm(z)) z1 = N26e7* «—100.50 pt
=
2 = ﬁ(cos(%)—isin(%)) 2 = V2e ™4 100,50 pt

o= 2M2einml/4 100.50 pt
2 = 2M2einml4 100.50 pt

Solution de I’exercise 4. [ 06.00 pts ] Soit la suite (1), définie par

1 2
VneN: upp1 = f(un), f(X)ZEX+§, up = 2.

e On montre que :

Vxe[%,—koo[: f(x) >0, f(x)z%.
Ona

2 RS - AP A S 2 2
VXE[E,—FOO[ f(x)—i—h—z—;(x —5)—F(x——3)(x+ﬁ)20, <~ OlOOpt

donc la fonction f est croissante, ce qui donne

2

2 2
Vx € [f,—i—oo[. f(x)zf(f) =5 <—

e On montre par récurrence que pour toutn € Nona u, > 2/+/3 :

— Pourn =0onaug=2>2//3. «—|00.50 pt

— On suppose que u, > 2/+/3 : La fonction f est croissante sur [2/+/3, +0o[ et u,,2/+/3 € [2/+/3, 400,
donc f(un) > (2/4/3) =2//3.Dotups1 > 2/+/3. «—|01.00 pt

— Conclusion : Pour tout n € Non a u,, > 2/\/5 <—100.50 pt

e On montre que (4,), est une suite décroissante :

1 2 1 4 1 2 2
n n n

oru, > 2/+/3,donc un41 —u, < 0.D’ol la suite (u,), est une suite décroissante. <— | 00.50 pt
e La convergence de (up), :
La suite (1), est une suite décroissante minorée donc elle converge. <— | 00.50 pt

On pose Lim wu, =/ ceci avec la relation
n—+oo

1 n 2
u = —-u ,
n+1 ) n 3un

1. 2 2
donne [ = El + g,doul = ﬁ <«—100.50 pt
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