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Examen de rattrapage d’Analyse I

1l est conseillé de lire lVintégralité du sujet avant de commencer & répondre.

Exercice 1. (06 pts)

On considére la suite (uy,),, o définie par :

Uy = 07

Upt1 = /2Un + 3, Vn € N.
1) Montrer que : Vn € N, 0 < u, < 3.
2) Montrer que (un),oy €St monotone.

3) En déduire que (un),cx €st convergente et déterminer sa limite.

Exercice 2. (07 pts)
Soit f une fonction définie par :

— stz <0,
er 41

f(z)=

stz > 0.

1) Etudier la continuité de f sur R.
2) Etudier la dérivabilité de f sur R.
3) La fonction f est-elle de classe C* (R)?

Exercice 3. (07 pts)

S0it (Un),en+ Une suite définie par
n
1
w3k
=k

1) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montre'r que

\/11_<2(\/7Tf—f) VneN

2) Montrer que

Up > 2v/n+1-2,Vn € N*,
3) Déduire la limite de (uy,)
4) On pose vy, = u, — 2¢/n.

4-a) Montrer que la suite (vn),,cn. €5t monotone.

neN*

4-b) Déduire que la suite (vy), - €St convergente.
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Corrigé d’Analyse I (rattrapage)

Solution 1.

1) On raisonne par récurrence. i \
Pourn =0, 0 <wuy=0<3, la propriété est vraie . [ 2’_/ /
Supposons que 0 < u,, < 3 et on montre que 0 < up41 <3. Ona l /

o
N~

0<up <83=3<2, +3<9=V3<v2u, +3<3=0<v3<u,,;, <3

Dot Vn €N, 0<u, <3.

2) La suite est une suite récurrente. On a —
\

~ -
Unt1 = f (us) et £([0,3]) C[0,3], o f(z) = v2z + 3. < jZ’—/ /

"~

L’étude de la monotonie de la suite (uy,) revient & celle de la fonction f. Comme I est

croissante sur [0,3] (f' (z) = —2\/~—1‘;§ >0, Vz € [0,3]) et f(uo) —up = 3 >0, done la
T

suite (up), oy €st croissante.

8) La suite (un),oy est croissante, majorée par 3, donc elle converge. Posons lim w,, = .
n—+o0

On a

Ut = F () =3 lirf Ty = liI_I]_.’l flu)) =7 ( lirf un) == (l)f—n\\

7)
g
I=f)el=V2+3&P=24+3501-21-3=0. | A
Cette derniére équation elle admet deux solutions |y = —1 et Iy = 3, \\ -
donel =3 (carun20$ liril UHZO).




Sclution 2.

La fonction f est définie sur R.

1) Etude de la continuité de f sur R

1-a) Sur Uintervalle |—00,0[, La fonction f est continue ( car rapport de deuz fonctions_
continues) A )

/ ,'*,? b b
1-b) Sur Vintervalle |0, 400, La fonction f est continue, ( car f est un polynome). | b L
1-c) La continuité de f en 0. On a

27T

e —1 z a8
li =i == ] == tlimf (z) =lim— =0 = . >
5 e IO i@l e-s0- (L)

donc lir% f(z)=f(0). Alors f est continue en 0. D’ow la fonction f est continue sur R

2) Etude de la dérivabilité de f sur R

2-a) Sur Vintervalle ]—o00,0[, La fonction f est dérivable ( car rapport de deuz fonctions

—
dérivables) N

2-b) Sur Uintervalle 10,4-o00[, La fonction f est dérivable, ( car f est un polynome) (/) 5 )
2-c) La dérivabilité de f en 0. On a \ Pl /
\\--’—//
) =timf@=FO (1Y L
7 230 z 250 x er+1
et
70 =tm/@=FO 2 1
4 20 ; =08z 27

La fonction f est dérivable en 0. D’otws f est dérivable sur R.
3) La fonction f est-elle de classe C* (R)? On a

2e” siz <0
)
e+ 1% 77
f(z) =
% stz > 0.

3-a) On a f' est continue sur R* (car sur ]—co,0[, rapport de deux fonctioWues et
sur 0, +o0[ est constante).
3-b) La continuité de f' en 0. On a

im ' () = 5 = (0), done liy ' () = 7' (0). L/‘//)

Alors f' est continue en 0. D’ou f est de classe C* (R) .




Solution 8. 1) Montrons que

1 1 ,
—_ < 2 —A/n —_— ¥
mn< (\/n+ ‘/;)<\/ﬁ’ Vn €N
Posons f (z) = /. En_appliquant le théoréme des accroissements finis sur n, n+1], ot
n € N*, on obtient / ; A1
[ V] ([ O ¢
\ CG]’I’L,TL—}—].[,f(’l’l/—f—l)—f(n):fl(C), \ /§ >
\\_///
ou encore
de & ]TL, n - 1[ \/— +1-— \/— = 7 F Pl /j\ik\
/'f O > ’ )
On a 1 ( P //
1 1 '
< <
2Itn 2/c  o/n N
donc "
1 I
<vVn+l- < Wk '
_ 2\/1 +n v \/ﬁ /O g ~ >
D’on, g ) ( [ - £
<2 — —, V' y \\\////
i (\/n + \/—ﬁ) < " n €N
2) Montrons que
Up > 2vVn+1-—2,Vn € N*.
On a
2(vVE+1- VEeN*= 2" (VE+1-— —= =y, Y€ N* /7T
( + \/_) \/_ = Z( + \/—)< 1\/— (7 n c ////5) )
=>2\/n+1—4.<un, Vn € N* 1ﬂ>‘~//
\\

7 i
3) 1im+ Up = +00 <car Up >2y/n+1—2,Yn € N* et lirﬁ (2v/n+1- 2= +oo> . 4’ /5
4) On pose v, = u, — 2,/n. LN

a) Montrons que la suite (vn), oy, est monotone . On a

Untl = Un=Un41 = 2VN + 1 =y + 2¢/0 = (Upyy — up) — 2 ('\/n +1-— \/ﬁ)

1 ~
= —2(Vati-vm)<0. A
S /n+1 \ ,/[ ./_)
D’ow la suite (vn),ens est strictement décroissante. -

b) Montrons que (v,),,cx. est minorée. On a
un>2\/n+1—2=>un—2\/ﬁ>2(\/n '—\/ﬁ) ~2>-2==u, > -2, VneN"
il

/ 3
(Un)nen €st strictement décroissante et minorée donc elle converge. ;' / \ \>




