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Examen de Rattrapage d’Analyse 1

Exercice 1. (07 pts)

On considére la fonction f : R — R définie par
sinz

fl@m=4 7

0 stz =0.

—~1 siz#0,

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R, calculer f'(z).

2) Ftudier la continuité de f' en 0. La fonction f est-elle de classe Ct sur R # Justifier.
Exercice 2. (06 pts)
Soit f la fonction définie sur |—2, +oo[ par
fz)=ln(z+2) -z
Montrer que léquation f (r) =0 admet exactement deux solutions c; et cy telles que
~-2<c<0<es.
Exercice 3. (07 pts)
Soit (un),ey une suite définie par
n
1
Up = Y —=.
1) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que

1 1 : .
m<2(\/n+1—\/ﬁ)<%, Vn € N*.

2) Montrer que

Uy > 2vn+1-2,Vn e N*.
8) Déduire la limite de (un),cn~ -
4) On pose v, = u, — 24/n.

4-a) Montrer que la suite (vn),cn €St monotone.

4-b) Déduire que la suite (v,), oy €St convergente.
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Solution .1

1) La continuité et la dérivabilité de f sur R

a) La continuité de f sur R |

1-a) Sur R* la fonction f est continue car =2 1 Pest ‘)]?5

D’ou f est continue sur R ( ¢ j /
b) La dérivabilité de f sur R 0 #
1-b) Sur R* la fonction f est dérivable car SLZ——:E — 1 Dest. (

2-b) La fonction f est dérivabilité au point z =0, car

2-a) La fonction f est continue au point z=0. (car lim j () = ‘l_%ﬁg wlesl=g (0)) \7

sinz
S . 2 Ve f/
(0) = lim—£—— = 111%-5-‘—‘%—-‘5 =0, (rigle de L’Hopital deus fois ). | f/D
D’ou f es “dérivable sur R et
TCOST —sinr .
, gz %70 f”/}\
(@)= (1)
0 siz=0
2) La continuité de f' au point z = 0.
Ona
. g s m :ccos:v——sinz= L cosx—-:z;sinx—-cosa:_ . _sm:c_“o 0
Iy F@) =l — =y liy—=5-=0=70), J

donc f' est continue en 0. La fonction f € C surR car f est dérivable.sur R et f' est continue
[ (
sur R. ‘/



Solution .2
Onaf(z)=lh(z+2)~% z€]|- —2,+o0[. Montrons que f admet evactement deuz solutions

—2<c<0<c. Ona

flz)=

ff(z) >0

1
e 1, Vz € ]~2,+00][.

- >lers+2<ler-1
T+ 2

est strictement croissante sur |—2,—1],
Donge la fonction f < est strictement décroissante sur [—1,0],
est strictement décroissante sur [0,+00].

1) Sur Vintervalle |-2,—1] On a

a) La fonction f est continue sur ]-2,-1],
) (Jmf @) (1) =0 <0,

¢) La fonction f est strictement croissante sur ]-2,-1],

T.V.I +la monotonie stricte
e,

Vezistence et lunicité de ¢; sur Uintervalle -2, —1[. k@
2) Sur Vintervalle [-1,0], la fonction f n’admet aucune solution
(car —1<a<0=>7(0) < f(@) < f(-1) = f(2) € [n(2),1]) &
3) Sur Vintervalle [0, +oo[

a) La fonction f est continue sur [0, +o0o]
b) ( lim f(:v)) J(0)=-00<0

¢) La fonction f est strictement décroissante sur

T.V.I +la mo nie stricte

Vezistence et l'unicité de cy sur Uintervalle ]0,+00 7()

Solution .3

1) Montrons que

\/1—1_—*_—n<2(\/;l:_--\/—> \/— vn € N*.

Posons f(z) = /z. En appliquant le théoréme des accroissements finis sur [n, n+1], o
n € N*, on obtient '

Jeeln,n+1[, f(r+1)=f(n)=f (o),



ou encore

/ Hcejn,n+1[,.\/n+1~\/ﬁ:é—}\/~z.

1 1 1
! < £ :
E 2Vi+n 24y 2yn
donc \\
1
<vVn+ ~f<2\/_

| 2itn

| . _ & :
N ;e <2 (\/n+ \/ﬁ) < v Vn € N*.

2) Montrons que

Up > 2¢/n+1—2,Vn € N*,

1 n _
VE) < ==, Vke N*= 2% (VE+1-VE) < =1u,, Vn € N*
)< Z( ) <Ex
= 2y/n+1-2< u,, Yne N*

r};’) lim %, = +00 (carun>2\/n+ —2,Vn € N* et hm (Zﬁﬁ-“.’)zwtoow)

,{__’> T——++00
r) On pose vp, = up, — 24/7.

a) Montrons que la suite (Un),on- €5t monotone . On a

:\/771_:-2(\/7—% ~ /) <0, [ 4

i

(‘ w
{ /

i

|

D’oty la suite (vn),epe €8t strictement décroissante.

~b) Montrons que (vn),cn» €5t minorée. On a ( é])

;/ un > WA T ~2=¢>un——2\/ﬁ>2(\/n+ —\/H)~2>—2:¢vn>—2, Vn € N*.

}l Untl = Un=Unsi — 2V + 1 — tp + 2/ = (Upnsy — Up) — 2 (\/n—l- I~ ﬁ

( vn)neN,, est strictement décroissante et minorée donc elle converge.




