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Corrigé type TD 3
Analyse 3

Différents procédures d’étude de la convergence d’une série de fonctions

La convergence simple

Pour étudier la convergence simple d’une série de fonctions, on fixe la variable z et on étudie la série nu-

mérique associée.

la convergence uniforme

Pour étudier la convergence uniforme d’une série de fonctions E fn (lorsque les f,, sont bornées sur I) :

1. On essaie de prouver la convergence normale de la série de fonctions.

2. Si pour tout z, la série numérique Z fn(zx) vérifie le critere des séries alternée, on majore le reste | R, ()|
par |fn+1(x)|, puis on essaie de majoré |f,+1(z)| par une suite numérique v,, (ne dépendant pas de x)
plus simple et de limite 0.

La convergence normale

Pour étudier la convergence normale d’une série de fonctions g fn (lorsque les f,, sont bornées sur I) :

1. Etudier les variations de la fonction |f,(x)| sur I, en essayant de calculer || fy,|lcoc = sup,ey | fn(x)|, alors
on étudie la convergece de la série numérique de terme général || fy, || oo-

2. On essaie de majorer |f,(x)|, par le terme général v, (ne dépendant pas de x) d’une série convergente :
Vn e N, Vo € I, |fo(z)] < vp, et la série Zvn converge.

Le schéma ci-dessous résume le lien entre les divers type de convergence d’une série de fonctions

Z fn converge

n>0

uniformément
Z fn converge Z fn converge
n>0 n>0
normalement simplement

Z fn converge

n>0

absolument

FI1GURE 1 — Schéma présente le line entre les divers types de convergence
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Schéma récapitulatif d’une série de fonctions

Le schéma ci-dessous réorganise les différents possibilités des téchniques de convergence d’une série de
fonctions.

LComment étudier la convergence d’une série de fonction Z fﬂ
n>0

On change l'intervalle I par D ou on

a la convergence simple de Z i

N
Lz: fn converge simplement sur | non
J n>0

n>0

oui

E fn converge normalement

/
Z Il fnlloo converge 7| oul n>0
_ donc uniformément

absolument et simplement

non

(Est—ce—que | falloo —— 0 J

n—-ao0
oul no
Est-ce-que || Ry |l ——— & non E frn ne converge pas uniformément,
n—->00 J %20

ouil

LZ fn converge uniformément donc simplemenﬂ
>0

FIGURE 2 — Schéma, récapitulatif d’une série de fonctions

Corrigé des exercices de la série de TD 3

Solution de ’exercice 1

:L'Q

Convergence simple de Y f,, sur I = [0, 4o00]

2 2 .’B2 2

. , x x
Soit = € [0, +o0o] fixé. e S e et 0 — converge, alors 3 Rt

Convergence normale de ) f,, sur I = [0, +o0[

converge simplement sur I.

On prend
2 2
x T
gn(@) = | fn(@)] = nd+ 23| nd+ad
gn est dérivable sur I, et
, B 2zn3 — 4
gn(x) - (ng +5L‘3)2.
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Le tableau de variation de g, sur I,

x 0 %n +o0
9n () + 0 -
Donc
235
fnlloo = sUp | £ (@) = sup ga(x) = gn(V2n) = o=
zel zel n

2
- 23 C
et on la série > n divegente, alors Y || fu|lco ainsi diverge, on conclut que Y f, ne converge pas nor-
n
malement sur I.

Convergence simple de ) f,, sur I =[0,a], a>0

2
x
Puisque la série de fonctions > R} converge simplement sur I = [0, +o0[, alors elle est converge
nd +x

simplement sur I = [0,a], a > 0.

Convergence normale de ) f, sur I =[0,a], a>0

2

[\

aQ 2 2

x a a
on trouve que |fn(z)| < — et la série 3 — converge,
n n

Onan®+23>n3 done —— < 2 < —
= B3 =0l n3’

<
alors d’aprés le critere de Weierstrass _ f,, converge normalement sur I.

xe*’nI

2. Soit fp(z) =

Inn

Convergence simple de } f,, sur I = [0, 4o00]

—nx —nx

xe xe

Soit z €]0,4o00[ fixé. Pour n > 2 on a Inn > In2, donc |f,(z)| < SR et > g converge (la série
n n

géométrique de raison ¢ = e~ 7, tel que |e~*| < 1 pour z €]0,+o0[ ), alors Y f,, converge simplement sur

I.

Convergence normale de Y f,, sur I = [0, +00]

On prend
gn(@) = Inn | Inn
gn est dérivable sur I, et
nx
o) = (1) -
Le tableau de variation de g, sur I,
z 0 1 400
n
() + 0 -
Donc
I uloe = 51D (2] = 51D gn(2) = gn() =
=su )| = su x)=gn(—) =
n|loo xeltl) n xel?gn dn n ninn’
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-1

et on la série > divegente ( la série de Bertrand ), alors Y || fn||co ainsi diverge, on conclut que

> fn ne converge pas normalement sur I.

Convergence normale de ) f,, sur I = [a,+oc[, a >0

Pour n suffisamment grand on a a > %, alors la fonction g, est décoissante sur lintervalle I =
[a,+o0[, a > 0, donc

ae—na

)

nlloo = sup | fn(x)| = supgn(z) = gnla) =
| fl xe};\f()l xe};g() gn(a) o

ae—na

et comme la série )

converge, alors Y f, converge normalement sur /.

n

T
3. fulz) = T
Convergence simple et normale de ) f,, sur I = [0, +o0]
1 n
— Si0<z<1l,ona lim M = lim xi =z < 1, d’aprés le critere d’Alembert > f,
n—+oo  fn(x) n—stoo 1 4 xntl

converge simplement.
— Siz=1,ona fp(l) = %, alors Y f,, ne converge pas simplement.

— Siz>1,ona lim f,(x)=1,alors} f, ne converge pas simplement.
n—> +00

On conclut que Y f,, ne converge pas simplement sur I = [0, +o0[, donc elle ne converge pas normale-
ment sur [ = [0, 4o00].

Convergence simple et normale de )" f,, sur I = [0, 1]

On a Y f, ne converge pas simplement sur I = [0, 1], donc elle ne converge pas normalement sur
I=10,1).

Convergence normale de " f, sur I =[0,a], 0<a<1

On a )’ f, converge simplement sur I.
On a1+ 2™ > 1, alors f,(x) < a™ et comme la série > a" converge (la série géométrique de raison a,
0 <a<1),alors ) f, converge normalement sur I.

Solution de I’exercice 2

e—nac

Soit fp(x) =

n

e Convergence simple de )_ f,, sur R

— Siz<0,ona lim f,(z)#0,alors) f, ne converge pas simplement.
n—>—+00

— Siz=0,o0ona f,(0) = %, donc >’ f, ne converge pas simplement.

—nx

. . e
— Siz>0,ona lim n?
n—-+oo n

= 0, alors d’aprés la régle de Riemann , on conclut que ) f, converge

simplement.

Par conséquent Y f,, converge simplement sur I =]0, 400, et donc le domaine de définition de f est
I =0, +o0].
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e Convergence uniforme de ) f,, sur I = [a,+o0[; Va > 0

On va étudier la convergence normale de Y f,, sur I = [a, +o0[; Va > 0.

—na —na
(&

e

et la série Y

le critere de Weierstrass Y, f,, converge normalement sur I, ceci implique que ) f,, converge uniformément sur /.

On a xz > a, donc —nz < —na, on trouve que |f(z)| < ,a > 0 converge, alors d’aprés

e Le domaine de continuité de f est I = [a,+o0[; Va > 0, car les f,, sont continues sur R et Y f,
converge uniformément sur I = [a, +-00[; Va > 0.

e f est dérivable sur I =]0, +o00[?

1. On a les fonctions f,, sont continues et dérivables sur I, et f)(z) = —e "*, alors f], est continue sur I,
donc f, € CY(I).

2. > fn converge simplement sur I.

3. On va étudier la converge uniforme de Y f/ sur I,

—nx —na
‘ = € 5

/
[ fnlloo = sup| —e
zel

et la série Y e ™ converge, alors Y. f/ converge normalement sur I, ceci implique que Y f/ converge

uniformément sur I. D’aprés le théoréme de dérivation on a f est de classe C1(I), et

400 ' 4o 400 +00 ] e
/ _ _ / _ —nr __ —nx — —
f(z) = (ZM@) =2 M@= =) el =
n=1 n=1 n=1 n=0
Solution de ’exercice 3
+oo e~ nT
— On va chercher le domaine de définition de la fonction f définie par : f(z) = Z(—l)" 1
— n
e—TLl’ n=0
Convergence simple de Z(—l)”n TS R

e Siz<0,ona lim f,(z)+#0,alors) f, ne converge pas simplement.
n—> +00

e*?’L$ e*TL.’L‘
e Siz>0,onad (—1)" ) est une série alternée tel que la suite ( 7 )n décroissante et de limite
n n

0, alors d’aprés le critére de Leibniz, on conclut que >’ f,, converge simplement.

Par conséquent Y f,, converge simplement sur I = [0, 4o00[, donc le domaine de définition de f est
I =10,+o0].

— On va montrer que f est continue sur I = [0, +oc[. On a les fonctions f,, sont continues sur R, il reste
d’étudier la convergence uniforme de >_ f,, sur I, on a d’aprés le critére de Leibniz des séries alternée

Veel: |Rn(x)| < |fn+1(x)|)
alors
Vo€ I R e 1 —
: n < < 9 n °
T € | (x)|— n+2 —n+2et(v n—>o0 0)
——

Un

cU
Par conséquent 12, — 0 sur I, cela montre que »_ f,, converge uniformément sur I, on conclut que f

est continue sur 1.
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Maintenant on va montrer que f est de classe C! sur I =0, +o0] .

1.

—nx

ne
ntl T alors f] est

n —+

On a les fonctions f, sont continues et dérivables sur I, et f)(z) = (—1)

continue sur I, donc f, € C(I).

2. > fn converge simplement sur I.

. On va étudier la converge uniforme de " f/ sur I,

On remarque que f/(0) = (—1)"*'—— — 0, donc " f" ne converge pas simplement sur I, si on
n

+1
change l'intervalle, on prend D = [a, +oo[,a > 0, on a

—nx n

— e—nIE S e—na
n—+1

[l )I—‘( )”+1n+1

et la série Y e~ " converge, alors Y f/, converge normalement sur D, ceci implique que Y f/ converge

uniformément sur D. D’aprés le théoréme de dérivation on a f est de classe C'(D), et puisque a est
un réel strictement positif quelconque donc on a f est de classe C! sur I =]0, +-o0], et

—+00

400 ! —nx
- (S 5) =3 o =St
n=0

n=0

Solution de I’exercice 4

On a

+oo _:
1. On va chercher le domaine de définition de la fonction f définie par : f(x) = Z — ? ’
n
n=1
sin nx 1
|fn(@)] = 3|S5

1
et la série > -3 converge, alors Y f, converge normalement sur R, ceci implique que Y f,, converge

simplement sur R, donc f est définie sur R, et puisque les fonctions f,, sont continues sur R et Y f,
converge uniformément sur R, on conclut que f est aussi continue sur R.

+o00 1

2. On va montrer que /0 f(z)dr = 2; m'

On a f est continue sur [0, 7] et > f,, converge uniformément sur [0, 7|, alors f est intégrable sur [0, 7],

et

/ f dm’—/ blnnm _ Z/ sin;m;dx

n=1 0 n
“+oo 1 T

= — sin nx dx
n=1 n 0

= 1= cos(nx)}
— n3 n 0
+

-1 .

=y (=" 1]

n=1 n
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D’autre part on a

()" =1] = { 0_2 nnzzzglfipfi(l?z’impair)

Par conséquent

On prend p =n — 1, on trouve

/f daz— m

/ COS N
3. Maintenant on va montrer que f est dérivable sur R et que Vx € R : f (x) = Z .

. . - COs NI .
(a) On a les fonctions f, sont continues et dérivables sur R, et f/ (x) = ———, alors f] est continue sur
n

2
R, donc f,, € C1(R).
(b) Y fn converge simplement sur R.
(¢) On va étudier la converge uniforme de Y f! sur R,

On a

cosnx 1

n2

[fol)] =

. 1 Ca
et la série 3 converge, alors Y f/ converge normalement sur R, ceci implique que Y f/, converge

uniformément sur R. D’aprés le théoréme de dérivation on a f est de classe C*(R), et

Flz) = (Jio sinnz)l _ Jio (smnm)’ iz: COS LT

3
n=1 n n=1
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