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CHAPITRE 1 :
ETUDE AFFINE DES COURBES PARAMETREES

I- PLANOSCULATEUR

(&,E) est un espace affine de dimension 3 muni du repére (0,17, k), donc identifié
aR’.
1° DEFINITIONS
d,. Le triplet C= (T, I, y) est appelé courbe paramétrée ou :
I est un sous ensemble de &, courbe ou trajectoire

I est un intervalle de Rou réunion d’intervalles de R
yest une application de I dans €de classe C*
t— (1) = (x(), y(0), z(1))
On écriraC= (T, L,y)ou(l,y)ouy
d,. €=(T, I, y) est dit simple si y est injective
ds;.Le point M = y(t) est dit
stationnaire si y'(t) = 0
régulier si y'(t) # 0
birégulier si { y'(t),y "(t) } libre
trirégulier si { y'(t), y"(t),y"" (t) } libre

Exemples :
1. Une droite Y(t)= (Xot ta, Yo to, Zot to)
2. Cubique torsadé vy(t) = (t, t*, t')
3. Hélice v(t) = (acost, asint, bt),a>0,b >0



2° TANGENTE, PLAN TANGENT A UNE COURBE

On reconduit le Cours de 2°™ année qui décrit dans la Classification des points
d’une courbe, al’aide des entiers p, q.

- La droite passant par M =y(t) de vecteur directeur Y*(t) est appelée la

tangente 4 € en M, on la note 7.

- Tout plan affine de € contenant la tangente a € est appelé plan tangent en
MacC.

- Le plan passant par M= y(t) et perpendiculaire & T s’appelle le plan normal
enMay.

- Toute droite passant par M=y(t) et perpendiculaire & T s’appelle une
normale en M a .

3° PLAN OSCULATEUR
- Le plan passant par M = y(t) et dirigé par vect (yP(t), y'V(t)) est appelé plan

osculateur en M a .
Remarques :
Le plan osculateur est un plan tangent. Intuitivement, c’est le plan qui contient la
fraction de courbe correspondant a des valeurs de t + h proches de t.
Si M= y(t) tel que p=1 et g=2, le plan osculateur est défini par (M, y’(t), y"(t)).

- La normale située dans le plan osculateur s’appelle la normale principale

A —»  Plan normal
Plan rectifiant B

T —
N
Exemple //. Plan osculateur

Prenons la courbe birégulicre

YO = (4, &)

v’ (t) = (1, 2t, 3t), y"(t) =(0, 2, 6t)

Le plan osculateur en M = y(t) a pour équation :

det (y()M, y’(t), y"(t)) =0 Plan de la courbe
Soit 3t’x +3ty +z-t=0 h e J-¢,¢[

¢ trés voisin de 0
lime=0




4°- POSITIONS RELATIVES DE LA COURBE ET D’UN PLAN
OSCULATEUR AU VOISINAGE D’UN POINT QUELCONQUE

Soit la courbe paramétrée C=(T,Ly), de classe C*, k quelconque dans N

On suppose qu’il existe r=min {n €IN ; n>q et (y?(t), y¥(t), y"(t)) est libre}.
R= ((v(t), Y?(t),y'V(t), y"(t)) est un repére de E.

Le plan osculateur est, en y(t), défini par ( y(t),y®(t), yYV(t) )

La formule de Taylor-Young donne avec he]-1, 1]
hP hd AT
Y(tHh) = () + Sy PO +0(1) + Ty O(+0(1) + 401+ 0(1)
Dans le repere R, les coordonnées de y(t+h) sont
hP hd AT
SHO(1) SS(1H0(1) |, Z(1+0(1)

Sir est pair, I" ne traverse pas le plan osculateur

Sir est impair, I traverse le plan osculateur

II- COURBE GAUCHE

€ est rapporté a un repére R = (0,1],K) et donc identifié a R®.

DEFINITIONS

D1. Soit f une fonction réelle de classe C' sur un ouvert non vide U de &.
L’ensemble des points M( x, y ,z ) de € tels que f(M) = 0 est appelé surface

de £ d’équation f( x,y,z)=0.

D2. Le vecteur V(M) = (fx.fy.f’,) est appelé gradient de f en M,

D3. Soient f et g deux fonctions réelles de classe C' sur un ouvert non vide U de

R’ et soient les surfaces §; et S, d’équations respectives f(M)=0 et g(M)=0

PosonsT'={M(x,y, z) €&; f(x,y,z) =0etg(x, y,z)=0}



Si I est non vide et si les deux vecteurs (fy , fy, f; ) et (g% , gy, gz ) sont non

colinéaires en tout point M de I', sauf éventuellement en des points isolés, on dit

que I'est la courbe gauche d’équations cartésiennes :

{f(x, y,z) =0
gx, 'y z)=0

THEOREME
t1.Soit I' une courbe gauche (définie comme ci-haut)

Soit My (X , Yo, Zo) un point de I' tel que le rang de la matrice

<f>i (Mp) £ (Mp) f, (M0)>
gx (My) 8; (Mp) g7 (My)

soit égal a 2, il existe un ouvert V contenant M, et inclus dans U tel que I'n V soit
le support d’une courbe paramétrée C= (D, y) .

La tangente a I' au point M, a pour équations :

{ (x —x0)fx(Mp) + (v — ¥o)f;(My) + (z — 7o), (My) = 0
(x —x0)8x(Mp) + (y — ¥0)gy(My) + (z — 20)g;(My) = 0

Ou plus simplement

ViM,) MM,=0 et Vg(Mo) .MM, =0

Preuve

fr(Mg)  £5(Mp)
gx(My) g;(Mo)

D’apres le théoréme des fonctions implicites, il existe I, J , K intervalles ouverts

£0

Supposons que

de Ravecxg€l,yo€ ], zo€E K et eC' (K, I) etL|JEC1 (K, J) tels que :
V=IxJxKCUet V(x,y,z)EIxJxK,ona

(fx,y,2)=0etg(x,y,2)=0) & x=9(z) ety =U(z))



Ainsi (K, y) avec y: z=M = O + @(2)] + W(z)] + 7K, est un paramétrage local

cartésien de I au voisinage de M,.
En dérivant les deux égalités par rapport a z
flp(2) , V(z),2) =0 et g(¢(2),Y(2),2)=0
on obtient :
{ ¢'(2)fx(Mo) + V' (2)f5 (M) + £,(Mp) =0
¢'(2)8x(Mo) + Y'(2)gy (Mo) + g,(Mo) =0
On voit que le vecteur directeur y'(z) égal a @'(zy))T + P'(z)] + K vérifient les
équations ci-dessous.

Ces deux équations sont donc celles de la direction de la tangente a C en M.

{xfé(Mo) + yfy(Mp) + zf;(Mg) = 0
xgx(Mp) + ygy(My) +zg;(My) =0

Alors la tangente a C en M, admet pour équations cartésiennes :

{ (x = x0)fx(Mo) + (v = yo)fy(Mo) + (z — 2o)f, (M) = 0
(x = X0)gx(Mo) + (¥ — yo)gy(Mo) + (z — 29)gz(Mp) = 0

III- ETUDE AFFINE DES ARCS GEOMETRIQUES

A- CHEMINS, ARCS

(€, E) est un espace affine de dimension 3 muni du repere (O,T,’j’,E) ; € et E sont
alors identifiés & R>. Les intervalles I, J, K, I;, I, de R considérés sont non vides,

I'entier k € IN U {+o0}.

DEFINITIONS ET PROPRIETES

e Chemins
dl1. Une application continue y de I dans Eest appelé un chemin de € Ce chemin vy
est dit de classe C* si y est de classe C* -

Si a est une extrémité de I et si a € 1, y() est appelé extrémité du chemin y



Chemins C*~équivalents

d2. Deux chemins de &. y,de I, dans € et v, de I, dans € sont dits Ck—équivalents
s’il existe une bijection ¢ de I; dans I, telle que ¢ et sa réciproque ¢ sont de
classe C* et telle que y; = y, 0.

¢ est appelé changement de paramétre et on dit que y; est déduit de y, par ¢.

Les variables s dans I; et t dans I, sont appelés parametres.

P1. La relation «les chemins y, et y, sont C-équivalents » est une relation
d’équivalence sur I’ensemble des chemins deé€.

Remarque :

Siy, et y,sont C*-équivalents, alors y; et y,ont la méme image dans &.

La donnée d’une classe C de chemins équivalents ay conduit & une image

commune des chemins de € ainsi qu’un mode de parcours.

e Arc géométrique
d3- Un arc géométrique de classe C* est une classe d’équivalence € de
cheminsC*-équivalents & un chemin y de &.

- Ces chemins sont appelés représentations paramétriques admissibles de C.

- Leur image commune est appelée le support de € et notée supp (C)

- Les changements de parametre faisant passer d’une paramétrisation a une

autre sont dits admissibles.
- On dit aussi que € est I’arc défini par la paramétrisation .
- Les intervalles de définition des chemins de € sont de méme nature.

. K » - A r ey
- Deux chemins C"-équivalents ont les mémes extrémités



B- ARCS ORIENTES

Chemins positivement C*-équivalents ; arcs orientés.

d1. Deux chemins v : I; — Eety,: I, — & sont dits positivement C*-équivalents
s’il existe une bijection croissante ¢ de I; dans I, telle que @ et ¢ sont de classe
C" et telle que y1=1, 0.

Les classes d’équivalence définies par cette relation d’équivalence sont appelées

. ) . k
classes orientation, ou arcs orientés, de classe C .

Constitution d’un arc orienté

d2-Soit € un arc géométrique défini par une paramétrisation v.

Les paramétrisations de € qui se déduisent de y par un changement de parametre
admissible croissant constituent un arc orienté €., dit obtenu en orientant C dans
le sens des parameétres croissants.

De méme, les paramétrisations de € qui se déduisent de y par un changement de

parameétre décroissant constituent un arc orienté €., dit opposé a €..

Remarque
d3.S’1l existe deux classes d’orientation, on dit qu’on a orienté¢ y lorsqu’on a

choisi I’une des deux classes.



TRAVAUX DIRIGES

1 - Soit la courbe I définie par y(t) = (t, t*, t°), posons M; =y(t,),i € {1,2,3 }.
a) Déterminer I’équation du plan passant par M, Met M.

En déduire 1’équation du plan osculateur a I' au point M = y(t).
b) Retrouver le résultat du a) en revenant a la définition du plan osculateur.

c) Lacourbe T traverse-t-elle le plan osculateur ?
. Lt ) 1 .
2- Soit la courbe I' paramétrée par y(t) = (t"+ 2t , -2t+ ot ). Etudier les
positions relatives du plan osculateur en M = y(t) avec I .

2
Méme question avec y,(t) = ( ﬁ ,In(1 +¢%), tsint) en M = y(0).

3- Le point My (1; -1; 0) appartient a la courbe I' intersection des deux sous
ensembles S; et S, de R’ d’équations respectives :

X+y +z7=2¢et X+xz+72 =1

Ecrire les équations de la tangente, donner un vecteur directeur de la tangente et

une équation du plan osculateur a I" au point M,



CHAPITRE 2 :
ETUDE METRIQUE DES COURBES PARAMETREES

(€ E) est un espace affine euclidien de dimension n €gale 2 ou 3, muni d’un

repére orthonormé R = (0,98) d’ou € et E identifiés a R".

A-LONGUEUR D’UNE COURBE, ABSCISSE CURVILIGNE

€= (T, 1, y) est une courbe paramétrée de classe C'

1- Longueur d’une courbe paramétrée. I= [a , b], a<b
DEFINITIONS

d1-Soit€ = (T, [a ,b], ) une courbe de classe C' oty : [a,b] -»R".

Soit une subdivision 6 = (a =ty , ti,...,t;= b ) de 'intervalle [a, b], la suite des

segments [M; , M ], 0 < 1 <n-1, ou M; = y(t;) est appelée la ligne polygonale de

€ associ¢ a ¢ et notée £ (C, o).

On appelle longueur de la ligne polygonale £(C, c) le nombre

I(€, 0) =X lly (t) — y (i)l = X, || Mo M,

t

,_,
(e
I
&

d2- On appelle longueur de I’arc C 1’¢lément de R U {+ oo}
1(€) =sup{1(€, 0); 0 € Sub([a;b)]}

ou Sub ([a, b] désigne I’ensemble des subdivisions de ’intervalle [a , b].
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PROPOSITION

Soit €= (T, [a, b], ) une courbe paramétrée de classe C'. Alors on a :

b, ,
1© =/ lly'®lldt
Démonstration

Pour toute subdivision ¢ de I’intervalle [a ,b], on a :

1€, 0) =TIy (t) — vl =2k, || v @dt]< 2k, £y (llde=
= [l (®lldt

alors 1(C) < fablly’ (t)[ldt (I). L’inégalité survit si on ne remplace [a ,b] par tout
intervalle [t’, t” + h] inclus dans I’intervalle [a ,b] , h > 0.

D’autre part, pour tout t € [a ,b], désignons par I(t) la borne supérieure des

longueurs des lignes polygonales allant de a a t.

Pourh>0,o0na:

hy -, .
Sy 1) — YOI << [+ h) - 1] <= 7 Il ()16 dapres (1)
car I(t + h) — I(t) est la longueur d’arc de la courbe € sur I’intervalle [t , t + h].
3éme

Faisons tendre h vers 0 dans la double inégalité ci-dessus, le 1¥ membre et le

membre représentent des dérivées, toutes deux égales a ||y’ (t)]| ; d’aprés la loi du

Gendarme, on a :

limy Lo+ 3 (16 + D)= 1] = VYOI,
Un cheminement semblable pour h < 0 conduit au méme résultat,
alorsona: 1’(t)= |y (0|l
doul®) = [y’ (®)lld8 ,a<t<b

et pour t=b, on 1(b) = 1(@) =["lly' (®)lldt.

Exemple 1
Soit la courbe y(t) = (4cost, 4sint) te [0,27], sa longueur est

" V16sinZt+16cos? t dt = 4(2m- 0) = 8m
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2- Longueur d’arc

dl. La longueur d’arc de Cde a a t, t > a, est définie par fat 1y (©)Idu

3- Abscisse curviligne

d2. Soit [ un intervalle de R, C= (T, I, y) une courbe paramétrée de classe C, et
t,el.

L’application S définie sur I par

S(t) = fat 11Y'(0)11d6, pour tout t € 1

est I'abscisse curviligne sur € orientée dans le sens des t croissants avec t, pour
origine.

On dit que s = S(t) est 'abscisse curviligne de M = y(t).

Remarque

Pour la suite du Cours, I'idéal serait que ||y’(t)||=1 ¥ t e I; on va alors

remplacer y par une paramétrisation y; de I telle que Ily,’(w)ll=1 Vu€ D,

PROPRIETES
PLS (=2 =1y Vtel
Si y’(t)ne s’annule qu’en un nombre fini de points de I, alors :
S définit une bijection strictement croissante de I sur J=S(I), la bijection
réciproque S™ est strictement croissante de J sur 1.
P2. i) Si la courbe paramétrée € est de classe C* et réguliére, S et S sont de
classe C*.

ii) La courbe paramétrée €; définie par la fonction y,= y°S™ sur J, a le méme
support I' que €.

i11) Pour tout sel, 11y;°(s) 11=1 et €; est une courbe paramétrée régulicre.

On dit que (J, y,)est un paramétrage normal.
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Preuves
P1. Evident
P2.1) Soit s = S(t)
Pour tout t €I, S(t) = ftz y'(6)11d6

v’ de classe C*'ainsi que 11y'11, donc S de classe C*
1
s'(®)

Ona (SY(s)

S’ de classe C*', donc (S™) de classe C*" alors S™ est de classe C*
ii) Evident car S™ bijection de J sur I
iii) v1°(s)= (y*S™) (s)=y’(S"(8))(S™)(s)
Q)= v (1)t
Yl (S)_Y (t)S’(t) ||Y'(t)||
d’ou 1lIy’(s) 1I=1

Y (t), ouy’'(t) # 0 carC réguliere sur I,

Par suite y,’(s) # 0 et €, courbe réguliere.

DEFINITIONS
d3. Une courbe paramétrée C = (I, I, y) est dite paramétrisée par la longueur
d’arc ou par I’abscisse curviligne si [1Y’(t)Il=1 Vtel

Dans ce cas, y sera présenté¢ comme une fonction de la variable s.

Exemples :
1. La paramétrisation du cercle de centre O et de rayon a
t € [0;2m], y(t) =(acost, asint)
admet la paramétrisation normale
s € [0;2m], vi(s) = (acosi, asini)
2. La paramétrisation de 1’hélice circulaire
v(t) = (acost, asint, bt) a et b>0

admet la paramétrisation normale

N
vi(s) = (acos%, asm%),TS) avec c=vVa? + b?
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3- La paramétrisation suivante
(= GA+5)3 (1-9)22s),se[151]
Y= S$)%53 s)2,758), s€[-1;
Est une paramétrisation par 1’abscisse curviligne

En effet :
R 1 O | 19
YE=GA+5)2-2(1-5)27)

2(Q)[ 2=t gy +1=
Iy ()I1P=(1+s) +5(1-5) +>=1

PROPRIETE

P3. Toute courbe paramétrée de classe C' et réguliére admet une paramétrisation
normale.

C’est une conséquence des propriétés P1 et P2.

Interprétation cinématique

M= (t) est la position du mobile a I’instant t

I est I’intervalle de temps pendant lequel se déroule le mouvement.

I" est la trajectoire

v’(t) est le vecteur vitesse a I’instant t, y"(t) le vecteur accélération

Le mouvement est dit rectiligne si I" est inclus dans une droite, dite circulaire si I
est inclus dans un cercle, dit plan si I' est inclus dans un plan, dit gauche si I" ne

peut pas inclus dans un plan.

PROPRIETE

vy est rectiligne si et seulement si y’(t) et y"(t) sont colinéaires Vtel.
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B- COURBE PLANE BIREGULIERE

Se reporter au cours de 2°™ année pour I’étude affine et la construction
graphique.

C= (I, I, y) est une courbe paramétrée biréguliére de classe C* admettant une

paramétrisation réguliere y,(s).

1- Repere de FRENET, courbure

Définitions
dl. Le triplet (y’t), T, N)) ou N est I’image du vecteur tangent T par une rotation
d’angle g est appelé repere de Frenet en M= y(t) a C.
ﬁ=ﬁ(s) appelé vecteur normal principal en M.
d2.Courbure
Le nombre K=K’s) tel que y;"(s) = l<(s)1V> est appelé courbure de € en M(t)

dT - ‘
On note : Fr KN 1 formule de FRENET

Remarque

vy rectiligne si et seulement si la courbure en tout point est nulle.
2- Rayon de courbure, centre de courbure

Définitions

On appelle rayon de courbure de la courbe paramétrée € au point M= y(t) le

. 1
nombre noté R et tel que R = =

Le point Q=M+RN est appelé centre de courbure
Remarque

Au voisinage de M, un morceau de courbe I'est assimilé a un morceau de cercle

appelé cercle de courbureen M a T’
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C- COURBE PARAMETREE GAUCHE

L’espace affine (€, E) est de dimension 3 et muni du repere (O, $B), ou B est la
base orthonormée directe B = (1,, k), donc il est identifié a R.

C= (T, I ,y) est une courbe paramétrée réguliere de classe C', sa paramétrisation

normale est vy;.

1- REPERE DE FRENET
d1. Vecteur normé tangent en M = y(t) =y,(s)
T=T)=7'0)

d2. Vecteur normal principal en M a € défini par :

e - 1 "
N=NGs) = S’ ®
a condition que y,"(s)#0

d3.Courbure et rayon de courbure en M a € définie par :

le nombre positif K = K(s)= |y (s)|| =IIZ—:II est appelé courbure de € a M, son

. 1 \
inverse R == est le rayon de courbure de €a M.

—

d4. Vecteur binormal en M a € défini par B=TAN

d5. Le repére orthonormé direct (M= yl(s)j‘),ﬁ, B ) est appelé le repere de
FRENET en M a €.

Remarque
Ce qui distingue un cercle ou une hélice d’une courbe rectiligne, c’est la
courbure, c’est-a-dire la tendance de la courbe a changer de direction. Le repere

de FRENET associ¢ a tout point d’une courbe paramétrée par 1’abscisse
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curviligne, est trés adapté a 1’étude de ces changements de direction, pour des

points tres voisins de M.

dé6. Plans particuliers

d7. Torsion de C en M, noté 1(s) et définie par :

T=1(s) = N’(s).B(s)

2- FORMULES DE FRENET

PREREQUIS D’ALGEBRE
LEMME

Soient f et g deux applications dérivables de [a , b] dans R’et telles que
f(t).g(t)= const pour tout t.

Alors £(t).g(t)= - f(t).g’(t)=0 pour tout t réel.

En particulier ||f (t)|| = const & {(t).f(t) =0 pout tout réel.

Preuve : évidente

CONSTRUCTION DES FORMULES DE FRENET
1% formule de FRENET

L.y1"(s) = 1171"(s) Il.rl(s)”yl"(s), on a par définition ?(s)=l<(s).ﬁ(s)
1
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2*"formule de FRENET

2. N’(s) a 3 coordonnées a, b, ¢ dans la base( TN, _))
N’(s) L N(s) alors b=0
N’(s).T(s)=- N(s).T(s) d’apres le lemme
=- K(s)d’ou a= - K(s)
N’(s).B(s) est égal a la 3° coordonnée ¢, notée t(s) et appelée torsion de€ en M.
D’ott N'(s)= - K.(s)T(S) +1(s)B
3*"formule de FRENET
3. B’(s) a 3 coordonnées a, b, ¢ dans la base (T‘) N, ﬁ)
B’(s).B(s) =0 alorsc =0
B’(s).T(s) =- T’(s)B(s) = - K(s)N(s).B(s) =0 alorsa=0
B’(s).N(s) =- N’(s)B(s) = 1(s)
D’ou la 3° formule de FRENETI§7(S) = -1(s)N(s)

En résumé, voici les 3 formules de FRENET

T'(s) = K(s)N(s)

N’(s) = - K(s)T(s) + 1(s)B(s)

B’(s) =- 1(s)N(s)

Remarques
Les vecteurs T(s), N(s), B(s) étant de norme constante, toute dérivée non nulle
d’un de ces vecteurs exprime un changement de leur direction initiale en M.

ATTENTION:K(s) =0 Vs et 7(s) e R'UR

18



EXERCICE 1

Soit I’hélice I" paramétrée par 1’abscisse curviligne telle que :
v(s) = (acos%, asin%, b%) ouc= va? + b?
Déterminer le repere de FRENET, la courbure et la torsion
Réponse

, . R 5 a? . 7s a? 2s b?% c?
On vérifie que 11Y°(s)I1"= — sin"—+— cos —+—=—=1
On a donc T(s) =7’(s) ou :

L asind s

T(s) C( a sin-, acos-, b)

1 s .S a S . S
T°(s) = (-acos- ,asin-, 0) = —(-acos- ; asin-; 0)

K N(s)

Alors, on a:

a
a?+b?

K(S) =5 =

C

et N(s) = (-cos%, - sin%, 0)
B(s) = T(s) AN'(s) = =(bsin> , -beos’ )
N’(s) = % (sin% ,—cos%, 0)

T =1(s) = N'(8)B(5) =

2éme

voie pour obtenir T a 1’aide de B’(s) = 1(s)N(s)

b S .S b S . S
B’(s) = C—Z(cosz; sin-; 0)=- c_z('COSE; -s1nz;0)

D’out= %
C
EXERCICE 2

W)= G(L+5)7/22(1 - 5)3/2,%9 sell:1[

Obtenir le repere de FRENET, la courbure, la torsion



Réponse

T= Y= G (1 +5) /2 -5 (1 =) /2:3) avee Iy (s)]=1

E= TE=7"()= G+ /2z(1—5) 720

:d_T :4 _ 2—1/
K=11—l ﬁ(l s?) /2
= V2

2(1-9"2, 1+9)72,0)

B=TAN =2 (-(1+5)72; (1-5)"2v2)
5 Fa-97 (1+5)72

=NEB= T2l arse | |@-9"

0 V2

V2, [1-s +s)

\1+s AJ1-s

EXERCICE 3

Repere FRENET, courbure et torsion de la courbe paramétrée

v(t)= (et,e t,tV2)

Réponse

Y’ ()= (e, —e~t\2) d’ou v(t)= ||y’ (t)||= 2cht alors v réguliére.

e g 1 _
T=T ()5 e VD)

dT_dT dt 1 () = [—s
ds dt ds v(t) 2cht hzt)

etN—

(%, e V2) + (et e 7,0

\/_h(l

dT__ 1t 1
U e ~V2sht) = KN’ ou!<—||—||— o
B=TANdouB= \/_hz(\/Ze tsht - /2 + V2elsht ; et + et
—t
=— hz(e sht-1; efsht+1; v2cht)
dN _dN dt ,
dS—E'E—EN (t)d’ou
dN _
ds Zcht[\/_ch zt)(l’l’ \/—Sht

:1; -v/2sht)
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dN

- Mh3 (sht, sht, V2)
~ ‘;—2‘ - B= = (e sh’t +sht-esh’t-sht-2cht)
= (Ch St[(e + e~ %) sh’t + 2cht)]
_ - 2.\ _ 2
=7 ﬁch 5 (2cht +2chtsh’t) = \/_ r” (1 +2sh’t)

-1
D’ou enfin 1=

2+/2ch 2t
Remarques

1. La courbure K et la torsion t sont dans un rapport constant.

. : 1 e dB —
2. On aurait pu calculer la torsion en utilisant 1’¢galité 1= S N

Exercice4

Soit la courbe I' paramétrée par y(t)= (3t — t’; 3t* ; 3t+t°)

Donner le repére de FRENET, la courbure, la torsion en tout point I'.

Réponse
'y’(t)=3(1—t2 : 2t 1+89)
V(t)— == [y’ (1)l = 3V2(1+t%)

dy dy ] dt 1 ] dy
ds dt ds v(t) dt

Tz?(s)—

—

T= \/_(1+t2)

— dT  dT dt 1 .,
KN—E_E E—E T(t)

) 1,1-t2 2t
(142, 2t, 1+ 1) = \/_\1+t2’ 1+t2°

)

= 1 C 1 -4t 2(1-t?)
KN 3V2(1+t2) x/i( (1+t2)” (14t2)2° )

'l 1 1 2

KN =

_ -2t 1-t? )
3vV2(1+t2) V2 (1+t2) 1+t2° 1+¢2°

0)

-2t 1-t?
14t2° 14t2°

Ona K—3(1 Ty et N =(

Et le vecteur binormal
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2
B=TAN _\/_(_(1+t2) e D
1 dB
AN=B" () ds  v(D dt
1 1 4t 2(t2-1)

T 3Vz(14t2) V2 ((1+t 22 "(1412)2

_ 1 4t 1-t?

T 3(1+t2)2 e e V)
Alors 1= I
EXERCICES

Obtenir, en tout point, la courbure, la torsion et le repére de FRENET, pour la

courbe I" paramétrée par : y(t)z(t,% tz% t3) dans (O,1,],K)

Réponse

v’ (H)=(1, t,% t?) # 0 donc réguliére

v(t)= |Iy’(t)||=% (2 + t2)

ds=S’(t)dt=> ds= (2 + t2)dt

T=T(=5= 5 & =y (D=

dt dt ds

dT dT dt 1 dT
ds dt ds V(t) dt

dT 2

) 2.
ds 2+t? (2+t2)2(2t 2-t%; 29
D’oul’ona:
aF _ 2.
~ (2+t2)3( -2t 5 2-t4; 2t)
_ 4T, _ 4

K= = Gy

2+t2( -2t ; 2t)

2+t2

(1; t; —t2)
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B=TAN = —(1; -2t; 2)

N’(s) = d—I: N de v 1 (-4+2t2 ; 8t ; 4-2t%)

4
(2+12)3

N’(s) = (- 2+t2 ; -4t ; 2-t2)

D’out=
(2+t2)2

e PROPOSITION 1
Une courbe paramétrée est une droite si seulement si la courbure est nulle en tout
point.
Preuve

Supposons t(s)= at+sdavec d normé fixe et a vecteur fixe.

Alors y’(s)=(§ou T(s) = d= T(s) constante donc K= 0
Supposons K= 0
Alors T°(s) = 0 = T(s)= T, vecteur constant, intégrons :

Y(s)= [ Todu +y(s) d’ott y(s) = sTo+ v(0)

Ce qui est une paramétrisation d’une droite

e PROPOSITION 2
Une courbe paramétrée est plane si et seulement si la torsion est nulle en tout

point.

Preuve
Supposons la courbe y est toute enticre dans le plan &, alors T(s) et N(s)
engendrent le plan &, parallele a & et passant par 1’origine O du repere. Par

conséquent, B=TAN est un vecteur constant normé, normal a &, . on a aussi
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B’=- 1N = Ocar B’ dérivée d’une constante et B’= - 1N, (3° formule de FRENET)
, donc =0
Inversement, supposons =0

B’= -1t N=B’=0 =B=B,, vecteur constant

Considérons la fonction f telle que

f(s)=y(s)'B.

Onaf(s)=v°(s) ‘B,=T(s) ‘B,=0car TLB

Donc f est une fonction constante et il existe ¢ tel que f(s)=c ou y(s) ‘B,=c, donc y

vérifie une équation x'B,=c d’un plan affine donc y est plane.

e PROPOSITION 3

Pour toute courbe paramétrée réguliere y, on a

Comme y A y"=(vI)A(V'T +Kv*N)= Kv’.TAN, on a :
Yy A Y"lI=Kv.[ITAN]Icar Kv’=0

1
lys11®

d’ou K= V—13 ||y' Ay"” c’est-a-dire K= ||y' Ay"”

e PROPOSITION 4
Toute courbe plane dont la courbure est constante et non nulle est un cercle(ou un

arc de cercle).

Preuve
Siy(s)= a(cos%, sin%, 0) alors K= ||y"(s)||= i, (a>0)

Si y est une courbe plane de courbure constante K+0, considérons la fonction

f(s)=7y(s) + }%N(s).
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on a f’(s)= y’(s)%(— KA(s)T(s)+ t(s)B(s)), mais 1(s)=0
D’ou £(s)=T(s)-T(0) = 0 =f est une fonction constant égale par exemple au point

fixe Q.

Le point y(s) décrit le cercle de centre Q et de rayon %

1

car |[y(s) — Q|[=[[y(s) — f(S)”:”,% N(s) ”:K

4- HELICES
DEFINITION

Une courbe paramétrée réguliére de classe C' est appelé hélice lorsque ses
vecteurs tangents normés font un angle constant 6 avec une direction fixe Rd

c’est-a-dire avec un angle normé fixe d ; Rd est appelé 'axe de I'hélice,

6e]0; [

Exemple

y(t)= (a cost, a sint, bt), a>0, b #0 tous fixés dont la paramétrisation
normale est, avec v=va? + b2
S . S S
yi(s)=(a cos, a sin, b;)
Y'1(s) =% (-a sin%, a cos%, b) et|ly'(s)||=1

Prenons d= (0,0, 1) alors 0 tel que cosezs

PROPRIETES
Soit €= (T,Ly) une courbe paramétrée triréguliére de classe C’; les propriétés
suivantes sont équivalentes

(1) Les tangentes font un angle constant avec une direction fixe.

(2) Les normales principales sont paralleles a un plan fixe.

(3) Courbure et torsion sont dans un rapport constant.
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(4) Les vecteurs binormaux font un angle constant avec un vecteur normé fixe.
Preuve
(1)=(2)
Les tangentes font un angle constant avec une direction fixe, c’est-a-dire il existe

—

d fixe de norme 1 tel que T-d = const. En dérivant, on a T -d=0

Doncﬁ T-d=0douN-d=0=N ¢ (d_))l, plan vectoriel, autrement dit les

normes principales sont paralleles au plan fixe O +(d_)i, ou O origine du repere.
(2)=(4)

Les normales principales sont parall¢les a un plan fixe, c’est-a-dire, il existe un
plan affine de direction II telle que Ne I1, or il existe % fixe de norme 1 tel que

IT = (d)~doncN.7 = 0

D’autre part on a %(ﬁ.§)= ﬁg = - W.N=0 donc (U.B)= const., alors les
binormales font un angle constant avec la direction fixe Ru.

(H=(1)

Les binormales font un angle constant avec une direction fixe, c’est-a-dire, il

existe un vecteur & fixe de norme 1 tel que 8.B= const.
o > d= - s - 37
En dérivant,ona: € - = B=0=e. (-tN)=0 = e.N=0

D’autre part,

|5

=@ T)=8- - =&-(KN)= K& N= K:0-0

[}

S

Donc &.T est constant, c’est-a-dire les tangentes font un angle constant avec la

direction fixe RE.
(D=0)
Les tangentes M(s)+ RT(S) font un angle constant avec une direction fixe, ¢’est-a-

dire il existe W fixe de norme 1 tel que W.T= const.
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En dérivant, on aw *KN=0 = w- N=0
D’autre part— (w. B) = W. = = -tw - N= -1:0=0
autre part— (w.B)=w. =W -T

.
Donc W. B constant

w.N =0= WLN = we vect(T,B)

wde norme 1 etw * T = const., et W. B= const., alors il existe 0 fixe tel que : w =

sind- T +cos®- B=0

W N:o:ﬁ-i-f: 0 = W(-KT+ 1B) =0

D’oll — KW.T+ tw. B=0= - K.sin6 + 1cos8=0

T sin® T
Alors — = —=tan0
K cosO K

C’est-a-dire la courbure et la torsion sont dans un rapport constant, bien défini car

la courbe étant trirégulicre T et K sont non nulles.

(3)=(1)
La torsion et la courbure sont dans un rapport constant c’est-a-dire, il existe une

constante réelle c telle que i =c

Puisque tan est une bijection de]-g ; g[ dans R, il existe =« réel fixe tel que
= = tan o
K

D’ou Ksin - Tcos® = ()

D’autre part%(sin-x.?-F cos~¢x.§) = sin< KN - costN
= (Ksin N - Tcoso)N = 0.N= 0

. — — L.,
Le vecteur g=sinc.T + cosoc- B, dérivée nulle, est donc constant ;

par suiteﬁ’.T;sinOCest donc constant : les tangentes M(s)+RTfont un angle

constant avec la direction fixe Rd.
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EXEMPLE 1
V(0= (et, et ,tV2)
Voir Exercice 3ci-haut

yqe T . .
Cette courbure est une hélice car = -1, de direction ?

Prenons d=— (1-]), on a N.d= 0, alors les normales principales sont parall¢les au

V2

plan fixe =0 +(d)i, alors I'hélice a pour axe Rd.

EXEMPLE 2
_ 1213
YO (L2620
Repere de FRENET en M(t) et établir que cette courbe est une hélice.
v ()=(1, t,%tz) , 7 (t)£0 alors v est réguliere

2 2
Iy’ (®ll= 1+t— ; ds= (1+t—)dt d’ou a_ 2

ds 2+t2

T ds _ dt ds 2+t2

(I.t,5)

dT dT dt
ds dt ds (2+t2)3

(-2t,2- £, 21)

dT

courbure
ds

K_

(2+t2)2’

(-2t, 2- £, 2t)

2t2

B=TAN=—— (& -2t,2)
2+t

—

. dB_ = : . dB =
Torsion 7 telle que ——=-N , on va comparer les 3™ coordonnées de S ctdeN

dB_ dB dt_(_ _ -4t )- 2 — ¢, -8t )
ds dt ds ' 7 (@2+t2)2) 2+t2 N’ 7 (2+t2)3
=0 2+t2)
D’out =
(2+12)2

I" est une hélice car i:l, d’axe ]Raaveca):\/iE (T+E), carN - d=0

— —

(en effet %(? -d)=d - KN=Kd - N=0 donc T - d=const. ou I’angle (T, d) fixe).
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TRAVAUX DIRIGES

Exercice 1

Soit I' I’arc paramétré € défini par vy tel que :

YO =(a (t-5) ;a8 2 (45 ), 20

1) Construire le repere de Frenet au point M = y(t). Déterminer en fonction de t la

courbure et la torsion et vérifier que I' est une hélice dont on précisera 1’axe.
2) Donner 1’équation du plan osculateur en M = y(t)

Exercice 2

On considére I’arc paramétré € défini par

¥(t) =51+ (Arcsint + t VI — £2)] + 3tk ,t€]-1; 1]

Déterminer le repere de Frenet, le rayon de courbure et le rayon de torsion au
point M = y(t).

Montrer que I est une hélice dont on précisera la direction.

Exercice 3

On considere I’arc paramétré € défini pour t €]-n ; w[par

v(t) = ((1 + cost)cost , (1 + cost )sint , 4sin§ )

Déterminer le repére de Frenet, le rayon de courbure et le rayon de torsion au
point M = y(t).

Montrer que I est une hélice dont on précisera la direction.
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CHAPITRES :
ETUDE AFFINE DES SURFACES

I- SURFACES, NAPPES PARAMETREES

A-GENERALITES
(€, E) est un espace affine de dimension 3, muni d’un repére R= (O, 1, J, E),

€ identifié alors a R,

1-DEFINITIONS
d1. Surface
Soit U un ouvert de R’, et f: R>=R une application de classe C'. On appelle

surface d’équation f(x,y,z) = 0 I’ensemble .~ des points M(x,y,z) de € solution

de cette équation.

Exemple :

Sphére S(0;1): x+y*+z>-1=0

Remarque: trés souvent, U = R’
d2. Point singulier

On dit que My(Xo, Vo, Zo) €st un point singulier de la surface .-/ d’équation

f(x,y,z)=0siMye ./ et ﬁ(XO, Vo» Zo) = 0 ,ﬁ(xo, Vo, Zo) = 0
ox ay
of B
et Z(xo,yo,zo) =0
d3. Nappe paramétrée (ou Surface paramétrée)

On appelle nappe ou surface paramétrée un triplet S = (.4 U, i) ou

./ est une surface de € appelée support de S
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U une partie ouverte de R”*non vide

m:U— .~ ¢ R’ une application de classe C'

(w,v)— n(u,v)=( x(u,v), y(u,v), z(u,v))
Le couple (U,m) est appelé paramétrisation de .~/
On note aussi S= (U,m) ou tout simplement 1t
d4. Point simple
Le point M= 1i(u,v) de .~/ est dit simple s’il a un seul antécédent (u,v) dans U.
dS. Nappe réguliere
le point M= n(u,,v,) est dit régulier si %(uo,vo) et %(uo,vo) sont linéairement
indépendants.
Sinon, le point est dit stationnaire
Si tout point M = n(u,v) de .~ est régulier, la nappe S est dite réguliére.
de.
La paramétrisation (U, ) de .*/ est dite cartésienne si elle est de la forme
n(u,v) = (u,v, f(u,v)).
Exemple

Tout graphe d’une fonction f': (x,y)—f(X,y)= z est paramétrisée par

n(u,v) = (u,v, f(u,v)).

d7. Courbe tracée sur une surface

On dit qu’une courbe € = (I',I,y) est tracée sur une nappe paramétrée .~/ si I'est

inclus dans .~/

d8. Courbe tracée sur une nappe paramétrée

On dit qu’une courbe C= (T, I, y) est tracée sur une nappe paramétrée S= (., U,
1) s’il existe une fonction ¢ de I dans U de classe C' telle queq(t) = (u(t), v(t)) et
vy =neg c’est-a-dire y(t) = n(u(t), v(t)).
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d9. Lignes coordonnées d’une nappe paramétreée
Soit S=(.”4 U, m) une nappe paramétrée et P = m(u,,v,) un point de ./
Il existe un intervalle ouvert I contenant u, tel que V uel, (u,v,) € U, et
I’application [—.”, u— m(u,v,) est une courbe paramétrée tracée sur ./~

On la note m(-,v,), elle est appelée 1 ligne coordonnée

De méme, 1i(u,," ) est appelée la 2™ ligne coordonnée.

EXEMPLE

L’ hélicoide est la surface formée par I’'union des rayons horizontaux tracés de
I’axe de I’hélice a(t) = (cost, sint, bt) aux points de 1’hélice ; une paramétrisation
est:

n(u,v,)= (ucosv, usinv, bv), u= 0, veR.

0 COSV,
Les 1 lignes coordonnées sont les rayons : ( 0 ) + ]Rl+<sinvo>
bv, 0

Les 2°™ lignes coordonnées sont les hélices y(t) = (u,cost, uesint, bt), t € R.
Remarques

RI. fR’—>R de classe C', I’équation f(x,y,z) = 0, en tant qu’équation unique, est
par définition d1, celle d’une surface, méme si il y manque une ou deux variables.
x =0 plan y0z

y=ax plan passant par 0z, (a#0)

y= ax’+b cylindre d’axe 0z et de directrice la parabole y=ax*+b du plan

xOy

x*+y*+z°— 1=0 sphére S(0 ;1)

x*+y*-1=0 cylindre

R2. Une courbe dans € de dimension 3 est toujours l’intersection de deux

surfaces, donc représentée par 2 équations.

R3. Paramétrisation d’une surface .~/
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Connaissant 1’équation d’une surface, on obtient une paramétrisation en coupant

./ par des plans contenant 1’axe 0z, donc plans d’équation y = ux
Exemple : .# x(x*+y’) +x*+y*=0 (cylindre).

y=ux d’ou la paramétrisation

V).

R4. Soit S=(."4 U,m) une nappe paramétrée

u?-1 u(u?-1)
uZ2+1’  u?+1

A m(u,v) =(

Elle est réguli¢re en un point M= ni(u,,v,)lorsque les vecteurs
on ot
Hu(uoavo) =y = u (anVO)et HV(UO,VO):HV:E (anVo)

-
sont linéairement indépendants ou de maniere équivalente, lorsque myA 1, #0

B- PLAN TANGENT

1° DEFINITIONS

F une fonction, de classe C', d’un ouvert U de R® dans R et P=(X,, Yo, Z,) un point
de U.

do. Gradient de fen P

Le gradient de f en un point P est le vecteur notéVf(P) et égal a
of of of
G ). 5 (P), 2 (P)
Si VI(P) =0, le point P est dit singulier.
d1. Plan tangent a une surface
Soit la surface .~/d’équation f(x, y, z) = 0 et P un point non singulier de .~

On appelle plan tangent a.“€n P le plan affine passant par P et de direction

I’orthogonal du gradient de f en P.
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I VA(P) Tp./

Ce plan est noté Tp.”/
EXEMPLE
Ay +(y-Dz+3=0etP=(-1,-1,2)
Ona Vf(P)=(2;3;-2); donnons une équation de Tp .~/

1 ére

voie :
3 0 x+t1 3 0
Une base de (Vf(P)! est <-2) et <2>d’oﬁ ytl 2 2|=0
0 3 z2 0 3

Soit 2x + 3y -2z+9=0

2 x+1

2°™ yoie : (?f(P)-m00u<3> : <y+ 1)O:>2x+3y—2z+90
-2 Z— 2

d2. Plan tangent a une nappe parameétrée

Soit la nappe paramétrée S= (.4, U, n) et P=n(u,, v,) un point simple et régulier
de S.

On appelle plan tangent a la nappe S en P le plan affine passant par P et de
direction engendrée par my et v

On le note Tp.”/"

Exemple:

Soitlaselle . :m(u,v) = (u,v,uv) et P=m(u,, vo),ona:

IIy= (1, 0, Vo)nvz (1, 0, UQ)

x-Uy I 0
Tp ./ d’équation | y-vg 0 1 [=0ouvyx tuyy-z- uyve=~0
Z-UpVg Vo Ug
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2° THEOREMES

tl. Le plan tangent a une surface .~/ en un point non singulier M, de.””" contient
les tangentes en M, aux courbes paramétrées tracées sur ./ dont M, est un point

simple et régulier.

PREUVE

(M) =0, C= (L) tracée sur ./ V tel f(p(t)) =0

M, simple et régulier de € =] ! t, € I tel que M= o(t,) et ¢’(t,) # 0
La tangente a € en M, est la droite M, + R¢’(t,)

La dérivée en t, de t— f((t,))=0 est dfy (¢’(t,))=0 ou

VEM,): @’(to)= 0 = ¢’(t,)e (VE(M,)*= ¢’(t,)edirection de Ty -~/

t2. Le plan tangent a une nappe paramétrée S= (.4 U, m) en un point simple et
régulier P= n(uo, vo) contient les tangentes en P aux courbes paramétrées

tracées sur .~/ dont P est un point simple régulier.

t3. Soit (U, m) une paramétrisation d’une surface.”” d’équation f(M) =0
Si P= n(uo, vo) est un point régulier de la nappe (U, m)et P un point non
singulier de.”, alors, en P, les plans tangents a la nappe et a la surface

coincident.

PREUVE t2

]!(u,, v,) € U tel que P=n(u,, v,) et {m,m,} libre.

Soit € =(I, y) tracée sur.” il existe ¢ : [—U de classe C' telle que y = mo@ et il
existe t, unique tel que P= m((t,)) donc @(t,) = (Uo, Vo)

La tangente e, P a C est la droite P + RTavec

T= (100)’(t,) = V1(0(t,))-¢’(t)
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Jon on s
= aoa(uo, Vo) T bog(uo, Vo) avec ¢’(t,) = (a,, by)

= a M, + bm,or {m,mn,}base de Tp .~ donc T appartient a la direction du plan

tangent donc la tangente €Tp."/

3’NORMALE A UNE SURFACE
d1. € est supposé ici euclidien
On appelle normale a une surface ou a une nappe .~ en un point P de .~ la

droite orthogonale au plan tangent a ./ en P et passant par P.

C-PROBLEMES D’INTERSECTION
1° Intersection de deux surfaces
Soient .4 et .*4 deux surfaces d’équations respectives f;(M) =0 et £,(M) = 0.

On suppose que -“4MN.%4 contient un point M, non singulier pour .*4{ et pour ..

On note &, et P, les plans tangents respectifs a .*{ et .*4 en M,.
Supposons que & # P, soit D = PN P, une droite.
Alors il existe une courbe paramétrée C= (I, I, y) dont le support est inclus dans

AN.%. La tangente en M, a € est la droite D.

2° Intersection d’une surface et du support d’une nappe

Soient .4 une surface d’équation f{M)=0 et S=(.5, U, n) une nappe paramétrée.
Soit P un point commun a .*4 et .*5, non singulier pour .4 et régulier pour S.

On suppose que les plans tangents P14 . en P et £, a S en P se coupent suivant
une droite D.

Alors il existe une courbe paramétré C= (I, 1, y) dont le support est inclus dans

4'N.75. La tangente en P a € est la droite D.
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D-SURFACES REMARQUABLES
1° CYLINDRES
DEFINITIONS

d1. On appelle cylindre un sous ensemble de Eréunion d’une famille de droites

paralleles appelées génératrices du cylindre.
La direction commune des génératrices est appelée direction du cylindre.
d2. On appelle directrice d’un cylindre toute courbe qui rencontre toutes les

génératrices du cylindre.

-

d,

T ; “6 - Q

/
— |
/
S~
r

I" directrice, I'; base droite, I',base
Remarques

R1. Une droite, un plan sont des cylindres

R2. Soit un cylindre ./ de direction R d et® un plan dont la direction ne

contient pas E, alors .~ N&Pest une direction plane de .~/ appelée base .~/

Si 9 et d sont orthogonaux, la base est dite droite.

THEOREME

Equation du cylindre
Soient P et Q deux formes affines sur € de parties linéaires linéairement

indépendantes, et F : R°>R une application.

Alors I'ensemble . d’équation F(M), Q(M) ) = 0 est un cylindre de direction
celle de la droite P d’équation P =0 et Q= 0.
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Preuve
Les plans non paralléles d’équation P(M) = 0 et Q(M) = 0 ont pour intersection

une droite 9.

Si deux points de €, M, et M, sont tels que m parallele a P alors L(P)(WM;)
=0 et LQ(M;M,) =0

C’est-a-dire W) = 6etm) =0

C’est-a-dire P(M;) = P(M,) et QM) = Q(M,)

D ou F(P(M,), QM) = 0= F(P(M>), Q(My)) = 0

En d’autres termes, si un point M €./,

la droite Py, passant par M et paralléle a D, est incluse dans ./ Ainsi :

| Jow
Me.”

,;réunion de droites paralleles a D

Exemple : la surface .~/d’équation xy + yz — 1 = 0 est un cylindre.
Eneffet,  : (x+z)y—-1=0 d’axe (1,0, -1)

PROPRIETE

Génération de cylindres

-
Cas 1 : réunion de droites de direction Rd qui rencontrent une courbe donnée.

Cas 2 : réunion de droites de direction Rd qui sont tangents a une surface donnée.

On parle alors de cylindre circonscrit & une surface.

2" CONES
DEFINITIONS
d1l. On appelle cone un sous ensemble de € réunion de droites passant par un

point S de € appelé sommet du cone. Ces droites sont les génératrices du cone.
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d2. On appelle directrice d’un céne de sommet S, toute courbe qui rencontre
toutes les génératrices du cone en dehors de S. Une directrice plane est appelée
une base du cone. S
Remarque

Une droite, un plan sont des cones

THEOREME

Equation d’un cone

Soit I’application de F :R’—>R vérifiant la condition

(H) : Fx,Ay,Az) =+ A"F(x, v, z), n fixé,Ae R

Si P, Q, R sont formes affines linéairement indépendantes, alors I'ensemble ./
d’équation

F(P,Q,R)=0

est un cone de € dont le sommet S est I’intersection des trois plans d’équation
P(M) =0, Q(Q)=0, RM)=0

Preuve

Soit M, et M, deux points tels que S, M, M, sont alignés ;

JA € R tel que SM, = ASM, d’0o0 M,= AM;+ (1-1)S

P(M;) = AP(M,) + (1-L)P(S)

P(M;) = AP(M,) car S annule les 3 formes affines. De méme Q(M;) = AQ(M,) et
R(M,;) =ARM)).

Pour A #0 et M€ .~/ (i.e. vérifiant (H)) alors M,e .~ donc :

Me ./ \{s}

Cone de sommet S.

Exemples :

o x2 y? Z? ,

A —=+=-= = 0 estun conoide.
a b2 2
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7 x(z-a) +y =0

Onpose P=x, Q=y, R=z-a

F(P, Q,R) =PR + Q°

F(AP, AQ, AR) = AP-AR + (AQ)*= A’F(P, Q, R)

PROPRIETES

Génération de cones

Cas 1 : Réunion de droites passant par S qui rencontrent une courbe donnée.
Cas 2 : Réunion de droites passant par S qui sont tangentes a une surface .4 .

On parle de cone circonscrit a ..

3° CONOIDES
DEFINITIONS
d1. Conoide

Soit D une droite et # un plan supplémentaires. On appelle conoide d’axe D et de
plan directeur & un sous ensemble de € réunion de droites qui rencontrent D et

qui sont paralleles a &.
Ces droites s’appellent les génératrices du conoide.

Si P et & sont perpendiculaires, on parle de conoide droit d’axe D.

d2. On appelle directrice d’un conoide un sous ensemble de &, une courbe, qui

rencontre toutes les génératrices en dehors de 1’axe du conoide.

THEOREME
Equation d’un conoide
Soit F :R*>R vérifiant la condition

(H') : FAx,Ay,z) = + A'F(x, v, 2), n fixé, AeR”
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Si P, Q, R sont trois formes affines linéairement indépendantes, alors I'ensemble

/" d’équation

E(P(M), Q(M), R(M)) =0

est un conoide ayant pour axe la droite P d’équations P(M) = 0 et Q(Q) =0, de

plan directeur & d’équation est R(M) = 0.

Preuve

Soient Me€\ D, H le point d’intersection de P et du plan Ry passant par M et

paralléle & %. B g

/ RM)=0
/s

Hesttel que P(H) =0, Q(H) =0 car H €D

R(M) = R(H) car MHe direction de R

Tout point M’ de la droite A = (HM) peut s’écrire :
M’ = (1-0)H + AM carHM’ = A\HM, A€R.

On a:

P(M?) = AP(M), Q(M") =2Q(M), R(M’) = R(M)

D’ou F(P(M”), Q(M”), R(M?)) =0, alors M’e./Ainsi:

e

Me.”"\D

Donc ./ est un conoide d’axe D et de plan directeur R.

Exemples :

x? z z? N
— = 0 estun conoide.

L
c

a? b2
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PROPRIETE
GENRATION DE CONOIDES

P et & sont une droite et un plan supplémentaire

Casl : Réunion de droites paralleles a & et qui rencontrent D et une courbe

Cas2 : Réunion de droites parall¢les a & et qui rencontrent & et qui sont tangentes

a une surface donnée.

4° QUADRIQUES

1° DEFINITIONS

On appelle quadrique une surface ./ d’équation (E)

f(x,y,z)= a;x° + azy2 + a37° +bxy+byyz+ b;zx+ ¢ x+ cy+ c3z+ k=0

On note :

f(x,y,z)= f(m) = f(M), f est un polynéme du second degré en x, y, z
q(x, y, z) = a;x*+....+bszx, q est une forme quadrique sur R’
L(x,y, z) = c;x+ coy+ c3z L est une forme linéaire sur R’

k est une constante (indépendante de x, y, z)

2° CLASSIFICATION DES QUADRIQUES

Aprés des changements de repere associés a des bases orthonormées directes,

I’équation (E) donne lieu a une équation réduite dont les diverses formes dites

canoniques sont présentées ci-dessous :
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a. Quadriques non dégénérées
Les coefficients a, b, c, p sont réels fixes strictement positifs. Dans ce a) et dans le
b), les coordonnées X, Y, Z correspondent au dernier changement de repere.

Les surfaces non triviales, en tout neuf, avec leurs équations réduites, sont :

o X?  Y? 7z
Ellipsoide =zt Ttz 1=0
“ys X2 y? z2
Hyperboloide a nappe = te-= 1=0
.y s Xz Y? z2
Hyperboloide a deux nappes St tl= 0
A . Xz Y? 72
Cone du second degré S Tetz= 0
Paraboloide elliptique j—z + E—z - % =0
. . X2 Y2 z
Paraboloide hyperbolique iR
. o X% Y2
Cylindre elliptique ST 1= 0
. . X? Y2
Cylindre hyperbolique 21T 0
Cylindre parabolique X2-2pY=0

b. Quadriques dégénérées

Casou ./ estégala@: X>+Y*+Z7Z*=0,X"+Y*=0, X* +1=0,
Casou ./ est:

- Unpoint: X>+Y*+Z>=0

- Une droite : X>+ Y*=0

- Unplan:X*=0

- Réunion de deux plans sécants : X*- Y>=0

- Réunion de deux plans paralléles : X*- 1 =0
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3 ETUDE PARTICULIERE DU PARABOLOIDE HYPERBOLIQUE

. X? Y? Z
4 r r 97 _
Noté, en abrégé, p.h., d’équation = i

a. Mise en évidence de deux familles de génératrices (D, ),cr €t (D’w)uer

X Y XL Yy
a b a b
.(l);L -(D’u
X Y\ Z X Yy=Z
MGra)e uGG-3) 7
b. Tout plan &, (d’équation z = t) coupe le p.h suivant une hyperbole
x2  y? ot

24 1 . = _— — = -
d’équations : z=t, — - 5=~

Sit=0, cette hyperbole se rameéne a deux droites.
c. Le plan (O, 71, E)d’équation y = 0 coupe le p.h suivant la parabole G,
équations - y=0, X~ *
¢quations 1y =0, — = -
d. Tout plan IIy d’équation x = s coupe le p.h suivant la parabole T
¥ g = 2_ 4202 _ S
d’équation: x =5, y b (C =
e. Remarques pratiques
. , . , . x? y? z , .
Le p.h .~/ d'équationd’équation = 57 est ¢gal a
- L’union des droites D, AeR
- L’union des droites D, ueR
Le p.h ./ est la réunion de la famille de parabole (#,);.r d’hyperboles .,
d’ou le qualificatif "hyperbolique" adjoint a "paraboloide"

Le p.h ./ estlaréunion de la famille de paraboles (I'g)gcg iSométriques
2,

(T's se déduit de T',) par la translation, de vecteur sI+ % k
a

L’ensemble des sommets des paraboles I'est la parabole C,

Ces remarques permettent de proposer un dessin du p.h ./

44



5- SURFACES DE REVOLUTION ET NAPPES DE REVOLUTION

Dans ce paragraphe, € désigne un espace affine euclidien de dimension 3,
(0, 1,7, K) est un repére orthonormé de &.

A.SURFACE DE REVOLUTION
1° DEFINITIONS

dl. On dit qu’une surface . de € admet une droite affine P pour axe de

révolution si .~/ est stable pour toute rotation d’axe P et d’angle 0, on dit alors

que .~/ est une surface de révolution.
d2. Etant donnée une droite affine P, un cercle C est dit d’axe D s’il est centré sur

P et contenu dans un plan perpendiculaire a 9.

)

d3. Soit .~/ une surface de révolution d’axe P.
- Si M est un point de ., le cercle €y d’axe P passant par M est contenu
dans .”# ce cercle est appelé paralléle de M.

- La surface . est donc la réunion des parall¢les de ses points, i.e

Me -,
— Une paralléle correspond a I’intersection de.” avec un plan
perpendiculaire a P.
— Tout plan contenant I’axe P de .~ est appelé plan méridien de ./

- L’intersection d’un plan méridien avec .~/ est appelé méridienne de .~/
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— Toute méridienne de .~ admet D pour axe de symétrie.

Méridienne PD Parallele
Remarques

Soit .~/ une surface de révolution d’axe P.

R1- La surface ./ peut étre définie par la donnée de son axe P et d’une
méridienne.

En fait, il suffit de donner I’axe P et une demi-méridienne (i.e. intersection de ./

avec un demi-plan de bord 9D.)
R2- La surface .~/ peut étre définie par la donnée de son axe D et d’une courbe

directrice I' (non nécessairement plane).

2°EQUATION D’UNE SURFACE DE REVOLUTION
Note préliminaire

[~/ surface de révolution d’axe D et M €./ ] ©[I’image de M par toute rotation

d’axe D appartient a .~/ ]

THEOREMES

Théoreme 1

Toute surface de € admettant une équation de la forme

(e +y,2)=0

est une surface de révolution d’axe Oz
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La méridienne contenue dans le plan x = 0 admet une équation cartésienne de la

forme

2) g(y’.2)=0

Exemple :

2 2 ZZ

X
-5 = 0 contenue dans le

+y
a2

La méridienne du cone de révolution d’équation
plan x = 0 est I’ensemble (formé de deux droites) d’équation ¢’y* —a’z” = 0

Remarque : Pour passer de (2) a (1), on remplace y par /x? + y? dans (2).

Théoreme 2

Cas ou I’axe P de . est distinct : Oz

Toute équation de la forme F (p(M), d(M)) = 0 telle que

p est une forme affine de partie linéaire non nulle,

d est une application définie par M —>||W||2 avec Q fixé dans & représente une
surface de révolution ./ admettant pour axe la droite P passant par Q et

perpendiculaire a &, le plan d’équation p(M) = 0.

Preuve
Soit M un point .~ et €y le cercle d’axe P passant par M. Pour tout autre point
M’ de Cy,0ona:
e p(M)=p(M’)car:
le plan &, de Cy;, disons d’¢quation n(M) = 0, est parallele a &, donc il
existe o« € R tel que L(p) = <L(m)
(i.e, parties linéaires proportionnelles).
p(M) = p(M*+ M'M) = p(M") + L(m) (M'M) = p(M")
o dM)=d(M’)car:

||W’|| =||Q—M')|| du fait que M et M’ €@, d’axe D contenant Q.
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Alors F(p(M), d(M)) = F(p(M?), d(M’) = M’e./ =€y ./ =

= U e, Mo oM
Me./ R “Cy
./ est une surface de révolution / 1 /
T 0
THEOREME 3 ?

Caracteérisation d’'une quadrique de révolution

Soit .~/ une quadrique non vide dont la forme quadratique associée a pour matrice

A dans une base orthonormée.

Alors .~ est une surface de révolution si et seulement si A admet une valeur

propre double non nulle.

Preuve :

Evidente au regard du théoréme 1 et de la forme réduite de 1’équation de .~

EXEMPLE

Montrer que la surface .~/ d’équation

3x>+8yz+4zx —4xy +y+z=0

est une surface de révolution.

EXEMPLE 1

Montrer que la surface .~/ d’équation

() X’ +y' +2 —yx—zx —xy =1

est une surface de révolution dont on précisera la nature de .~/

Réponse

On sait que 2(xy + yz + zx) = (x + y +2)*— (x*+ y*+ 2°)
Dot (e) devient (¢7) : 2(x™+ y+ 2) - (x +y +2)’= 1
Iciona:dM)=x"+y +25, p(M)=x+y+z

F(u,v) = Zu - %V -1
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/" d’équation F(d(M), p(M))= 0 est donc une surface de révolution d’axe

O+Rd oud = (1, 1, 1) normal a & d’équation p(M) = 0.

Nature de .&”

Construisons un repere orthonormé (O, I,J,K ) avec K= ”%1”3 = \/%(1, 1, 1) tel que

X, Y, Z soient les coordonnées d’un point M dans ce repere.
OM = XTI + Y]+ ZK= xT + yj + zk

p(M) = x + y+ z=OM - vV3k=Zv3

(¢”) devient : S(X2 + Y2+ 277 - % (ZV3)%-1=0

.2
dans le nouveau repére car ||OM || =X’ +Y*+ 7%, d’ouY’+ Z*=

winN

alors est .~/ un cylindre de révolution.

EXEMPLE 2 : Le TORE
La surface engendrée par la rotation d’un cercle € autour d’une droite P de son
plan, ne passant pas par son contre, est appelé le tore.

En déterminer une représentation cartésienne.
e)

REPONSE

Le repére (0.1,7, E) est choisi de telle sorte que € ait pour équation : y = 0 et

X’ +7°—2ax+a’—R*=0.

La méridienne du plan (O, T, E) est la réunion des cercles Cet &’ (N’oublions pas
que Oz est axe de symétrie de toute méridienne)

la méridienne en question a pour équations :

y=0et(xX’+2z° —2ax+a’—R*) (x*+z+2ax+a’—R») =0
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ou encore y =0 et (x> + z° + a* — R*)*-4a’x’= 0
alors le tore a pour équation en remplagant x par /x? + y? :

(X +y2+ 22+ 2 - RO-4a2 (% +y2) = 0

B. NAPPES DE REVOLUTION
a. DEFINITIONS

Soit (O, 7, K) un repére orthonormé direct de €.
C= (T, I, y) une courbe paramétrée dont le support I" est contenu dans le plan xOz,

telle que y(t) = OM, = a(t)l + b(H)k

H désigne la projection orthogonale horizontale de M, sur Oz. On applique une
rotation de centre H et d’angle 6 au point M,, alors H—MO)= a(t)idevient

HM = a(t)(cos0+ T + sin6- J).

D’ou, dans le repere (0,7.],K):

OM = n(t,0) = a(t) (cosd- T+ sin6- J) + b(H)k

avect € let0e[0,2].

On appelle nappe de révolution d’axe Oz et de méridienne I' la nappe définie
par 1.

Le support .~/ de 1 est appelé surface de révolution. Les intersections de .~/ avec
des plans orthogonaux a I’axe Oz sont des cercles appelés parall¢les.

Les intersections de .~/ avec des plans contenant 1’axe Oz sont appelés méridiens.
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II- NAPPES GEOMETRIQUES

€ désigne un espace affine de dimension 3 de direction E, espace vectoriel sur R,

un repére (0,1}, k) choisi, alors € et E sont identifiés & R?.

DEFINITIONS

d1- Une nappe paramétrée de classe C*, (k € IN), est une application i de
classe C* d’un domaine de R2dans &.

n:D—E,u,v)— xuv),ylu,v),zlu,v))
ou D ouvert connexe de R2.

d2- Soient D; et D, deux domaines de R?, ;: D; — € et m,: D, — & deux

nappes paramétrées de classe C* de &,(k € IN), on dit que metm, sont C*-
équivalents s’il existe un difféomorphisme ¢ de D.dans D, de classe C, telle
que T,= I o(.

d3- Une nappe géométrique de classe C* de € est une classe de C*-équivalence

de nappes paramétrées de classe C.

Pour abréger, I’on dira : « nappe de classe C*» au lieu de « nappe géométrique de
classe C*».

Les nappes paramétrées constituant une nappe géométrique X sont appelées les

paramétrisations admissibles de  (ou simplement : les paramétrisations de X).
Sim : D; — Eest une paramétrisation admissible de X, tout difféomorphisme

¢: D, — Dide classe C* est appelé un changement de paramétre admissible sur

&

Support d’une nappe
L’image commune des paramétrisations d’une nappe géométrique X sera appelé

le support de X et notée supp(X).
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Sous-nappe
On appelle sous-nappe de T toute nappe géométrique Xy, de classe C* définie par

la restriction de m a un domaine U contenu dans D.

Arcs tracés sur une nappe

Soit i : D — & une paramétrisation d’une nappe X de classe C*, (k > 1) ; et soit €
un arc géométrique de R2de classe k’ , (k’ < k), défini par une paramétrisation
v:1—D.

Alors I’application moy : I —& est une paramétrisation qui définit un arc T’ de
classe k’ de € de support inclus dans celui de . On dit alors que I’arc T est tracé

sur la nappe X.

Dans la classe Z, toutes les paramétrisations ont le méme support, donc I' est
invariant si on remplace 1 par une autre C*-équivalente.

On pose I' = 1 (C) pour dire que I est I’image de € par m.

Soit m; une autre paramétrisation de X telle que 1, : D;— et soit @ : D;—D un
changement de paramétre admissible tel que m= mo@. On a bien str I' = m

(€)),0u€, = ¢ (€) est I’arc défini par la paramétrisation ¢ oy : [->R2

D
e |,
’Y\
I
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On conclut que la notion d’arc tracé sur £ ne dépend pas de la paramétrisation

choisie pour définir X.

Lignes coordonnées de X
Etant donnée la paramétrisation n: D—E&, (u, v) — n(u, v), les images des
segments de droite

{(u,v) € D; u = constante } ou d’équation u = Cte

{(u,v) € D; v = constante } ou d’équation v = Cte
sont appelées les lignes de coordonnées de X relatives a 1.
Exemple :
Soit la nappe de classe C* d’équations paramétriques

x = f(u)cosv, y = f(u) sinv,z = g(u)

avecu € L et v ER, ou fet g de I dans R de classe C~.
Cette nappe est dite de révolution autour de Oz.
Ici les lignes coordonnées sont appelées les paralleles pour u = Cte, et v ER , et

les méridiens pour v = Cte et u€ I.

Points simples. Points multiples

Soit T une nappe de classe C* défini par une paramétrisation i : D— &.

Si M est un point de supp(Z), le cardinal de ’ensemble ™' (M) ne dépend pas du
choix de m, car les changements de parametre admissible sont des bijections.

Si Card(mr'(M)) égal a 1, 2 , 3, on dit que M est respectivement simple, double,
triple.

Nappes orientées
Soient D; et D, des domaines de R?, et soit ¢ :D, —D;,
(u, v) —(f(u ,v) ; g(u, v)) un difféomorphisme de classe C*, (k > 1), de D, sur D;.

Le jacobien de ¢ est la fonction (u, v) — J,(u, v) de D, dans R définie par :
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fo(u,v)  fi(u,v)

Jo(u, v) = gh(u,v) gh(u,v)

La fonction J, est de classe C*!'. donc continue, et partout non nulle. D, est
connexe, alors J,(D,) connexe et ne contient pas zéro, donc est un intervalle
inclus soit dans R*, soit dans R,

Le difféomorphisme ¢ est dit direct (ou conserve I’orientation du plan) si on a

Jo> 0 ;stonal,<0, il est dit indirect. On sait que J,.; est défini sur D, par :

To1(@(m)) = M#m) m € D, CR2

C*-équivalence positive

La relation m~ m&en, = mop ou ¢ difféomorphisme direct est une relation

d’équivalence appelée C*-équivalence positive plus fixe que la C*-équivalence.

d4-Une nappe géométrique orientée de classe C* est une classe de C*-
équivalence de nappes paramétrées de classe C¥. Chaque nappe géométrique T est

formée d’une ou deux nappes orientées qui sont appelées des orientations de X.

Proposition 1
Pour qu’une nappe géométrique X définie par une paramétrisation m: D—E

admette une seule orientation, il faut et il suffit qu’il existe un changement de

parametre admissible indirect ¢ : D— D tel que 1 = no@
Preuve : facile

Proposition 2

Toute nappe simple (i.e. injective) admet deux orientations distinctes.
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Preuve
Sinon, il existe un difféomorphisme indirect ¢ : D — D tel que m = mo@. Or 1 est
injective alors @ = ide qui est directe. On aboutit a une contradiction donc la

négation est fausse.

III- NAPPES REGULIERES
Introduction

Soit ¥ une nappe géométrique de classe C* définie par une paramétrisation
n: D — € et soitn; : D; — & une autre paramétrisation admissible de .
Si @ : D; — D est un changement de paramétre tel que m;= no@, on a pour tout
m; € D, et en posant m = ¢(m,) :

Dy, = DnpoD@y, .
La différentielle D@y, est un isomorphisme de R2dans R2 car ¢ est un
difféomorphisme ; donc Dy, et Dy, ont la méme image, par suite le méme rang.

Sirg(Dmy, ) =2, il en est de méme pour Driy,.

DEFINITIONS
d1- Une nappe géométrique ¥ définie par une paramétrisation m : D — & est dite

réguliére si la différentielle de i1 en tout point m de D est une application linéaire

de rang 2.

Remarque
Posons m=(u, v) € D.
La différentielle de m au point m est I’application linéaire D, : R?2 —[R3,

(x,y) = xmy(u, v) + ymy(u , v).
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Proposition 1
Soit la nappe géométrique T définie par la paramétrisationn : D — &,
(u,v) —1m(u, v) ; les propositions suivantes sont équivalentes :

a) m est réguliere en tout point m = (u, v) de D

b) les vecteurs 1, et 1, sont linéairement indépendants

c) l’application linéaire Dm,, de R? dans R3est injective

Preuve facile
Remarque
Lorsque € est un espace affine enclidien orienté, il revient au méme de dire que le

vecteur
- on on
N (u > V) - a (U., V)Aa(ua V)

n’est jamais nul lorsque 1’une des trois propositions est réalisée.

Exemple :

n(u, v)=(u,v;e'sinv)

ona:

m, (u,v)=(1,0,e"sinv)etn,(u,v)=(0,1,e"cosv)
n,AIL, = (-e'sinv , -€"cosv, 1)# 0V (u, v) € R?

Alors la nappe X est réguliére.

Nappe d’équation cartésienne

d2- On appelle paramétrisation cartésienne d’une nappe X une paramétrisation
1 pouvant étre définie, dans un repere convenable sous la forme.

n(u,v)=(,v, P, v)) ouy:D— Rde classe C*. alors on dit que T est une

nappe d’équation cartésienne z={y(u, v).
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Proposition 2
Toute nappe géométrique de classe C¥, (k > 1) admettant une paramétrisation

cartésienne est simple et réguliére.
Ce résultat admet une réciproque locale au point (uy , Vo) :

Théoréme

Soit 3 une nappe de classe C* définie par une paramétrisation m: D — &, et soit
my = (ug , Vo) un point de D telle que la différentielle de men my soit de rang 2.
Alors il existe un domaine D, contenu dans D et contenant m, tel que la sous
nappe X, de X définie par la restriction de ma Djadmette une paramétrisation

cartésienne.

Démonstration

Prenons dans un repére & = (0, T.], k) de € arbitraire

n(u,v)={fu,v),gu,v),h(u,v))
Par hypothése la matrice des coordonnées de m;, (uy , Vo) et i, (ug , Vo),

(fﬂ (4o, vo) 8u (Up,vo) hy (uo;Vo))

fy (o, Vo)  8v (o, Vo) hy (ug, Vo)

est de rang 2.
Quitte a permuter les coordonnées, on peut accepter que la fonctiond : D —»R
fo(u,v) fy(u,v)
gu(u,v) gy(u,v)

D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un ouvert D, connexe contenant

Avec d(u,v) = est telle que d(uy, vo) # 0

my et inclus dans D, tel que I’application
DO _)]RZ, (u s V ) - ( f(ll ’ V)a g(u H V))
soit un difféomorphisme ¢ de D, sur un ouvert D;, de R? contenant le point

(Xo , Vo) = ( f(ug , Vo) , g(Uo, Vo)) ; ¢ est de classe C~.

Prenons X, comme la nappe définie par la restriction de m a Dy ; ’application
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I = no(p'lz Ay— & est une paramétrisation admissible de X, , qui est cartésienne,
en effet :

onaop(u,v)=(Xx,y)avecx=fu,v)ety=g(u,v)

d’ou: (u,v)=¢'(x,y)

alors 1, se construit tel que : B

xy) >, v (x,y,he'x,y))
II

Yy admet donc dans le repere considéré une équation cartésienne de la forme

Z:¢(X5Y)>(X>Y)EAO

Remarque importante
Ce théoréme montre que 1’étude d’une nappe réguliere se ramene localement a
I’étude d’une nappe simple et réguliere définie par une paramétrisation

cartésienne.

IV- PLAN TANGENT A UNE NAPPE

On reprend I’introduction du III ou I’on a obtenu 1’égalité liant les différentielles
Dy, = DnpoDe@y, .

Les applications linéaires Dy, et D11y, de R? dans R3 ont la méme image qui

donc ne dépend que du point M et non de 1, cette image est de dimension égale

au rang de Dmi,, ; image appelée plan vectoriel tangent si le rang est égal a 2.

DEFINITION
Soit ¥ une nappe géométrique définie par une paramétrisation m : D — &€ et soit
M = n(m) = n(u, v) un point simple de X.

a) Le point M est dit stationnaire si D, est de rang <1 , régulier si Do, est

de rang 2.
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b) Si M est un point régulier :
- le plan vectoriel Ty = Im (Dm,, ) est appelé le plan vectoriel tangent a X
en M.
- le plan affine 9 de direction Ty; passant par M est appelé le plan
tangent a X en M.
- les éléments non nuls de Ty; sont appelés les vecteurs tangents a X en
M.
-les droites contenues dans Jy; et passant par M sont appelées les

tangentes a ~ en M.

Equations du plan tangentJ,, ;avec n(u,v)=M € Iy,

> 9 0
det(MgM , = (ug , Vo), (Uo , Vo)) = 0.

Si la nappe X est définie par 1’équation cartésienne z = (X , y), on pose

nx,y)=X,y,Y(x,y)etonaléquation :

2 ’ /
det(MoM . r[x(X() ) Y()), Hy(Xo . yO)) =0.

ou

Z - P(Xo0 > Yo) = (X = X0)Px(Xo » Yo) T (¥ — YO)Wy(Xo » Yo)

Tangentes aux arcs tracés sur X

Soit T une nappe simple réguliére de classe C* définie par une paramétrisation
n: D — &, etsoit Cun arc géométrique de classe k’ deR?2 avec 1 <k’ <k, a
support contenu dans D, défini par la paramétrisation y : [>R2 .

Notons I' = n(€) I’arc tracé sur X qui correspond a €. La paramétrisation m étant

injective (car X est simple), on a I’équivalence : C est simple & I est simple
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D’autre part, pour tout t € I, le vecteur

V(®) = < [n(y(t)] = Dy, (v'()

est I’image par 1’application linéaire Dmy, du vecteur y’(t). Comme D, est

injective car i régulicre, I’égalité £(t) = 0 équivaut a \7(t) = 0 autrement dit :
Crégulier & I est régulier.
D’ou
Un arc simple et régulier tracé sur une nappe simple et réguliére X est alors
I’image par n d’un arc simple et régulier contenu dans D.
Inversement montrons que :
Toute droite tangente a £ en M, est la tangente en M, a un arc simple et
régulier tracé sur X.
PosonsM, = ni(uy, vo)
Soit la droite J tangente en M, a X, dirigé par am,(uo, Vo) + b, (ug, Vo) et soit
€ >0 tel que le segment de droite A de R? défini par la paramétrisation

Y(t) = (uo + at, vo + bt)|t|< e
soit inclus dans D.
Alors I’image de A par o, {n(ugp+at , vo+bt), [t|< €} est un arc simple et régulier
tracé sur £ dont la tangente au point My=1i(uy , vo) est dirigée par

V = (110y)’(0) = antl, (uy , Vo) +brrj(up , Vo).

Cas particulier des tangents aux lignes coordonnées
Revenons sur les lignes précédentes avec 1’arc tracé {m(uy+at , vy+bt), [t|< e}sur
la nappe géométrique X.
Pour (a ,b)=(1, 0) et pour (a, b) = (0, 1), ces arcs tracés deviennent des lignes
coordonnées dont les tangentes a ces arcs en M, sont dirigés par :

(U , Vo) pour {n(ug+tt, vo), [t|< &}

H;?(u() ’ Vo)p()ur {H(u07 Vo + t)7 |t|< 8}
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V- POSITION D’UNE NAPPE PAR RAPPORT A UN PLAN TANGENT

Soit une nappe géométrique X de classe C* définie par une paramétrisation
n:D— &€,k>2; on se propose de préciser la position de la nappe X par rapport
a son plan tangent en un point simple et régulier M, de X.

D’apres le théoreme vu au III, on se ramene en remplacant la nappe X par une

sous nappe contenant M, au cas ou X est définie dans un repere convenable
(0,1J, K) par une équation cartésienne de la forme z = y(x , y)

ou i : D — R de classe C.

€ et sa direction E sont identifiées a R3 et le plan £ = (0,71,]) a R2.

Soit la projection P sur p : M = (x,y ,z) > m=(x,y)

Enfin, on munit & d’une norme quelconque.

Posons

Mo = (X0 , Yo » 2o) avec zo = P(Xo , ¥o) , Mo = (X0 , o) = p(Mo)

P = Wi(Xo » Yo), 4 =Wy (X0 » Yo), T =Piz (Xo , Yo),

s = Wiy (X0, yo),tij;’z (X0 5 Yo),

La formule de Taylor-Young a I’ordre 2 appliquée a J au voisinage du point

my = (Xg , yo) donne un m= (x, y)

Y(x,y) = 2o+ p(x —Xo) + QY — Yo) + 5[r(X - X0)* + 25(X - Xo)(y -Yo) *

+ 1y - yo)" ]+ 0 ( |[mgmill*) (1)

Rappelons que I’équation du plan tangent Iy a £ en M, est
z=27y+tp(x—%X9) +q(y—yo)ouenabrégé z=G (x,y)

Notons M le point de X de coordonnées (X, y , zy=y(x , y)) et P le point de

Jm,de coordonnées (x ,y , zp= g(X , ¥)).

(1)s’écrit alors

2yt 70 = 5 [F(X - X0)* + 25(¢ - Xo)(y ~¥o) + t(y — yo)" 1+ 0 ([[Fgmll’)
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X my
Soit Q la forme quadratique définie sur R2 par :
QX,Y)=rX>+2sXY +tY? avec (X,Y)€R?
La forme quadratique Q dépend du dernier repere choisi mais la nature de Q (i.e
dégénéré ou non, définie positive, négative, ou non définie) ne dépend pas du
choix de ce repere.
Cette nature de Q vient plutdt d’une propriété géométrique locale de £ au point

My, que nous allons étudier dans des cas variés.

Premier cas : la forme Q est définie positive, ou définie négative
Le point M est dit elliptique :

sZ-rt<0

My

Pour m assez voisin de my , z, - z, garde un signe constant et ne s’annule que
pour m = my,

La nappe X reste au voisinage de M, d’un seul c6t€ du plan tangent 5y, ; et on dit
que la nappe présente au point My la disposition en ballon.

Deuxiéme cas : la forme Q est non dégénérée et non définie.

Le point M est dit hyperbolique

s —1t>0

La nappe X traverse son plan tangent Iy au voisinage de M,

Mo

On dit que la nappe présente en M,, la disposition en col ou en selle.
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Troisiéme cas : la forme Q est dégénérée
2
s —rt=0

Ce cas est difficile a étudier ; il n’existe pas de résultat général.

Tangentes asymptotiques

Revenons sur les deux cas ou M, est un point hyperbolique ou parabolique et

désignons par {¢, , ¢} la paire de droites du plan & définies par 1’équation.
Q(x—x0, yo—y)=0

(avec My = (Xo, Yo » Zo) €t s1 M est parabolique, on a ¢, = (,)

Les tangentes a la nappe Y, en Myqui se projettent sur Psuivantl,,f, sont appelées
tangentes asymptotiques a > en M, leurs directions sont appelées les directions
asymptotiques de > en M.
La paire de tangentes asymptotiques est définie par les équations.
Q(x - X0,y - ¥0) =0
z =120+ p(X - Xo+ q(y - Yo)

Proposition
Soient I et T les vecteurs tangents se projetant respectivement suivant T et J.
I et T sont les vecteurs tangents aux lignes coordonnées y = Cte, x = Cte

Pour que le vecteur tangent V=al + BT dirige I’une des tangentes asymptotiques

en M, il faut et il suffit qu’on ait :

Q(a, B) =0 soit

ra” + 2saf+ tp> =0

Etude de la disposition en col pour une nappe de classe C¥, k > 3

Lorsque la nappe Y est de classe C* avec k > 3, on obtient le résultat suivant.
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Proposition
Il existe une sous nappe de ) contenant M, dont I’intersection avec le plan
tangent Iy, se décompose en deux arcs simples et réguliers I'jetl’; et les tangents

a ces arcs en M sont les tangents asymptotiques a ) en M,.
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TRAVAUX DIRIGES CHAPITRE 3

Pour tous les exercices, 1’espace affine euclidien orienté (€, E) est muni du repere

orthonormé direct (O, 1,7, K)

Exercice 1
Soit la nappe Y, = (R?,11,.” ) tel que

a(1-u?) au(1-u?)

1+u?2 ’ 1+u?

[u,v)=(

1°) Montrer que la nappe Y n’est pas injective. Est-elle réguliere ?

V) a>0eta<0

b

2°) Obtenir une équation du support .~ de > et déterminer les points singuliers
éventuels de ..

3°) Préciser les lignes coordonnées I1(1, v) et I[I(u, 0)

Exercice 2

A. Montrer que la surface .~/ d’équation

—+ —+ — = -  (@@€R¥

y—z Z—Xx x—-y

est un cylindre dont on donnera une section droite dans un repere orthonormé de

celle-ci.

B. Déterminer une équation du cylindre ./ de direction R( T, 7, k) de directrice

d’équations xX°+y* -z=0 et x+2y+2z=0

Exercice 3

1. Former une équation du céne . de sommet A(-3 , 0, 3), de directrice
paramétrée par y(t) = (t* — 1,2t , £ +t+ 1)
2. Former une équation du cone .-/’ de sommet et O dont les génératrices sont

orthogonales aux génératrices du cone ./, d’équation y* + x (z - a) =0, (a € R*).
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SOMY LA REUSSITE
Typewriter
a > 0 et a < 0

SOMY LA REUSSITE
Typewriter


Exercice 4

1°) Former une équation du conoide droit ./, d’axe D = (0, 1) et de directrice
paramétrée par y(t) = (t, t}, ')

2°) Former une équation du conoide de droit d’axe (0, E) dont les génératrices

sont tangentes & la sphére ./, d’équation X’ +y*+z -2ay = 0 (a€ R *)

Exercices S
Soit la surface .~/ d’équation cartésienne
z= 2x"+3xy-y
Etudier la nature des points de cette surface et si possible déterminer les

directions asymptotiques.
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CHAPITRE 4 : ETUDE METRIQUE DES SURFACES

1- PREMIERE FORME QUADRATIQUE FONDAMENTALE
e Définition
Soit X une nappe orientée simple et réguliere paramétrée par 1 :

D—& (u,v)—P=n(u,v)

: . . . on 0
Soit Tp le plan vectoriel tangent a £ en un point P tel que Tp = Vect (a—z , a—: )

La restriction & Tp de la forme quadratique Vv — ||¥||* est appelée la 1°° forme

quadratique fondamentale de X en P et notée ®@;.
. - on on .
Soit vV = Kau o, ona:

@, (V) = EA* + 2F\p + G

\ __ On oOn __ Om on __ Om oOn
Ou E = ou'du ’ F ouov ’ G ov'ov
Jon on )
Onpose H=|[= A —[| alors H = [EG-F
ov ov

e Longueur d’un arc tracé sur X

Soir € un arc tracé sur X défini par la paramétrisation
i o
y:I— & t— u(u(t), v(t)) alors y’(t) = u’(t)a—z + v’(t)a—j etona:

Iy I = Bu(t) + 2Fu (v’ () + Gv(1)
SiI=[a,b] lalongueur de I’arc € est

L) = fab \/Eu’z(t) + 2FW (v’ (t) + Gv>2(t)dt

v Cas d’une paramétrisation cartésienne
nx,y)=x,y,fix,y) ou z=fx,y)

On pose : p=§xf etq=—

@, (L, u)=(1+pH\*+2pqru+ (1 +qHu’
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v’ Aire d’une surface paramétrée

Posons 11, = on et 1, = o
u ou v ou

I\
ona: (5 ) ~(am nom) - ( ) <“|“ “|“>

Ce a quoi on applique le déterminant

L M, T m,.nm, m.m, 0
EG-F :[Hv-nu HV'HV]: n,.m, n,.m, 0
0 0 1

2

L INT/ o

- - —

=lm m h m, 1, h = |o, m, h

qui est le carré du volume du parallélopipéde défini par 1, , 1, et h.

Comme ||}_1)|| — 1 et he Vect (m, , my), alors ceci devient le carré de I’aire du
parallélogramme défini par 1, et mr,. D’ou

EG - F* = [lmyAn, ||”
De I’élément de surface a la surface entiére, on obtient I’aire de la surface

paramétrée X, paramétrée par 1 en calculant la double intégrale.

Jy ImAn [l dudv = [ [EG-F* dudv

2-REPERE DE DARBOUX

o e 1 On on
Levecteur h = h(u,v) = EE/\E

est appelé vecteur normal unitaire a ¥ en P.
Désignons par 0 : D;— D, (u;, vi) — (u, v) un changement de parametres

admissible sur Z et par Jy son Jacobien.

on on on on
OIl a.—N—=Jy(u;, vi)—AN\—
ouy A ov, o (U1, Vi) A av
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Le vecteur h ne dépend que de I’orientation de X définie par la paramétrisation

choisie.

a- Soit un couple (P, T) ou P= n(u,v)et T un vecteur unitaire de Tp.

A ce couple on associe le repere orthonormal direct (P, T, g, E) tel que

h vecteur unitaire normal en Pa X et g=hAT

Ce repere est appelé repere de DARBOUX associé au couple (P, T)

b-Soit € un arc simple régulier et orienté de classe C', (2 < p <k), tracé sur X dont
une paramétrisation normale esty : s — y(5s).

Au couple (P, T)) ou P = y(s) et T = T)(s) = v’(s), on associe le repere de
DARBOUX (P, T(s) , 8(s), h(s))

Le vecteur g(s) est appelé le vecteur normal géodésique a C en P.

DEFINITIONS

—

La fonction p, : s— py(s) = i—:.g’(s) = - T)(s).% est appelée courbure géodésique

de C.

La fonction p,, : s— pu(s) = j—:.ﬁ =- T)(s).% est appelée courbure normale de C.

La fonction 0, : s— 0,(s) = g.g’(s) =- h(s).%est appelée torsion géodésique de
C

Cas d’un point d’inflexion

Si le point P = v(s) est un point d’inflexion, alors y"(s) ou Z—f est nul

d’ou pu(s) = 0 et py(s) = 0.
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Proprié¢té fondamentale de p,et 0,
La courbure normale et la torsion géodésique en un point d’un arc régulier tracé

sur une nappe ne dépendent que du point P et de la tangente a C en P.

Remarque

pn €t O, sont constants quand on change la paramétrisation et 1’orientation de C;

ils ne dépendent que de P et de la direction de la tangente TouV.

3- DEUXIEME FORME QUADRATIQUE FONDAMENTALE
on ci Vol
La fonction ci-dessous avec V = A ~ + W =
Vo pu(V)@(V) =L 22 + 2MAp + Ny’
est une fonction quadratique sur Tp, indépendante de la paramétrisation choisie de

Y. puisque les fonctions vV > pn(V) et @, le sont, avec L, M et N donnés ci-

dessous :

L_l[arl on 62H] . l[an on 62n] . 1[611 on azn]
H"ou’ ov’ ou?”’ H" ou’ ov’ ouov-’ H" ou’ ov’ ov?

Définition
La forme quadratique @, telle que pour V = 7\2—2 + u% de TP est donnée par
@,(V) = L A% + 2MAp + Np2
est appelée 2%MC forme quadratique fondamentale de ) au point P.

Les nombres L, M, N sont donnés ci-haut.

Remarques

1- On convient d’écrire
on on
o dP= a—du + a_dV pour un vecteur quelconque
u v

e ®&,(dP) = Ldu* + 2Mdudv + Ndv*
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2-En pratique, on ne calculera pas H, on raisonnera avec

®,(dP) =(Ddu’ + 2D’dudv + Ndv?)

9%n onm on 5 d%?n  on om
AvecD=[—,—,—],D =]

ou?’ou’ ov

Cas d’une paramétrisation cartésienne
n(x,y)=(x, y,flx,y))

p=fx,q=1y r=f;z s =1y t=f;z
douD=r D’=s D" =t

®,(dP) = iH(lrdx2 + 2sdxdy + tdy?)

_ on _On 2 _ 2 2
Eth—auderany et H 1+p° +q

Application

auav’a_u’a_v]’

D=

9%n oOn on

ov2 > du’ ov

En juxtaposant le dernier résultat sur les positions d’une nappe avec son plan

tangent, on constate que la forme quadratique Q sur R” est la deuxiéme forme

quadratique fondamentale. D’ou les résultats suivants :

Théoréeme 1

Un point P d’une nappe simple et réguliere ) est

- elliptique si et seulement si la deuxieme forme fondamentale ®, est

définie (positive ou négative).

- hyperbolique si et seulement si la deuxicme forme fondamentale @, est

non dégénérée et non définie.

- parabolique si et seulement si la deuxieme forme fondamentale @, est

dégénérée.
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Théoréme 2

Si P est un point hyperbolique de ), les directions asymptotiques sont celles des

vecteurs V tangents a > en P et vérifiant : @z(V) =0
Autrement dit les directions asymptotiques sont celles des vecteurs isotropes de

O,.

4- ENDOMORPHISME ASSOCIE A LA DEUXIEME FORME
FONDAMENTALE

Désignons par D, , Dﬁm les différentielles au point m = (u , v) de D des

applications 1 et h ; notons D, la bijection induite par Di,,.

THEOREME
1- L’application linéaire Dﬁmo (m)_l est un endomorphisme de Tp qui ne
dépend pas de la paramétrisation m de X .
2- L’endomorphisme yp de Tp défini par
V(A + i) = (D (Ditgy) )M, + )
= -Ahy-ph,
est symétrique c’est-a-dire
we(Vp) oV, = Vy oyp(Vo)V(V; V) €Tpx Tp.
3- Pour\_7)i=kin'u +uin'v ;1=1,2,0na:

wp(V) oV, = LAAs + MMy + Aapty) + Ny,

Conséquence
L’application (V3,V,) — wp(V;)V, est la forme polaire de la 2™ forme
quadratique fondamentale ®,, c’est-a-dire :

CDZ(V) = WP(V) oV pour tout V dans Tp.
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Autrement dit, yp est ’endomorphisme de Tp associé & la 2°™ forme quadratique

fondamentale.

Remarques :

N
Soit h un vecteur normal unitaire en P = m(u , v), 0 un vecteur normal

quelconque, on a :

®,(dP) = yp(dP) ¢ dP = - dhe dP = - %-Eﬁ = L(du)? + 2Mdudv + N(dv)?

DEFINITION : Tangentes conjuguées
On dit que deux tangentes X au point P sont conjuguées si leurs vecteurs

directeurs respectifs V, , V, vérifient :
Yp(V1) oV, = 0

et les directions de ces tangentes sont dites alors conjuguées.

THEOREME
on on . E F L M
Dans la base {5 , 5} de Tp, la matrice de @, est(F G)’ celle de @, est(M N)
. E F\'/L M
La matrice de yp est(F G) (M N)'
Preuve

Evidente pour les matrices de ®,et®,

Pour la matrice de yp, voir en fin de paragraphe.

5- TORSION GEODESIQUE - DIRECTIONS PRINCIPALES

Torsion géodésique
- dn s
(1)0,= g par définition

BN
B (h/\ds ).ds
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- dT dh
ou 0,= [h, —_, —]
& ds ds

La torsion géodésique de € est alors

Lo T R
eg_H[ 6u/\6v ]'( ds/\ds
V.V V.V,

Rappelons qu’en général (V;AV,).(V3AV,) = v Vv
2:V3  Va. Vg

A la suite de calculs détaillés en fin de paragraphe, on a :

-1 (EM - FL)3*+ (EN - GL)ap+ (FN - GM)p?
H E)2 + 2Fip + Gp?

0, =

Directions principales

On appelle direction principale en un point P de la nappe X toute droite vectorielle
dirigée par un vecteur propre de yp.

Une droite affine tangente a £ en P est appelée tangente principale si son vecteur
est un vecteur propre de yp.

Un vecteur propre V de yp est appelé vecteur principal et la valeur propre

correspondant a V est ¢gale a la courbure normale p, de X suivant la direction de

—

V.

Premier cas

yp a deux valeurs propres distinctes p; etp, avec p; <p, alors p;<p, < p;
0, = 0 si et seulement si V est principal.

Remarque

0, = 0 © le plan osculateur est normal a X.

Deuxieme cas
yp a une unique valeur propre p

Tout vecteur de Tp est principal

VVeTs, pn=pet 0;= 0

Définition
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Un point P d’une nappe X est appelé un ombilic si tout vecteur tangent en P est

un vecteur principal.

6- DETERMINATION EFFECTIVE DES DIRECTIONS PRINCIPALES
ET COURBURES PRINCIPALES

e Directions principales
SiV =22+ u2 telque yp (V)=pV & (A 1) vérifie I'équation.

(FL - EM)A*+ (GL - EN)Ap+ (GM- FN)i? =0

e Caractérisation des ombilics
Le point P est un ombilic si seulement si (L, M, N )=p (E, F, G) c’est-a-dire
®, =p®; et ce nombre p est égal & la courbure normale dans une direction

quelconque.

e Calcul des courbures principales

p; et p, sont les racines de I’équation :

(EG - F?)p?>- (LG + EN-2FM)p+ LN —M? =0

e Courbure totale et courbure moyenne

Le nombre K = p;p, est appel¢ courbure totale de X en P, et le nombre

Pm = % (p1+p2) est appelé courbure moyenne de X en P.

Ona:

_ LN-M?

__ LLN-EN - 2FM
EG - F?

2 H?

et Pm

7- COURBES REMARQUABLES TRACEES SUR UNE NAPPE

Définition
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Un arc régulier tracé sur une nappe réguliere X est appelé

e Une ligne de courbure si sa torsion géodésique 0, est la fonction nulle.

e Une ligne asymptotique si sa courbure normale p, est la fonction nulle.

e Une géodésique si sa courbure géodésique p, est la fonction nulle.
Remarque
Les lignes de courbure (respectivement les lignes asymptotiques) sont les arcs
réguliers dont la tangente en tout point est une tangente principale

(respectivement une tangente asymptotique).

Résultat 1
Soit I’arc € tracé £ paramétrisé par y: 1 — & s — y(s) =m(u(s) , v(s))
a) Cestune ligne de courbure de X si et seulement si
Lu':i- Mv' Eq'+ Fv'| _
Mu+ Nv' Fu+ GV'

b) € est une ligne asymptotique de X si et seulement si
Lu” + 2Mu’v” + Nv' =0

Résultat 2
Les lignes coordonnées sont des lignes
- asymptotiques si et seulementsi L=0et N =0

- de courbure si et seulement si et seulement siF=0etM =0

8- DETERMINATION DES GEODESIQUES
C est une géodésique si et seulement si le vecteur % est soit nul, soit colinéaire a

—

h ; ce qui est équivalent au systéme

on dT on dT
ERr A

\ 102 : T - oy
Ou a I’équation  det (T N n)=0 ou n = |n].h

Propriété extrémale des géodésiques
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Soit M un point d’un voisinage de P dans la nappe X. Une géodésique allant de P

a M est I’arc de longueur minimale.

Bibliographie
J. Lelong Ferrand et J.M. Arnaudi¢s, Cours de Mathématique Tome 3 Géométrie

et Cinématique 2™ édition Dunod Université.

TRAVAUX DIRIGES CHAPITRE 4

Pour tous les exercices, I’espace affine € euclidien est muni d’un repére orthonormal direct.

Exercice 1
Etudier la nature des points de la nappe .
2 2 2
Ellipsoide d’équation % + % + j—z =1, a, b, ¢ réels non nuls positifs, de paramétrisation

n(u, v) = (acosucosv , bcosusinv, csinu)

Exercice 2

Soit la nappe paramétrisée parm(u, v) = (chucosv , chusinv, u).

Déterminer la deuxiéme forme quadratique fondamentale, les directions principales et les
directions asymptotiques.

Exercice 3
Déterminer les asymptotiques de la nappe £ d’équation z = 3xy — 2x°

Exercice 4

Déterminer les lignes de courbure, les courbures principales pour le paraboloide hyperbolique :

xZ_yZ

2a

Exercice 5
Déterminer les géodésiques pour la nappe X paramétrisée par
n(u, v) = (u, v, uv)
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