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Avant-propos

Cet ouvrage s’adresse aux éleves de deuxiéme année de classes préparatoires scienti-
fiques de la filiere MP. Il leur propose de mettre en pratique les notions abordées en
cours de mathématiques par le biais d’exercices, assortis d’'une correction détaillée,
dans laquelle I'accent est mis sur la méthode qui meéne a la solution.

Le livre est divisé en quinze chapitres, chacun étant consacré a une partie du pro-
gramme. Nous avons regroupé les chapitres selon les thémes classiques : Algebre,
Topologie, Analyse et Probabilités. Au sein d’'un méme chapitre, les exercices, classés
par ordre croissant de difficulté, ont été choisis de fagon & passer en revue les notions
a connaltre, mais aussi a présenter les techniques susceptibles d’étre utilisées.

En ce qui concerne les corrections, nous avons choisi de séparer clairement la réflexion
préliminaire, comprenant analyse du probléme et tatonnements, de la rédaction finale,
rigoureuse et précise. Cette derniere étape est signalée, dans le texte, par la présence

d’un liseré gris sur la gauche et du pictogramme . Insistons sur le fait que nous
ne prétendons nullement présenter 'unique cheminement permettant d’aboutir a la
solution d’un exercice donné, ni la seule rédaction acceptable. Dans les deux cas, bien

des possibilités existent.
Par ailleurs, lorsque nous avons souhaité mettre en lumiére un point important, nous

I’avons rédigé sur un fond grisé et indiqué par @ De méme, la présence d’un piege

dont il faut se méfier est signalée par @
Nous remercions Sabrina Bergez, qui a collaboré a la réalisation de ce livre en le reli-
sant en détail et en nous faisant bénéficier de ses nombreuses remarques pertinentes.
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CHAPITRE

Structures algébriques usuelles 1

Exercice 1.1 : Groupe engendré par deux éléments ~

et B =

o = O
= O O
O O =

1
Soient A = 0
0

= O O
o = O

Quel est le groupe engendré par A et B 7

. J

1l s’agit d’éléments de .#5(R). La loi n’est pas précisée. Mais pour 'addition le groupe
engendré serait I’ensemble des matrices pA + ¢B avec p € Z et ¢ € Z. Il n’y aurait
donc aucun probléeme : c’est le produit de matrices qu'il faut considérer. Le groupe
dans lequel on se place est celui des matrices carrées inversibles d’ordre 3.

@ Lorsqu’il s’agit de groupes usuels, les énoncés ne prendront générale-
ment pas la peine de préciser la loi utilisée. Lorsque deux lois sont
possibles, il faut étudier pour laquelle la question posée a le plus de

sens.

Le groupe engendré par A et B est le plus petit (au sens de U'inclusion) sous-groupe
contenant les deux matrices. Il est constitué par tous les produits possibles avec A, B

et leurs inverses. Remarquons que A et B sont bien inversibles puisque det A = —1
et det B =1.
Le groupe G cherché contient A et B. Il contient aussi A2 = I3, ce qui implique
01 0
que A~ = A, B? = 0 0 1 |, B® =I5, ce qui implique que I'on a
100

B~! = B2, On en déduit alors que pour tout n € Z, A™ € {I3, A} et que pour
tout p € Z, B? € {I3, B, B%}.

0 0 1
Il reste a calculer les produits de A et de B. On a AB = 01 0 et
100
01 0
BA = 1 0 0 = AB?. Ainsi tout élément de G peut s'écrire sous la
0 0 1
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Exercice 1.2 : Centre du groupe symétrique

forme A"BP, (n,p) € Z? (puisqu'on peut commuter A et B en augmentant la
puissance de B).
Avec la remarque plus haut, les éléments de G sont les A" BP avec n € {0,1}
et pe{0,1,2} et

G ={I3,B,B?* A, AB, AB?}.

A et B sont des matrices associées a des permutations des vecteurs de
la base canonique (e1, ez, e3) : A est associée & la transposition 7 3, B
au cycle (1,2, 3).

Ces deux permutations engendrent %3, donc G est ’ensemble des six
matrices de permutation de la base (e1, ez, €3).

Démontrer que le centre du groupe symétrique .7, (c’est-a-dire I’ensemble des
éléments de ., qui commutent avec tous les éléments de .%,) est réduit a {Id}
pour n > 3.

0y

Il faut bien se souvenir que la loi d’un groupe n’est pas, en général,
commutative !

Il est clair que Id commute avec tous les éléments de .#,,, il faut donc montrer que si
une permutation o commute avec tous les éléments de .%,, c’est I'identité. On raisonne
par I’absurde.

Supposons qu'il existe une permutation o différente de I'identité appartenant
au centre de .%,. |l existe alors a # b tels que o(a) = b.

Introduisons la transposition 7, ;. On a alors : o 0 7, 4(b) = o(a) = b. Comme
o commute avec tout élément de .7, on aussi : 7, 00 (b) = b d'ot o(b) = a.
Introduisons le cycle ¢4, avec c distinct de a et b, ce qui est possible car
n>3.0na:

gocapela) =0(b) =aetcepcoo(a)=cepcd) =c

On obtient une contradiction, donc le centre de ., est inclus dans {Id}. L'in-
clusion réciproque étant claire, on a le résultat voulu.
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Exercice 1.3 : Conjugaison N

Soit G un groupe. Pour @ € G, on note f, : G — G, z+—a ' za.

1. Montrer que pour tout a € G, f, est un automorphisme de G.

2. Montrer que ¢ : G —-Aut(G), a — f, est un morphisme de groupes.
3. Déterminer le noyau de ¢.

1. La loi du groupe G n’est pas précisée, mais vu la définition de f,, elle est notée
comme une multiplication.

Pour a € G, il faut montrer, d’une part que f, est un morphisme de groupes, d’autre
part qu’il est bijectif. Pour le premier point, on vérifie la définition, pour le second on
choisit ici de résoudre 'équation f,(z) =y.

Soit a € G. Pour (z,y) € G2, on a
1

fa(@) faly) = (e wa) (a™ ya) = (@' 2) (™ a) (ya) =a ' wya = fu(zy)
par associativité de la multiplication dans G. Ainsi f, est un endomorphisme du
groupe G.

Soit y € G, I'équation f,(z) = y, d'inconnue = € G, équivaut 3 a~tza =y,
si et seulement sia(a 'ra) =ay, ie. za=ay, ie (ra)a ' =ayal,ie
z =aya"'. On a donc une unique solution, et f, est une bijection de G dans
G. Ainsi f, est un automorphisme du groupe G.

2. La loi du groupe Aut(G) est la loi o. Il faut donc montrer que pour (a,b) € G2,
p(ab) = ¢(a) o p(b), c’est-a-dire fop = fo 0 fo.

@ Ici ¢ est une fonction qui renvoie des fonctions. Il faut bien faire atten-
tion au type des objets manipulés, et ne pas confondre argument de ¢
ou argument de f,.

Soit (a,b) € G%. Pour z € G, on a

(faofo) (@) = fa(fo(2)) = fa0™ 2b) = a7 b wab = (ab) " wab= fop(2).
Ainsi fo o fo = fab, puis p(ab) = p(a) o p(b). ¢ est donc un morphisme de
groupes.

3. Le noyau de ¢ est 'ensemble des éléments de G qui sont envoyés sur le neutre de
Aut(G), ici Idg. On cherche donc les a € G tel que p(a) = Idg.
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@ Le neutre n’est pas toujours le méme dans tous les groupes, il faut donc
faire attention au neutre du groupe d’arrivée lors d’un calcul de noyau.

Pour a € G, on a a € Kergp si et seulement si p(a) = Idg, c'est-a-dire

fo=1dg. a € Ker ¢ est donc équivalent aVz € G, a 'za=zie za=oax.
Ainsi Ker ¢ est le centre de GG, c’est-a-dire I'ensemble des éléments a de GG qui
commutent avec tous les éléments de G.

Exercice 1.4 : Partie génératrice du groupe orthogonal

Soit E un espace euclidien.

1. Soit a et b deux vecteurs distincts de E de méme norme. Démontrer qu’il
existe une unique réflexion s de E telle que s(a) = b et s(b) = a.

2. Montrer que O(FE) est engendré par les réflexions.

On pourra montrer par récurrence sur dim(E) — dim(Ker(f —Idg)) que f peut
s’écrire comme composée de réflexions.

O(E) est le groupe des endomorphismes orthogonaux de F, c’est-a-dire les endomor-
phismes qui conservent le produit scalaire et la norme.

En premiére année, on a vu le cas n = 2. A cette occasion, il a été démontré que le
groupe orthogonal du plan est engendré par les réflexions. C’est cette propriété que
I’on va généraliser.

1. Pour montrer l’existence et I'unicité, on va raisonner par analyse/synthése : comme
il est nécessaire d’avoir s(a — b) = s(a) — s(b) = b—a = —(a — b), ceci impose que
I'hyperplan de la réflexion soit (a — b)*.

» Analyse :

On suppose avoir une réflexion qui convient, et a partir des propriétés qu’elle vérifie,
on obtient ses éléments caractéristiques.

Supposons avoir une réflexion s qui échange a et b.
On a alors a — b € Ker(s + Idg). Or s est une réflexion donc Ker(s + Idg)
est une droite et son orthogonal est Ker(s — Idg) qui est de dimension n — 1.
Ainsi, s est nécessairement la réflexion par rapport a I'hyperplan (a — b)*, et
on a l'unicité.

» Syntheése :

On pose la forme trouvée a la fin de I'analyse, et on vérifie qu’elle convient bien.

I Comme a # b, on a a — b # 0. L'orthogonal du vecteur a — b est donc un

hyperplan H. Soit s la réflexion par rapport a H. Alors s(a — b) = —(a — b)
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donc s(a) — s(b) = b — a. Par ailleurs,

(@ —bla+b) = (ala) — (bla) + (a[b) — (b]b)
= (ala) — ([b)

car (a|b) = (bla) (le produit scalaire est symétrique).

Comme a et b sont de méme norme, (ala) = (b|b), donc a — b et a + b sont
orthogonaux; ainsi, a+b € H et s(a +b) = a+ b, soit s(a) + s(b) = a+b.
On en déduit s(a) = b et s(b) = a et on a |'existence.

2. Comme donné en indication, on raisonne par récurrence sur ’entier

k = dim(E) — dim(Ker(f — Idg)).

L’initialisation correspond donc au cas ou Ker(f —Idg) = F, soit f = Idg, ce qui est
facile. Pour I’hérédité, on doit donc trouver, a partir de f, une fonction g telle que
Ker(g —Idg) soit strictement plus grand que Ker(f —Idg). Pour utiliser la question 1,
on pense alors & échanger a et f(a), si a est un vecteur qui n’est pas dans Ker(f —Idg).
On a une réflexion s qui fait ceci, et on va regarder la fonction g = so f.
Cependant, pour que g conserve les invariants de f, il faut que a soit orthogonal &
Ker(f — IdE)

0y

En algebre linéaire, le complémentaire d’un espace vectoriel n’a aucun
intérét : ce n’est jamais un espace vectoriel. Il faut donc considérer un
supplémentaire (voire le supplémentaire orthogonal dans le cas eucli-
dien).

On note n = dim(FE). Montrons par récurrence sur k € {0,...,n} la propriété
k. «Si f € O(F) vérifie dim(Ker(f — Idg)) = n — k, alors f est composée
de réflexions. »

o Soit f € O(F) tel que dim(Ker(f —Idg)) = n. Alors Ker(f —Idg) = E

donc f =1d. f s’écrit donc s o s pour n'importe quelle réflexion s, et on a
Hy.

Soit k € {0,...,n— 1} tel que H; est vraie pour tous les [ entre 0 et k. Soit
f € O(F) tel que dim(Ker(f —Idg)) =n—k—1. Alors Ker(f —Idg) # E
donc [Ker(f—Idg)]* # {0}, eton a a € [Ker(f—Idg)]* tel que f(a) # a.
Notons b = f(a). Alors a # b par définition de a et a et b ont méme norme
car b = f(a) et f est orthogonal. Ainsi, il existe une réflexion s de E telle
que s(a) = b et s(b) = a, c'est la réflexion par rapport a (a — b)~ comme
vu au 1. On a donc (s o f)(a) = a.

Si z € Ker(f —Idg), on a (z|a) = 0 donc (z|b) = (f(z)|f(a)) = 0; par
suite (x|a — b) = 0 et donc s(z) = x et so f(x) = x. Ainsi, Ker(so f —Idg)
est un sous-espace vectoriel de E qui contient Ker(f —Idg). Cette inclusion

est stricte puisque Ker(s o f — Idg) contient aussi a, qui n'est pas dans
Ker(f —Idg). Ainsi dim(Ker(so f —Idg)) =n — [l avec I < k.
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Par hypothése de récurrence, on peut donc écrire so f comme composée de
réflexions : sof =rjo...ory, etalors f = sorjo...or; peut s'écrire comme
composée de réflexions, donc on a Hy1, ce qui conclut la récurrence.

Exercice 1.5 : Anneau Z[v/2] N

1. Soit P = Z U {+/2}. Montrer que le sous-anneau de R engendré par P est :
A= {m+nV2 ;(m,n) € Z%}.

Comme pour les groupes, il s’agit du plus petit sous-anneau de R contenant P.
On note U le groupe des éléments inversibles de A .

2. On pose N(m + n\/§) = }mz — 2n2‘. Pour a et b éléments de A, calculer
N(ab). Montrer que z € U si, et seulement si, N(z) = 1.

3. Soit z € U tel que z = 4+ yv/2 avec = et y € N, z # 0. Montrer qu'’il existe
un unique n € N tel que (1 ++v/2)" < z < (1 4+ v/2)"!, puis que z(1 + v/2)™"
s’écrit sous la forme z’ 4 3/\/2 avec 2’ et 3y’ € N.

4. Montrer que U = { £ (1+v2)" ;n € Z}.

1. Comme toujours il faut montrer deux inclusions pour avoir I’égalité d’ensembles
voulue. Tout d’abord, le sous-anneau de R engendré par P contient Z et v/2. Il contient
donc toutes les sommes, et leurs opposées, que 'on peut obtenir & partir de 1 et de
V2, c’est-a-dire tous les réels du type m + nyv/2 avec m € Z et n € Z.

Notons B le sous-anneau de R engendré par P. Alors 1 € B et v/2 € B. Pour
(m,n) € Z2, m est la puissance m-iéme de 1 pour la loi +, donc est dans B.
De méme nv/2 est la puissance n-ieme de v/2 pour la loi +, donc est dans B.
Par suite m +nv2 € Bet A C B.

Pour montrer I'inclusion réciproque, il suffit de montrer que A est un sous-anneau de
R contenant P. Par minimalité de B, on aura alors B C A.

Soient a = my +n1v/2 et b = ma + nayv/2 avec (my,ny,ma,ng) € Z4.
D'une part :
a—b=(my—mg)+ (n1 —n2)vV2e A

carm; —ny € Z et mo — ng € Z.
D’autre part :

ab = (mima + 2n1n2) + \/i(nlmg +ming) € A
car mims + 2n1ng € Z et nymo + ming € 7.
Enfin, 1 =140 x /2 € 4, donc A est un sous-annneau de R. Comme P est
clairement inclus dans A, et comme B est le plus petit (au sens de I'inclusion)
sous-anneau de R contenant P, on a B C A.
Ainsi, on a I'égalité cherchée.
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@ Il faut vérifier que le neutre pour la multiplication est bien dans A,
puisqu’on ne peut pas le déduire des propriétés de stabilité.

2. Cette question a pour objectif de caractériser les éléments de U.

Soit a = my +n1vV2 € Aetb=mg+nyv2 e A.

On a ab = (mymy + 2n1n2) + V2(n1ma + ming), ce qui entraine :
N(ab) = |(mym2 + 2n1m2)% — 2(nyma + m1n2)2’
= |m%m§ + 4n?n3 — 2n2m3 — 2m%n§|

Ce calcul n’a pas beaucoup d’intérét si on s’arréte la. Soyons optimiste : calculons
N(a)N(b) en espérant découvrir quelque chose.

Par ailleurs :

N(a)N(b) = |(m} — 2n7)(m3 — 2n3)]
= ’m%m% +4nin3 — 2nim3 — 2min3
= N(ab).

Le sens facile est celui ot I’on suppose z € U, puisqu’on peut alors utiliser son inverse ;
I’autre implication nécessite de prouver I'existence de cet inverse, ce qui est a prior:
plus difficile.

Supposons z € U. Il existe donc 2’ € U tel que 22’ = 1. D’aprés ce qu’on vient
d’obtenir, on en déduit que N(2)N(z') = N(1) = 1. Comme N(z) et N(2')

appartiennent a N*, on conclut que N(z) = 1.

Passons a la réciproque : pour z € A tel que N(z) = 1, on cherche 2z’ € A tel que
27 =1.

Réciproquement, considérons z = m + ny/2 € A avec N(z)=1.
Remarquons d'abord que : (m + nv/2)(m — nv/2) = m? — 2n2.
Comme N(z) = |m? — 2n?| =1, z est inversible : selon que m? — 2n? est égal
31 ou —1, son inverse est m — nv/2 ou —m + nv/2.
z appartient donc bien a U.

@ On remarque ’analogie des formules, propriétés et démonstrations avec
les calculs dans C utilisant le module.

3. Pour avoir 'existence et 'unicité de n, on se rameéne a un encadrement de définition
de partie entiere.
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Pourn € N, on a (1 ++/2)" < z < (14 v/2)"*! si et seulement si
nin(l++v2) <In(z) < (n+1)In(1 + V2)
par stricte croissante de In, In(z) étant bien défini puisque z > = > 1. Comme
In(1 + v/2) > 0, ceci équivaut 2
In(z)
S In(1+v/2)

donc n existe et est unique par définition de la partie entiére.

<n+1

Pour la seconde partie de la question, on commence par montrer que z(14+/2)™" est
de la forme cherchée avec ' et 3’ dans Z. Ceci vient de 'inversibilité de (1 + v/2)".
On manipule ensuite les inégalités pour avoir =’ et v’ > 0.

Comme N((1++2)") = N(1++2)" =1, (14++/2)" est un élément inversible

de A. On peut donc poser :

x-i-y\[

o +yV2avecs' € Zety €Z
1+v2)r

etona:
N(x'+y/\/§)=1=|x’2—2y'2{=

x/+y/\/§’x x/_y/\/é‘

On a nécessairement 2’ # 0 (sinon 2(y’)? = 1 mais 1 est impair).
Supposons 3’ # 0; 2’ et 3y sont alors de méme signe. En effet, supposons-les de
signe distinct, par exemple 2’ > 0 et ¢ < 0 pour fixer les idées. Comme 2’ # 0,

2’ > 1. Alorson a :
1<2' +yV2<a' —yV2
qui entraine |2/ — 2@/2} > 1... absurde!
Par suite z’ et 3/ sont positifs, quitte a changer z’ et 3y’ en leurs opposés.

4. On doit montrer deux inclusions pour cette égalité d’ensembles. L’inclusion simple
est celle qui consiste & vérifier que tout nombre élément de A de la forme 4(1 ++/2)"
est inversible, ce qui est facile en utilisant N (qui est un morphisme de groupes par
le 2).

QI Siz==%(142)" avecn € Z, on a N(z) = [N(1++/2)]" = 1; = appartient
donca U.

Pour la réciproque, on utilise la question précédente.

@ Réciproquement, soit z = z+yv/2 € U, ce qui est équivalent a |z? — 2y%| = 1.
Les éléments +x + y\@ vérifient cette équation, et sont aussi inversibles. On

peut donc suppposer x > 0 et y > 0.

Notons n, 2’ et ¢ les entiers donnés par la question précédente. On a alors

CERW2 s 1y B
(1+v2)"
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On adoncy’ =0eta’ =1etonobtient : z =2 +yv2 = (1++2)"
Les autres cas possibles sur z donnent —(1++/2)", ou z—yv/2 = +(1++/2)7".
z est donc toujours de la forme annoncée.

Exercice 1.6 : Groupe multiplicatif d’'un corps fini N

Soit G un groupe fini de neutre e. On note m le ppcm des ordres des éléments
de G et m = pi"* - - pj* sa décomposition en facteurs premiers.

1. Montrer que pour ¢ entre 1 et d, G admet un élément d’ordre pj* (on pourra
commencer par chercher un élément dont Pordre est divisible par p{*).

2. Montrer que G admet un élément d’ordre m.

3. Soit K un corps fini, montrer que (K*, x) est cyclique. On admettra que tout
polynéme & coefficients dans K a moins de racines que son degré, et on pourra
considérer le polynome X — 1.

1. En suivant l'indication, il faut commencer par trouver un élément dans G dont
lordre est divisible par p;*. Pour ce faire, on raisonne par I’absurde : si aucun élément
dans G n’a d’ordre divisant p; alors on va réussir & trouver un multiple commun plus
petit que m.

Soit ¢ € {1,...,d}. Supposons que l'ordre de tout élément de G ne soit pas

divisible par p;*. Si x € G, I'ordre n de z divise m, donc a une décomposition
en facteurs premiers de la forme p/! ~~p§d, avec, pour k entre 1 et d, B < ag.
Comme z n’est pas divisible par p{', 5; < oy — 1. Ainsi n divise |'entier

g =ty ey T
Ceci vaut pour tout x dans G, donc les ordres de tous les éléments de GG divisent
q < m... absurde, puisque m est le ppcm de ces ordres! Ainsi on a z € G tel
que p;* divise n, I'ordre de z.

Dans un deuxiéme temps, on va utiliser z pour construire un élément d’ordre pj.
Comme p;* divise n, on a k € N tel que n = p$“k. On a alors

g

e=z" = xp;yik = (xk)p7 ,

ce qui encourage & regarder z".

Notons k = np; “ et posons y = z*. Alors yPi' = kPt = 2" = e. Pour
I<pfi—1,onakl<n—1,doncak! #£eie y' #e. Ainsi p est I'ordre de

K3
y dans G.

@ Il ne faut pas oublier que pour prouver que y est d’ordre d, il faut
montrer que y¢ = e et y' # e pour tout I entre 1 et d — 1.
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2. Notons z; un élément de G d’ordre pj*. Comme les pj** sont deux & deux premiers
entre eux, pour avoir un élément d’ordre m, on regarde le produit des x;. Pour démon-
trer que ce x est d’ordre m, la méthode reste la méme : il faut montrer que ™ = e
et que pour tous les k < m — 1, 2% £ e.

Pour tout ¢ entre 1 et d, on a x; un élément d'ordre pf* dans G d'aprés la

question précédente. Posons © = x...24. Pour i € {1,...,d}, notons alors
m; =np;, *, alors (comme G est abélien)
d a d
™" = H:E:” = H(azfi )= Hemi =e.

i=1 i=1 i=1
Sik <m—1,0n aientre 1 et d tel que k ne soit pas divisible par p$*. Alors
k divise ¢ = p7* .. .p?iilp?iflp?jﬁil Cpgt
Pour j # 4, on a comme plus haut x? = e, mais z # e, sinon g serait divisible
par pg* (qui est I'ordre de z;). On a donc 27 = z! # e¢. Comme k divise g, si

q . . 1
¥ =e, 27 = (2%)% = e. Ainsi 2¥ # e et x est d’ordre m

3. Pour montrer que K* est cyclique, il faut montrer que K* a un élément d’ordre n—1
(si n est le cardinal de K). Comme K* est un groupe abélien pour la multiplication,
on considere le ppcm des ordres des éléments de K* d’apres la question précédente.
En termes de polyndomes, tous les éléments de K* vont donc étre racines de X™ — 1.
On utilise donc le lien entre nombres de racines et degré (donné en indication).

Soit m le ppcm des ordres des éléments de K*. Comme tout élément de K* est
d'ordre divisant n — 1 (par le théoréeme de Lagrange), m divise n— 1. On a donc

m<n—1.

D’autre part, le polynébme X" — 1 a pour racines tous les éléments de K*

(puisque tout élément de K* a un ordre divisant m). Il a donc n — 1 racines,

donc n — 1 est plus petit que m, le degré de ce polynéme.

Ainsi m = n — 1, et comme K* a un élément d'ordre m d'aprés la question

précédente, il est cyclique.

Exercice 1.7 : Radical d’un idéal ~

Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On appelle radical de I, et on
note v/I, 'ensemble des = € A pour lesquels il existe n € N tel que z" € I.
1. Démontrer que v/T est un idéal de A.

2. Démontrer que VT = /1.

3. Si I et J sont deux idéaux de A, démontrer que :

VINT=vVInvVJet VI+Jd>VI+VJ.
4. Dans Z, trouver /3648 Z.

Rappelons la définition d’un idéal I d’un anneau commutatif A :



18 Chapitre 1 Structures algébriques usuelles

— pour ’addition, c’est un sous-groupe;
— pour la multiplication, pour tous z € [ et a € A, on a xa € I.

1. On commence par vérifier que v/T est un sous-groupe de A pour 'addition.

V1 # @, puisqu’il contient 04. Considérons deux éléments quelconques z et y

de v/I, et montrons que x —y € VT. |l existe alors des entiers m et n tels que
zteletym™el.
Dans I'anneau commutatif A, nous pouvons utiliser la formule du binéme :

n+m n+m
_ n+m __ _1\n+m—k k. n+m—k
(= = 3 (et (T by,
k=0
Nous allons prouver que cette somme appartient a I en prouvant que tous les
termes sont dans [ car [ est stable pour I'addition.

@ Il faut faire attention & ne pas introduire une puissance négative car x

et y ne sont pas supposés inversibles.

e D'une part, pour 0 < k < n, on a aFy"tm=Fk = ym(ghyn=k) c I car
y™ el

e D'autre part, sin < k < n+m, on a gFyntm=k = gn(gh—nyntm=Fky c
car " € I.

Comme I est un sous-groupe pour |'addition, la somme de termes qui appar-
tiennent tous a I appartient aussi & I. On a donc (z — y)"™™ € I, ce qui
démontre que =z —y € V1.

On vérifie ensuite la propriété du produit, qui est assez simple.

‘ Soit z € VI et a € A; alors (za)™ = z"a™ car I'anneau est commutatif.

Comme z™ € I, on a (za)™ € I ce qui signifie que za € V1.
En conclusion, v/T est un idéal de A.

2. On doit montrer une égalité d’ensembles, il faut donc faire les deux inclusions. On
commence par remarquer que I'une des inclusions est bien plus générale.

‘ D'une facon générale, si I et J sont deux idéaux de A tels que I C J, alors

VI C V/J. En effet, si z € VI, il existe un entier n tel quez™ € I, doncz™ € J
si I ¢ J. Comme I C V1, on en déduit donc que VIcvVVI.

L’autre inclusion s’obtient en utilisant directement la définition du radical.
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Réciproquement, soit = € \/v/I. Il existe alors un entier p tel que 2 € /T.

Dans ce cas, il existe aussi un entier n tel que (zP)” € I. On a donc =" € I,
soit ¢ € I.
En conclusion, ces deux inclusions montrent que V/ VI=+TI.

3. On procede de méme, en réutilisant la remarque sur les inclusions de radicaux.

eDelnJcIletINndJc.J, ondéduitque VINJ CVIetVINnJcC VI,
dou vVINJ cVINVJ.

e Soit x € VI N+VJ. Il existe donc deux entiers m et n tels que ™ € [ et
x™ € J. D’aprés la définition d'un idéal, on en déduit que x™a™ appartient
dIetaJ. Onaalors 2™t ¢ INJ. z est donc un élément de vI N J, ce
qui démontre :

VInvicVinig.
Des deux inclusions précédentes on tire vVVINVJ =+VINJ.

La derniéere inclusion s’obtient en appliquant le radical aux inclusions que I’on connait :
Icl+JetJCIH+J.

OnalcCI+JetJCI+ Jcarles sous-groupes additifs I et J contiennent
0. Par conséquent : I C I+ J et J C I+ J, puis VI+JcCVI+JT
puisque /I + J est un idéal, donc stable pour I'addition.

4. Nous allons introduire la décomposition en facteurs premiers de 3648 : en effet,
pour qu’il existe une puissance de z divisble par 3648, il faut et il suffit que = soit
divisible par les facteurs premiers de 3 648.

Dans Z, v/3648 Z est constitué par les x € 7Z tels qu'il existe une puissance
™ qui soit multiple de 3 648.

La décomposition de 3648 en facteurs premiers est : 3648 = 26 x 3 x 19.
Pour qu’une puissance de x soit divisible par ces facteurs, il faut, et il suffit que
x soit divisible par 2 x 3 x 19 = 114.

On adonc: V3648 Z =114 Z.

Exercice 1.8 : Une congruence

Pour n entier naturel écrit en base dix, on désigne par f(n) la somme des chiffres
de n. Calculer fo fo f(N) avec N = 20112912,

10 est congru a 1 modulo 9, et il en est de méme de toutes ses puissances. Il s’agit
donc d’un calcul dans Z/9Z, suivi d’un encadrement pour obtenir un résultat unique.
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v

Si I"écriture de n en base dix est : n = ay ... ajag, cela signifie que :
n=ayg+a; X104+ ---+ap X 10%.

Si I'on se place dans Z/9Z, on peut écrire I'égalité des classes :

R=ag+ar x 10+ - +a x10° =ag Far F- Far = f(n)
puisque 10 = 1.
Nous allons déterminer N dans Z/97.
Tout d'abord : 2011 =2+ 1+1=4.
Ecrivons maintenant les puissances successives de 4 jusqu'a l'obtention de T
pour trouver |'ordre de 4.

(AP =42x4=Tx4=Tx4=28=1.
Ecrivons I'égalité de division euclidienne de I'exposant de N par I'ordre de 4 :
2012 =3 x 670 + 2.

On a donc :

N = 2011
=T

Si N est congru a 7 modulo 9, il en est de méme de f(N), de fo f(N) et de
fofof(N). Ces nombres sont donc du type 7 + 9k avec k € N. Nous allons
les localiser de sorte qu'il ne reste qu'une seule valeur de k pour fo fo f(N).

670
2012 —3X67042 -3 -2 -2

A elle seule, une congruence ne peut se transformer en égalité ; il faut
un encadrement plus précis.

En majorant grossiérement, on a : 20112%12 < 10 0002°%° = 100000

N a donc moins de 10 000 chiffres, et on a : f(N) < 9 x 10 000.

Le nombre inférieur a2 90 000 dont la somme des chiffres est la plus grande est
89999 ; par conséquent : fo f(N) < 44.

Le nombre inférieur a 44 dont la somme des chiffres est la plus grande est 39;
par conséquent : fo fo f(N) < 12.

Un seul entier du type 7 4+ 9k avec k € N vérifie cette majoration, |'entier 7,
obtenu pour k = 0. On adonc fo fo f(N)=T1.

Avec un logiciel de calcul, on obtient successivement : f(N) = 29 950.
On en déduit : fo f(N) =25 et enfin fo fo f(N)="7.
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Exercice 1.9 : Systémes de congruences ~

soudre dans Z/57Z 'équation : 3x + 2 = —1.
soudre le systeme de congruence suivant
3x+2=-1 [5]
3z —1=3 [7]
3. Résoudre le systeme de congruence suivant
S5z + 2y =3 [6]
2z +4y =1 [5]

1. Ré
2. R¢é

Dans un anneau, si vous voulez diviser par un élément, il s’agit en fait de multiplier
par son inverse, s’il existe.

Dans Z/nZ, un élément p est inversible si, et seulement si, n et p sont premiers entre
eux.

1. La rédaction de ’énoncé conduit a chercher = comme élément de Z/5Z.

Comme 5 est un nombre premier, Z/5Z est un corps, donc tout élément non
nul est inversible.

Diviser par 3, c'est multiplier par son inverse qui est égal 3 2 puisque 3 x 2 = 1.
L'équation est donc équivalente a :

r+4=-2=3

dou:x=3-4=—-1=14.

2. La question précédente montre que la premiére équation équivaut & © =4 [5]. On
résout la séconde équation comme dans la question précédente, en travaillant cette
fois dans Z/7Z.

Comme 7 est un nombre premier, Z/7Z est un corps, donc tout élément non
nul est inversible. Diviser par 3, c’est multiplier par son inverse qui est égal a 5

puisque 3 x 5 = 1.
L'équation est donc équivalente a :

3r=4 ie. r=20=6
Au final le systéme a résoudre équivaut a

{aseh

x=a [m]
x=b [n
n deux entiers premiers entre eux, on sait d’apres le théoréeme des restes chinois qu’il
existe au moins une solution x € Z, unique modulo mn.

Lorsqu’on a a résoudre un systéme de la forme { avec (a,b) € Z2, m et
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Si on trouve une solution particuliere zq, les solutions sont donc les xg + kmn,
k € 7. Pour trouver une solution particuliere xg, on part d’une relation de Bezout
mu +nv =1 (avec (u,v) € Z). On a alors ¢ = mu qui vérifie c =0 [m] et c=1 [n],
pendant que d = nv vérified = 1 [m] et d =0 [n]. Ainsi xo = ad + be est une solution
particuliere.

Dans notre cas particulier, on commence par trouver une relation de Bezout entre
5 et 7 (& tAtons ou en appliquant ’algorithme d’Euclide étendu) puis on trouve une
solution particuliere avec la méthode ci-dessus.

Comme 5 et 7 sont premiers entre eux, le systéme admet au moins une solution
x € 7Z, unique modulo 35, par le théoréme des restes chinois.
3x5—2x7=1 est une relation de Bezout évidente entre 5 et 7 donc ¢ = 15
vérifiec =1 [T et ¢ =0 [5], d = —14 vérifie d=0 [7] et d =1 [5]. Par suite
xg = 4d + 6¢c = —56 + 90 = 34 est solution du systéme.

Les solutions du systéme sont les 34 + 35k, k € Z.

3. Les deux conditions conduisent & des calculs simultanés dans des anneaux différents.
Il est préférable de chercher les entiers x et y plutdt que leurs classes.

Exercice 1.10 : Application du théoréme chinois

Dans Z/6Z, la premiére équation peut s'écrire : 5T + 27 = 3. En multipliant
par 5, cette équation devient :

Wl

5]

+4

<|

soit

(98]

=2

ou encore : x =2y + 3 + 6k avec k € Z.

Reportons cette expression dans la seconde équation :
3y+2k=0 [5]

puis y = k [5] en effectuant des calculs dans Z/5Z. On obtient donc (en
reportant la valeur de y dans |'expression qui donne x) :

xr =3+ 8k + 10k
y =k 4+ 5k

5]

+

<

aveckcZetk' €Z.

Soit p et g deux entiers. Montrer que le groupe produit Z/pZ X Z/qZ est cyclique
si et seulement si p et ¢ sont premiers entre eux.
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0y

Aucune loi n’est précisée dans 1’énoncé, mais Z/pZ, Z/qZ et Z/pqZ ne
sont des groupes que pour la loi +.

Pour démontrer une équivalence, il faut montrer les deux implications. Si p et ¢ sont
premiers entre eux, on pense au théoreme chinois.

v

L’appelation « théoreme chinois » vient du fait que les chinois de la
Haute Antiquité utilisaient ce résultat en astronomie : étant donnés
deux astres dont les durées de révolution et les positions sont connues, le
temps qu’ils mettront a retrouver la méme position s’obtient en utilisant
ce lemme.

Supposons p et ¢ premiers entre eux. D'apres le théoréme chinois, Z/pZ x Z./qZ
est isomorphe (en tant qu'anneau, donc en tant que groupe pour la loi +)
a Z/pgZ. Notons ¢ : Z/pgZ — Z/pZ x Z/qZ un tel isomorphisme. Pour
(a,b) € Z/pZ x Z/qZ, on a un unique x € Z/pqZ tel que p(z) = (a,b).
Notons n un représentant de x, alors

(a,0) = p(z) = p(nl) = np(1)
et Z/pZ x Z/qZ est cyclique, engendré par ¢(1).

Pour démontrer 'autre implication, il est préférable de démontrer sa contraposée;
c’est-a-dire que, si p et ¢ ne sont pas premiers entre eux, alors Z/pZ x Z/qZ, n’est
pas cyclique.

Supposons que p et ¢ ne sont pas premiers entre eux. Notons d > 1 leur pged
et m leur ppcm. Puisque |pg| = md, on a alors m < pq.

Pour tout couple (x,y) de Z/pZ x Z/qZ, on a m(z,y) = (mz, my) = (0,0)
puisque p divise mx et g divise my.

Le sous-groupe engendré par (x,y) a un cardinal inférieur ou égal m. Comme
m < pq, il ne peut pas étre égal a Z/pZ x Z/qZ, qui n'est donc pas cyclique.

Ceci montre en particulier que le théoréme chinois est faux si p et ¢ ne
sont pas premiers entre eux : Z/pqZ et 7/pZ x 7Z/qZ ne peuvent étre
isomorphes en tant que groupes puisque 'un est cyclique, mais l'autre
non.
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Exercice 1.11 : Nombres de Fermat ~

1. Montrer que si 2% 4 1 est premier, alors a est une puissance de 2.
2. Pour tout entier n, on note F,, = 22" 4+ 1. Montrer que, si m et n sont distincts,
alors F), et F,, sont premiers entre eux.

1. Il s’agit de démontrer une implication. Les tentatives pour la montrer directement
n’aboutissent pas, nous allons donc démontrer la contraposée, c’est-a-dire que, si a
n’est pas une puissance de 2, alors 2%+1 n’est pas premier. Si a n’est pas une puissance
de 2, on peut écrire a = p2*F avec p impair et p > 1. Pour montrer qu'il existe un
diviseur non trivial de 2*+1 (autre que 1 et lui-méme), on va utiliser une congruence.

. . ook . .
Mais commencons par une congruence relative a 22" avant d’arriver a 2°.

De 22" = — [22* n 1}, on déduit 272" = (~1)P = —1 [22’° n 1}, soit :
24 1=0 [22'“+1]

ce qui assure que 2% 4+ 1 n'est pas premier.

@ Il ne faut pas oublier que les congruences sont des outils trés utiles pour
montrer des relations de divisibilité.

@ Fermat (1601-1665) était persuadé que la réciproque était vraie, ce qui
aurait fourni des nombres premiers & volonté. Mais Euler (1707-1783) a
donné le premier contre-exemple : 232 4+ 1 = 4294 967 297 est divisible
par 641. Les nombres Fy = 22" + 1 sont appelés nombres de Fermat.
Actuellement, on sait que Fy, Fy, Fy, F3, Fy sont premiers, et que

Fs, ..., F35 ne sont pas premiers. On ne sait pas pour n = 33.

2. On réduit le plus grand des deux modulo le plus petit, afin d’exploiter la propriété
précédente.

Supposons m > n. On a :

Fn=2")Y"+1=(-1)""+1=2 [F,)].

Donc si d divise F), et F,, alors d divise 2. F;, étant impair on en déduit d = 1,
c'est-a-dire que I, et F,, sont premiers entre eux.
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@ Chaque F}, ayant un diviseur premier, on en déduit qu’il y a une infinité
de nombres premiers, et méme de la forme 4k+1 car, si p premier divise
F,,, alors :

(0% = ()" b

=1 [p] en utilisant le théoréme de Fermat.

Par suite : p =4k + 1.

Exercice 1.12 : Codage RSA ~

On se donne p et ¢ deux nombres premiers distincts.

1. Justifier que pour a € Z non divisible par p et ¢, a?~D =1 =1 [pq].

2. Soit d € {1,...,(p—1)(¢—1)}, premier avec (p—1) (¢—1). Justifier I'existence
deec{l,...(p—1)(¢—1)} telqueed=1 [(p—1)(¢—1)].

3. Montrer que pour tout a € Z, a?® = a [pq] .

1. Il faut tout simplement appliquer le théoréme d’Euler : comme p et ¢ sont premiers
et distincts, (p—1) (¢ — 1) = p(pq).

.‘ Notons ¢ I'indicatrice d'Euler. Comme p et g sont deux nombres premiers dis-

tincts (donc premiers entre eux), on a ¢(pq) = ¢(p) v(q) = (p — 1) (¢ — 1).
Soit a € Z non divisible par p et ¢q. Alors a est premier avec p et avec ¢, donc

avec pq. Ainsi, par le théoreme d'Euler, a(P=1 (4=1) =1 [pq].

2. Il s’agit de trouver I'inverse modulo (p —1) (¢ —1). On se place donc dans 'anneau
Z/(p—=1)(a—=1)Z.

Soitd € {1,...,(p—1)(g—1)}, premier avec (p — 1) (¢ — 1). Alors la classe d

de d modulo (p — 1) (¢ — 1) est inversible dans Z/(p — 1) (¢ — 1)Z. On a donc
r€Z/(p—1)(q—1)Z tel que dz =T1.

Soit e le représentant de x compris entre 1 et (p — 1) (¢ — 1), alors on a la
relation de=1 [(p—1) (¢ — 1)].

@ Il faut bien faire la distinction entre la classe d’équivalence d’un objet
modulo d et ses représentants.

3. On doit distinguer les cas a multiple de p ou de ¢, ou non, pour pouvoir (dans le
deuxiéme cas) utiliser la question 1.
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Si a n’est ni multiple de p, ni multiple de ¢, a»~V (@1 =1 [pg]. Comme

de=1[p—1)(¢g—1),onakecZtelquede=1+(p—1)(q—1)k. Par
suite,

ad® = gt PV @Dk — o o (oD a=DYk = o 5 1k = ¢ [pq].

Supposons maintenant a multiple de p ou de ¢. Si a est multiple de p et g, alors
pq divise a, donc a®®. Alors a®¢ et a sont tous deux congrus a 0, donc sont
congrus modulo pg.

Reste a montrer le cas ol a est multiple de p mais pas de ¢ (on s'y ramene en
échangeant p et ¢, si nécessaire). Alors a®“ est divisible par p, donc a®? — a
également. Par le petit théoréme de Fermat, a?~! =1 [q], donc

a®@D(-1) = -1 =1 [q].
Ainsi a®4 = g+~ @Dk = ¢ [¢] (comme plus haut).

Par suite a®? — a est divisible par g. Il est donc divisible par p et ¢ donc par pq
(car p et ¢ sont premiers entre eux), puis a®? =a [pq].

@ Ceci est utilisé pour des algorithmes de codage : une personne souhai-
tant communiquer de maniere codée publie I’entier n = pq et la clé de
codage d, mais est le seul a connaitre la clé de décodage e. Son calcul
nécessite celui de (p — 1) (¢ — 1) donc de réussir a trouver les facteurs
premiers de n, ce qui est tres compliqué, si n est tres grand.

Exercice 1.13 : Polyndme et racines n-iemes ~

Soient n € N* et p € Z. On note U,, ’ensemble des racines n-iemes de I'unité.

1. Calculer ) aP.

z€U,
2. Soit P € C[X] un polynome de degré plus petit que n — 1. On suppose avoir
M > 0 tel que

Ve e U, , |P(x)| < M.
Montrer que les coefficients de P sont bornés par M.

1. 11 s’agit d’un simple calcul d’une somme géométrique, il suffit de bien se souvenir
de I'énumération classique de U,,.

@ Lors du calcul d’une somme géométrique, il est indispensable de bien
distinguer le cas ou la raison vaut 1.
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On sait que U,, est I'ensemble de e2#7/™ [ variant entre 0 et n — 1. Ainsi, si
p n'est pas un multiple de n, on a e2#7/™ £ 1 et donc :
n—1 k
Z P = Z ( 21k7r/n) Ze%kpﬂ'/n — Z ( 2¢p7r/n)
zcU, k=0
1— eszﬂ'
= 1 — e2ipm/n =
Si maintenant p est un multiple de n, on a
n—1 n—1
Z 2P — Z ( 22k7r/n) Z 2ikpm/n _ Z 1=n.
zelU, k=0 k=0

n—1

2. Comme P est de degré plus petit que n — 1, il s’écrit sous la forme Y azz®. Pour
k=0

isoler le coefficient de degré k, on pense, avec la question précédente, a regarder la

somme de P(z)z~" pour x € U, : les puissances autres que k vont s’annuler, et il ne
restera que n ag.

Comme P est de degré plus petit que n—1, on a (ag, ...,a,-1) € C" tel que :
n—1
= Z akxk.
k=0

Pour k € {0,...,n — 1}, on a, d'aprés la question précédente,
n—1 n—1
Z P(x)z™" = Z Zajxjfk Za] Z 277k = nay,
zeU, z€eU, 7=0 = zeU,

puisque pour j # k, j — k n’est pas un multlple de n.
Ainsi, par I'inégalité triangulaire :

lak| = S Z P(x)z~"| < 1 Z |P($)m_k‘ < 1 Z M = M.
n zelU, n z€eU, " z€Uy
Exercice 1.14 : PGCD de P et P’ 5

Soient K un sous-corps de C et P € K[X].

1. Si P et @Q € K[X], expliquer pourquoi les pged de P et de @ calculés dans
C[X] ou dans K[X] sont les mémes.

2. Montrer que P n’a que des racines simples dans C si et seulement si le pged
de P et P’ dans K[X] vaut 1.

3. Calculer le pged de P et de P’ si P est scindé dans K.
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1. Pour calculer le pged de deux polyndmes, il faut appliquer 'algorithme d’Euclide.
On doit donc expliquer pourquoi l'algorithme d’Euclide donne les mémes résultats
dans K[X] ou C[X]. Les différentes étapes de 'algorithme sont des divisions eucli-
diennes, il faut donc montrer que les divisions euclidiennes dans K[X] et C[X] donnent
le méme résultat.

Si (A,B) € K[X]?, et si B # 0, notons A = BS + R la division euclidienne
de A par B dans K[X], avec S et R € K[X] et deg(R) < deg(B). Alors S
et R € C[X] (car K C C), donc par unicité de la division euclidienne, c'est
également la division euclidienne de A par B dans C[X].
Les divisions euclidiennes de polyndmes de K[X] donnent le méme résultat dans
K[X] ou dans C[X]. Ainsi, en appliquant |'algorithme d'Euclide dans K[X] ou
dans C[X] a P et ), on obtiendra les mémes résultats a chaque étape, donc le
méme résultat final. Par suite, les pged de P et Q dans K[X] et C[X] sont les
mémes.

@ Ici utiliser la définition du pged ne pouvait aboutir. Il faut utiliser le
moyen pratique de calcul du pged.

2. Il faut se souvenir de la caractérisation de la multiplicité d’une racine via les
dérivées. En particulier, a est racine simple de P si et seulement si P'(a) # 0 et
P(a) =0.

e Supposons que P n’ait que des racines simples dans C. Soit R un diviseur
commun 3 P et P’ dans K[X]. Ona donc (U, V) € K[X]? tel que P = RU
et P/ = RV.Si R n'est pas constant, il admet une racine a dans C. Alors
P(a) = R(a)U(a) =0 et P'(a) = R(a) V(a) =0, donc a est racine de P,
de multiplicité au moins 2. Absurde! Ainsi R est constant, et le pgcd de P
et P’ dans K[X] vaut 1.

e Supposons maintenant que le pged de P et P’ dans K[X] vale 1. Si a est
racine de P, on a (X — a)|P. Comme (X — a) ne divise pas P’ (sinon il
diviserait le pgcd de P et P’ dans C[X], qui est le méme que celui dans
K[X], donc 1), on a P’(a) # 0. Ainsi a est racine simple de P.

3. On écrit P sous sa forme de polyndéme scindé. On trouve alors facilement les
diviseurs communs & P et a P’.

Notons ay,...,a, les racines (deux a deux distinctes) de P dans K, de multi-

plicités respectives my1, ..., m,. Pour i entre 1 et 7, (X — a;)™i~! divise P et

P’ (car a; est racine de P’ de multiplicité m; — 1). Comme les (X — a;)™ !
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sont deux a deux premiers entre eux, on en déduit que
T
Q=[](X —a;)™ " divise P et P'.
i=1

Réciproquement, soit R un diviseur commun a P et P’. Comme R divise P, il
a les mémes facteurs irréductibles, et R est de la forme

T

H(X — ai)ﬂ" avec 3; < my;

i=1
pour tout ¢ entre 1 et r. Si 3; = m;, alors (X — a;)™ divise R, donc P’ et
a; est racine de P de multiplicité m; + 1... absurde! Ainsi 8 < m; — 1, puis R
divise Q. Q est donc le pged de P et P’.

@ On retrouve bien entendu le fait que ce pged vaut 1 si les racines sont
toutes simples.

Exercice 1.15 : Exemple de polyndme irréductible N

Soient K un sous-corps de C et a € K. On note P le polynéme X? — a, p étant
un nombre premier.

1. Soient @ et R € K[X] unitaires non constants tels que X? —a = QR, si
n = deg(Q) et b = (—1)" Q(0), montrer que b = a”.

2. En déduire que si P n’a pas de racines dans K, alors P est irréductible dans
K[X].

1. Le fait de poser b = (—1)™ Q(0) fait penser aux relations coefficients/racines : b est
le produit des racines de (). Comme les racines de () sont des racines p-iemes de a, on
obtiendra le résultat. On part alors de la forme factorisée de P pour faire apparaitre
ces racines.

Notons ,
pra:H(X—ri)
i=1

la forme factorisée de XP — a dans C. Comme @ divise P, ) est de la forme

n
H(X - Tkj)v
j=1
avec kq,...,ky, entre 1 et p. Par les relations coefficients/racines, on en déduit
que b = 1y, ...7,. Comme pour tout j € {1,...,p}, 7%, est racine de P,
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rh = a. Ainsi
J

2. La question précédente nous invite & raisonner par I’absurde. Le fait que p soit
premier va permettre d’obtenir une relation de Bezout entre p et n, avec laquelle on
va réussir a construire un élément de K, qui mis a la puissance p, donne a.

Supposons que P n’admette pas de racines dans K. Si l'on peut écrire P = Q R
avec @ et R non constants dans K[X], d'apres la question précédente, b = a™

avec b= (—1)"Q(0) € K et n = deg(Q).

Orn < p, donc n est premier avec p. On a donc (u,v) € Z? tel que pu+nov = 1.

Notons que a # 0 (sinon P admet 0 comme racine), donc b # 0. On a alors
(bv au)p — pPY gPY — (bp)v aPt = (an)'u aP¥ = anv+pu —a

donc b” a* € K est racine de P... absurde! Ainsi P est irréductible dans K[X].

@ C’est seulement dans ce cas particulier que P n’a pas de racines im-
plique P irréductible. Cet énoncé reste faux dans le cas général, pour
des polynomes de degrés supérieurs a 4.
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Réduction 2

Exercice 2.1 : Eléments propres d’un endomorphisme

d’un espace de polynomes

Soit K =R ou C. Pour P € K[X] on pose :
®(P)=(2X +1)P - (X2 - 1)P".

1. Montrer que ® est un endomorphisme de K[X].

2. Soit P est un vecteur propre de ®. Montrer que P’ # 0 et en déduire le degré

de P.
3. Déterminer les éléments propres de ®.

1. Ce genre de question, extrémement courante au début d’un exercice d’algebre
linéaire, ne présente en général aucune difficulté : il s’agit simplement de vérifier que
® est linéaire a partir de la définition méme de la linéarité.

Soient (A, 1) € K2 et (P, Q) € K[X]2. Alors :

PAP+uQ)=(2X +1)AP+puQ) — (X2 —1)(AP+pQ).

D'une part, 2X + 1)(AP +p Q) = A2X + )P+ n(2X + 1)Q.
D’autre part,

(X2 D)AP+uQ) = (X2= (AP +pQ) = A (X2 = )P + (X2~ 1)Q.
Ainsi,
PAP+uQ)= 22X+ )P+ u(2X +1)Q)
— (VX2 )P 4 (X2 - 1)Q)
=AQ(P) +p2(Q)

donc P est linéaire.

2. La définition d’'un vecteur propre P de ® est : P # 0 et il existe A € K tel que
®(P) = A P. Cette derniere relation s’écrit

(2X +1)P— (X?-1)P'=\P

soit encore (2X +1— AP = (X2 - 1)P".
Pour montrer que P’ # 0, on peut raisonner par ’absurde en supposant P’ = 0.
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Soit P un vecteur propre de ®. Par définition, P £ 0 et il existe A € K tel que
O(P) = AP.

Si P’ = 0 la relation ®(P) = A P se réduit a (2X +1—X)P =0 et donc P =0,
ce qui est exclu. Ainsi, P’ # 0.

Soit n = deg(P) € N et notons

n
P = Zaka avec a, # 0.
k=0

Comme P’ #0, P n'est pas constant, donc :

n—1

n>let P'=> (k+1)ay X"

k=0
Le degré de (2X +1 — \)P est n+ 1 et son coefficient dominant est 2 a,,.
De méme, (X2 — 1)P’ est de degré n + 1 et son coefficient dominant est n a,,.
Vu que ces deux polynémes sont égaux et que a,, # 0, on a n = 2. Ainsi :

si P € Ker(® — A1Id) et P #0 alors deg(P) = 2.

3. Puisque l'on sait que les vecteurs propres de ® sont de degré 2, on peut les écrire
aX?+bX +c (avec a # 0) et injecter ceci dans la formule définissant ® : on obtiendra
ainsi un systéme d’équations vérifié par (a, b, ¢). Il ne restera plus qu’a résoudre ce sys-
téme pour trouver les vecteurs propres. Comme A interviendra, on sera éventuellement
amené a distinguer divers cas selon la valeur de ce parametre.

Soit A une valeur propre de ® et P un vecteur propre associé. Alors P est de
degré 2; notons P = aX? 4+ bX + c avec a # 0. On a alors

(2X +1-ANP =2aX3+ (2b+ (1 —N)a)X? + (2c+ (1 = N\D)X + (1 - e
et
(X2-1)P =(X?*-1)2aX +b)=2aX>+bX?>—-2aX —b.
Ainsi, la relation
(2X +1-\NP=(X?-1)P
s'écrit
2a X34+(2b+(1-2)a) X2 +(2c+(1-Nb) X +(1-N)c = 2a X34+b X?—2a X —b
soit, aprés simplification et regroupement des termes dans le membre de gauche :
b+ (1-Na)X?+ (2(c+a)+(1—=AND)X +b+(1—Nec=0.
Un polyndme est nul si, et seulement si, tous ses coefficients sont nuls. P est
donc vecteur propre si et seulement si on a le systeme
(1-=XNa+b=0
(S) (I=XMb+2(a+¢)=0
(I=XNc+b=0
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La présence du facteur (1 —\) dans ces équations suggere d’étudier séparément le cas
A = 1. En effet, dans ce cas, les équations se simplifient considérablement. Dans le
cas A # 1, nous pourrons au besoin diviser par 1 — X\ pour extraire a, b et ¢ de ces
équations.

@ Que 'on commence ou non par le cas A = 1, il ne faut pas oublier de
traiter ce cas a part.

Supposons A = 1 : le systéme équivaut 3 b = 0 et ¢ = —a; on a donc
P =a(X?—1). Ainsi, Ker(® — Id) = K(X?2 — 1) qui est de dimension 1.
1 est valeur propre de ® et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle

K(X2%—1).

Il reste a traiter le cas A # 1.

Supposons A # 1 : la premiére et la troisiéme équations donnent alors
(I-=XNa=(1-XNc

etdonca=c, car1 — X #0.

La deuxieme équation devient alors (1—A)b = —4a d’oli, comme b = —(1—MX)a

(1 —X)%a=4a. Comme a # 0, il vient (1 —\)?2 =4, soit 1 — X € {—2,2} et

enfin A € {—1,3}.

Nous avons donc, pour l'instant, restreint le nombre de cas a étudier : si A est une
valeur propre de ® et A # 1, alors A ne peut valoir que —1 ou 3.
Il reste a voir si ces scalaires sont bien des valeurs propres de ® et, le cas échéant,
déterminer le sous-espace propre associé. Ce sera aisé car le systéme (5) se simplifie
considérablement lorsque I'on assigne a A une valeur particuliere.

Ainsi, Ker(® + 1d) = K(X — 1)?; —1 est donc valeur propre de ® et le sous-

. Si A= —1: le systtme équivaut 3 b = —2a et c=a donc a P = a(X — 1)%
espace propre associé est K(X — 1)2.

Il ne reste plus qu’a traiter le cas A = 3 de maniére tout a fait analogue.

Si A = 3 : le systtme équivaut 3 b = 2a et ¢ = a donc a P = a(X + 1)2.

Ker(® — 3 1d) = K(X + 1)?; 3 est donc valeur propre de ® et le sous-espace
propre associé est K(X + 1)2.
En conclusion, les valeurs propres de ® sont —1, 1 et 3. De plus :

Ker(® — Id) = K(X* - 1)
Ker(® +1d) = K(X — 1)?
Ker(® — 3 Id) = K(X + 1)?
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Exercice 2.2 :

Eléments propres d’un endomorphisme
d’un espace de fonctions

Soit E l’espace vectoriel des applications continues de R, dans R. Pour f € E
on définit une application Ty : Ry — R par T¢(0) = f(0) et

vz e R% , Ty(x /f t)dt.

1. Montrer que, pour tout f € E, Ty € E.
2. Soit T: E — E, f — Tf. Montrer que T est linéaire.
3. Déterminer les éléments propres de T

1. Soit f € E. La fonction T est définie séparément sur R et en 0. Nous allons donc
vérifier séparément la continuité de Ty sur R} et en 0. Vu la définition de T il est
assez naturel de faire apparaitre une primitive de f.

F n
Soit F' la primitive de f sur Ry nulle en 0. Alors, pour > 0, T¢(z) = (l)
T

*

donc T est continue sur R (et méme en fait de classe € puisque F' I'est).
Par ailleurs F(0) = 0 donc :

F(x) - F(0)
x—0
Ainsi, Ty tend vers F'(0) = f(0) quand z tend vers 0, donc T} est également
continue en 0.
En conclusion, T est continue sur R, donc Ty € E.

Ve e Ry, Ty(x)=

2. Nous devons vérifier 'égalité T(A f + pg) = AT(f) + nT(g) pour tous f et g € E
et A et p € K. Autrement dit il faut vérifier, pour tout z € R, 1’égalité
T fipg(x) = ATf(x) + pTy(x).

Comme les fonctions de la forme T} sont définies séparément sur R et en 0, nous
allons distinguer a nouveau ces deux cas.

Soient (f,g) € E? et (\, 1) € R%. Alors :

e pour z > 0,

Ty o) =1 [ O f@+ua@)ar=2 [ soar? [ g
S ATy(@) + p Ty ().
e pour x =0,

T f1pg(0) = (A f+pg)(0) = A f(0) + 1 g(0)
= AT7(0) + pT4(0).
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Ainsi :

Vo Ry, Thging(®) = ATp(z) + pnTy(x)
cest-a-dire Th py g = ATp + puTy, soit TN f+pg) =AT(f) +pT(9).
T est donc linéaire.

3. La difficulté de la question est que 1’on ne connait pas a priori les valeurs propres
de T'. Nous allons donc chercher simultanément les valeurs propres et les sous-espaces
propres associés.

Soit A€ Ret f € Ker(f —A1Id). On adonc Ty = A f.
Alors f(0) = A f(0) et, pour tout réel z > 0, 1 / f@)dt = A f(x).
T Jo

Encore une fois, il y a deux conditions vérifiées par f. La seconde est une équation
intégrale : une relation entre f(x) et une intégrale de f avec une borne dépendant de
x, ¢’est-a-dire une primitive de f. Dériver cette équation par rapport & = permet de
se ramener & une équation différentielle vérifiée par f et donc de trouver la forme de
la fonction f.

En notant F' la primitive de f nulle en 0 on a donc, pour tout réel x > 0 :
F(z) =Xz f(x).

Comme F est dérivable, on en déduit que f l'est (si A\ = 0, F est constante
nulle donc f aussi et est dérivable) donc

Ve e RY, F'(z) =Xz f'(z)+ X f(2).
Comme F’ = f il vient enfin :
Ve e RY, Axf'(z)+(A—1)f(x)=0.

Ceci est une équation différentielle vérifiée par f... si A n’est pas nul! En effet, pour
nous ramener au cas d’une équation différentielle de la forme 3’ + a(x)y = 0, dont on
connait les solutions, il faut diviser par A z. La division par x ne pose pas de probleme
puisque I’équation est donnée pour x > 0. Il reste a distinguer le cas A = 0.

Supposons A = 0. Alors la relation précédente se réduit a :

Ve eRY, f(z)=0.

Par ailleurs, f(0) = A f(0) d'ou f(0) = 0. La fonction f est donc identiquement
nulle.
Ainsi, Ker(T) = {0}, ce qui montre que 0 n'est pas valeur propre de T'.

Nous pouvons ensuite rapidement résoudre 1’équation différentielle dans le cas A # 0.

Supposons X\ # 0. Alors f vérifie :
1\ 1

Vo eRY,  fl(x)+ <1 - ) ~f(@)=0.

Ainsi, il existe un réel k tel que :
1

Ve eRY, f(z)=kax '
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Maintenant que I’on connait la forme de f sur R%} nous pouvons étudier le probléme en
0. f est continue sur Ry donc en 0 ; cependant, pour certaines valeurs de A, ’expression
>l peut diverger quand x tend vers 0 : il faut donc distinguer a nouveau des cas
selon le comportement en 0 de cette fonction de x.

On sait que ce comportement dépend du signe de I'exposant de x, ce qui nous donne
trois cas a étudier. En soit, ’étude de chaque cas est simple puisqu’il s’agit de pro-
blemes de limites de fonctions usuelles.

1
@ Il faut étre prudent pour passer du signe de — —1 a une inégalité sur A :

en effet, A peut trés bien étre négatif et, dans ce cas, la multiplication
par A change le sens de 'inégalité.

Plus précisément :
1
° siX—l<0et)\>Oalorsl—)\<0donc)\>1;

1
esi——1<0etA<0Oalors1—X>0donc A< 1. Cependant, on a déja supposé

A < 0 donc cette nouvelle inégalité n’apporte pas de contrainte supplémentaire.
Ainsi : si % —1 < 0alors A < 0 ou A > 1. Réciproquement, si A < 0 ou A > 1, on
vérifie aisément que % — 1< 0. De méme :

° si%—1>Oet)\>0alors1—/\>Odonc)\<1. Comme on a supposé ici A > 0

on a donc en fait 0 < A < 1;

1
esi——1>0et A<0alors1— X< 0donc A > 1. Ceci est absurde : on ne peut
avoir a la fois A <0 et A > 1.

1
Ainsi : si Y 1 > 0 alors 0 < A < 1. Réciproquement, si 0 < A < 1, on vérifie
facilement que N 1>0.

1
Enfin, il ne faut pas oublier de traiter le cas 3 1 =0, c’est-a-dire simplement A = 1.

Distinguons trois cas.

1 1
o Si Y —1<0, c'est-a-dire A < 0ou A > 1: alors X~ tend vers +o0 quand
x tend vers 0. Comme f est continue en 0, sa limite en 0 est finie, ce qui
impose k = 0 et donc f = 0. Ainsi, Ker(T — X Id) = {0}, ce qui montre
que A n'est pas valeur propre de T.
1
e Si 3 1 =0, c'est-a-dire A = 1 : alors f(x) = k pour tout réel k > 0 et,

f étant continue en 0, il vient f(0) = k : la fonction f est donc constante
égale a k. Nous avons donc Ker(T' —Id) C R.
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Réciproquement, il est clair que toute fonction constante c vérifie T, = ¢ ;
ainsi, Ker(T'—1Id) = R. 1 est donc bien valeur propre de T et le sous-espace
propre associé est R, I'espace des fonctions constantes.
1 .
e Si X —1>0, c'est-a-dire 0 < A < 1: alors zx ! tend vers 0 quand x tend
vers 0T, donc f(0) = 0.
Pour alléger les notations, posons f(z) = #3 L si z > 0 et f,(0) = 0.
Nous avons montré : si A est une valeur propre de T telle que 0 < A < 1 et f
un vecteur propre de T, alors il existe un réel k tel que f =k f\. Autrement
dit, Ker(f — A Id) C R f».
Réciproquement, T¢, = Afy; on a donc Ker(f — A Id) = R fy. Comme
fx # 0, X est bien valeur propre de T.
En résumé, étant donné un réel X :
e si A< 0Oou)>1, A n'est pas valeur propre de T';
e 1 est valeur propre de T' et le sous-espace propre associé est R, I'espace des
fonctions constantes ;

e si 0 < A <1, X est valeur propre de T et le sous-espace propre associé est

Rfy.
Exercice 2.3 : Réduction d’une matrice d’ordre 3 ~
Diagonaliser la matrice
6 2 0
A= 2 3 0
—10 -5 2

La matrice étant d’ordre 3 le calcul du polynéme caractéristique peut étre un moyen
rapide de trouver les valeurs propres. Qui plus est, la présence des zéros de la derniere
colonne simplifie grandement le calcul et la factorisation de ce polynome.

Pour A\ e Kon a
A—6 =2 0

det(AIs —A)=det [ =2 X—-3 0
10 5 A—2
=((A=6)(A=3)-4)(A-2)
=\ -9\ +14) (A - 2)
=(A=22\=T7).

Les valeurs propres de A sont donc 2 et 7.
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Pour vérifier que A est diagonalisable nous allons calculer les dimensions des sous-
espaces propres de f, ’endomorphisme de K? canoniquement associé a A, pour vérifier
que leur somme est 3.

propre) et elle est inférieure ou égale a 1 (I'ordre de multiplicité de 7 comme

- La dimension de Ker(f — 7 Id) est au moins 1 (par définition d'une valeur
racine du polyndme caractéristique).

@ Dans le cas d’une valeur propre simple, le sous-espace propre associé est
automatiquement de dimension 1. Pour les valeurs propres multiples,
on a seulement un encadrement de la dimension.

Il reste a déterminer la dimension du sous-espaces propre associé a la valeur propre
2.

Soit (z,y,2) € K3 tel que (z,y, z) € Ker(f—2 Id). Il vient, d'apres |'expression
de A — 213, le systéme :
4dx+2y=0
22+y=0
—10xz—-5y=0
qui se réduit en fait a une seule équation car elles sont toutes trois proportion-
nelles :
2z +y =0.
Ainsi Ker(f —2 Id) est de dimension 2, qui est la multiplicité de 2 comme valeur
propre de f.
A est donc bien diagonalisable.

11 faut maintenant trouver une base de chacun des espaces propres. Pour Ker(f—2 Id),
il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires pour en avoir une base.

On vérifie aisément que, si (e1,eq,e3) désigne la base canonique de K3, les

vecteurs e3 et e; — 2ey sont propres pour f et associés a la valeur propre 2.
Comme ils ne sont pas colinéaires et que dim(Ker(f — 2 Id)) = 2, ils forment
une base de ce sous-espace propre de f.

Enfin, le sous-espace propre associé a 7 est de dimension 1 : il suffit donc de trouver
un vecteur non nul de cet espace et il en constituera automatiquement une base.

-1 2 0

A-Tli=( 2 -4 o0
-10 -5 =5
dong, si f(x,y,2z) =0, on a
—r+2y=0
20 -4y =0

—10x—-5y—52=0
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Les deux premiéres équations sont proportionnelles a I'équation z — 2y = 0. La
derniére, divisée par —5, est équivalente a3 2x+y+ 2z = 0. On a donc le systéeme

équivalent plus simple :
r—2y=0
2¢+y+2=0

On vérifie aisément que 2e; +e2—5e3 € Ker(f —7 Id). Comme ce sous-espace
propre de f est de dimension 1, ce vecteur propre en forme une base.
Posons

Uy = €3

Ug = €1 — 2 €9

uz =2e; +ex—Ses
Alors, d'aprés ce qui précede, (uy,us,us3) est une base de K3 constituée de
vecteurs propres de f.

Il reste a déterminer la matrice de passage.

La matrice de passage de (e, e2,¢e3) a (u1, us, us) est
0 1 2

P=10 -2 1

1 0 -5

Il n’y a aucun calcul & faire pour déterminer P~1AP. En effet, ce n’est autre que la
matrice de f dans la base (u1,ug,us).

0y
-|

v

Sauf si ’énoncé le demande explicitement, ou si une question suivante
le nécessite, le calcul de P~! n’est pas nécessaire.

Comme f(u1) =2uq, f(uz) = 2usg et f(ug) = 7ug nous obtenons, sans calcul
supplémentaire :

PlAP =

O O N

0
2
0

~N O O

Connaitre a priori la dimension d’un sous-espace vectoriel est extréme-
ment pratique pour en déterminer une base, surtout en petite dimen-
sion, comme on vient de le voir : si la dimension est 1 il suffit de trouver
un vecteur non nul, si elle est 2 il suffit de trouver deux vecteurs non
colinéaires.
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Exercice 2.4 : Diagonalisation ~

Soient un entier n > 3 et

1 1
Déterminer les éléments propres de A . Est-elle diagonalisable ? Que vaut son
déterminant 7

Nous allons d’abord déterminer les valeurs propres en cherchant les réels A pour
lesquels le systeme AX = A X (X € #,1(R)) posséde au moins une solution X # 0.

En taille n, il ne faut pas toujours se lancer téte baissée dans le calcul

@ du polynoéme caractéristique. Dans certains cas, il est plus simple de
résoudre le systeme AX = A X, surtout lorsqu’il faut déterminer les
espaces propres.

Iy

Pour A\e Ret X = [ : | € 4, 1(R) non nul, X est vecteur propre de A de

Tn
valeur propre associée A si et seulement si AX =\ X.
L'égalité AX = A\ X est équivalente au systéme :

1+t T, =
Z1+(L'2:)\CE2

(5)

T+ Ty = )\xn

En particulier, pour k € {2,...,n} : 21 = (A—1) . Ainsi, il est naturel de distinguer
le cas A = 1.

Supposons \ # 1. Alors les équations 2 a n donnent
1

k 2,... =
Vke{2,...,n}, xp 1

ce qui montre en particulier que x5 = --- = x,,.
La premiére équation, compte tenu de ces égalités, se réduit alors a

1+ (n—1)xs = Aay.
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Par ailleurs, nous avons vu que x5 = o1 x1 d'ou enfin :

n—1

e A=D1z ie. (n—1Dz=0\-1)>2z;.

Peut-on diviser par x; afin de déterminer les valeurs possibles de A7 Si x; est nul,

alors pour k > 2 : xp, = 21 = 0. On a donc X = 0, ce qui contredit ’hypothese

A—1
faite sur X.

Si x1 était nul, X serait nul, ce qui est exclu. Ainsi :

(n—1)=(A—1)°

d’ol I'on tire les valeurs possibles de A : si A est une valeur propre de A distincte
delalorsA=1++yvn—1louAl=1— vn—1

Remarquons que ces deux valeurs propres potentielles sont distinctes.

Il faut désormais déterminer si ce sont bien des valeurs propres de A et, si oui, déter-
miner le sous-espace propre associé.

Ce ne sera pas bien difficile car I’essentiel des calculs a déja été effectué précédemment :
il suffit de remplacer \ par 'une des deux valeurs possibles trouvées ci-dessus.

Soient Ay = 1+ v — 1 et By = Ker(A — A\ I,,).

D’aprés les calculs précédents, X € E; si et seulement si
1 1

Vke{2,...,n}, xp=

o . T .
Autrement dit, si et seulement si, z = z1(v/n — 1,1,...,1)" ce dont on déduit

que By =R(vn—1,1,...,1)".
En conclusion : 1 4+ +/n — 1 est valeur propre de A et le sous-espace propre
associé est la droite R(v/n —1,1,..., l)T

@ Dans ce qui précede, 'utilisation du signe transposée n’est ici utilisé
que par commodité typographique. Il vaut mieux écrire les vecteurs
colonnes.

Le cas de 1 — v/n — 1 se traite identiquement.

Soit g =1— y/n—1et By =Ker(4—X1,).

D'apres les calculs précédents, X € Es si et seulement si
1 1

T, =—
1" Vn—1
Autrement dit, si et seulementsiz = z1(—+vn — 1,1,..., 1)T ce dont on déduit

que By = R(—+/n — 1,1,...,1)T.

Vke{2,...,n}, axp=
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En conclusion : 1 — v/n — 1 est valeur propre de A et le sous-espace propre
o . T
associé est la droite R(—+/n—1,1,...,1)".

Tl reste & étudier le cas A = 1. Dans ce cas, le systéme (S) se simplifie considérablement.

Supposons A = 1 : le systéme (S) se réduit a deux équations :
1 +--+x,=0
Tr1 = 0

la premiére se simplifiant méme en x5 + - - - + z,, = 0. Ainsi, en notant
x
By = ey (R); oy =0etag+---+2, =0
Tn
on a Ker(4—1,,) = Es.

Nous n’avons pas encore tout a fait démontré que 1 est valeur propre de A : il pourrait
en effet se faire que E3 soit réduit & {0}.

D’une part, une solution de (S) vérifie nécessairement z; = 0.

D’autre part, comme n > 3 l’équation x5 + --- + x, = 0 contient au moins deux
termes ; il suffit d’en prendre un égal & 1, un autre égal & —1 et tous les autres nuls
pour en avoir une solution non nulle. Nous aurons ainsi bien utilisé le fait que n > 3.

Soit le vecteur X = (0,1,—1,0,...,0)" (sin > 3) ou X = (0,1,—1)" (si

n = 3). Alors X € Ej5 car les coordonnées de X vérifient bien z; = 0 et
o + -+ 4+ x, = 0. De plus, X # 0. Ainsi, E5 n'est pas réduit a {0}. Ceci
montre que 1 est valeur propre de A et que le sous-espace propre associé est
FEs.

En conclusion, A posséde trois valeurs propres : 1 4++/n —1,1— /n—1et 1.
Les sous-espaces propres associés sont respectivement F1, Fs et Ej3.

A est diagonalisable si et seulement si, la somme des dimensions de ses sous-espaces
propres est n.

11 est clair que dim(F;) = dim(F53) = 1. Reste a calculer dim(FEs), la difficulté étant
que E3 est donné par un systeme d’équations.

Pour déterminer cette dimension, on peut chercher une base de E3. Cependant, on
peut aussi calculer cette dimension par le théoréme du rang. En effet, il est souvent
assez simple de déterminer le rang d’une matrice par des opérations élémentaires sur
les lignes et les colonnes. Parfois, le rang est méme évident sans qu’il n’y ait a faire
ces opérations; c’est le cas quand beaucoup de colonnes sont colinéaires voire égales.

Déterminons la dimension de Fs5 :
dim(E3) = dim(Ker(A — A\L,)) =n —rg(A—1,)

La matrice
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| est derang 2 donc dim(E3) =n — 2.

@ Connaitre la dimension de Fj3 facilite la recherche d’une base de cet
espace : en effet, il suffirait désormais de trouver une famille libre de
n — 2 vecteurs de E3 pour en avoir une base.

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A est n donc A est
diagonalisable.

A est donc semblable a la matrice
A1 0
A2

0 1
et en particulier a méme déterminant, a savoir

Mz=(1+vn—-1)(1—-+vn—-1)=2—n.

@ Si n = 2, les équations vérifiées par les éléments (xl,xg)T € E3 se
résument & x1 = xo = 0; ainsi, E3 = {0} est 1 n’est pas valeur propre
de A. En revanche, comme vn —1 =1, A\; = 2 et Ay = 0 sont valeurs
. . : T
propres distinctes de sous-espaces propres associés respectifs R(—1,1)
et R(1,1)" et A est encore diagonalisable.

Exercice 2.5 : Trigonalisation N

Soit la matrice :

-3 -2 0
A=|6 3 1|ec.®).
4 0 3

On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

1. Calculer les puissances de A — I3.

Pour k € {1,2,3} on pose Ej = Ker((f — Id)*).

2. Démontrer que dim(Ey) = k.

3. En déduire une base (u1,us,us) de E3 telle que (u;) est une base de E; et
(u1,uz) est une base de Es.

4. Déterminer une matrice B triangulaire supérieure et semblable a A ainsi que
les matrices de passage correspondantes.
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1. Cette question est un simple calcul de produits matriciels.

On a successivement :
-4 -2 0 4 4 =2
A-Tz3=|6 2 1], (A-T3)*=|-8 -8 4
4 0 2 -8 -8 4
et (A—13)3 = 0. Au vu de cette derniére relation on a donc (A —13)"™ = 0 pour
tout n > 3.

2. D’une maniere générale, si g et h sont deux endomorphismes d’un espace vectoriel,
on a toujours Ker(h) C Ker(go h) : en effet, si h(z) = 0, alors

(g o h)(x) = g(h(x)) = g(0) = 0.

‘ On a les inclusions :

Ker(f —1d) C Ker((f —1d)?) C Ker((f —1d)?) = R®.

Le théoréme du rang permet de faire le lien entre la dimension de Ker((f — Id)¥) et
rg((f — T)*) = 1g((A — Ty)*).

Pour calculer le rang, on dispose d’une méthode générale consistant a effectuer des
opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. Cependant, on peut aussi parfois
identifier le rang immédiatement : c’est ici le cas de (A — I3)3, qui est nulle donc de
rang nul, et (A —I3)2, dont toutes les colonnes sont colinéaires.

On calcule les dimensions des noyaux a I'aide du rang.
e Comme (A —13)3 =0, (f —1Id)® = 0 et donc Ker((f —1d)?) = R®. Ainsi,
e Les colonnes de la matrice (A—1I3)? sont colinéaires; ainsi, rg((A—13)?) < 1.
Par ailleurs (A — I3)? # 0 donc rg((A — I3)?) # 0.
Ainsi, rg((f — Id)?) = 1 donc, d'apres le théoréme du rang, on en déduit
que dim(Ker((f — Id)?)) = 2.
e La matrice A — I3 n’est pas nulle et posséde deux colonnes non colinéaires :
son rang est donc au moins 2.

Si son rang était 3, elle serait inversible et donc toutes ses puissance égale-
ment, en particulier (A*Ig)g, qui est nulle. Ainsi, A—1I3 n'est pas inversible,
donc son rang est 2. On en déduit dim(Ker(f —1Id)) = 1.

Nous aurions aussi pu remarquer, pour cette derniére matrice, que la premiére colonne
est une combinaison linéaire des deux autres (le double de leur somme).

3. 1l est aisé de construire des bases de ce type. En effet, une base de F; est une
famille libre de E> donc peut étre complétée en une base de Es, etc.
Nous connaissons les dimensions des espaces E}, ce qui simplifie la détermination de
bases. En effet :
e F; est de dimension 1, donc toute famille libre & un élément en est une base.
Autrement dit, on peut prendre pour u; n’importe quel élément non nul de Fj.
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e F est de dimension 2. La famille (u,us) étant de cardinal 2 = dim(FE>) il suffit
qu’elle soit libre pour étre une base de Fy. Autrement dit, si us est n’importe quel
vecteur de Fs non colinéaire & uy, (ur,us) est une base de Fs.

e Enfin, F3 = R? est de dimension 3. Sachant que (u1, uz) est libre, il suffit donc de
prendre pour usg n’importe quel vecteur n’appartenant pas a Vect(uq,uq), c’est-
a-dire & Es, pour que (uy,us,uz) soit également libre, et donc une base de R3
puisqu’elle a 3 = dim(R?) vecteurs.

On voit en particulier qu'il y a beaucoup (en fait, une infinité) de choix possibles pour
une telle base. Nous essaierons donc de faire en sorte que les vecteurs uy choisis soient
« les plus simples possibles ». En pratique, ceci signifie qu’on essaiera de faire en sorte
que leurs coordonnées dans la base canonique soient de petits entiers. Ceci permettra
d’avoir des matrices de passage simples.

@ Il ne faut surtout pas chercher la base demandée sous forme de trois
vecteurs ayant chacun trois coordonnées inconnues.

Commengons donc par chercher un élément non nul de E; = Ker(f — Id).
Si (z,y,2) € Ey alors

T 0
(A-I3) |y ] = {0
z 0
ce qui se traduit par le systéme :
—4x—-2y=0
6r+2y+2=0
4z 4+22=0
La premiere équation donne y = —2z et la troisiéme z = —2x. Ainsi, on obtient

(z,9,2) = x(1, -2, —2). Réciproquement, (1,—2, —2) est bien solution de ce systéme

donc le vecteur u; = (1, —2,—2) est un élément non nul de Fj.

Alternativement, les égalités (f —1d)3 = (f —Id) o (f — Id)? et Ker((f —1d)3) = R?

entrainent Im((f — Id)?) C Ker(f — Id). Il suffit donc de trouver un élément non nul

de Im((f —Id)?). Ceci est facile puisque les vecteurs colonnes de la matrice (A — I3)?
1

engendrent Im((f —Id)?); comme ces colonnes sont colinéaires & [ —2 |, on retrouve
-2

le fait que (1, —2,—2) est élément de Ker(f — Id).

| On vérifie facilement que u; = e; — 2e3 — 2e3 est un vecteur non nul de Eq,

qui est de dimension 1. La famille (u;) est donc une base de Ej.

Cherchons & compléter (u;) en une base de Ker((f — Id)?). Pour cela, il suffit de
trouver un vecteur uy € Ker((f — Id)?) non colinéaire a uj.

Siug = re; +yes + zes, la relation (f — Id)?(uz) = 0 donne 22 + 2y — z = 0. On
peut chercher us convenant avec un maximum de coordonnées nulles pour faciliter les
calculs ultérieurs.
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Si deux des coordonnées sont nulles, la relation 2x+2y—z = 0 montre que la troisieme
est nulle et donc uy également, ce qui est exclu.

Si x = 0, alors on peut prendre y = 1 et z = 2. On obtient ainsi bien un vecteur qui
n’est pas colinéaire & u;.

‘ On a £y C Es, donc u; € FEs. Le vecteur e; + 2e3 n'est pas colinéaire a u;

et est bien élément de Fy donc (up,us) est une famille libre de E5. Comme
dim(E>) = 2, c'est bien une base de Es telle que (u;) est une base de Fj.

@ On aurait aussi bien pu choisir y = 0 puis ¢ = 1 et 2 = 2, ou z = 0 puis
x=1et y=—1, ou méme des coordonnées toutes non nulles, comme
z=y=1let z=4.

Enfin, on peut prendre pour us n’importe quel vecteur qui n’est pas élément de Fs,
c’est-a-dire uz = r ey +yes+zeg avec 2x+2y—2z # 0. Encore une fois, une infinité de
choix se présente mais il y en a de plus simples que d’autres : prendre deux coordonnées
nulles et la troisieme égale a 1. N’importe lequel des trois vecteurs e;, es et e3 est un
choix convenable pour us. Nous allons cependant choisir us = ez afin que la matrice
de passage soit triangulaire : vu qu’il faudra effectuer un calcul de changement de
base, donc en particulier inverser cette matrice de passage, autant la choisir de sorte
que les calculs soient les plus simples possibles !

I Le vecteur uz = ez n'appartient pas a Fs; la famille (uq,us,us) est donc une

famille libre de E3, qui est de dimension 3, et en est donc une base.
En résumé, nous avons :
Uy = €1 72627263
Ug = €9 + 2 €3
ug = €3

4. Les relations précédentes donnent la matrice de passage demandée.

La matrice de passage de (e, e2,€e3) a (u1, us, us) est
1 00
P=(-2 1 0
-2 2 1

Il s’agit désormais d’inverser le systeme précédent pour exprimer les e; en fonction
des u;. Ceci est facile car la matrice est triangulaire.

La définition de (uq,us,us) donnée précédemment permet d'obtenir aisément :
€1 = U1 +2U2 72’[1,3
€y = Ug — 2’(1,5
€3 = U3
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La matrice de passage de (u1,us,us) a (e, eq,es) est donc :

1 0 0
Pl=12 1 0
-2 -2 1

Enfin, en notant B la matrice de f dans la base (u1,ug,u3),on a P~1AP = B.
On en déduit :

1 -2 0
B=10 1 1
0 0 1
Exercice 2.6 : Réduction d’une matrice a parameétres N
Pour quelles valeurs des scalaires a, b, ¢ et d la matrice
1 a b
A=10 2 ¢
0 0 d
est-elle diagonalisable 7

Cette matrice est triangulaire : ses valeurs propres sont donc simplement ses coeffi-
cients diagonaux.

Partant des valeurs propres, il suffit de déterminer la dimension des sous-espaces
propres associés pour déterminer si la matrice est ou non diagonalisable : une condition
nécessaire et suffisante pour qu'une matrice de taille n soit diagonalisable est que
chaque son polynéme caractéristique soit scindé et que chaque sous-espace propre soit
de méme dimension que la multiplicité de la valeur propre associée. Un tel calcul de
dimension de noyau peut se ramener a un calcul, plus simple, de rang via le théoreme
du méme nom.

@ Lorsque I’énoncé ne demande pas de diagonaliser une matrice, il n’est
pas nécessaire de résoudre le systeme associé a chaque sous-espace
propre.

Il y a visiblement trois cas a distinguer selon que d = 1, d = 2 ou d ¢ {1,2}.
En effet, dans ce dernier cas, la matrice a trois valeurs propres distinctes. D’une
maniere générale, si une matrice n X n possede n valeurs propres distinctes, elle est
diagonalisable.

La matrice A étant triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients diago-
naux : 1, 2 et d.

Supposons d ¢ {1,2}. A est alors une matrice 3 x 3 possédant 3 valeurs propres
distinctes donc A est diagonalisable.
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Dans les cas d =1 et d = 2, les rangs de A — I3 et A — 213 se calculent sans peine.

Supposons d = 2. Les valeurs propres de A sont 1 (simple) et 2 (double).
D'une part, dim(Ker(f —Id)) = 1 (puisque 1 est valeur propre simple).
D’autre part,

-1 a b
A-2I3=[ 0 0 ¢
0 0 0

Si ¢ = 0, cette matrice est de rang 1. Sinon, elle est de rang 2. La dimension
de Ker(f —2 1Id) est donc 2sic=0et 1si ¢ # 0.
Ainsi : si d = 2 A est diagonalisable si et seulement si ¢ = 0.

Traitons enfin le dernier cas.

Supposons d = 1. Les valeurs propres de A sont 1 (double) et 2 (simple).
D’une part,

0
A-I;=1{0
0

o~ 2

b
c
0
Cette matrice est de rang 1 ou 2 selon que ac = b ou non. Ker(f — Id) est
donc de dimension 1 (si ac # b) ou 2 (si ac = b).

D'autre part, dim(Ker(f — 2 Id)) = 1 (car 2 est valeur propre simple).

En particulier, la somme des dimensions des sous-espaces propres est 3 si, et

seulement si, ac = b.
Ainsi : si d =1 A est diagonalisable si et seulement si ac = b.

La condition nécessaire et suffisante de diagonalisabilité peut se résumer ainsi :

d ¢ {1,2} ou (¢,d) = (0,2) ou (b,d) = (ac,1).
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Exercice 2.7 : Diagonalisation simultanée N

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
1. Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables de E. Montrer que les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) il existe une base Z de F telle que Matg(u) et Matg(v) sont diago-
nales;

(2) uov =vou.
2. Soit A un sous-ensemble non vide de .Z(F) dont tous les éléments sont dia-
gonalisables. On suppose que, pour tout (f,g) € A%, fog = go f. Montrer qu’il
existe une base & de E telle que, pour tout f € A, Matg(f) est diagonale. On
pourra raisonner par récurrence sur n en distinguant le cas ou tous les éléments
de A sont des homothéties.

1. Pour montrer I’équivalence, on doit faire deux implications. On commence par la
plus simple.

1 = 2 : notons (e1,...,e,) les vecteurs de A. Il existe des scalaires

ALy Ap €t pi1, ..., pin tels que, pour tout 7 : u(e;) = \;e; et v(e;) = pie;.
En particulier, u(v(e;)) = A p; e; et v(u(e;)) = pi Ai €;; uov et vowu coincident
sur la base A et sont donc égaux.

Alternativement, on aurait pu considérer U (resp. V) la matrice de u (resp. v) dans
A et constater que, ces deux matrices étant diagonales, on a UV =V U.

L’autre implication est plus difficile. Rappelons une propriété fondamentale des sous-
espaces propres : si deux endomorphismes d’'un espace vectoriel commutent, tout
sous-espace propre de 1'un est stable par 'autre.

Nous savons que F posséde une base de vecteurs propres pour u et aussi une base de
vecteurs propres pour v. Le but de la question est de démontrer qu’il existe une base
constituée de vecteurs propres pour u et v simultanément. Le probléme est qu'une
base de vecteurs propres pour I'un n’a a priori aucune raison d’étre une base de
vecteurs propres pour 'autre.

Cependant, si u est une homothétie, tout se simplifie : toute base de E est une base
de vecteurs propres pour u donc n’importe quelle base de vecteurs propres pour v est
aussi une base de vecteurs propres pour u.

Dans le cas général, u n’est pas forcément une homothétie mais v induit une homo-
thétie sur chacun de ses sous-espaces propres. Si F' est un sous-espace propre de u et
que F est stable par v alors 'endomorphisme v de F' induit par v est diagonalisable
(car v lest) et endomorphisme up induit par u est une homothétie (par définition
d’un sous-espace propre). On peut donc trouver une base de F' consitutée de vecteurs
propres de vr et qui seront automatiquement vecteurs propres de up. Il faudra en-
suite « remonter » a I'espace E et aux endomorphismes u et v ; pour cela, on pourra
utiliser le fait que F est la somme directe des sous-espaces propres de u.
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Il faut donc savoir si les sous-espaces propres de u sont bien stables par v. Justement,
il est supposé que u et v commutent, donc tout sous-espace propre de u est stable par
.

2 — 1 :u et v commutant, tout sous-espace propre de |'un est stable par

['autre.
De plus, tout endomorphisme induit sur un sous-espace stable par un endomor-
phisme diagonalisable est diagonalisable. Notons A1, ..., A, les valeurs propres

distinctes de u et Ey, = Ker(u — A, Id) les sous-espaces propres associés.
Pour chaque k, Ej est stable par v car u et v commutent et Fj est le noyau
d'un polynéme en u. v induit donc un endomorphisme vy, de E}. v étant diago-
nalisable, vy I'est également : il existe une base %, de E}, constituée de vecteurs
propres de vy, (et donc de v).

Par ailleurs, Ej est un sous-espace propre de u : tous ses éléments sont donc
vecteurs propres de u. En particulier, les vecteurs de la base %} sont propres
pour u. Ainsi, %), est une base de FEj dont tous les éléments sont vecteurs
propres de u et de v.

Soit % la famille de vecteurs obtenue en concaténant %,...,%,.. Comme
chaque famille %y est une base de E; et que E est la somme directe des Ey,
2B est une base de E. Dans cette base, les matrices de u et de v sont diagonales.

2. Si tous les éléments de A sont des homothéties, il n’y a rien a faire : la matrice
d’une homothétie dans n’importe quelle base est diagonale et donc n’importe quelle
base de E convient.

Dans le cas contraire, I'un des éléments de A n’est pas une homothétie : nous pouvons
nous ramener & des espaces de dimension plus faible (pour pouvoir raisonner par
récurrence sur la dimension) en considérant ses sous-espaces propres. En effet, un
endomorphisme diagonalisable qui n’est pas une homothétie possede plusieurs sous-
espaces propres, qui sont donc tous de dimensions strictement inférieures a celle de
E.

@ On aura besoin de I'’hypothése de récurrence pour un k < n + 1, mais
on ne sait pas lequel. Il faut donc faire une récurrence forte.

Montrons par récurrence forte sur n € N* la propriété H, : « Si E est un

espace vectoriel de dimension n, A un sous-ensemble non vide de .Z(FE) dont
les éléments sont diagonalisables et commutent deux a deux, alors il existe une
base & de E telle que, pour tout f € A, Matg(f) est diagonale. »

e H; est vraie car toute matrice 1 x 1 est diagonale.

e Soit n € N* tel que Hy,...,H,. Considérons un espace vectoriel E de
dimension n 4 1 et A une partie non vide de Z(E) dont les éléments sont
diagonalisables et commutent deux a deux.
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Si tous les éléments de A sont des homothéties, n'importe quelle base de

convient.
Sinon, soit un élément f de A qui n'est pas une homothétie. f est diagona-
lisable par hypothése et, en notant Fj, ..., E,. ses sous-espaces propres, on
T
adonc F = @ FE.
k=1

Par ailleurs, f n'est pas une homothétie donc f a plusieurs valeurs propres.
Ainsi, 7 > 2. On a donc dim(E1) + --- + dim(E,) =n+1, avec r > 2 et
dim(Ey) > 1, ce qui impose dim(Ey) < n pour k € {1,...,r}.

Pour tout élément g de A, Ej, est stable par g, car f et g commutent.
L'endomorphisme gj, de Ej induit par g est diagonalisable, car g I'est. Enfin,
pour tous get h € A, gxohy, =hgogy car goh=hog.

Ainsi, par hypothése de récurrence (H), avec p = dim(FEj) < n), il existe
une base %, de Ej, telle que, pour tout g € A, Matg, (g) est diagonale;
autrement dit, %), est une base de F), dont tous les éléments sont vecteurs
propres de tous les élements de A.

T

Comme F = @Ek la famille % obtenue en concaténant %A1, ..., %, est
k=1

une base de E.
Enfin, pour tout k € {1,...,7}, les vecteurs de %}, sont vecteurs propres
de tous les éléments de A; ainsi, les vecteurs de A sont vecteurs propres
de tous les éléments de A, ce qui montre que la matrice de n'importe quel
élément de A dans A est diagonale, ce qui conclut la récurrence.

Exercice 2.8 : Réduction des matrices de trace nulle ~

1. Soit E un K-espace vectoriel (K = R ou C) de dimension finie n > 1 et f un
endomorphisme de E. On suppose que, pour tout z € E, f(z) € Kz. Démontrer
que f est une homothétie, c’est-a-dire qu’il existe un scalaire A tel que f = A Idg.
2. Soit M € #,(K) une matrice non nulle de trace nulle. Montrer qu'il existe
P € GL,(K) telle que la premiere colonne de P~ M P soit nulle, sauf le deuxiéme
coefficient qui vaut 1.

3. Montrer que toute matrice de ., (K) de trace nulle est semblable & une
matrice dont tous les coefficients diagonaux sont nuls. On pourra raisonner par
récurrence sur 7.

1. Ce résultat n’a a priori rien d’évident. L’hypothese est que, pour tout élément x
de E, il existe un scalaire A, tel que f(z) = A, z. La conclusion est qu’il existe un
scalaire A tel que, pour tout élément = de F, f(x) = Az. Ces deux énoncés different
par lordre des quantificateurs : dans le premier cas, le scalaire dépend de x, alors qu’il
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n’en dépend pas dans le second! Autrement dit, il s’agit de montrer que les scalaires
Az sont en fait tous égaux.

@ Il faut bien faire la distinction entre une phrase logique du type Va, 3\,
ou pour chaque z, on obtient un A dépendant de x, et une phrase du
type 3\, Vz qui nous donne un A constant, qui marche pour tous les x.

Tous les éléments non nuls de E sont vecteurs propres de f ; en particulier, toute
base de E est une base de vecteurs propres de f (et donc f est diagonalisable).

Soit (e1,...,ey,) une base de E. Il existe des scalaires A1,..., A, tels que, pour
tout k € {1,...,n}, f(ex) = Mg ex. Il suffit de montrer que Ay = --- = \,.
Sin=1,il n'y arien a faire.
Sinon, pour k et [ distincts : f(ex + e;) = A ex + A ;. Mais il existe aussi un
scalaire i tel que f(er +e;) = p(er + 1) (4 = Ae,te, avec les notations vues
plus haut). Ainsi :

Aeer +Nep = p(ex+er).
Comme (eq,...,€ey,) est une base de F on a

)\kZ/J,:)\l.

Ainsi, A\p = -+ = A\,

2. Soit f ’endomorphisme de K" canoniquement associé & M. Supposons que P existe
et soit # la base de K" telle que P est la matrice de passage de la base canonique
a % : alors P"'MP est la matrice de f dans la base % et le fait que la premiere
colonne de cette matrice soit nulle, sauf le deuxieme coefficient qui vaut 1, signifie que
Iimage par f du premier vecteur de & est le deuxieme vecteur de Z. Ainsi, il s’agit
de démontrer I'existence d’une base (eq,...,e,) de E telle que f(e1) = es.

11 suffit pour cela de disposer d’un vecteur x tel que (z, f(z)) est libre : en complétant
n’importe comment cette famille en une base de E nous aurons une base qui convient.

Nous devons envisager le cas ou toutes les familles (z, f(x)) sont liées

@ puisqu’alors I'argument précédent ne tient pas. C’est précisément ici
qu’intervient le résultat de la premiere question : il faut distinguer
deux cas selon que f est une homothétie ou non.

Distinguons deux cas.
M est

e Si I'endomorphisme canoniquement associé f est une homothétie :
de la forme A1, et sa trace est An. Ainsi, A = 0 et donc M = 0, ce qui est
exclu. Ce cas est donc impossible.
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e Si f n'est pas une homothétie : il existe € FE tel que f(x) ¢ Ka. Si
ar+bf(x) =0 alors b = 0 (car sinon f(x) = — (%) xz € Kz) d'ou
ax = 0.z # 0 (car sinon f(z) = 0 € Kz = {0}) donc a = 0. Ainsi,
(z, f(x)) est libre. D'apres le théoréme de la base incompléte, il existe une
base # = (e1,...,e,) de E telle que e; = = et ex = f(x). Alors la premiere
colonne de Matg(f) est nulle, sauf le deuxiéme coefficient qui vaut 1, car
f(e1) = ea. En notant P la matrice de passage de la base canonique a 4, la
matrice précédente n'est autre que P~ M P, qui possede donc la propriété
désirée.

3. Conformément a l'indication, commengons une démonstration par récurrence.

Montrons par récurrence sur n € N* la propriété H, : « Toute matrice de
M (K) de trace nulle est semblable 3 une matrice dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls. »

e H; est clairement vraie puisqu'une matrice 1 x 1 de trace nulle est nulle.

e Soient n € N* tel que H,, est vraie et M € #,1(K) de trace nulle.

Si M = 0, M est semblable a elle-méme dont les coefficients diagonaux
sont nuls.

Si M # 0 il existe P € GLy,41(K) telle que

P 'MP =

avec L € M1 »n(K) et N € #,(K) d'aprés la deuxieme question.

Nous n’avons & ce stade fait que reprendre les résultats précédents.

Il reste a voir comment utiliser ’hypothese de récurrence : ou y a-t-il une matrice
d’ordre strictement inférieur a n + 1 et de trace nulle? Clairement, la matrice N
convient. Nous allons utiliser I’hypothese de récurrence pour réduire N et des produits
matriciels par blocs permettront de réduire M comme demandé.

On remarque que tr(N) = tr(P~!MP) = tr(M) = 0. Ainsi, par hypothése
de récurrence, il existe une matrice Q € GL,(K) telle que tous les coefficients
diagonaux de Q' NQ sont nuls.

Soit R = ) € Mni1(K). R est inversible, d'inverse <(1) 0 > .

1 0
0 Q Q!
Par ailleurs,

(PR)"'M(PR)=R™!

ne (Hotva )
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Ainsi, (PR)™!M(PR) est une matrice semblable & M dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls. La propriété est donc démontrée par récurrence.

Dans la derniere égalité, nous n’avons pas pris la peine d’expliciter tous les blocs de
la matrice : en effet, seuls les blocs diagonaux nous intéressaient ici.

Exercice 2.9 : Etude d’un endomorphisme d’un espace
d’endomorphismes

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. Pour f € Z(E) on
définit :
O L(E) > Z(E), g~ fog.
1. Vérifier que, pour tout f € Z(E), ¢y € L(ZL(F)).
2. Soit f € Z(E). Montrer que, pour tout P € K[X], P(®y) = ®p(y).
3. En déduire que @ est diagonalisable si, et seulement si, f l'est.
4. Soit A € K. Décrire Ker(®; — X Id ¢(g)) a l'aide de Ker(f — X Idg).

1. La notation ne doit pas effrayer : ®; est par définition une application de .Z(E)
dans lui-méme. Dire que ®; € Z(Z(FE)) n’est donc rien d’autre que dire que &y
est linéaire, c’est-a-dire que 'on a ®¢(Ag+ ph) = A®s(g) + p ®s(h) pour tous g et
h e Z(E) et X et p scalaires; cette derniere relation peut enfin s’écrire

foAg+puh)=AXfog+pufoh.

Finalement, comme dans presque toutes les questions demandant de vérifier qu’une
application est linéaire, il suffit simplement de le vérifier & partir de la définition.

@ Il faut bien faire la distinction entre les arguments de ® ¢ (des fonctions)
et les arguments de f (des vecteurs de E).

Soit f € Z(E). Pour tout (g,h) € Z(E)? et (A\,u) € K? on a
foAg+puh)=AXfog+ufoh
car f est linéaire. Ainsi :
Pr(Ag+ph)=fo(lg+puh)=Afog+ufoh
=A®;(g) +p®y(h)

et ®; est donc linéaire.
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n
2.51 P = Z ap X" on a, par définition d’un polynoéme d’endomorphismes,
k=0

P(®f) = a,dh.
k=0

Par ailleurs, pour tout g € Z(FE),

Pp(p)(g) =P(f)og= <Zakfk> og=>Y arffog.
k=0 k=0

Pour démontrer que P(®y) = ®p(y), il suffit donc de démontrer que @’Ji(g) =fkog
pour tout g € .Z(FE), c’est-a-dire <I>’; = ® . Autrement dit, il suffit de démontrer le

résultat dans le cas particulier des monémes X*, ce qui est moins lourd & écrire et se
rédigera aisément par récurrence.

Montrons par récurrence sur n € N la propriété H,, : « @ = @yn.»

 Hy est vraie : en effet, ®} = Idg g et f* = Idg, par définition de la
puissance 0 d'un endomorphisme d'un espace vectoriel.
Par ailleurs, pour tout g € Z(E), ®14,(g) = Idg og = g donc on obtient
(I)IdE = Idg(E) Ainsi, (I)?c = (I)fo.
e Soit n € N tel que H,,. On a donc ®% = ®¢n c'est-a-dire :
Vg € Z(E), 27 (9) = f"0og.
On a alors successivement, pour tout g € Z(E) :
Ut (g) = Dp(PF(9)) = Pp(fog) = fo(ffog)=f"Toy
== @fn+1 (g).
Ainsi, <I>?+1 = ®pnt1, C'est-a-dire H, 1 est vraie.

En conclusion, H,, est vraie pour tout n € N.

Traitons maintenant le cas général tel que nous I'avons fait en préambule :

SoitP:ZakaeK[X].Ona
k=0

n
P(®f) =) ap®
k=0
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soit, pour tout g € Z(F) :

n

Zak‘b’“ Zakq)f’“ =2 (anffoyg)
k=0
= (ZCW"“) og=P(f)oyg
k=0

=®pp(9)

Ceci étant vrai pour tout g € .Z(FE) nous avons donc démontré :
VPGK[X], P(@f):(bp(f).

3. Nous avons un lien simple entre polynomes et diagonalisation : un endomorphisme
d’un espace vectoriel de dimension finie est diagonalisable si et seulement si il possede
un polynoéme annulateur scindé a racines simples.

La question précédente nous fournit justement des renseignements sur les polynomes
en f et ®;. Plus précisément, I'égalité P(®;) = ®p(y) entraine que P(®y) = 0 si, et
seulement si, ®pr) = 0. C’est ce que nous allons vérifier dans un premier temps.

I est clair que, si P(f) =0, alors ®p(s) = 0 et donc P(®y) = 0.

Réciproquement, si P(®f) = 0, alors ®p(s) = 0 donc P(f) o g = 0 pour tout
endomorphisme g de E, en particulier pour g = Idg, ce qui donne P(f) = 0.
Ainsi, f et ®; ont les mémes polynémes annulateurs.

En particulier, ® s possede un annulateur scindé a racines simples si, et seulement
si, f posséde un annulateur scindé a racines simples, donc ®(f) est diagonali-
sable si, et seulement si, f est diagonalisable.

4. Le fait que g € Ker(®; — Ald ¢ (g)) signifie ®;(g) = Ag, soit fog = Ag et enfin
(f —AId) o g = 0. Ceci est équivalent a I'inclusion Im(g) C Ker(f — A1d).

Cette dernlere relation est équivalente 3 (f —AId)og = 0, elle-méme équivalente
a Im(g) C Ker(f — AId). Ainsi :

- Soit g € Z(E). Alors g € Ker(®f — )\Idg(E)) si et seulement si fog=M\g.
Ker(®y — A1d) = {g € Z(F) : Im(g) C Ker(f — AId)}.
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Exercice 2.10 : Réduction ~

Soient un entier n > 2, a un réel non nul, et
b a
A= € Mn(R).
a b

1. Déterminer un polynéme annulateur de A.
2. A est-elle diagonalisable ? Déterminer ses valeurs propres et les dimensions de

Ses Sous-espaces propres.
3. Calculer det(A).

Remarquons que le cas a = 0 ne présenterait aucune difficulté puisqu’alors A serait
égale a b1l,.

1. Nous savons, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, que le polynéme caracté-
ristique de A en est un polynéme annulateur. Cependant, il n’est pas du tout aisé a
calculer!

Pour déterminer un polynéme annulateur simple d’une matrice A, on peut essayer de
calculer les premieéres puissances de A et chercher une relation entre elles.

L’idéal est de pouvoir écrire A = A1, + B avec A scalaire. En effet, les matrices B
et A1, commutent et on peut donc utiliser la formule du binéme de Newton pour
calculer les puissances de A en fonction de celles de B. Ceci est intéressant quand les
puissances de B sont simples a calculer, ce qui est le cas, entre autres :

(1) des matrices nilpotentes ;

(2) des matrices diagonales, parfois des matrices triangulaires ;
(3) des matrices dont tous les coefficients sont égaux ;

(4) des matrices « diagonales par blocs » avec de « petits » blocs.

Ici, nous pouvons faire apparaitre la matrice J dont tous les coefficients sont égaux a
1 : plus précisément, tous les coefficients de a J sont égaux a a donc les coefficients
de aJ + (b — a)l, sont égaux & a en dehors de la diagonale et b sur la diagonale,
c’est-a-dire a J + (b—a)I, = A.

Par ailleurs, comme annoncé, les puissances de J sont faciles & calculer car tous les
coefficients de J? sont égaux & n, c’est-a-dire J2 =n J.

Ainsi, lorsque nous calculerons A2, il apparaitra un terme en .J? que nous pourrons
exprimer en fonction de J, ce qui permettra de faire réapparaitre A a l'aide de la
relation A = aJ + (b — a)1,, et d’obtenir ainsi une relation entre A et A2.

Soit J la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1.

Alors J2=n.Jetona A=aJ+ (b—a)l,. Comme J et I,, commutent on a
A =a* P+ (b—a)*l,+2a(b—a)J
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soit, comme J? =nJ,
A% =(na*+2a(b—a))J+ (b—a)?l,.

1 b
Comme a # 0,ona J = - A — ( — 1) I,. En remplagcant J par cette
a a

expression dans |'égalité ci-dessus on obtient

A? = (na*+2a(b—a)) <iA — (b — 1) In> +(b—a)*I,

a
soit, aprés simplification :
A2 —(na+2(b—a)A+ (nad—a)+(b—a)?)1,=0.
Ainsi, le polyndéme
P=X?—-(na+20b—-a)) X+ (na(d—a)+(b—a)?

est un polyndme annulateur de A.

2. La question est de savoir si A posséde un polyndéme annulateur scindé a racines
simples. Commencgons donc par étudier les racines de P, ce qui est facile puisque P
est de degré 2 : si le discriminant est strictement positif alors P posséde deux racines
réelles distinctes et est donc scindé a racines simples.

Le discriminant de P est

(na+20b—a)*—4mad—a)+(b-a)?)=n?a®>>0

donc P posséde deux racines réelles distinctes.
P est un polyndme annulateur scindé a racines simples de A donc A est diago-
nalisable.

Par ailleurs, les valeurs propres de A sont racines de tout polynoéme annulateur de
A, en particulier de P. A partir du discriminant de P calculé plus haut on obtient
aisément ses racines.

Les racines de P sont (na+2(b—a)+na)/2, c'est-a-direb—a et b+ (n—1)a.
Autrement dit, P=(X —(b—a)) (X = (b+ (n—1)a))
Comme P(A) = 0, les valeurs propres de A sont toutes racines de P donc
appartiennent a {b —a,b+ (n — 1) a}.

@ A priori, il se pourrait que I'un de ces réels ne soit pas valeur propre
de A.

Cependant, nous savons ici que A est diagonalisable et a donc au moins une valeur
propre. De plus, une matrice diagonalisable qui n’a qu’une seule valeur propre A est en
fait égale a A 1,,, ce qui n’est pas le cas de A. A posseéde donc plusieurs valeurs propres,
ce qui assure que b — a et b+ (n — 1) a sont bien valeurs propres de A. Cependant,
il est ici demandé de calculer les dimensions des sous-espaces propres associés. Il va



Algebre 59

donc falloir effectuer quelques calculs. Une fagon simple d’aborder une telle question
est de plutdt calculer des rangs.

Soit f I'’endomorphisme de R™ canoniquement associé a A.
Comme A — (b—a)l, =aJ on a, d'aprés le théoréme du rang :
dim(Ker(f — (b—a) Id)) =n —rg(f — (b — a) 1d)
=n—-1g(A—(b—a)l,)
=n—rglalJ).
Toutes les colonnes de aJ sont colinéaires donc rg(aJ) < 1. Par ailleurs,

comme a # 0, a J n'est pas nulle donc son rang n'est pas nul non plus. Ainsi,
rg(aJ) =1 donc dim(Ker(f — (b —a) Id)) =n — 1.

Sachant que A est diagonalisable, le calcul de la dimension de I'autre sous-espace
propre est rapide.

A étant diagonalisable, la somme des dimensions de ses sous-espaces propres
est n; la dimension du sous-espace propre associé a b+ (n — 1) a est donc 1.

On aurait également pu utiliser le fait que la trace de A (nb) est la somme des valeurs
propres comptées avec multiplicité. Ainsi, notant k la multiplicité de b—a,b+(n—1)a
est de multiplicité n — k (car A est diagonalisable) donc

kE(b—a)+ (n—k)(b+ (n—1)a) =nb,

ce qui donne k =n — 1.

@ Le fait de savoir qu’une matrice est diagonalisable (par exemple lors-
qu’on a constaté qu’elle avait un polyndéme annulateur scindé a racines
simples) permet d’abréger le calcul de la dimension des sous-espaces
propres : la derniére dimension est imposée par le fait que la somme de
toutes ces dimensions est égale a n.
Cependant, si 'on ne sait pas que la matrice est diagonalisable, il faut
calculer « a la main » toutes ces dimensions et voir si leur somme est
égale a n pour conclure quant a la diagonalisabilité.

3. Nous connaissons les valeurs propres et les dimensions des sous-espaces propres
associés, donc nous connaissons une matrice diagonale semblable a A sans avoir besoin
de calculer des matrices de passage!

D’apres les questions précédentes, A est semblable a

b—a 0

0 b+(n—1)a
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En particulier, ces deux matrices ont méme déterminant. On en déduit
det(A) = (b—a)" ' (b+ (n—1)a).

Exercice 2.11 : Diagonalisabilité et sous-espaces stables

Soient E un C-espace vectoriel et u € .Z(FE). Montrer que u est diagonalisable si

et seulement si tout sous-espace F' de FE stable par u admet un supplémentaire
stable par u.

Pour montrer cette caractérisation, il faut montrer un sens puis 'autre.

» Sens direct

Dans le sens direct, pour commencer, on se donne un sous-espace stable. Il faut
montrer I'existence d’un supplémentaire stable. Comme dans la preuve du cours, qui
montre I'existence d’un supplémentaire en dimension finie, on pense alors au théoréme
de la base incompléte.

Supposons u diagonalisable, on a alors B une base de E, constituée de vec-
teurs propres pour u. Soit I’ un sous-espace de E stable par u. On se donne

(e1,...,€ep) une base de F'. D'aprés le théoréme de la base incompléte, on peut
compléter (e1,...,ep) en une base (eq,...,e,) de E au moyen d'éléments de
B.

On pose alors G = Vect(ept1,...,¢,), et on a F & G = E. De plus, comme
€p+1,-- -, €n sont des éléments de B, ce sont des vecteurs propres de u. Notons
Ap+1,- -+, An les valeurs propres associées.

n
SizeG,ona(pt1,. .. pn) EK*" Ptelquex= > p,e; et
i=p+1

u(x) = Z i u(e;) = Z i Aie; € G

i=p+1 i=p+1

donc G est stable par u.

@ Il faut bien se souvenir qu’on peut choisir ou prendre les vecteurs avec
lesquels on compléte une base, dans le théoréme de la base incompléete.

» Sens réciproque

Pour le sens réciproque, on commence par constater que u admet une valeur propre
et un vecteur propre associé (puisqu’on est dans C). On applique alors ’hypothése a
F = Cz, ce qui donnera un sous-espace stable GG. La stabilité permet de considérer
I’endomorphisme induit par v sur G, et on réitere le raisonnement.
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Supposons que tout sous-espace stable par u admette un supplémentaire stable
par u. Montrons que u est diagonalisable par récurrence sur la dimension de E.

e Si F est de dimension 1, il est clair que u est diagonalisable.

e On suppose désormais le résultat acquis pour n—1 (n € N*). Dans C[X], le
polynéme caractéristique de u est scindé, donc v admet au moins une valeur
propre A et un vecteur propre x associé. Posons F' = Cx, F est stable par
u. Par hypothése, on a donc G un supplémentaire de F' stable par u, qui
vérifie dim(G) =n — 1.

Soit v I'endomorphisme induit par u sur G. Si F} est un sous-espace de G
stable par v, il est stable par u, donc on a H un supplémentaire de F} dans
FE stable par u. Par suite, Gy = H N G est un supplémentaire de F} dans
G, stable par u (donc par v). Ainsi v vérifie la méme hypothése que u, et
par hypothése de récurrence, v est diagonalisable.

On ajoute = a une base de GG de vecteurs propres de v pour obtenir une base
de E de vecteurs propres de u. Ainsi u est diagonalisable.

Exercice 2.12 : Une caractérisation des endomorphismes

nilpotents

Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(E).
1. Montrer que si f est nilpotent, pour tout k& € {1,...,n}, tr(f*) = 0.
Réciproquement, on suppose que pour tout k& € {1,...,n}, tr(f*) = 0. On note
A1, ..., Ap les valeurs propres disctintes de f, de multiplicités my, ..., m,.
p .
2. Montrer que pour tout i € {1,...,n}, > mp A, =0
k=1

3. En déduire que f est nilpotent.

1. Si f est nilpotent, il est trigonalisable de valeur propre nulle. On calcule alors les
traces demandées dans une base de trigonalisation.

Comme f est nilpotent, il est trigonalisable et sa seule valeur propre est 0. On a

donc B une base de E dans laquelle la matrice T' de f est triangulaire supérieure
avec des 0 sur la diagonale.

Pour k € {1,...,n}, T* est donc triangulaire supérieure, avec des 0 sur la
diagonale, et tr(f*) = tr(T%) = 0.

2. La encore, le calcul des traces s’effectue facilement dans une base de trigonalisation
(possible puisqu’on est dans C).

sable. On a donc une base B de E dans laquelle la matrice T" de f est triangulaire

- Dans C[X], le polyndme caractéristique de f est scindé, donc f est trigonali-
supérieure, avec pour coefficients diagonaux, m; fois Aq, ..., m, fois A,. Pour
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0y

k € {1,...,n}, T* est encore triangulaire supérieure, avec pour coefficients

. . k . k . .
diagonaux, my fois A, ..., m, fois Aj. Ainsi :

Zmi N = tr(TF) = tr(f%) = 0.
i=1

Il faut toujours penser a trigonaliser lorsqu’on souhaite faire le lien
entre les valeurs propres de f et celles d’un polynome en f.

3. Pour montrer que f est nilpotent, il faut montrer que sa seule valeur propre est 0.
On suppose donc (par 'absurde) que f a plus de deux valeurs propres. La question
précédente donne alors un systéme de n équations a p inconnues, qui rappelle un
Vandermonde.

Sip=1, alors m;y =n et nA; =0 donne \; = 0. Ainsi la seule valeur propre
de f est 0, donc son polyndme caractéristique est X", donc par le théoréme de
Cayley-Hamilton, f™ =0 et f est nilpotent.
Supposons maintenant p > 1. Si 0 est une des valeurs propres de f, quitte a les
échanger, on suppose A, = 0. On obtient alors

p—1

Zmi)\f =0 pour tout k € {1,...,n}.

i=1
Quitte a diminuer p de 1, on peut supposer que toutes les valeurs propres de f
sont non nulles. Les p équations

P
Zmi /\ic =0 en prenant k entre 1 et p

i=1
forment alors un systeme de p équations a p inconnues (myq,...,m;), dont la
matrice associée est
Al A
A= z
AP AD
Cette matrice est inversible : on reconnait un déterminant de Vandermonde, une
fois que A1,...,A,, non nuls, sont mis en facteurs, et les A; sont deux a deux
distincts.
Ainsi le systéme a une unique solution. Comme (0, ...,0) est solution, c'est la
solution nulle et m; = ... = m;, = 0. Absurde, puisque les m; sont tous non

nuls! Ainsi p = 1 et comme vu plus haut, f est nilpotent.
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Exercice 2.13 : Décomposition de Dunford |

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle p et f un endomor-
phisme de E. On note P le polynéme caractéristique de f et on suppose qu’il
est scindé : P = (X — A)™ -+ (X — \.)™ avec 7 € N*, A1,..., A\, les racines
distinctes de P de multiplicités respectives nq, ..., n..

1. Démontrer qu’il existe des sous-espaces F1,..., E,. de E stables par f, tels
que pour tout k entre 1 et r, ’endomorphisme induit par f sur Ej soit somme
d’une homothétie et d’un endomorphisme nilpotent.

2. Démontrer qu’il existe deux endomorphismes d et n de F, avec d diagonalisable
et n nilpotent, tels que f =d+netdon=nod.

3. Application numérique : soit f I’endomorphisme de R? défini par

f(.’E,y,Z) = (—22,.’E + 3z,y)

Déterminer les matrices de d et n dans la base canonique.

1. Cette décomposition de E a a été vue en cours. Il faut appliquer le lemme des
noyaux a partir de la factorisation de P et les Ej sont les Ker((f — Ax Id)™) (sous-
espaces caractéristique) .

Sii # j sont entre 1 et r, les polynémes (X —\;)™ et (X — ;)" sont premiers
entre eux car ils n'ont aucun facteur irréductible en commun.
On a donc, d'apres le lemme de décomposition des noyaux :

Ker(P(f)) = P Ker((f — M 1)) = D Ex.
k=1 k=1
en posant Ker((f — A\; Id)™) = E}, (stable par f puisque c'est le noyau d'un
polynéme en f).
D'autre part, d'apres le théoreme de Cayley-Hamilton, P(f) = 0 et donc
Ker(P(f)) = E, ainsi :

E =P Ex.

k=1

Pour k entre 1 et r, notons fi I'endomorphisme induit par f sur E;. On a
(f — A Id)™ =0, donc fr — Ax Id est nilpotent.
Ainsi fi est la somme d'une homothétie et d'un endomorphisme nilpotent.

@ Il est important de savoir refaire ce raisonnement pour obtenir la dé-
composition de F en somme des sous-espaces caractéristiques.
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2. Nous avons vu que la décomposition de ¥ comme somme directe des sous-espaces
E, permettait de simplifier I'étude de f. L’idée est de commencer par montrer que la
propriété est vérifiée par les fi pour ensuite remonter a f.

Pour k € {1,...,7}, nous avons, d'aprés ce qui précéde, que fi est la somme

de I'homothétie A\, Id et de I'endomorphisme nilpotent g = fi — Ar Id de F.
Dans une base %), de Ey, on a donc (notant My la matrice de fi et Ny celle
de gi) My = A1, + Ni, avec N'* = 0.

La matrice M de f dans la base & obtenue en concaténant les base %, ..., By
est diagonale par blocs :

M, 0
M = .
0 M,
que |'on peut écrire sous forme d'une somme :
ALy, 0 Ny 0
M= . + =D+ N.
0 Ar L, 0 N,

Notons que D est diagonale. N est nilpotente car elle est diagonale par blocs avec
des blocs diagonaux eux-mémes nilpotents. Il restera ensuite a vérifier que D et N
commutent.

Vérifions que N est nilpotente et commute avec D.

e D et N commutent : en effectuant les produits par blocs,

>\11n1 0 N1 0
0 Mo ) \o N,
ANy 0
0 Ar Ny
N 0\ /Ml 0
0 N, 0 Arln,
=ND.

e N est nilpotente. En effet :
N, 0 N 0
N! = . —
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On sait que N™ = 0; on a donc N. = 0 pour tout entier [ > nj. En
q k k p

particulier, avec [ = max(n1,...,n,), N = 0 pour tout k. Ainsi, N = 0,

ce qui montre que N est nilpotente.

Enfin, nous pouvons revenir aux endomorphismes.

‘ Soit d I'endomorphisme de E dont la matrice dans la base % est D et n celui

dont la matrice dans cette base est N.
Alors f = d+n, d est diagonalisable car sa matrice dans la base 4 est diagonale,
n est nilpotent et don =nod.

3. La méthode est expliquée dans les questions précédentes : nous allons commencer
par déterminer les sous-espaces caractéristiques de f.

La matrice de f dans la base canonique de R3 est

0 0 -2
A=11 0 3
01 0

Son polyndme caractéristique P vérifie alors :
YAeR, P(\) =det(Al, — A)
et un calcul simple donne
VAER, PA\) =X —3)\+2.
Pour trouver les racines de ce polyndme, cherchons des racines évidentes. On
voit rapidement que P(1) = 0, ce qui permet une premiére factorisation :

P(A) = (A= 1)(A\2 + X — 2). Les racines du facteur de degré 2 sont 1 et —2
d'ou la factorisation de P :

P=(X-1)*X+2).

Cherchons désormais des bases des sous-espaces caractéristiques. Nous savons d’apres
ce qui précede qu’en les concaténant nous obtiendrons une matrice « diagonale par
blocs » qui nous permettra de trouver D et N.

Notons E; = Ker((f — Id)?) et By = Ker(f + 21d) les sous-espaces caracté-

ristiques de f.

D’une part,
1 -2 4
(A-T3)*=(-2 4 -8
1 -2 4
Un vecteur (z,y, z) € R? appartient donc au noyau de (f —Id)? si, et seulement
si :

r—2y+4z=0.

C’est 1’équation d’un plan (de dimension 2), il suffit donc de trouver deux vecteurs
non colinéaires dans ce plan pour en avoir une base.
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Posons u; = (2,1,0) et us = (0,2,1). On vérifie aisément que u; et us sont
deux éléments de Ker((f — Id)?). De plus, ils ne sont pas colinéaires donc
(u1,us) est libre. Enfin, d'apreés les questions précédentes, Ker((f — Id)?) est
de dimension 2 donc (uy,uz) est une base de Ker((f — 1d)?).

Passons a 'autre sous-espace caractéristique. Nous savons qu’il est de dimension 1 et
il suffit donc d’en trouver un élément non nul pour avoir une base.

D’autre part :
2 0 -2
A4+2l;=(1 2 3
01 2
Les éléments (z,y, z) de Ker(f + 2 Id) vérifient donc

r = z
y = —2z

En particulier, on voit que (1,—2,1) € Ker(f + 21Id). Comme ce noyau est
de dimension 1, d'aprés les questions précédentes, la famille réduite au vecteur
uz = (1,—2,1) en est une base.

Nous allons maintenant déterminer, comme nous l’avons fait précédemment dans le
cas général, la matrice de f dans la base B = (u1,us,us). Nous savons que nous
aurons une matrice diagonale par blocs, le premier bloc étant d’ordre 2. Pour cela, on
peut calculer les matrices de passage.

La matrice de passage de la base canonique de R3 & (uq,us,us) est

2 0 1
P=11 2 =2
0 1 1
Son inverse est
1 4 1 -2
Pl=-1|-1 2 5|,
I\1 2 4

Le calcul de P!, non précisé ici, se fait par le pivot de Gauss.

La matrice de f dans (u1,us,us3) est donc

0 -1 0
pPtAP=1[1 2 0
0 0 -2

Nous devons maintenant écrire cette matrice comme somme d’une matrice diagonale
et d’une matrice nilpotente. Cependant, nous ne cherchons pas ces matrices au hasard :
nous savons que la matrice diagonale doit étre, d’apres les questions précédentes,
diag(1,1, —2).
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D=0 1 0 et N=|1 1
0 0 -2 0 0

Nous avons donc, avec les notations précédentes :
1 0 0 -1 -1

Ce sont les matrices de d et n respectivement dans la base (u1,us,ug). Il reste a
effectuer un changement de base pour obtenir leurs matrices dans la base canonique,
ce qui est ici demandé.

Toujours avec les notations précédentes, les matrices de d et n dans la base
canonique de R3 sont respectivement
1 2 2 -4 1 -2 -2 =2
PDP! = 312 -1 8 et PNP'= i IR
-1 2 -1 1 1 1

D’aprés ce qui précede, ces matrices commutent. On peut aisément le vérifier a la
main pour s’assurer qu’il n’y a pas eu d’erreur dans les calculs. On peut également
vérifier que leur somme est bien égale a A.

Exercice 2.14 : Théoréeme de Cayley-Hamilton N

Le but de cet exercice est de démontrer le théoréeme de Cayley-Hamilton. Veillez
donc a ne pas 'utiliser pour répondre aux questions!

1. Lemme : soient un entier n > 2 et (ag,...,an,—1) € K". Déterminer le poly-
nome caractéristique de la matrice

0 0 ao

1 aq
A(ag, ... an—1) = | o

. . 0 :

0 ... 0 1 ap

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle n et f un endomor-
phisme de E dont on notera P le polynéme caractéristique. On fixe un élément
non nul z de F.

2. Démontrer qu’il existe un plus petit entier naturel p tel que la famille
(z, f(x),..., fP(x)) est liée; vérifier que p # 0.

3. Soit F' = Vect(x, f(x),..., fP1(z)). Démontrer que F est stable par f et que
la famille & = (z, f(z),..., fP~(z)) en est une base.

4. On note g ’endomorphisme de F' induit par f. Quelle est la matrice de g dans
B

5. Soit @ le polynome caractéristique de g. Démontrer que Q(g)(z) = 0.

6. Montrer que @ divise P puis que P(f)(z) = 0. Conclure.
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1. Commencons par traiter les petites valeurs de n pour voir si un schéma simple se
dégage, ce qui permettrait une démonstration par récurrence.

Alag,a1) = (0 “O)

1 aq

e Sin=2:

et P son polyndéme caractéristique. Alors, pour tout scalaire x :
P(x) = det (

Ainsi, P = X? —a; X — ao.

x —ap

1 x—a1) =x(r—a1) —ap = 2% — a1 = — ag.

e Sin=3:
0 0 ao
Alag,a1,a2) =1 0 a4
0 1 as
et P son polynome caractéristique. Alors, pour tout scalaire x :

T 0 —ayp
Plz)=det | -1 =z —a

0 -1 z—ao

En développant selon la premiere colonne il vient
— x —a1 0 —ap
P(x) =z det (_1 . (12) + det (_1 . (12)

P(z) = z(x(z —a2) —a1) — agp

soit

et enfin P(z) = 2% — as 2% — a1 ¥ — ap. Ainsi, P = X3 — a3 X2 —a; X — aop.

Dans le cas général de I’énoncé, il est raisonnable de supposer que le polynéme carac-

téristique de A(ag,...,a,_1) est X" —ap 1 X" 1 -  — a1 X — aop.
Montrons par récurrence sur n > 2 la propriété H,, :
« Pour tout (ag,...,a,—1) € K", le polyndbme caractéristique de la matrice
Alag, ... an_1) est X" —a, 1 X" 1 — . —a; X —ag.»
e M5 est vraie comme vu plus haut.
e Soit un entier n > 2 tel que H,,. Considérons (ag,...,a,) € K" et soit
P le polynébme caractéristique de A(ayg, ..., a,). Ainsi, pour tout z € K :
x ... ... 0 —ag
-1 . —a1

P(I) :det(zln-&-l —A(ao,...,an)) = det 0
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En supprimant la premiére ligne et la premiére colonne de 1,41 — A(ag,...,a,) on
obtient la matrice zI, — A(a1,...,an).
En supprimant la premiére ligne et la derniére colonne de x 1,41 — A(ag,...,a,) on

obtient une matrice triangulaire supérieure.

Ainsi, en développant le déterminant donnant P(z) par rapport a la premiere ligne,
on obtiendra deux déterminants d’ordre mn aisés a calculer : le premier est donné
par 'hypothese de récurrence et le second est un déterminant triangulaire et donc
simplement le produit des termes diagonaux.

Attention aux signes : d’'une maniere générale, quand on développe un
@ déterminant par rapport a une ligne ou une colonne, le déterminant
extrait obtenu en supprimant la ligne i et la colonne j est affecté du
coefficient (—1)*7; ici, dans le cas de la premiere ligne et de la derniére
colonne, i = 1 et j =n + 1, d’ou la présence du coefficient (—1)"*2.

En développant le déterminant selon la premiére ligne on obtient
P(z) =z det(z],, — A(ay,...,an)) + (=1)""*(—ag) det(T)

ou T est la matrice obtenue en supprimant la premiére ligne et la derniére

colonne de z 1,11 — A(ag,...,an-1).

— D'une part, det(z 1, — A(ay,...,a,)) = 2" —ap 2" ' — - —asx —ay par
hypothese de récurrence.

— D’autre part, T est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux tous égaux
a —1, donc det(T) = (—1)". Ainsi,

n—1 _

P(x)=z(2" —apx S —agx —ay) — ag

g2 = —ayx — ao.

= xn
Cette relation étant vraie pour tout = € K,
P=X""_¢q, X"— .. —a; X —ao.

Autrement dit, H, 11 est vraie, ce qui conclut la récurrence.

2. Pour démontrer qu’il existe un plus petit entier naturel possédant une propriété,
il suffit de démontrer que I’ensemble des entiers naturels possédant cette propriété
n’est pas vide : il possede alors un plus petit élément car toute partie non vide de N
posséde un minimum.

Dans le cas qui nous intéresse, il s’agit donc de démontrer qu’il existe au moins
un entier naturel k tel que la famille (z, f(z),..., f¥(x)) est liée. Comme E est de
dimension finie n, toute famille de cardinal n + 1 est liée, il suffit donc de prendre
k=n.

‘ Soit X I'ensemble des entiers naturels k tels que la famille (z, f(x), ..., f¥(x))

est liée. Comme E est de dimension finie n, toute famille de cardinal n + 1 est
liée, en particulier (x, f(z),..., f™(z)) est liée. Ainsi, n € X, donc X # &.
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X est un sous-ensemble non vide de N donc posséde un plus petit élément p.
Ainsi, p est le plus petit entier naturel tel que (z, f(z),..., fP(x)) est liée.
Supposons p = 0; la famille est alors réduite a (z). Cependant,  # 0, donc la
famille (z) est libre; ainsi, p # 0.

Remarquons dés a présent que la définition de p entraine que toutes les familles
(z, f(z),..., fF(x)), avec k < p, sont libres (et en particulier si k = p — 1, ce qui
servira par la suite).

3. La définition de la famille % est bien cohérente car p € N* : si p était nul, fP~1(z)
n’aurait pas de sens en général! C’est pour cela qu'il était demandé de vérifier p # 0.
Comme F est, par définition, engendré par les vecteurs f*(z) avec 0 < k < p — 1, il
suffit de démontrer que f(f*(x)) € F pour tout ces entiers k.

C’est facile pour les premieres valeurs de k, il restera & montrer que f(f?~1(x)), c’est-
a-dire fP(x), est élément de F, c’est-a-dire est combinaison linéaire des f*(z) avec
0<k<p—1.

Nous avons une propriété assez voisine de celle-ci : la famille (z, f(z),. .., fP(z)) étant
lice, et (z, f(x),..., fP~(z)) étant libre, on peut écrire fP(x) comme combinaison
linéaire des autres f*(z).

Pour 0 < k<p—2,0na f(ff(z)) = fF(z) € Fcaralors k+1<p—1.

Par définition de p (z, f(x),..., fP(x)) est liée et (z, f(z),..., fP~1(x)) est
libre. fP(z) s'écrit donc comme combinaison linéaire de =, f(x),..., fP~1(x) :
ona (Ao, ..., p—1) € KP tel que.

p—1
fPle) =) A fH(@) € F.
k=0
En conséquence, f(fP~!(x)) € F : F est donc stable par f.

Enfin, par définition, & est une famille génératrice de F'. De plus, nous avons
vu que cette famille est libre, c’est donc une base de F.

4. Pour plus de clarté notons, pour 0 < k < p — 1, e, = f*(x).

g étant induit par f on a, par définition, g(y) = f(y) pour tout élément y de F. En
particulier, g(ex) = f(f*(z)) = f¥*(z). Si k+1 < p — 1, ce dernier vecteur n’est
autre que ejy1. Le cas de g(ep—1) devra étre traité séparément.

Si0<k<p—2k+1<p—1etonadoncg(e;)=ekyi1.

Pour k =p—1, onag(e,_1) = fP(x). Nous avons vu précédemment que f?(z)
est combinaison linéaire de 4 ; il existe donc des scalaires ay, . . ., ap—1 tels que

p—1 p—1
fP(x) = Zakfk(m) = Zakek.
k=0 k=0
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La matrice de g dans la base & est donc :
0 ... ... 0 ag
1 . Lo
Matg(g)= o . - | =A(ap...,ap-1).
: .0 :
0 ... 0 1 ap_

5. Vu la forme de la matrice de g dans 4, le lemme de la premiére question s’applique.
Le résultat en découle immédiatement.

D'aprés le lemme, Q = X? —a,_; XPr=l ... —a; X —ag. On a donc
p—1
Qlg) =g" - > arg"
k=0
et enfin :
p—1
Qg)(x) = g"(x) = > ar g* ().
k=0
Par définition des scalaire a; on a :
p—1
)= ax fH(a)
k=0
soit, vu que g(y) = f(y) pour tout y € F :
p—1
g () = arg"(x)
k=0

ce qui donne enfin

Q(g)(x) =0.

Nous pouvons remarquer que l'on a en fait Q(g) = 0. En effet, comme Q(g) est un
polynéme en g, Q(g) et g commutent. On a donc

Q(9)(¢"(x)) = ¢"(Q(g9(2))) = ¢"(0) = 0
pour tout entier naturel k. Par ailleurs, g étant induit par f, ¢*(z) = f*(x). Ainsi,
Q(g) est nul sur tous les vecteurs de & et donc sur F. Nous avons donc démon-
tré le théoreme de Cayley-Hamilton pour g, c’est-a-dire dans le cas particulier des
endomorphismes dont la matrice dans une certaine base est de la forme du lemme.

6. Le calcul du polynome caractéristique peut se faire & partir de la matrice de ’en-
domorphisme dans n’importe quelle base. Pour trouver une relation entre P et @), on
peut donc d’abord chercher une relation entre les matrices de g et f dans des bases
de F' et F bien choisies.

Afin d’exploiter le fait que I est stable par f et que g est ’endomorphisme de F' induit
par f, on peut considérer la matrice de f dans une base de E obtenue en complétant
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une base de F. En effet, dans une telle base, la matrice de f est constituée de quatre
blocs et le bloc en deuxiéme ligne et premiére colonne est nul. Ceci permet de calculer
les déterminants, et donc les polyndémes caractéristiques, simplement.

0y

Comme toujours, quand on veut compléter une base d’un espace vec-
toriel de dimension finie, il faut traiter a part un cas particulier. En
effet, si F' est égal a F, Z est elle-méme une base de F et il n’y a rien
a compléter : dans ce cas, on a simplement g = f et donc @ = P. De
fagon analogue, avant d’introduire une base d’un espace vectoriel, on
doit toujours vérifier qu’il n’est pas réduit a 0.

Distinguons deux cas.

e Supposons p = n : alors F = FE et donc, comme g(y) = f(y) pour tout
y € F,onag= fetenfin @ =P, donc Q divise P.

e Supposons p < n.
Complétons % en une base ¥ de E. Alors la matrice de f dans la base ¥

est de la forme
A B
0o C

avec A = Matg(g) € #,(K), B € My n—p(K) et C € ,_,(K).
Pour tout A € K on a donc :
\I _(A B>:(/\IP_A -B )
" 0 C 0 AL, —C
donc P(A) = Q(A) det(A\I,—, — C) = Q(A) R()), avec R le polynéme

caractéristique de C.
Ceci étant vrai pour tout scalaire A on a I'égalité

P=QR
donc @ divise P.

Le produit des polynémes se traduit par la composition des endomorphismes. Ceci
permet de faire le lien entre P(f) et Q(f), et donc Q(g).

La relation P = QR donne P(f) = Q(f) o R(f) = R(f) o Q(f).

Ainsi : P(f)(z) = Q(f)(R(f)(z)) = R(/)(Q(f)(x)).

Comme g est induit par f on a, pour tout élément y de F', Q(g)(y) = Q(f)(v);
en particulier, Q(f)(z) = Q(g)(x) = 0.

Il vient enfin :

Le but de l'exercice est de démontrer que P(f) = 0, c’est-a-dire que ’égalité ci-dessus
est vérifiée pour tous les vecteurs x de E. Ceci est presque le cas : nous ’avons vérifié
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pour un vecteur non nul quelconque, il reste & voir que c’est encore vrai pour x = 0,
ce qui est clair par linéarité.

Nous avons donc démontré que, pour tout élément non nul z de E, P(f)(z) = 0.
Par ailleurs, P(f) est linéaire, donc P(f)(0) = 0. Ainsi, P(f)(z) = 0 pour tout
élément  de E. Ceci montre que P(f) = 0, c'est-3-dire que P, le polynéme
caractéristique de f, est un polynéme annulateur de f : c'est le théoréme de
Cayley-Hamilton.



CHAPITRE

Espaces euclidiens

3

Exercice 3.1 : Famille de polyn6mes orthogonaux

Sur E = R[X], on définit un produit scalaire en posant, pour P et @ € R[X],

#lo) = [ Pow

1. Justifier que ( | ) définit bien un produit scalaire sur E.
2. Montrer qu’il existe une unique suite (P,)nen € R[X]Y orthogonale telle que

Vn € N, deg(P,) = n et P, a pour coefficient dominant 1.
1

3. Pour n € N* et R € R,,_1[X], justifier que / P, (t)R(t) dt = 0.
=i
4. En déduire que pour tout n € N*, P, est scindé a racines simples et que
celles-ci sont dans [—1, 1].
On pourra construire un polynéme R de degré au plus n — 1 tel que P, R soit de

signe constant sur [—1,1].

1. II faut tout simplement vérifier les trois axiomes de la définition.

Montrons que { | ) est un produit scalaire :

e Soit (P,Q) € R[X]? on a

(PlQ) = / £ dt = /Q dt = (Q|P),

donc ( | ) est symétrique.
e Soient (P,Q,R) € R[X]? et (\,u) € R?, on a

(AP 1 uQ|R) = / (AP(t) + uQ(1))R(t) dt

:ALP dt+u/Q

= MPIR) + p(Q|R) -

Ainsi ( | ) est linéaire a droite, puis bilinéaire (grace a la symétrie).
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e ( | ) est positif par positivité de I'intégrale.
1

Soit P € R[X] tel que (P|P) = 0. Alors / P(t)?dt = 0. Comme la fonc-
-1

tion ¢t — P(t)? est positive et continue (car polynomiale), elle est constante
nulle, donc P(t)? = 0 pour tout t € [—1,1], puis P(t) = 0. P admet donc
une infinité de racines, donc P = 0.

Ainsi { | ) est défini-positif. C'est donc bien un produit scalaire.

@ On peut se permettre de passer tres vite sur les deux premiers points,
mais il faut toujours prouver proprement le caractére défini-positif, qui
nécessite généralement des théorémes un peu plus évolués.

2. Le résultat demandé ressemble au procédé d’othonormalisation de Gram-Schmidt,
avec des polyndémes de coefficient dominant 1 au lieu de norme 1. On adapte donc la
preuve de ce procédé (qu’il faut bien connaitre) a ce cas particulier.

@ On pourrait appliquer le procédé d’orthonormalisation démontré dans
le cours pour obtenir I’existence, mais pas 'unicité.

Montrons par récurrence sur n € N la propriété Z(n) : « I (Py,...,P,) or-
thogonale, Vk € {0,...,n}, deg(Py) = k et Py est de coefficient dominant
1.»

e |l existe un unique polynome de degré 0 et de coefficient dominant 1, c'est
Py =1. On a donc #(0).

e Soit n € N tel que Z(n). On a, par hypothése de récurrence, |'existence et
I'unicité de (P, ..., P,). Il reste donc a montrer I'existence et I'unicité de
P, 11. Pour ce faire, on raisonne par analyse/synthése.

» Analyse :

On suppose avoir P, 1 qui convient, il doit alors étre orthogonal a Py, ..., P,, donc
a tous les polyndmes de R,,[X]. On peut donc exprimer P, via la projection ortho-
gonale : il est de la forme @ — p,,(Q), ou p,, est la projection sur R,[X].

Comme P, ;1 doit étre unitaire et de degré n + 1, on doit donc avoir Q = X"+1.

Supposons avoir P,1 € R[X] de degré n + 1, de coefficient dominant 1, et
orthogonal a (P,...,P,). Comme (Pp,..., P,) est échelonnée en degrés, elle
est libre. Elle contient n + 1 = dim(R,,[X]) éléments, c'est donc une base de
R, [X].
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Ainsi P,y est orthogonal aux éléments d’une base de R, [X], donc & R, [X].
Comme il est de la forme X" + Q, avec Q € R,[X], on a Q = —p, (X" 11),
ol p,, désigne la projection orthogonale sur R,,[X] (puisque —(Q est dans R,,[X]
et vérifie X" ™1 — (—Q) = P orthogonal a R, [X]).

On a donc P,y1 = X" — p, (X™*1) et on a I'unicité.

» Syntheése :
On pose ici le résultat trouvé dans l'analyse. Il ne faut cependant pas oublier de
vérifier qu’il est bien unitaire, de degré n + 1 et orthogonal & Py, ..., P,.

Posons P11 = X"t — p,(X"t1). Alors comme p,(X"*+1) est dans R, [X]

(donc de degré < n), P,y est de degré n + 1 et de coefficient dominant 1.
D'autre part P, est orthogonal a R,,[X] par définition du projeté orthogonal,

donca (Fo, ..., Py). On adonc I'existence, ce qui termine de montrer & (n+1).
En conclusion, Vn € N, &(n), ce qui donne |'existence et |'unicité de la suite
cherchée.

3. La relation & démontrer se réécrit (P,|R) = 0. Il faut donc montrer que P, est
orthogonal & R, ce qu’on a déja fait dans la question précédente.

Soit n € N*, on a vu dans la question précédente que P, est orthogonal a
R,,—1[X], donc & R. Ainsi

0= (P,|R) = /_ 11 Po(t)R(t) dt.

4. On suit I'indication donnée : pour construire un polynéme R tel que P,R soit de
signe constant sur [—1,1], il faut que R change de signe en méme temps que P. Il
faut donc considérer les points a; de [—1,1] ou P s’annule en changeant de signe. Le
polynéme donné par le produit des X — a; s’annule en changeant de signe en méme
temps que P, ce qui implique que PR est de signe constant.

Notons a; < -+ < ay les points de [—1,1] ou P, s'annule en changeant de

signe (avec k = 0 si P, ne s'annule pas en changeant de signe sur [—1, 1]).
Posons alors

k
R:H(X—ai) avec R=1si k=0.
i=1
Comme R s’annule en changeant de signe aux a;, P, R est de signe constant

sur [—1,1].
1

Supposons k < n — 1. Alors R € R,,_1[X], donc / P, (t)R(t)dt = 0 d'apres
-1
la question précédente. Mais t — P, (t)R(t) est continue et de signe constant

sur [—1,1], donc pour tout t € [—1,1], P,(¢t)R(t) = 0, puis P,R admet une
infinité de racines, donc P,R = 0. Comme R # 0 et P, # 0, c'est absurde!
Ainsi k > n et puisque P,, admet au plus n racines (car il est de degré n), on
a k =n et P, est scindé, a racines simples, sur [—1,1].
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Exercice 3.2 : Une série de Fourier ~

On considere E I'ensemble des fonctions f continues de R dans R, 27-périodiques
et paires.
On munit £ du produit scalaire définit par :

(flg) = /f

Pour n € N, on pose ¢, :  — v2cos(nz) sin > 1, ¢p: @ — 1.
1. Montrer que ( | ) définit un produit scalaire sur E.

2. Montrer que la suite (¢, )nen est orthonormale.

3.Si f € E et € > 0, montrer qu’il existe P € R[X] tel que

Vo € [0,7], |f(xz)— P(cosz)| <e.
4. En déduire que la suite (c,)nen est totale.

Pour n € Net f € E, on note a,(f) = {(¢,|f) puis S,(f) = > ar(f)ck.
k=0
5. Montrer que (S, (f))nen converge vers f pour la norme associée & ( | ).

6. On suppose que Y a converge absolument. Montrer que

VreR, f(z Zan

1. Comme souvent, il faut surtout faire attention au caractere défini-positif.

(| ) est clairement bilinéaire (par linéarité de I'intégrale) et symétrique. Si

f € E,ona {f|f) >0 par positivité de I'intégrale.

Supposons (f|f) = 0. La fonction f? est positive et continue sur [0, 7], donc
est nulle sur ce segment. Pour ¢t € [0,x], on donc f(t) = 0. Par parité, f est
alors nulle sur [—m, 7], puis sur R par périodicité. Ainsi f = 0.

En conclusion ( | ) définit un produit scalaire sur F.

2. 1l suffit de calculer les (cp|cy,) pour n et m € N. La seule difficulté (outre la
connaissance des formules de trigonométrie!) est de bien distinguer les cas ot m ou
n est nul.

La définition de ¢, change suivant le fait que n soit nul ou non. Pour

@ étudier (c,|cm), il faut distinguer les cas n ou m = 0. Attention éga-
lement a distinguer le cas n # m qui apparait lors de l'intégration de
cos((n — m)t).
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Soient (n,m) € N2, on distingue plusieurs cas :

e Sin=m =0, on a immédiatement (¢,|cm) = 1.
e Sin#0etm=0 (oul'inverse, puisque { | ) est symétrique), on a :

(cnlem) = @ /07r cos(nt)dt = Q {sin(mﬁ)}7r =0.

™ nm 0

e Sinetm#0, avec m # n, alors :

2 s
(enlem) = 7/0 cos(nt) cos(mt) dt

s

1 us
— /0 (cos((n +m)t) + cos((n —m)t)) dt

T
~ 21 n(n+m)t) + ——sin((n—m))| =0
_71' n+m51n n m nimSIH n m O—

e Enin,sin=m#0,ona:

2 " 2 = l i cos(zn
(cn\cm)——/o cos?(nt) dt = /O (1+ cos(2nt)) dt

o ™
T

1 1
=— {t +— sin(2nt)} =1.
T 2n 0

Dans tous les cas, il vient {c,|c) = 0sin#m, 1si n =m, donc (¢, )nen est
orthonormale.

3. En posant y = cos(z), il faut donc approximer uniformément la fonction donnée par
g(y) = f(arccos(y)) par un polyndme P sur [0, 1]. Ceci vient directement du théoréme
de Weierstrass

Soit g : [0,1] = R, y — f(arccos(y)). g est continue sur [0, 1] comme composée

de fonctions qui le sont. Par le théoréme de Weierstrass, on a donc P € R[X]
tel que

Yy €[0,1], lg(y) = Py)| < e
Pour = € [0, 7], on a alors y = cosz € [0,1] donc

|f(x) = P(cos(x))[ = |g(cos(z)) — P(cos(x))| < .

4. 11 faut montrer que seule la fonction nulle est orthogonale a tous les ¢,,. Soit f une
telle fonction. Pour exploiter la question précédente, on veut montrer f est orthogonale
a tous les P(cos(x)), donc a tous les 2 — cos™(x). On pense alors & la linéarisation,
qui permet d’exprimer les cos™(x) comme combinaison linéaire de cos(kz)

Ensuite, si f est orthogonale & tous les P(cosx), P € R[X], comme on dispose d’une
suite de ces fonctions qui converge uniformément vers f par la question précédente,
on montre que f est orthogonale & elle-méme.
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Soit f € E telle que Vn € N, (f|c,,) = 0. Pour n € N, et z € R, la linéarisation

de cos™(z) donne (par la formule d'Euler et du binéme de Newton) :

i —tz\ " 1 n ) )
COSn(J;) _ (6 4’26 ) _ 27 <Z) 6zk:zefz(n7k)m

k=0
_ 1 - n ei(2k—n)x + 1 i n ez(2k—n)x
- ontl k 2ntl k
k=0 k=0
1« /n)\ , 1 « n
_ i(2k—n)x i(n—2k)x
on+1 <k>e on+1 Z (n _ k)
k=0 k=0
1 S n i(2k—n)x i(n—2k)x
= ot <k> (¢i(@k-)a | ciln—2b)2)
k=0
— LS (M) costin - 2090
= on k COos( (N x
k=0

Ainsi x — cos™ x est combinaison linéaire de fonctions de la forme ¢, 2 (ou
Cak—n par parité de cosinus), donc est orthogonale a f. f est donc orthogonale
a toutes les fonctions du type  — P(cosz), P € R[X].

D’aprés la question précédente, on a (P,),en une suite de R[X]Y telle que
(P,,(cos(x)))nen converge uniformément vers f sur [0,7]. Comme la conver-
gence est uniforme, on a alors :

0 = (f|Pn(cos( / f(t)Py(cos(t))dt —> l/Wf(t)?dt.
0

n—+oco T

Par unicité de la limite, on a donc / f(®)2dt = 0. Ainsi (f|f) = 0 et f est
0

nulle.

5. On constate que Sy, (f) est le projeté orthogonal de f sur Vect(cy,...,cy,). La suite
(¢n)nen est orthonormale totale, donc (S, (f))nen converge vers f pour la norme
euclidienne associée a {( | ) de E.

Pour n € N, on a
f) :Zak(f Z (flek) ek,
k=0 k=0

donc S,,(f) est le projeté orthogonal de f sur Vect(cg,...,cpn).
La suite (¢, )nen étant orthonormale et totale, (S, (f))nen converge vers f pour
la norme euclidienne associée a { | ) de E.

+oo

6. Comme Y |a,(f)| converge, on peut définir la fonction g :  — > an(f)cn(x). On
n=0

montre facilement que cette suite de fonctions converge normalement sur R.
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Pour montrer que g = f, il suffit de montrer que g — f est orhogonal a tous les ¢,
c'est-a-dire que {(c,|g) = (cu|f) i.e. an(f) = an(g) pour tout n € N. Pour ceci, on
utilise le théoréme d’inversion série et intégrale, grace a la convergence normale.

Pourz ¢ Retne N* ona:

lan(Fen(@)] < V2]an(F)]] cos(na)| < V2lan(f)],

qui reste vraie si n = 0. Ainsi la série de fonction g = ::6 an(f)en converge

normalement sur R.
Pour pe N, on a

™ T +o0
o) =l =+ [ opde= = [ 3" an(Penttlcy(®)at.

™

Comme la série définissant g converge normalement sur R, elle converge nor-
malement, donc uniformément sur [0, 7]. On peut donc intervertir somme et
intégrale (puisque les ¢ — ay,cy,(t)cp(t) sont toutes continues) et :

1 +oo T —+o0
w(9) = = > anld) [ enltleplt)dt =Y an() ealey) = )
n=0 0 n=0

puisque la suite (¢, )nen est orthonormale.

Ainsi, pour p € N, (f — glep) = (flep) — (glep) = ap(f) —ap(g) =0. f — g est
donc orthogonal a tous les éléments de la suite (¢, )nen, qui est totale, donc
f—9=0. Ainsi, pour z € R,

+o0
f(x) =g(z) = Zan(f)cn<x)

Exercice 3.3 : Un probleme de minimisation S

Déterminer la valeur de

1

inf (t* — at — b)%dt
(a,b)€R2 0

et préciser pour quelles valeurs de a et b elle est atteinte.

Il s’agit de déterminer la borne inférieure d’une intégrale dépendant de deux para-
metres a et b. Le carré permet de réinterpréter cette intégrale comme étant la norme
au carré de X? — aX — b, en définissant un produit scalaire intégral sur R[X].
Quand (a,b) décrit R?, aX + b décrit R;[X]. La borne inférieure cherchée est donc
d(X?,Ry[X])%. Cette distance se calcule au moyen du projeté orthogonal sur R [X].
Ce projeté orthogonal se trouve en prenant une base orthonormée de R [X], que 'on
obtient en orthonormalisant (1, X).
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0y

Pour (P,Q) € R[X]?, on pose

<H@=Azwwwﬁ

On montre comme dans |'exercice précédent que { | ) définit un produit sca-

laire sur R[X].
Appliquons le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt pour transformer
(1, X) en une base orthonormée (P, P1) de Ry[X].

1
On pose Py = — = 1.

1]
Notons pg la projection orthogonale sur Ro[X], on pose alors
X
. X-m(X)
HX po(X)I°

1
OrpO(X) = <X|P0> Po :/ tdt = -
0

2et
1 1 1\? 1 1
X -2 = — =) dt= 2 —t+ ) dt
=gt = ) (e-g) a= [ (#-0eg)

11 1 1
"3 271D
Ainsi Pp =12 (X — §) =2V/3X — /3.
On a alors
1
inf / (t? —at —b)?dt = inf || X% —aX —b|?*=d(X? Ri[X])%
(a,b)eR? Jo (a,b)ER?

Notant p; la projection orthogonale sur Ry[X], on a
d(X?, Ry [X]) = [ X7 — py(X2)].
Avec la base orthonormée calculée plus haut, il vient
p(X?) = (X?|Py) Py + (X?|Py) P

:/0 t2dt+2f/ t2(2V/3t — V/3)dt <X—;>
:;+12/01<t3—t;>dt(X—;)
en(i3) (-}

1 1 1

3+ 2 6

Il est important de savoir appliquer le procédé d’orthonormalisation,
soit en apprenant les formules par cceur, soit en sachant les retrouver
treés vite.
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Ainsi )

! 1
A R = X - (P = [ (2o 5) o
0
1 2 2
1 t t
= P — -2 — — 2 ) dt
/0< AT 3 3)

36+60+5-90+20-30 1

180 T 180"
En conclusion, on a donc :
1
1
inf t? —at — b)%dt = —
(a.0)€R A (t" —at =) 180°

. . 1
et cet inf est atteint poura=1et b= ~5

Exercice 3.4 : Isométries matricielles

Soient n € N* et E = ., (R). Pour (A, B) € E?, on pose (A|B) = tr(*AB).

1. Montrer que ( | ) définit un produit scalaire sur E.

2. Donner une CNS sur B € F pour que f : A — AB soit un automorphisme
orthogonal de E.

3. Donner une CNS sur B € GL,(R) pour que f : A — B~'AB soit un auto-
morphisme orthogonal de F.

1. Encore une fois, il faut tout simplement vérifier les trois axiomes de la définition.

Montrons que { | ) est un produit scalaire :

e Soit (A, B) € E?, alors
(B|A) = tr(*BA) = tr("(*AB)) = tr(*AB) = (A|B) .

donc ( | ) est symétrique

e Soient (4, B,C) € E® et (A, u) € R?, alors
(M + uB|C) = tr("(AM + uB)C) = tr(\'AC + ' BC)
= Atr(*AC) + putr(*BC) = A (A|C) + u (B|C)

donc ( | ) est lindaire a gauche. Par symétrie, ( | ) est bilinéaire.

e Soit A € E, alors

n n

(AJ) = 3 () = DD Aoz = DD a2 >0

n
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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ol les a; ; sont les coefficients de A. Supposons (A|A) = 0. Comme c'est une
somme de réels positifs, ils sont tous nuls, et pour tout (i,5) € {1,...,n}?,
a?; = 0. Par suite, a;; = 0, ce qui montre que A = 0. Ainsi ( | ) est défini
positif.

En conclusion, { | ) définit un produit scalaire sur E.

2. L’énoncé demande de trouver une condition nécessaire et suffisante sur B pour
que f soit un automorphisme orthogonal. Pour ce faire, on commence par supposer
f orthogonal et on en tire le maximum d’information sur B (un peu comme dans
un raisonnement par analyse/synthése). Lorsqu’on obtient une condition qui parait
satisfaisante sur B, il faudra prouver qu’elle est bien suffisante.

» Condition nécessaire :

Supposons avoir B € E tel que f soit un automorphisme orthogonal. Pour tout
(A,C) € E?, on aalors (f(A)|f(C)) = (4|C) i.e.

tr("f(A) F(C)) = tr(*AC) i.e. tr("B'ACB) = tr(*AC)

i.e. tr(*ACB'B) = tr(*AQ)

puisque tr(* B(*ACB)) = tr((*ACB)'B).
Ceci équivaut 3 (A|CB'B) = (A|C), donc a (A|CB'B — C) = 0. Comme ceci
vaut pour tout A € E, CB'B—-C =0i.e. CB'B = C. En prenant C = I,
on trouve B'B = I,,, c'est-a-dire B € O, (R).

@ Il ne faut pas oublier de vérifier que si B est une matrice orthogonale,
alors f est un automorphisme orthogonal.

» Condition suffisante :

Réciproquement, supposons B € O,,(R). Alors pour tout (4,C) € E?, on a
(F(AIF(C) = te("f(A)f(O)) = tr("B'ACB) = tr("ACB'B)
=tr(*AC) = (A|C)

donc f est un automorphisme orthogonal.
En conclusion, f est un automorphisme orthogonal si et seulement si B est une
matrice orthogonale.

3. On procede de méme que dans la question précédente.

» Condition nécessaire :

I Supposons avoir B € GL,,(R) tel que f soit un automorphisme orthogonal.
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v

Alors pour tout (A,C) € E?, on a (f(A)|f(C)) = (A|C) i.e.
tr(*f(A) f(C)) = tr(*AC) ie. tr(*B'A'B™'B~'OB) = tr(*AC)
ie. tr(*fA(B*B)"'CB'B) = tr(*AC).
Ceci équivaut a
(A|(B'B)"'CB'B) = (A|C),
donc a
(A|(B'B)"'CB'B—-C) =0.
Comme ceci vaut pour tout A € E,
(B'B)"'CB'B-C=0 ie. CB'B=B'BC.

Il faut maintenant bien se souvenir (et savoir prouver rapidement) que
les matrices qui commutent avec toute matrice sont les matrices sca-
laires.

En prenant C = E; ; (la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf le
coefficient (i,7) qui vaut 1) pour (i,5) € {1,...,n}?, et notant M = B'B, on
calcule que C'M est la matrice dont toutes les lignes sont nulles, sauf la i-eéme,
qui est la j-ieme ligne de M, et que M C' est la matrice dont toutes les colonnes
sont nulles, sauf la j-iéme, qui est la i-eme colonne de M. Si i # j, on en déduit
que m; ; = 0 et que m;; = m; ;. Ainsi M est de la forme A\I,,, A € R.

De plus, on a B inversible, donc M = B!B est inversible, ce qui montre que
A #£ 0.

Pour X € 4, 1(R)\{0}, *XB!'BX = ||'!BX||?> > 0 (ou || | désigne la norme
euclidienne usuelle sur ., 1(R)), donc AN(X)? = N(*BX)? > 0, ce qui

1
montre que A > 0. On peut donc poser o = £v/\ et B; = —B. La relation
[0

BB = I, donc BtBy; = I, donc B; € O,(R). Au final, B = aB;, avec
a € R* et By € O,(R).

» Condition suffisante :

Réciproquement, supposons avoir B; € O,(R) et a € R* tel que B = aB;.
Alors pour tout (A,C) € E?, on a

(f(A|f(C)) =tr(*B*'A'B~*B~'CB) = a *tr(*B'ACB)
=a?tr(*ACB'B) = tr(*AC) = (A|C)

donc f est un automorphisme orthogonal.
En conclusion, f est un automorphisme orthogonal si et seulement si B est de
la forme a By, avec By € O, (R) et a € R*.
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Exercice 3.5 : Formes quadratiques N

Soient F un espace euclidien de dimension n et p endomorphismes symétriques
u1,...,up de E. Pour i € {1,...,p}, on note ¢; = = — (u;(z)|z).

On suppose que Vz € E, q1(z)+ - -+q,(z) = ||z||* et que rg(u1)+- - -+rg(up) = n.
1. Montrer que uy + - - - + up, = Idg.

2. Montrer que Im(u1) & --- & Im(u,) = E.

3. Montrer que les u; sont en fait des projecteurs orthogonaux et que la somme
précédente est orthogonale.

1. Pour z € E, l'identité de 'énoncé se réécrit (uq(z) +--- +up(x) —z|z) = 0. On
aimerait plutot avoir (uj(z) + - -+ + up(x) — z|y) = 0 pour tout y € E, ainsi le vecteur
u1(z) + - - - +up(x) — x serait orthogonal a tout vecteur de E, donc nul.

@ A elle seule, I'identité < uy(x) + -+ - + up(z) — 2,7 >= 0 ne donne pas
ur(z) + - +up(x) —z=0!

On cherche donc a montrer que

(zly) = (ua (@) + - +up(2)y) -
Pour pouvoir appliquer ’hypothése (qui concerne des normes) il faut trouver une
expression de (z|y) en fonction de normes. On utilise alors une identité de polarisation.

Soit (z,y) € E?, on a, d'aprés les formules de polarisation :

1
(@ly) = 5 (e +yll* = ll* = ly]1*)

— % (Z gi(z+y) =Y ailx) - Z%ﬂ(y)>

= 22 st )l ) = us@le) — o))
= 2 (wsl)ly) + (i)

I
s
=

8
=
s

puisque les u; sont symétriques.
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Ainsi (uq(z) + -+ + up(x) — z|ly) = 0, donc ug () + - - - + up(x) — x est ortho-
gonal a tout vecteur de E. Il est donc nul, et uq(z) + -+ + up(x) = .
Ainsi up + -+ up = idg.

2. Comme on a une hypotheése de dimension, nous n’avons que la moitié du travail a
faire : il faut simplement démontrer que

e la somme des Im(u;) vaut F
e ou bien que la somme est directe
pour avoir le résultat.

La question précédente nous donne facilement le premier point, ¢’est donc ce que nous
allons montrer.

Pour x € E, on a

z=ur(z) + -+ up(z) € Im(uq) + - - - + Im(uy,)
par la question précédente. Ainsi E C Im(uz1) + - -+ + Im(uyp).
On en déduit que Im(uq) + --- + Im(u,) = E, l'inclusion réciproque étant
évidente. Or
dim(Im(uq)) + - - - + dim(Im(up)) = rg(u1) + - - - + rg(up) = n = dim(E)

donc la somme est directe.

3. Il faut ici penser a appliquer ce qui a été démontré dans la question précédente,
c’est-a-dire I'unicité de la décomposition d’un élément sur la somme des Im(u;) : pour
i € {1,...,p}, on peut écrire u;(x) comme somme de 0 et de u;(x) d'une part, et
d’autre part comme la somme des u;(u;(x)) par la premiére question.

Soient i € {1,...,p} et z € E. Pour j entre 1 et p, on note y; =0si j #i et
y; = u;(x), de sorte que y; € Im(u;).
D’'aprés la premiére question, on a

Y1+t yp = wi(e) = ur(ui(x) + -+ up(ui(x))
avec uj(u;(x)) € Im(u;) pour j entre 1 et p.
La somme des Im(u;) étant directe, on a unicité de I'écriture de w;(x) comme
somme d'éléments des Im(u;). Ainsi pour j € {1,...,p}, u;(u;(z)) =y; =0
sij#ietu(x) =1y =ux).
On a donc uf = u;, et u; est un projecteur. Comme u; est symétrique, c’est un
projecteur orthogonal.
Sii#je{l,...p},onau;ou; =0. Poury € Im(u;) et z € Im(u;), il existe
(a,b) € E? tel que y = u;(a) et z = u;(b). Alors

(ylz) = (ui(a)|u; (b)) = (alui(u;(b))) = (al0) = 0,
donc Im(u;) L Im(uy).
Ainsi la somme qui précéde est orthogonale.
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Exercice 3.6 : Quotients de Rayleigh |

Soient E un espace euclidien de dimension n € N* et u € Z(E) un endomor-
phisme symétrique.

1. Montrer qu’il existe a et § € R, qu’on exprimera en fonction des valeurs
propres de u, tels que

Vo€ B, afz|® < (u(z)lz) < Bl

2. Montrer que si pour x # 0, 'une ou l'autre des inégalités précédentes est une
égalité alors = est vecteur propre de u.

3. Onnote A; < --- < A, les valeurs propres de u, et on suppose avoir (eq, . .., €;,)
base orthonormée de E telle que Vi € {1,...,n}, (u(e;)|e;) = ;.

Montrer que Vi € {1,...,n}, u(e;) = Ae;.

1. Comme u est symétrique, on utilise le théoreme spectral. Dans la base orthonormée
obtenue, les calculs seront grandement simplifiés.

D'aprés le théoréeme spectral, on a B = (ey,...,e,) base orthonormée de E

telle que Matpg(u) soit diagonale. Pour ¢ € {1,...n}, e; est vecteur propre de
u, donc on a \; € R tel que u(e;) = Ae;.

Si x € E, notons (z1,...,%,) les coordonnées de z en base B. On a alors
n n
= Zmiu(ei) = Z /\imiei.
i=1 i=1
Ainsi (comme (eq,...,ey,) est orthonormée),

n
§ : 2
i=1

Pour encadrer le produit scalaire (u(z)|z) entre deux réels faisant intervenir ||x?, il
faut donc encadrer \; entre deux valeurs. On introduit donc la plus petite et la plus
grande des valeurs propres de u.

Notons & = min(Aq,..., A,) et 8 = max(A1,...,A,) (la plus petite et la plus

grande des valeurs propres de u)
Pour i entre 1 et n, ax? < \jx? < B2 (car #? > 0), donc en sommant :

allz)? =Y ax? < Na? < Zﬂx = fBllz|I*,
i=1 =1 =

puis of|z[|* < (u(x)|z) < Bll=(*.

2. En reprenant les inégalités obtenues dans la question précédente, il faut, pour qu’on
ait égalité, qu’il y ait égalité partout. On le traduit plus rigoureusement en regroupant
les termes du méme c6té et en se ramenant & une somme de réels positifs ou nulss.
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Soit 2 € F\{0} tel qu'on ait al|z||? = (u(z)|z). Notant (z1,...,x,) les coor-
données de x dans une base orthonormée de vecteurs propres de u, on a comme

plus haut ax? < \;2? pour tout i entre 1 et n.

Or, par hypotheése,

n

S - a)a? = (u(a)|z) - afle]2 = 0.

i=1
C'est une somme de réels tous positifs, donc on a (\; — a)z? = 0 pour tout
i€{1,...n}. Siiest tel que z; # 0, on a donc \; = « ce qui donne

n n n
u(z) = Zmiu(ei) = in/\iei = inaei = azx.
i=1 i=1 i=1

On montre de méme que si = € E vérifie (u(z)|z) = B]|z||?, alors u(z) = Bu.

3. La question précédente permet d’obtenir que u(e;) = Ajeq et u(e,) = Apen. On
restreint alors u & l'espace engendré par (es,...,e,) (c’est-a-dire 'orthogonal de e;)
pour pouvoir itérer le raisonnement.

@ Il faut bien vérifier que u stabilise F' puis que I’endomorphisme induit
par u sur F vérifie les mémes hypotheéses pour pouvoir itérer.

Comme A; est la plus petite valeur propre de u, on a \; = « d’apreés la premiére
question. On a donc u(e1) = Ajey par la question précédente.

Notons ' = (Re;)*, comme ey, . .., e, sont orthogonaux 2 ey, ils sont dans F.
u étant symétrique, on a F stable par u : en effet, si x € F,

(u(z)ler) = (zlu(er)) = A1 (zler) = 0.
L'endomorphisme induit par u sur F' a pour valeurs propres Ao < --- < A,. Par

le raisonnement vu plus haut, on a donc u(es) = Azes.
On réitere alors jusqu'a obtenir u(e;) = \je; pour tout j entre 1 et n.

Exercice 3.7 : Matrices définies positives N

Soient n € N* et A € .7, (R). On dit que A est positive (resp. définie positive) si
VX € Mp1(R),"XAX >0 (resp. > 0si X #0).

1. Montrer que A est positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont
positives.

2. Montrer que A est définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.
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1. Nous avons une équivalence a démontrer, on va donc traiter indépendamment les
deux implications.
Pour le sens direct, on évalue ! X AX pour X vecteur propre de A.

Supposons A positive. Si A est valeur propre de A, et X € ., 1(R)\{0} est
un vecteur propre associé, on a AX = A\X, puis {XAX = XX,

Or, notant (x1,...,2,) les coordonnées de X,
n
XX =) a7>0
i=1

(puisque c'est une somme de réels positifs non tous nuls), donc comme par
hypothése {XAX > 0, on a A > 0. Ainsi toutes les valeurs propres de A sont
positives.

Pour le sens réciproque, on applique le théoréme spectral. Le calcul de X AX sera
plus facile aprés changement de base pour avoir une matrice diagonale.

Supposons que toutes les valeurs propres de A soient positives. Par le théoréme
spectral, on a P € O,(R) et D une matrice diagonale (dont les coefficients
sont les valeurs propres de A, donc des nombres positifs) tels que A =tPDP.
Pour X € ., 1(R), posons Y = PX, et notons (y1,...,Yn) les coordonnées
de Y, dy,...,d, les coefficients diagonaux (positifs) de D. Alors

EXAX ='X'PDPX ='YDY = Z diy? > 0.
i=1
Ainsi A est une matrice symétrique positive.

2. Cette question est tres similaire a la précédente, en prenant soin de bien adapter
les inégalités.

0y

Attention & justifier proprement les inégalités strictes, sans faire de
confusions avec les inégalités larges.

Comme dans la question précédente, on a deux sens a montrer.

e Supposons A définie positive. Soit A une valeur propre de A, et donnons-
nous X € .#, 1(R)\{0} un vecteur propre associé, on a AX = AX, dont
on déduit que tXAX = N XX.

Or, notant (x1,...,2,) les coordonnées de X,
n
XX =) a7>0
i=1

(puisque c’est une somme de réels positifs non tous nuls), donc comme
tXAX >0, ona\>0. Ainsi toutes les valeurs propres de A sont stricte-
ment positives.
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Exercice 3.8 : Décomposition polaire N

Soient n € N* et A € GL,(R). On pose B =tAA.

1. Montrer que pour tout X € .4, 1(R)\{0}, ‘XBX > 0.

En déduire que toutes les valeurs propres de B sont strictement positives.

2. Montrer qu'il existe C' € ., (R) inversible telle que C? = B.

3. En déduire qu’il existe (H,C) € O,(R) x #,(R) tel que A = HC, puis
généraliser cette décomposition & une matrice A quelconque.

On pourra utiliser les résultats des exercices 4.5 et 4.14.

Supposons que toutes les valeurs propres de A soient strictement positives.
Par le théoréme spectral, on a P € O, (R) et D une matrice diagonale (dont
les coefficients sont les valeurs propres de A, donc des nombres > 0) tels
que A ="'PDP. Notons dy, ... ,d, les coefficients diagonaux (tous > 0) de
D.

Pour X € 4, 1(R)\{0}, posons Y = PX. Comme X # 0, Y # 0 (car
P est inversible), les coordonnées (y1,...,yn) de Y sont non toutes nulles.
Alors

n
'XAX ='X'PDPX ='YDY = diy} >0
i=1
comme somme de réels positifs non tous nuls. Ainsi A est une matrice
définie-positive.

On a bien str des énoncés équivalents pour des matrices négatives, ou
définie-négatives.

1. Le calcul de X BX revient & faire le calcul de la norme de Y, ou Y = AX. 1l faut
donc simplement justifier que ce vecteur est non nul (ce qui vient de l'inversibilité de

A).

Soit X € A, 1(R)\{0}. Comme A est inversible, AX # 0 et, notant
(y1,-..,Yn) les coordonnées de Y = AX, on a

'XBX ='XX'"AAX ='YY =) 47 > 0.
i=1

comme somme de réels positifs non tous nuls.
Si A est valeur propre de B, et si X € #,1(R)\{0} est un vecteur propre
associé, on a donc BX = \X, puis ' XBX = M'XX.
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Or, notant (z1,...,x,) les coordonnées de X,

n
XX =) a7>0
i=1
puisque c'est une somme de réels positifs non tous nuls. Comme *XBX > 0,
onaA>0
Ainsi toutes les valeurs propres de B sont strictement positives.

2. On constate que la matrice B est symétrique. En appliquant le théoréme spectral,
on peut donc se ramener (modulo un changement de base orthonormée) & une matrice
diagonale, avec des coefficients diagonaux tous positifs par la question précédente.
Trouver une matrice C' tel que C? = B sera alors chose facile.

@ Lorsqu’on a un endomorphisme ou une matrice symétrique réelle, ap-
pliquer le théoreme spectral doit étre un réflexe quasi-systématique.

Comme ‘B = 'A'(*A) = 'AA = B, on a B symétrique. Par le théoréme

spectral, il existe P € O, (R) et D une matrice diagonale tels que B =‘PDP.
Les coefficients diagonaux de D sont les valeurs propres de B, donc sont tous
strictement positifs d'aprés la question précédente. Notons-les dy,...,d, et

posons
Vdi (0)

(0) vV,
de sorte que A% = D.
Soit alors C = *PAP. Comme A est inversible (puisqu’elle diagonale 3 coeffi-
cients diagonaux tous non nuls), C est inversible comme produits de matrices
qui le sont. Comme A est symétrique, on a ‘!C = 'P!AP = PAP =C et C
est symétrique. Par suite, on a

C? ='PAP'PAP ='PA’P ='PDP = B.

@ En ajoutant ’hypothese C' définie-positive, comme défini dans ’exercice
3.7, on peut également montrer que C' est unique.

3. Une petite analyse nous montre que si (C, H) convient,
B='AA='C'HHC=C?=B

(puisque C' est symétrique et H orthogonale). Il faut donc poser C' la matrice obtenue
dans la question précédente, et ensuite H = AC~! (possible car C est inversible).
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Soit C' la matrice donnée par la question précédent, et posons H = AC 1. Ceci

est licite puisque C est inversible, sinon B = C? ne serait pas inversible donc
aurait O pour valeur propre, ce qui est exclu par la premiére question.
On a C est symétrique, et comme

"HH ='(C~")AAC™' =C~'BC = I,

(puisque C est symétrique et B = C?), on a H € O,(R).
Enfin, A = HC, donc on a la décomposition voulue.

Pour généraliser cette décomposition, il faut se souvenir de deux faits topologiques
classiques sur les ensembles de matrices : GL,(R) est dense dans .#,(R) et O,(R)
est compact (voir les exercices 4.5 et 4.14).

On munit ., (R) de la norme N telle que N(A) = maxi<; j<n @i, ;

.

. Notons

que GL,(R) est dense dans .#,,(R) d'apré |'exercice 4.5.

Soit A € #,(R). On a alors (A,)nen € GL,(R)N qui converge vers A (pour
la norme N).

Pour tout n € N, on a (C,,, H,,) € .%,(R) x O, (R) tel que A, = H,,C,, d’aprés
ce qui précede.

Or O,,(R) est compact, donc (H,,)nen admet une suite extraite (Hy(,))nen qui
converge, disons vers H € O, (R). Alors (Cy () )nen converge vers C' = H 1A,
et comme pour tout n € N, 'C,, = C,, 'C = C, donc C est symétrique (la
transposition étant continue car linéaire en dimension finie).

Enfin, A = HC en passant a la limite la relation A,y = Hy(,)Copn), €t par
continuité du produit matriciel.

Exercice 3.9 : Connexité par arcs de SO, (R) N

Soient n € N* et A € SO, (R). Montrer qu’il existe P € O,,(R) telle que A soit

de la forme
L. 0
t T
P ( b0 ) P
ou r € N, D est une matrice diagonale par blocs, avec des blocs de la forme

R(Q)z( cosf  sinf )

—sinf cosf

En déduire que SO, (R) est connexe par arcs.

J

Pour montrer la décomposition voulue, il faut utiliser la réduction des isométries de

E.

On a P € O,(R) telle que A soit de la forme

I, 0 0
tpl 0 -1, 0 |P
0 0 R
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avec r, s € {0,...,n} et R une matrice diagonale par blocs, avec des blocs de
la forme R(6).

On peut réordonner les termes dans la forme réduite de A de la maniere
dont on le souhaite : cela revient a changer ’ordre des colonnes de P,
la matrice de changement de base.

De plus det(A) = 1, et comme pour tout 6 € R, det(R(#)) = 1, det(R) = 1.
Ainsi

1 = det(*P)(—1)* det(P) = det(P)*(—1)* = (-1)*,
et s est pair. On peut donc réécrire —I sous la forme d'une matrice diagonale
par blocs, avec des blocs de la forme

ro= (0.

ce qui donnera la forme voulue.

Pour en déduire que SO, (R) est connexe par arcs, il faut construire un chemin continu
inclus dans SO, (R), reliant deux matrices quelconques de SO, (R). Il suffit en fait de
montrer qu’on peut relier une matrice quelconque & un point particulier de SO, (R),
par exemple l'identité. On utilise alors la forme précédente.

&y

Le chemin construit doit rester inclus dans SO, (R), on déforme donc
les matrices R(f) pour arriver & des matrices I en gardant des matrices
de rotation.

On a P € O,(R) telle que A soit de la forme

(I, 0

P( 0 P
avec R diagonale par blocs, avec des blocs de la forme R(61),..., R(6x) (ou
k e N).
Pour ¢t € [0,1], notons R(t) la matrice diagonale par blocs, avec des blocs
diagonaux de la forme R(61(1 —t)),..., R(6x(1 — ¢)). En faisant le produit
par blocs, on vérifie facilement que R(t) € O,,(R), et comme det(R(t)) = 1,
R(t) € SO, (R).
On pose alors

o(t)="P < 16 R?t) ) P € SO,(R),
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et ¢ : [0,1] = SO, (R) est continue (car chaque coefficient est un polynéme
de fonctions trigonométriques, donc est continu) avec

p(0)=A et o(1)='PP =1,.

@ Le fait de montrer que tout élément de SO, (R) puisse étre relié a I,
montre que SO, (R) possede une seule composante connexe par arcs,
donc est connexe par arcs.

Exercice 3.10 : Etude d’une rotation en dimension 3 N
On pose
1 2 2 1
A= g -2 1 2
1 -2 2

Montrer que A est une matrice de rotation dont on précisera les éléments carac-
téristiques.

On vérifie que A est une matrice de rotation en montrant que c’est une matrice
orthogonale de déterminant 1. On détermine ensuite ’axe de la rotation en résolvant
le systeme AX = X, et on peut trouver le cosinus de I’angle en calculant la trace de
A. En effet, la trace de A vaut 1 4 2 cos().

11 faut enfin trouver le signe du sinus de l'angle en calculant Det(k,x, Az) pour x
un vecteur orthogonal & ’axe et unitaire et & un vecteur directeur unitaire orientant
laxe.

Notons que les trois colonnes de A forment une famille orthonormée de 3 élé-
ments, donc A € O3(R). En effectuant Ly < Ly — 2L3 et Ly < La + 2L,
puis en développant suivant la premiere colonne, on obtient alors :
det(A) = — 0 5 o 1’
e = — — = —
27 1 -2 9 27

Ainsi A est une matrice de rotation. Pour

6 -3
-3 6

X
X = Yy S ./%3,1(1@)7
z

le systeme AX = X équivaut a

20 +2y+ 2z =3z —r+2y+2=0
—2r+y+2z=3y ie. —2x—2y+22=0 ie. {
r—2y+2z=3z r—2y—z=0
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Oy

donc

1
E=—1| 0
V2 \

est un vecteur dirigeant |'axe de la rotation. On se donne ce vecteur pour orienter
I'axe.

Si on choisit un vecteur opposé a k, on obtiendra un angle opposé.

Sous sa forme réduite, la trace d'une matrice de rotation est 1 +2 cos 8. Comme

la trace est un invariant de similitude, on a donc 1+2cosf = 3 donc cos 8 = 3

1
puis 6 = + arccos <3> [27]. En prenant

0 1 2
z=|1 on obtient Ax = 3 1 ,
0 -2
donc, comme z Lk et ||z]| = ||k]| = 1,
1 0 2
1 1 1 2 4

sinf = Det(k,z, Az) =——=|0 1 1 |=—= =———
( ) 3\/§ 1 0 -2 3\/5‘ L =2 ‘ 3\/i

en développant par rapport a la deuxiéme colonne.
Ainsi, comme sin @ < 0, A est la matrice de la rotation d’axe

1
1
R| O et d'angle — arccos () .
1 3

Dans le calcul du déterminant, il faut choisir pour = et k& des vecteurs
normés.






Partie 2

Topologie



Topologie

4 Topologie des espaces vectoriels normés

4.1 :
4.2 :
43
4.4 :
45 :
46 :
4.7 :
48 :
49 :

4.10 :
4.11 :

4.12

Réunion et intersection de boules
Ouverts et fermés
Comparaison de normes
Normes équivalentes
Parties denses dans un ensemble de matrices
Partie dense dans un ensemble de polyn6mes
Caractérisation des normes euclidiennes
Fonction continue
Fonction uniformément continue
Application linéaire non continue
Applications linéaires continues

: Un théoréme de point fixe
4.13:
414 .
415 :
416 :
4.17 -

Valeurs d'adhérence
Compacité de O, (R)

Un fermé borné non compact
Compact et fermé

Connexité par arcs

5 Fonctions vectorielles et arcs paramétrés

51:
5.2
53:
5.4 :
55:
56 :

Approximation d'une fonction par interpolation
Calcul d'un déterminant par dérivation

Une application des formules de Taylor
Réflexion sur une ellipse

Tracé de la cardioide

Droites tangentes et normales

99

99
100
101
103
105
106
108
110
112
113
114
116
117
119
120
121
123

125
125
127
128
130
132
135



CHAPITRE

Topologie des espaces vectoriels 4
normes

Exercice 4.1 : Réunion et intersection de boules ~

Dans un espace vectoriel normé E, on désigne par B;,(a) et Bl.(a) les boules,
respectivement ouvertes et fermées, de centre a et de rayon r.

1. Déterminer (7 ; Bu+1(a). Qu'en déduit-on ?

2. Déterminer -, B’ (a). Quen déduit-on?

1. On observe que les rayons tendent vers 1 quand n tend vers Uinfini. L’objectif est
d’aboutir a des mises en garde sur des intersections et des réunions infinies.

n+1
Comme " n~>—+>oo 1,ona:

= 1
ﬂBnﬂ(a):{er V>l fe—df < 2E }

n n
n=1

={zeF ;

n'est pas un ensemble ouvert.

|z —all <1}

2. La encore, on a I’ensemble cherché directement.

n
1 :
Comme Y 7L_)—+>OO ,ona

UB'L(a)_{er cIn>1 |r—al < —> }
n=1

n+1
Z{wEE :
ZBl(Cl)

n'est pas un ensemble fermé.

|z —al| < 1}
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@ On a donc montré qu’une intersection infinie d’ouverts n’est pas tou-
jours un ouvert et qu’une réunion infinie de fermés n’est pas toujours
un fermé.

Exercice 4.2 : Ouverts et fermés ~

On désigne par p; et py les deux fonctions coordonnées de R? définies par

pi(z,y) =z et pa(z,y) =y

pour (z,y) € R2.

1. Montrer que si O est un ouvert de R2, p;(O) et pz(O) sont des ouverts de R.
2. Soit H = {(z,y) € R?; zy = 1}. Montrer que H est un fermé dans R? mais
que p1(H) et po(H) ne sont pas fermés dans R.

1. Pour montrer qu’un ensemble est ouvert, il faut montrer qu’il contient un voisinage
de chacun de ses points.

@ Ici I’énoncé ne précise pas la norme choisie. C’est parce que toutes les
normes sont équivalentes en dimension finie. On peut donc utiliser la
norme qui nous parait la plus pratique.

On munit R? de la norme définie par ||(z,y)|| = max(|z|, |y|) pour (z,y) € R2.

Soit a € p1(0). On a alors (x,y) € O tel que p1(z,y) = a, ce qui donne z = a.
Comme O est ouvert, il existe r > 0 tel que pour tout (u,v) € R? vérifiant
(w,v) = (a,v)|| <r, (u,v) €O.Sib€Ja—r,a+r|, on a alors

||(b7y) - (auy)” = |b - CL| <r,
donc (b,y) € O. Par suite b = p1(b,y) € p1(0O) ce qui montre que p1(O) est

ouvert.
On montre de la m&me maniére que p2(O) est ouvert.

2. Pour montrer qu’un ensemble est fermé, on utilise généralement la caractérisa-
tion séquentielle. Dans le cas de la partie H, on peut aussi aller plus rapidement en
constatant que H = h=1({1}), si 'on pose h : (z,y) — xy.

Soit h : R? - R, (x,y) — zy. h est polynomiale en z et y donc continue.
Comme {1} est une fermé de R, H = h=1({1}) est un fermé de R2.

Pour montrer que p;(H) n’est pas fermé, il suffit de déterminer cet ensemble.
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Notons que si € p;(H), on a y € R tel que (z,y) € H, soit zy = 1. Ainsi
1

x € R*. Réciproquement, si z € R*, on peut poser y = — et (x,y) € H. Ainsi
T

p1(H) = R* qui n'est pas fermé.
De méme, on montre que po(H) = R* qui n'est pas non plus un fermé.

@ Les applications p; et ps sont certes continues, mais le cours donne
py ' (F) fermé si F est un fermé de R. On n’a aucune information sur
I'image directe d’un fermé.

Exercice 4.3 : Comparaison de normes N

Soit E I'espace vectoriel réel € ([0, 1],R) et N I'application de E dans R, définie

par : N(f) = \/fQ(O) —I—/O f2(t)dt.

1. Démontrer que N est une norme.
2. Comparer N et || - [|co-

1. On peut tenter de montrer directement que N est une norme en suivant la définition,
mais montrer 'inégalité triangulaire est un peu compliqué. La racine et les carrés
doivent faire penser a une norme euclidienne. Il est donc plus simple d’introduire le
produit scalaire associé.

Considérons la forme définie sur E x E par :

1
Mﬁg%:ﬂmgm%%l F(t) g'(t) dt.

et montrons que ¢ définit un produit scalaire sur F.
¢ est clairement symétrique, et pour (f,g,h) € E?, et (\,u) € R?, on a

1
Mkf+u%h%:QfW)+ugwnhmV+A(Afﬁ)+ﬂdﬁﬂwﬁmf
Y (f(O) h(0) + /0 £ h (t)dt)

i (g<o> h0+ [ e h’(t)dt)

=Ao(f.h) + pe(g: h)
donc ¢ est linéaire a gauche, donc bilinéaire avec la symétrie.
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© est clairement positive, et si f € E vérifie o(f, f) =0, alors

1 1
2 12 dt = d _ / 2d —0.
12(0) +/O f2(t)dt = 0 donc f(0) =0 et /0 ff@®)“dt=0

Comme (f’)? est positive et continue, on en déduit qu’elle est nulle. f est donc
constante, et comme f(0) =0, f =0.

Ainsi, ¢ est un produit scalaire sur E, et IV est la norme euclidienne qui lui est
associée.

2. Il faut maintenant étudier si I’'une des normes est plus fine que 'autre, si elles sont
équivalentes.

0y

Comme F est de dimension infinie, on ne sait pas a priori si les deux
normes sont équivalentes.

En général, la réponse est alors non. Plus précisément, nous allons démontrer que,
parmi les deux nombres « et 8 de la définition de normes équivalentes, I'un existe et
I’autre non.

On peut, a partir de f(x), retrouver f(0) et une intégrale faisant intervenir f’ en
pensant & la relation f(z) — f(0) = [ f/(t)dt.

Pour f € E etz €(0,1],0n a: f(z) = f(0) +/x f'(t)dt. On en déduit :
0
< 0 z/ dt] < 0 : ! d
@) < I >|+\/0 F(0) t‘<|f( I+ [ 1ol

< \f(0)|+/0 | ()] dt.

() <2 lfQ(O) +(/ ) dtﬂ

car, pour tous réels a et b, on a : (a +b)? < 2(a? + b?).
En effet, 2(a® +b%) — (a +b)?> = a®> + > —2ab= (a — b)2 >0
D’autre part, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

1 2 1 1
/ 2 12
(/0 1><|f(t)|dt> </0 1 dtx/o F12(t) dt.

On a donc, pour tout = € [0, 1], | f(x)] < V2N(f), ce qui permet de conclure :
[ flleo < V2N(f).

puis :

Dans ’'autre sens, nous allons montrer que {M; fekr } n’est pas majoré; il faut

Il flloo

pour ce faire imaginer une suite (f,,) de fonctions de E dont le quotient des normes
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tende vers l'infini. Un contre-exemple usuel, surtout lorsqu’il y a des dérivées, est
donné par la suite f, : t — t™.

Considérons les fonctions f,, (avec n € N*) définies sur [0, 1] par f,(t) = t™.
On a bien f,, € E; et le calcul donne : || f,|lcc = 1 et
1 2
n n
N(fn)? = / n?tin=2% = donc N = —
e N(fn) n .
L’ensemble des quotients = n'est donc pas majoré.
Ifalls — v2n =1
Les normes N et || - ||oo ne sont pas équivalentes.

Exercice 4.4 : Normes équivalentes ~

On consideére P'espace vectoriel E des fonctions f : [0,1] — R de classe ¢ telles
que f(0) = 0. On définit deux normes en posant, pour f € E :

Ni(f) = [flloo + 11l No(f) =1 + f'lloo-

ol ||g|lco désigne la borne supérieure de |g| sur [0, 1]. On rappelle que || - ||co est
une norme sur F.

1. Démontrer que N; et N sont bien des normes.

2. Montrer que ni N; ni Ny ne sont équivalentes & || ||co-

3. Démontrer qu’elles sont équivalentes.

1. Vérifier qu’une application est une norme est généralement routinier.
» Etude de Ny

N est bien une application de E dans R. Par ailleurs :

e Soit f € F et A € R. Alors, sachant que || - ||oo est une norme :
Ni(Af) = [[AMflloe + [IAf oo = AL flloe + [ATIf loo = [AIN1(f)
donc N7 est homogéne.
e Soit fetge F.Ona:
Ni(f+9)=IIf +9glloc +If" + 9l
< flloe +Nglloe + 11 Moo + 119"l
< Ni(f) + Ni(g)
donc N; vérifie I'inégalité triangulaire.
e Soit f € E telle que N1(f) = 0. Alors || flcc + ||.f/loc = 0, dont on déduit

que || fllcc = |1/ lcc = 0 (car ces nombres sont positifs) d'ot enfin f = 0.
Ainsi N7 est définie positive.

N est donc bien une norme sur E.
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» Etude de N,
Les trois premiers points sont analogues au cas précédent. Ktudions seulement le
dernier.

Soit f € E telle que Na(f) =0.
Alors ||f + f'lloo =0, soit f 4+ f" =0 (car ||.||oc est une norme sur E).

D’'aprés les résultats du cours sur les équations différentielles, il existe un réel
K tel que :

Vo e[0,1], f(z)=Ke ™.
Par ailleurs, f € FE donc f(0) = 0, ce qui impose K = 0 d'ou f = 0. Ny est
donc bien une norme sur F.

@ La principale difficulté dans la démonstration d’une norme est souvent
de vérifier ||f|| =0 = f = 0. C’est donc le seul point qu’on ne peut
pas passer sous silence.

2. Pour montrer que Ny et N3 ne sont pas équivalentes & || ||so, il suffit de trouver
une suite (fy,)nen bornée pour || | oo, mais telle Ni(f,,) et Nao(fy,) tendent vers +oo.
11 faut pour cela considérer une suite de fonctions uniformément bornées sur [0, 1],
mais dont les dérivées explosent. On peut alors penser a t — t™, t — cos(nt)...

Pour n € N*, on pose f, : t + t". Comme f,, est de classe €' et f,,(0) = 0,
fn € E.Ona|fullo =1. Pourt €[0,1], f.(t) =nt""1, donc ||f,]|cc = 7 et

| fr + flloo = 14 n. Ainsi N1(f,) = Na(frn) =1+ n. Comme
Ni(fn) R Na(fn)

+o00 et
anHoo n—+oo ”anOO n—+o0

+00

Nj n'est pas équivalente a || ||oo, €t N2 non plus.

3. On souhaite démontrer qu’il existe deux nombres réels positifs a et b tels que, pour
tout f € E:
N1(f) < aNa(f) et Na(f) < bNu(f).

Ici, une inégalité est claire (par I'inégalité triangulaire) et autre beaucoup moins. ..

Soit f € E. Alors, pour tout z € [0,1] :

[f(@) + f' (@) < [f @)+ @) < [ flloe + 1 oo
Ainsi, le réel || f|loo + ||.f']loc €st un majorant de la fonction |f + f’| donc :
1f+ flloo < Ifllso + 1 llo
c'est-a-dire : No(f) < N1(f).

Pour lautre inégalité, il nous faut trouver f et f’ en fonction de h = f + f’. Ceci
revient & résoudre I’équation différentielle f + f/ = h. Une fois la résolution effectuée,
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on connaitra f(z) en fonction de h, donc f’(x) aussi et il sera facile de majorer Ny (f)
en fonction de Na(f).

Posons h = f + f’. f est alors solution de I'équation différentielle f + f' = h.

La solution générale de I'équation homogéne associée est x — Ae™ %, A € R.
Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliere
sous la forme  — A(z)e™7, avec A dérivable sur [0, 1]. On trouve, en reportant
dans I'équation,

N(z)e™® = h(x) donc N (z) = h(z)e”.
Une solution particuliere est donc z +— e_z/ e'h(t)dt. La solution générale
0

de I'équation différentielle f + f’ = h est donc x — Ae® + e*"”/ e'h(t)dt,
0

AeR.

Avec la condition initiale f(0) = 0, qui implique A = 0, on trouve donc que

pour z € [0,1], f(z) =e " /w e’ h(t)dt. Ainsi,
0

x

|f<x>|</0 et\h<t>|dt</o elhlloc dt < e lf + 'l

On a donc || flleo < €llf + f'||cc- D'autre part, pour z € [0,1],
|f' (@) < h@)| +1f @) <[ f+ Flloo +ellf + Flloo <A +e)[f+ flloo

et donc || f'floc < (1+¢) [[f + flloc-
Au final, on obtient N1(f) < (2e + 1) Nao(f), et les deux normes sont bien
équivalentes.

Exercice 4.5 : Parties denses dans un ensemble de matrices

Soit E = #,(C).

1. Montrer que GL,,(C) est dense dans E.

2. Montrer que ’ensemble des matrices diagonalisables & valeurs propres simples
est dense dans E. (On pourra penser a trigonaliser.)

" J

Comme l'espace est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes ; on choisit
ici la norme || M|| = max; ; [m;;|.

1.Si A € E, et £ > 0, on doit trouver une matrice inversible M tel que ||M — A < «.
On cherche M sous la forme A + A1,,. La condition d’inversibilité nous dit que —A ne
doit pas étre valeur propre de A. L’inégalité nous dit que |A| < e.

La matrice A a au plus n valeurs propres. Dans I'ensemble {z € C; |\| < €}

(infini), on peut donc trouver un X tel que —\ ne soit pas valeur propre de A.
On a alors M = A+ A1, inversible, avec | M — A| = |A| < e.
Ainsi GL,,(C) est dense dans E.
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2. A € E, on doit maintenant trouver une suite de matrices diagonalisables a valeurs
propres simples (M),),en qui converge vers A. Le fait que M, ait n valeurs propres
simples impliquera qu’elle soit diagonalisable; on cherche donc M, avec n valeurs
propres simples.

En suivant I'indication, on trigonalise A. On lira alors sur la diagonale les valeurs
propres de A. On ajoute alors aux coefficients diagonaux des quantités qui tendent
vers 0 en module, de maniére a obtenir une matrice avec des coeflicients diagonaux
deux a deux distincts. Cette matrice aura alors n valeurs propres distinctes.

Le polynéme caractéristique de A est scindé dans C[X], donc A est trigona-
lisable. On a donc P € GL,(C) tel que A = P71TP, avec T triangulaire

supérieure. Les coefficients diagonaux t1,...,t, de T sont les valeurs propres
de A.
Notons e I'écart minimal en module entre deux t; distincts :
§ = min(|ty — t;]; (k,§) € {1,...,n}? tq tg # t;}.

Pour p € N*, on note D,, la matrice diagonale ayant pour coefficients diagonaux

ieQiﬂ/TL £e4iﬂ'/n ie%nﬂ'/n

3p "3p T 3p
Alors T'+ D, est triangulaire supérieure, et ses coefficients diagonaux sont deux
a deux distincts.

@ Il est nécessaire de prendre n éléments deux a deux distinets (pour le
cas ou deux t; sont égaux) de modules < % (pour que dans le cas de ¢;
distincts, on ne puisse retomber sur deux éléments égaux).

En effet, pour k # j € {1,...,n}, si tx, =t;,

5 i 5 o
t. + —e ikT/n t: 4+ 7621]71'/71;
k 3]) 7é 7 3p
. o .
etsity #tj, [t; —ti| =0 > 23—, donc |3 encore
D

5 oin 5 ..
t, 4+ —e2t T/n t_+7e2z]7r/n.

k 3p # J 3

La matrice M, = P(T+D,)P~! ales mémes valeurs propres que T'+ D,,, donc
n valeurs propres simples. Elle est donc diagonalisable. Il est clair que (D),)pen-

)
converge vers 0 (car = —). Par continuité du produit matriciel (qui est
0 D, 3 P inuité d dui iciel i
P

une application bilinéaire en dimension finie), la suite (M),),en+ converge vers
PTP~1 = A, ce qu'il fallait démontrer.
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Exercice 4.6 : Partie dense dans un ensemble de polynémes

On considére E = R[X| muni de la norme :
1P|l = sup{|P(®)] ; ¢ € [-1,1]}

1. Montrer que || || définit bien une norme sur E.
2. Démontrer que I’ensemble des polynomes nuls en 2 est une partie dense de F.

X n
On pourra étudier la suite — .
2 n€eN

1. On sait que || || définit une norme sur l’ensemble des fonctions continues de [—1, 1]
dans R, les propriétés se transposent rapidement & F = R[X], il faut juste vérifier le
caractere défini.

I || étant une norme sur I'ensemble des fonctions continues de [—1,1] dans R,

elle est encore positive, homogene, et vérifie I'inégalité triangulaire sur E. Si
P € E vérifie |P|| = 0, alors pour tout t € [—1,1], |P(¢)] < ||P]| = 0, donc
P(t) = 0. P admet donc une inifinité de racines, donc est le polyndme nul.
Ainsi || || est une norme sur E.

2. Il s’agit de démontrer que tout polynéme de F est un point adhérent de ’ensemble
considéré. Pour ceci, on peut démontrer qu’il est la limite d’une suite de polynémes
nuls en 2. On étudie alors la suite donnée en indication.

@ Il faudra que cette limite soit relative a la norme fournie, car ’espace
E étant de dimension infinie, il n’y a aucune raison que deux normes
de F soient équivalentes.

Désignons par F' I'ensemble des polynémes nuls en 2, c’est-a-dire les polynémes

Q tels que Q(2) = 0.
Pour n € N, on a
t\" 1
= = tel-1,1]p = —
wo{|(5) | o<t} -
. X\"
donc la suite (() ) converge vers 0.
2 neN
X

_X n
2
Pour P € E et n € N, considérons alors le polynéme Q,, = P — P(2) (2) .

Alors @, (2) = P(2) — P(2) = 0 donc Q,, € F, et par opérations sur les limites,
(Qn)nen converge vers P.
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I Ainsi I est dense dans E.

Exercice 4.7 : Caractérisation des normes euclidiennes

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie et || || une norme sur F vérifiant
I'identité du parallelogramme :

V(@,y) € %, lz+yl* +llz — yl* = 2([l[* + llyll*)-

Le but de cet exercice est de montrer que || || est une norme euclidienne.
On note f 'application de E? dans R définie par

£(.5) = 302+l = 1z~ 91?)

1. Montrer que pour (z,y, z) € E3,

(%) fl@+z,y)+ flx—2y) =2f(z,y).
2. Montrer que pour (x,y) € E?,

flrz,y) =rf(z,y)
pour 7 successivement dans N, Z, Q et R.

3. Montrer que f est bilinéaire.
4. Montrer que || || est une norme euclidienne.

1. La premiére formule demandée se trouve aisément avec la définition de f et I’hy-
pothese.

Par définition de f, on a, en utilisant I'identité du parallelogramme,
fat+zy)+ fe—z9) = glo+ 2+ ol — o+ z -yl
+llz =z +yl* — o -2 —yl*)
= i(Q(IIx +yll” + 112012 = 2/l — yl* + [12[*)
= 2w+ 9>~ llz — I
=2f(x,y)

2. On commence par démontrer que f(nz,y) = n f(x,y) par récurrence sur n € N.
La question précédente relie f((n + 2)z,y) avec f((n+ 1)z,y) et f(nz,y), on fait
donc une récurrence d’ordre 2.

@ Il ne faut pas oublier de démontrer deux initialisations dans une récur-
rence d’ordre 2.
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Soit (z,y) € E%. Montrons par récurrence d’ordre 2 sur n € N la propriété H,, :
«fnz,y) =nfa,y)>.
e H; est claire, et on a f(0,y) = 0 donc on a Hy.
e Soit n € N tel que H,, et H, 1. D'aprés (x), on a
F((n+2)2,9) + F(na,y) = 2f((n +1) z,y).
Avec I'hypothése de récurrence, on en déduit donc que
etona Hy4a.

En conclusion, Vn € N, H,.

On passe ensuite de N & Z en utilisant I'opposé. La relation (*) nous donne

en prenant x = 0, ce qui nous donnera le résultat voulu.

Pour n € N, on a, par (*)

f(nz,y) + f(=nwx,y)=2f(0,y) =0

donc f(—nw,y) = —f(nx,y) = —nf(amy)
On a donc f(nz,y) =n f(x,y) pour tout n € Z.

Pour passer de Z a Q, il faut ajouter le dénominateur. On doit donc montrer que
%f(:c, y) = f(%;v, y). Cecirevient & f(x,y) = qf(%x, y), qui est vrai par ce qui précede.

Soit r € Q, on a alors (p,q) € Z x N* tel que r = P D’aprés ce qui précéde,
q

on a 1
qf (wy> =f (qw,y) = f(x,y).
q q

1 1
Ainsi f <z,y) = —f(x,y). Par suite
q q

flrz,y)=pf (;xy> = Sf(%y) =7 f(z,y).

Enfin, pour passer de Q a R, on utilise 'approximation décimale : si r € R, la suite
des approximations décimales de r par défaut est une suite de rationnels qui converge
vers r. La continuité de f permettra alors de conclure.

Soit » € R. Notons (r,)nen la suite des approximations décimales de r par

défaut. On sait que (r,)nen converge vers r. Comme pour tout n € N, r,, est
rationnel, on a :

flrna,y) =ra f(2,y).
D'autre part, f est continue (car la norme I'est), donc en passant a la limite la
relation précédente, on obtient

frz,y)=rf(z,y).
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@ Cette question illustre bien les relations entre les divers ensembles de
nombres, et la maniere dont ils sont construits les uns par rapport aux
autres.

3. f est clairement symétrique, il faut donc montrer la bilinéarité a gauche. Avec la
question précédente, il reste simplement a montrer que

flx+y,2) = f(z,2) + f(y,2)

Ceci vient de la relation ().

Soit (z,y,2) € E®. D'aprés la relation (x), on a
Tty  r—y Sty T—y r+y
— =2
f( 5 T3 ,z>+f< 5 5 ,z> f< 5 ,z)

c'est-a-dire :

o)+ F2) =20 (T 25) = ot o)

Par suite, et avec la question précédente, f est linéaire a gauche.
Comme f est symétrique (par homogénéité de la norme), f est bilinéaire.

4. Il reste juste a montrer le caractere défini-positif pour que f soit un produit scalaire.
Comme f est défini & partir de || || par une formule de polarisation, la norme associée
a f devrait étre || ||.

On a vu dans la question précédente que f est bilinéaire et symétrique. Pour
z € FE,ona )
fl@,) = Ll + 2l = o = 2|*) = |l

donc f(x,x) > 0 avec égalité si et seulement si z = 0.
Ainsi f est un produit scalaire, et le calcul précédent montre que sa norme
associée est || ||

Exercice 4.8 : Fonction continue ~

1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f € Z(FE, F). Montrer 1’équi-
valence entre :

a) f est continue;

b) pour tout suite (up)neny d’éléments de E qui converge vers 0, la suite
(f(un))nen est bornée (dans F).

2. Si E est un espace vectoriel normé et f € E* = Z(F,K), montrer que f est
continue si et seulement si Ker f est fermé.
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1. Nous allons noter N la norme de E et N’ la norme de F'. On commence par le sens
facile

= (b).

- Supposons que f soit continue et soit (u,)nen € BN qui converge vers 0. On a

alors : (f(un))nen converge vers f(0) = 0, ce qui entraine que (f(un)), oy st
bornee

» (b) = (a).

Nous allons utiliser la caractérisation de la continuité d’une application linéaire. Elle

est continue si et seulement si IM > 0, Vz € E, N'(f(z)) < M N(z). On raisonne

par contraposée en supposant f non continue, et on construit une suite exploitant la

négation de cette propriété.

En topologie, et surtout lorsqu’on souhaite se ramener a une suite, on

@ raisonne par I’absurde ou par contraposée. La nouvelle phrase logique
commengcant par un VM > 0, on pourra l'appliquer en tous les entiers
naturels.

Supposons f non continue. Alors

VM >0, Jze€FE, N'(f(x))>MN(z).

Pour tout n € N*, on a donc z,, € E tel que N'(f(x,)) > nN(z,).Siz, =0,
f(x,) = 0 et I'inégalité n'est pas vérifiée. Ainsi x,, # 0 et on peut donc poser

Yn = mxn Comme N (y,) n—)—+>oo 0, (yn)nen+ converge vers 0.
Par linéarité de f, on a:
1
N'(f(yn)) = N'(f(zn)) > Vn

donc la suite (f(yn))nen+ n'est pas bornée.
Par contraposée, on a donc montré que (b)) = (a).

2. Comme dans la question précédente, il faut montrer les deux sens. L’'un vient
directement des propriétés du cours.

» Sens direct
| Supposons f continue. Alors Ker f = f~({0}) est I'image réciproque d'un
fermé de K par f, donc est un fermé de E.

» Sens réciproque
Pour ’autre sens, on raisonne par contraposée comme dans la question précédente.

| Supposons f non continue. Alors

VM >0, 3zxekE, |f(zx)]>MN(z).
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Pour tout n € N*, on a donc x,, € E tel que |f(z,)| > nN(xy).

Comme f est une forme linéaire non nulle (sinon elle serait continue), f est
de rang 1, donc surjective. On a donc a € E tel que f(a) = 1. Par suite Ka
et Ker(f) sont deux espaces supplémentaires dans E. Pour tout n € N*, on a
donc un unique (An, hy,) € K x Ker f tel que z,, = A\, a + hy,.

En appliquant f, on obtient

Al = 1f(Ana+hn)| = [f(zn)] > nN(zy).

1
On a donc N(A\,'z,) < = — 0 et (A\,'2,)nen+ converge vers 0. Ainsi
n n—+oo

(A, Yhn)nen= converge vers —a. Pour tout n € N*, A\-1h,, € Ker f, et comme
f(=a)=—1#0, —a ¢ Ker f. Ainsi Ker f n'est pas fermé.
Par contraposée, si Ker f est fermé, alors f est continue.

Exercice 4.9 : Fonction uniformément continue

Soit f une fonction continue sur R, ayant une limite finie & 'infini. Démontrer
que f est uniformément continue sur R, .

1l ’agit de généraliser & 'infini un énoncé vrai sur un segment (ici le théoréme de
Heine). Pour ce faire, il faut utiliser la définition de la limite pour se ramener & un
segment.

@ Pour montrer I'uniforme continuité il faut trouver un n > 0 tel que tous
les z et y a distance plus petite que n vérifient |f(z) — f(y)| < e. Cet
7 ne doit dépendre ni de x, ni de y.

Soit € > 0. L'hypotheése IEIJIrloo f(x) = £ entraine |'existence de

A>0 tel que Vo> A, |f(x)f£|§§.

Par suite, pour x > Aety > A, on a:
2¢e
(@) = f)l < [f(2) e+ 1= fly)l < 5

D'autre part, f est continue sur le segment [0, A] ; elle y est donc uniformément
continue. On a donc :

n>0 telque Y(z,y)€[0,A% |z—y|<n = |f(z)-fly)|<

w| M

Enfin,siz < A<yavec|z—y|<n ona:

[f(@) = f(y)l <[f(2) = FA+[(A) = fy)] < g +t5=e
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Pour tous les et y € Ry tels que | —y| <7, on a donc |f(x) — f(y)| < e.
En conclusion :

Ve>0, In>0, Y(z,y)eRY, |z—y|l<n = |flx)- fy)|<e

f est donc uniformément continue sur R.

Exercice 4.10 : Application linéaire non continue ~

1
Soit E = % ([0,1],R) muni de la norme || f||; = / |f(®)| dt et ¢ €]0,1[. Démon-
0

trer que Papplication ® de E dans R : f — f(c) n’est pas continue.

. J

Remarquons d’abord que le probleme est possible puisque F n’est pas de dimension
finie.

Pour démontrer que ® n’est pas continue, il suffit de montrer qu’on peut trouver une
suite de fonction (f,)nen telle que

[@(fn)l _ |fn()]

N(fa) ~ N(fa) norioe o

On cherche done f,(c) de plus en plus grand, avec N(f,,) constant. On pense alors &
des fonctions triangulaires.

f(z)
} T
—>
1
2n
@ Comme dans cet exemple, 'intégrale d’une fonction peut avoir une
valeur tres petite alors que la fonction a des valeurs tres grandes.

1 1 .
Soit n € N, assez grand pour que 0 < ¢ — — < ¢+ — < 1. On définit f,, sur
n n

[0,1] comme étant affine par morceaux avec :

e f, constante nulle sur [0,c — —];
n
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1
n? (t—c+>;
n

1 1
e pourt € [c,c+ =], fa(t) = n? <c+—t>;
n n

e pourt € [c— %,C], fn(t)

1
e f, constante nulle sur [c + —,1].
n

1
2
On a alors N(f,) = / | frn(t)|dt qui est I'aire d'un triangle de base — et
n

0
hauteur n, donc N(f,) = 1.
D'autre part, f,(c) =n, donc

U _ @l

N(fn) N(fn) n—too
Ainsi ® n'est pas continue.

Exercice 4.11 : Applications linéaires continues N

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie non réduit a {0} et u € Z(E).
On pose :
N(u) = sup{|lu(z); = € E tq ||=[| = 1}.
1. Montrer que N (u) existe et que c¢’est un maximum.
2. Montrer N définit une norme sur .Z(E).
3. Montrer que pour (u,v) € Z(E)?, N(vou) < N(u) x N(v).

1. Pour montrer que la borne supérieure existe, il faut montrer que I’ensemble corres-
pondant est non vide et majoré.

L'ensemble A = {||lu(x)

un vecteur de norme 1 : comme E # {0}, en prenant x € E\{0}, ﬁ est de
T

| z € E tq ||z|| = 1} est non vide puisque E contient

norme 1.
Comme u est linéaire en dimension finie, u est lipschitzienne, disons de rapport
k. Pour x € E tel que ||z|| = 1, on a donc

[u(@)[| = [[u(z) = u(O)| < Ellz -0 = &

et A est majoré par k.
Ainsi A admet une borne supérieure, et N(u) est bien défini.

@ Le fait que N (u) soit un maximum n’est pas évident, puisqu'une borne
sup n’est pas atteinte, en général.
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11 faut maintenant montrer que N(u) est un maximum, c’est-a-dire que = — ||u(x)||
atteint son maximum sur I’ensemble S des vecteurs de norme 1. Il faut pour cela
utiliser le théoreme des bornes en montrant que S est compact.

Notons S = {x € E; ||z|| = 1}. S est clairement borné (par 1) et c'est un
fermé, puisque c'est I'image réciproque de {1} (un fermé de R) par I'application

Il '1l, qui est continue.

Comme E est de dimension finie, S est un compact de E. Comme vu plus haut,

u est continue, donc par le théoréme des bornes, = — |lu(z)|| atteint ses bornes

sur S. N(u) est donc un maximum.

2. On vérifie un & un les axiomes de définition d’une norme.

Montrons que N est une norme.

e On a vu que N est bien définie et a valeurs dans R.
e Pourue L(E)et \€R,ona:
N(Au) = sup{||Au(z)||; z € E tq [[zf| = 1}
= sup{[A| [lu(z); = € E tq [lz]| = 1}
= AN (u)
donc N est homogene.
e Pour u et ve Z(FE), on a, pour xz € E tel que ||z|| = 1, d'apres I'inégalité
triangulaire :
lu(z) +v(@)|| < [[u(@)]| + [lo(@)] < N(w) + N(v).
Ceci valant pour tout = € E de norme 1, on obtient donc
N(u+wv) < N(u)+ N(v)
en passant a la borne supérieure et N vérifie I'inégalité triangulaire.

e Enfin, soit u € £ (FE) tel que N(u) = 0. Pour z € E\{0}, y = est de

x
]
norme 1, donc [Ju(y)|| < N(u) = 0. Ainsi u(y) = 0 et par linéarité de u,
u(z) = ||z||u(y) = 0. Comme u(0) = 0, on obtient u est constante nulle,

ce qui montre que N est définie positive.

Ainsi N est une norme sur Z(E).

3. Pour = € FE de norme 1, il faut majorer v(u(z)). On a facilement ||u(z)|| < N(u),
mais pour majorer ||v(u(x))]|, il faut revenir au cas ou u(z) est unitaire. S’il est non
nul, il suffit de le diviser par sa norme. Il faut donc distinguer le cas u(z) = 0.

u(z)

Soit € E de norme 1. Si u(z) # 0, alors y =
" fula)]

lv(y)]] < N(v). En multipliant par ||u(x)|| > 0, on obtient donc (par linéarité
de v)

est de norme 1, donc

[o(u(@))]| < [lu(@)[ o)l < N(uw) x N(v).
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Si maintenant u(x) = 0, on a v(u(x)) = 0, donc I'inégalité plus haut est encore
vérifiée.

Dans tous les cas, [|[v(u(z))|] < N(u) x N(v) donc en passant a la borne
supérieure, N(vou) < N(u) x N(v).

@ On a alors aisément N ( ™) < N(u)™ pour n € N. Ceci permet de
montrer que la série ) | %7 converge absolument dans (Z(E), N), donc
converge, et de définir exp( ).

Exercice 4.12 : Un théoréme de point fixe \

Soient K une partie compacte d’un espace vectoriel normé E, et f : K — K telle
que Y(z,y) € K*, z #y = [|f(z) = fW)l < |z —yl.

1. Montrer que f admet un unique point fixe [. Pour ’existence, on pourra
considérer application h : K — R, z — || f(z) — z||.

2. Soit (uy)nen € EN définie par récurrence par ug € K et Vn € N, up, 11 = f(uy).
Montrer que (uy,)nen converge vers .

1. L’unicité viendra facilement de I’hypothese. Pour 'existence, on considére ’ap-
plication donnée en indication. Un point fixe correspondrait & un zéro, donc a un
minimum de cette fonction. On utilise donc ’hypothése de compacité pour appliquer
le théoréme des bornes.

e Unicité : Supposons avoir | et m deux points fixes de f. Si | # m,

[E=ml = [f{) = f(m)[| < ||l = m]|
ce qui est absurde! Ainsi [ = m et on a unicité.

e Existence : Soit h : K — R, z — ||f(x) — z||. h est continue comme
combinaison linéaire et composée de fonctions qui le sont (f étant continue
car lipschitzienne). Comme K est compact, elle est bornée et atteint ses
bornes, en particulier son minimum. On a donc zy € K tel que Vz € K,

h(xzo) < h(x). Si f(xo) # o, par hypothése,
1£(f(z0)) — fzo)ll < |If(z0) — ol

i.e. h(f(zg)) < h(zop)... absurde! Ainsi f(z¢) = xo et on a l'existence.

2. La compacité permet d’obtenir une suite extraite convergente de (uy)nen. L'hy-

pothese de I’énoncé montre aussi que la suite (||u, — I||)nen est décroissante. Il faut
alors montrer que sa limite est nulle.
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Oy

Exercice 4.13 : Valeurs d’adhérence N

Soit (uy)nen une suite réelle bornée.

1. Si (Up+1 — Un)nen converge vers 0, montrer que I’ensemble des valeurs d’adhé-
rence de (up)nen est un segment de R.

2. On suppose avoir f : R — R continue telle que Vn € N, u,11 = f(uy,). Si
(Un+1 — Un)nen converge vers 0, montrer que (uy)nen converge.

Comme K est stable par f, la suite (u,)nen est a valeurs dans I'ensemble
K, qui est compact. Elle admet donc une suite extraite (uw(n))neN conver-
gente, disons vers x. Comme f est 1-lipschitzienne, elles est continue, et la
suite (Ug(n)+1)neN = (f(Up(n)))nen converge vers f(x).

D'autre part, comme pour n € N, |[upnt1 — || = ||f(un) — FO| < [|un — 1|
la suite (||un, — I]|)nen est décroissante. Elle est minorée par 0, donc converge,
par le théoréme de la limite monotone, disons vers a. Toutes ses suites extraites
convergent vers la méme limite. Comme (||ug(n) — || )nen converge vers ||z —|
onaa = |lz—I| par unicité de la limite. De méme (||uy(n)+1 —!||)nen converge
vers || () — 1], donc || f(x) — I]| = a.

Si « # 1, on devrait pourtant avoir || f(z) —I|| = ||f(x) = fF(D] < |l =1]...
exclus! Ainsi z = [. Par suite (||u, —!||)nen converge vers a = 0, donc (uy )nen
converge vers [.

Si z est une valeur d’adhérence d’une suite récurrente (uy)nen, On ne
peut pas immédiatement dire que x est point fixe de f.

1. Pour montrer que I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite est un intervalle, il
faut montrer que c’est une partie convexe de R. On raisonne par I’absurde : si ce n’est
pas le cas, on a a < b deux valeurs d’adhérence et ¢ €]a, b[ non valeur d’adhérence.
On a alors un € > 0 tel que le nombre de termes de la suite a distance plus petite que
€ de c soit fini.

Cependant la suite doit passer une infinité de fois a distance plus petite que ¢ de a et
de b. D’autre part, elle fait des pas de longueur plus petite que € a partir d’un certain
rang. Ceci nous apportera la contradiction.

Notons V' I'ensemble des valeurs d'adhérence de (u,,)nen. Montrons que V' est
convexe. Soit a < b € V, supposons que [a, b] ne soit pas inclus dans V. On a
alors ¢ €Ja, b[ tel que ¢ ¢ V.

On a alors & > 0 tel que {n € N;
que

Uy, — ¢| < e} est fini. On a donc N7 € N tel

Yn > Ny, |u, —c| > e.
et, quitte a le réduire encore, on suppose que a +e <c—cetc+e<b—e.
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Il rest
borné

Par définition de la limite, on a Ny € N tel que
Vﬂ)NQ, |un+1_un| <e.

Posons N = max (N1, N3). Comme a est valeur d'adhérence, on a n > N tel
|un, — a] < €. On a ensuite p > n tel que |u, — b| < ¢ (puisque b est valeur
d’adhérence). Notons

A={ke{n,...,p}, up <c}.

A est non vide (car contient n) et majoré (par p). Il a donc un plus grand
élément k. On a k < p (car up = b—¢e > ¢) donc upy1 > c. Comme k > N,
|up+1 — ug| < e, ainsi |ug — ¢| < e.... absurde!

Ainsi [a,b] C V, ce qui montre que V est un convexe de R. C'est donc un
intervalle.

e & montrer que V est fermé et borné pour que ce soit un segment. Le caractere
vient du caracteére borné de la suite :

Comme (up)nen est bornée, on a M > 0 tel que Vn € N, |u,| < M. Soit
x € V. On a alors une suite extraite (Uy(n))nen de (Un)nen qui converge vers
.

Comme pour tout n € N, |uy,(,)| < M, en passant a la limite, |z| < M. Ainsi
V est borné.

Enfin, on montre que V' est fermé en montrant que son complémentaire est ouvert.

0y

Il peut parfois étre plus simple de montrer qu’un ensemble est fermé
en passant par le complémentaire.

Soit x € R\V. Alors z n'est pas valeur d’adhérence de (uy)nen. On a alors
e > 0 tel que {n € N; |u, — x| < &} est fini.
€

Pour 6} - -, — 1, on a alors
ur y T 2:5—1—2

€
{neN; |un—y|<§}c{n€N; lup, — x| < e}
donc ce premier ensemble est fini. Ainsi y n'est pas valeur d'adhérence de
(Un)nen- - -
On a donc ]x 5% + 3 [ C R\V et R\V est ouvert, donc V est fermé.

En conclusion V' est un intervalle réel fermé borné, c’est donc un segment.

2. Pour montrer que la suite converge, il faut montrer qu’elle n’a qu’une valeur d’adhé-
rence. On utilise alors la question précédente.

Comme (upt+1 — Un)nen converge, I'ensemble des valeurs d'adhérence de
(un)nen est un segment [a,b] d'aprés la question précédente.

Pour 2 € [a,b], on a une suite (Uy(n))nen extraite de (un)nen qui converge
vers x. La suite (uy(n)+1)nen converge alors vers f(x) par continuité de f.
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Exercice 4.14 : Compacité de O, (R)

D'autre part (y(n)+1 — Up(n))nen converge vers 0, donc z = f(x). Ainsi [a, D]
est un segment constitué de points fixes de f.
a+b

Supposons a < b. Comme ¢ = —— € [a,b], il est valeur d'adhérence de
b—a
(un)nen etonap € N tel que |u, —c¢| < — Alors u, € [a, b] donc est point

fixe de f. La suite (u,)nen est donc stationnaire et elle converge... absurde
puisqu’elle a au moins deux valeurs d'adhérence a < b!
Ainsi a = b et la suite a une unique valeur d'adhérence. Elle converge donc.

Démontrer que le groupe orthogonal O,,(R) est compact.

1l s’agit d’une partie de .4, (R). L’espace vectoriel étant de dimension finie, on sait
que toutes les normes sont équivalentes, on peut donc choisir n’importe quelle norme.
D’autre part, on peut caractériser une matrice orthogonale A de plusieurs facons :
par ‘AA =1, ou par les vecteurs colonnes qui sont orthonormés.

Comme la dimension de ., (R) est finie, il faut montrer que O, (R) est un fermé

borné.

» O,(R) fermé.

On propose deux démonstrations.
e Premiére démonstration :

Soit (Ap)pen une suite d'éléments de O,,(R) qui converge vers un élément
A de M, (R).

La suite de terme général A, A, est constante égale 3 I,,, donc on a d'une
part pgrfootApAp =1,.
Par ailleurs, YA, A, tend vers AA, car I'application (A, B) — AT B est
bilinéaire donc continue.
Par unicité de la limite il vient *tAA = 1,,, c’est-a-dire A € O,,(R).

¢ Deuxiéme démonstration :
L'application f de .#,,(R) dans .#,,(R) définie par f(A) = ' AA est continue

(pour n'importe quelle norme) puisque les coefficients de f(A) sont des
fonctions polynomiales des coefficients de A.

O, (R) est I'image réciproque par f du fermé {I,,}. Il est donc fermé.

Quelle que soit la preuve choisie, il y a un argument de continuité d’une
certaine application qu’il faut bien justifier.
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» O,(R) borné.

La encore on donne deux démonstrations.

e Premiére démonstration :
L'application ¢ : ., (R)? — R définie pour (A, B) € .#,(R)? par
QD(A, B) = tI‘(tAB) = Z(tAB)z,z = Z Zaj,ibj,i
i=1 i=1 j=1
définit un produit scalaire sur ., (R) (qui correspond au produit scalaire
usuel sur R"*). On note || || la norme associée.
Si A € O,(R), on a ||[A|| = /tr(*AA) = \/tr(I,) = /n, ce qui montre
que O, (R) est borné.

e Deuxiéme démonstration :
Comme les colonnes d'une matrice orthogonale sont de norme 1, les coef-
ficients d’'une matrice orthogonale sont compris entre —1 et 1. O, (R) est
donc borné par 1 pour la norme || Al| = sup;, ; [a; ;|-

Dans tous les cas, O,(R) est un fermé borné de .#,,(R), de dimension finie,
donc est compact.

@ Dans chacune de ces démonstrations, on a choisi la norme qui nous
arrangeait le plus pour montrer le caractere borné.

Exercice 4.15 : Un fermé borné non compact N

Soit F un espace vectoriel normé de dimension infinie. On note S 1’ensemble des
vecteurs de £ de norme 1.
1. Montrer qu’on peut construire une suite (z,,)nen € S™ telle que

1
Vm #n €N, ||xn_xm||>§
On pourra raisonner par récurrence.

2. En déduire que S est fermée, bornée, mais non compacte.

1. En suivant indication, on construit (z,)nen par récurrence. On peut prendre
n’importe quel vecteur de norme 1 pour xg, et si xg, . . ., ,, sont construits, on regarde
F = Vect(zg,...,z,). On sait que F # E, et on souhaite trouver un élément x,; a
distance plus grande que % de F. Par analogie avec le cas euclidien, on consideére la

distance de y (un élément qui n’est pas dans F') a F.
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On pose g € E un vecteur quelconque de norme 1. Supposons avoir construit
Zoy---,Zn. On note alors F' = Vect(xg, ..., x,). F est différent de E (car E
est de dimension infinie), on a donc y € E\F. Comme F est fermé (puisque
c'est un sous-espace de dimension finie),

d=d(y,F)=inf{|ly—z| , z € F} > 0.

En effet, par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, on a (up)pen € F
telle que (||y—up||)pen converge vers d. Si d = 0, on aurait (u,)pen qui converge
vers y, donc comme F est fermé, y € F'... exclus!

Cette distance d n’est pas forcément atteinte dans le cas général, il
faudrait pouvoir extraire une suite convergente de la suite (up)pen vue
plus haut, donc que F' soit compact.

Par caractérisation de la borne inférieure, on peut donc trouver z € F' tel que

- . .
, qui est bien de norme 1. Pour

ly — z|| < 2d. On pose alors z,,11 = ——
ly — =|

u € F,ona
ly — 2| d 1
= > Z
ly =l = ly—=| = 2

[€nt1 = ull =

‘yl’ ly — 2w
lly — |l

ol z =x+ ||y —z|lu € F (car F est stable par combinaison linéaire) donc

ly— 2l > d.

Ainsi, pour k € {0,...,n}, comme z} € F,

construction par récurrence.

Tn41 — k|| = 1, ce qui achéve la

2. S est clairement bornée et il est facile de montrer qu’elle est fermée. Pour la non
compacité, on exploite la question précédente.

v

S est bornée et comme c'est I'image réciproque de {1}, fermé de R, par la
norme, qui est une application continue, S est fermée.

Soit (2, )nen la suite construite dans la question précédente. Supposons que
(Tn)nen admette une suite-extraite (z,(n))nen convergente. Alors la suite
(Tp(n+1) = Te(n))nen converge vers 0, mais pour tout n € N,

1
|Zpm+1) — Tom)ll = 3

ce qui est absurde! Ainsi S n'est pas compacte.

On a ainsi montré qu’'un espace vectoriel normé est de dimension finie
si et seulement si sa sphere unité (ou sa boule unité) est compacte.
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Exercice 4.16 : Compact et fermé N

Dans un espace vectoriel normé F, on considére un compact X et un fermé Y.
1. Démontrer que X + Y est un fermé.
2. On suppose E de dimension finie. Montrer que

d(X,Y) = inf{|lz —yl; (z,y) € X x Y}

est atteinte.

1. Pour montrer que X + Y est fermé, on choisit le point de vue des suites (ce qui
permettra d’utiliser la compacité).

Soit (2, )nen une suite d'éléments de X +Y qui converge vers z dans E. |l faut
montrer que z € X +Y.

Pour tout n € N, on peut écrire : 2z, = =, +y, avec x, € X et y, € Y.
Comme X est compact, on peut extraire de (xn)neN une sous-suite convergente
(Ty(n))nen dont la limite = appartient a X.

La suite extraite (2,(,))nen converge encore vers z dans E, donc la suite de
terme général y,(n) = 24(n) — Ty(n) €st donc convergente vers y = 2 — .
Comme Y est fermé, cette limite appartient a Y.

Onadoncz=x+4+y € X +Y, ce qui prouve que X + Y est fermé.

@ L’hypothese X et Y fermés n’entraine pas que X + Y soit fermé. Pour
vous en persuader, représentez dans le plan les parties :

X={(z,y);zy=1letz>0} Y ={(z,y);z=0ety<0}

2. On exploite la caractérisation séquentielle de la borne inférieure. Comme E est
de dimension finie, si on intersecte Y avec une partie bornée de E, on obtiendra un
compact.

Par caractérisation séquentielle de la borne inférieure, on a deux suites

(Tn)nen € XN et (Yn)nen € Y™ tel que (llzn — Ynll)nen converge vers [z —y].
Comme X est compact, on peut extraite de (z,,)nen Une suite (T, (n))nen qui
converge, disons vers x € X. Pour n € N, on a alors

||y<,a(n)|| < ”xtp(n)” + ||Ig0(7l) - yap(n)Ha
qui est le terme général d'une suite convergente vers ||z|| +d(X,Y"). Cette suite
est donc majorée, disons par M.
La suite (Y,(n))nen est donc a valeurs dans Y N B(0, M) (ou B(0,M) est
la boule fermée de centre 0 et de rayon M). C'est un fermé borné de F, de
dimension finie, donc un compact. On a donc une suite (Yo (n))nen extraite
de (Y (n))nen qui converge vers y € Y.
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La suite (Zyoy(n))nen converge encore vers x, et (||Zyoy(n) — Ypow(n) || )nen
converge vers ||z —y||. Par unicité de la limite, ||z —y|| = d(X,Y) et la distance
est atteinte.

Exercice 4.17 : Connexité par arcs

Soit n € N*.
1. Montrer que GL,(R) n’est pas connexe par arcs.
2. Montrer que GL,(C) est connexe par arcs.

1. Si GL,(R) était connexe par arcs, il en serait de méme de son image par toute
application continue. On pense alors a étudier det(GL,(R)) = R*.

Supposons G L, (R) connexe par arcs. Comme det est continue (car polynomiale

en les coefficients), det(GL,(R)) = R* est connexe par arcs. Il existe donc
h:[0,1] — R* continue telle que h(0) = —1 et h(1) = 1. Par le théoréeme des
valeurs intermédiaires, on a alors ¢ €]0, 1] tel que h(c) = 0. Comme h(c) € R*,
c'est absurde!

Ainsi GL,,(R) n'est pas connexe par arcs.

2. Pour montrer que GL,(C) est connnexe par arcs, si A et B € GL,(C), on doit
trouver un chemin continu, inclus dans GL, (C) reliant A et B.

@ Pour montrer qu’un ensemble E est connexe par arcs, il suffit de relier
(de maniére continue) un point particulier de E (qu’'on peut choisir) a
un élément quelconque de F.

En effet, en prenant ici la matrice I,, si I'on relie de maniéere continue A a I,, et B a
I,,, en collant ces deux chemins, on aura reli¢ A a B. Pour relier A a I,, de maniere
continue, on part du segment ¢ — tI,, + (1 — t)A et Pon contourne les points (en
nombre fini) ou le déterminant s’annule.

Soit A € GL,(C). L'application ¢ — det(tl, + (1 — t)A) est un poly-
néme en ¢ (par définition du déterminant) donc a un nombre fini de ra-

cines z1,...,2, dans C. Comme C\{z1,...,2,} est connexe par arcs, on a

f:10,1] = C\{z1,...,2,} continue telle que f(0) =0 et f(1) =1.

Pour tout t € [0,1], f(t) & {#1,...,2n}, donc det(f(t)l, + (1 — f(¢))A) #0

et f(t)I, + (1 — f(t))A € GL,(C). Par suite,

h:[0,1] = GL,(C), t— f(t)L.+ (1 — f(t)A
est bien définie, continue (car f I'est) et h(0) = A4, h(1) = I,,.
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@ Le fait de montrer que tout élément de GL,,(C) puisse étre relié a I,
montre que GL,(C) posséde une seule composante connexe par arcs,
donc est connexe par arcs.



CHAPITRE

Fonctions vectorielles et arcs
paramétrés

Ce chapitre est également [’occasion de revoir l’analyse réelle
de premiére année. Les exercices 1 et 3 sont a prendre dans
ce sens.

Exercice 5.1 : Approximation d’une fonction par interpolation

Soit f : [a,b] — R de classe €, ay, . .., a, n points de [a, b] deux & deux distincts.
1. Montrer qu'’il existe P € R,,_1[X] tel que Vi € {1,...,n}, f(a;) = P(a;).
2. Pour x € [a, b] distinct des a;, on pose ¢ : t — f(t) — P(t) — AS(t), ou

S =[x —a),
i=1

A étant choisi de sorte que ¢(x) = 0. Montrer que 3¢ € [a,b], (™ (c) = 0.
3. En déduire que

|15 ()|
Vo €[a,b], |f(z) - Pl)l < — 15 oo
1. Pour trouver un polynéme P qui a des valeurs déterminées en aq,...,a,, on peut
utiliser I'interpolation de Lagrange : on construit les polynémes L, ..., L, vérifiant

Li(aj) = d; ; et on trouve P comme combinaison linéaire de ces L;.

Pouri e {1,...,n}, on pose
n

X —a;
Li:Hai_a;7

j=1
g
de sorte que L;(a;) = J; ; (symbole de Kronecker : 0 si i # j et 1 si i = j) et
deg(L;) =n — 1.
Posons alors P = > f(ax)Ly. Pour i entre 1 et n, on a

k=1

P(a;) = flar)Li(a:) = f(a:),
k=1
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| ce que I'on voulait.

2. Comme X est choisi de sorte que ¢(x) = 0 (il faudra justifier que c¢’est possible), ¢
s’annule au total n + 1 fois : en tous les q; et en .

Le théoréme de Rolle permet alors de montrer que ¢’ s’annule n fois, puis que ¢”
s'annule n — 1 fois, et ainsi de suite, jusqu’a ¢™ qui s’annule au moins une fois (c’est
le classique entonnoir de Rolle). On rédige ceci rigoureusement par récurrence.
Notons que ¢(x) = 0 équivaut a f(z) — P(x) = AS(z), ce qui montre qu’on doit poser

_ f(z)—P(x)
A=
Notons que comme z ¢ {ay,...,an}, S(x) # 0. On peut alors poser
| f@) — Pa)
S(x)
de sorte que f(z) — P(x) = AS(x), soit p(z) = 0.
On montre alors par récurrence sur k € {0,...,n} la propriété £ (k) :

« p*) s’annule au moins n — k 4 1 fois sur [a, b]. »

e Pour i entre 1 et n, (a;) = f(a;) — P(a;) — AS(a;) = 0. De plus ¢(x) =0
donc ¢ s'annule au moins n + 1 fois sur [a, b], et on a Z?(0).

e Soit k € {0,...,n — 1} tel que Z(k). Par hypothése de récurrence, ()
s'annule au moins n — k + 1 fois sur [a, b], disons en ¢y < ... < ¢y
Pour i entre 0 et n—k, p(¥) est continue sur [c;, ¢;41], dérivable sur ]c;, ciq1]
(comme combinaison linéaire de fonctions qui le sont, f étant de classe €™)
et o (c;) = 0= o™ (cip1).

Par le théoreme de Rolle, on a d; € ]c;, ciq1] tel que o*+1)(d;) = 0. pF+1)
s'annule donc en dy < -+ < dj—r—1, donc au moins n — k fois, et on a

Pk).

En conclusion, on a Vk € {0,...,n}, 2(k), et en particulier Z(n) : o™
s'annule donc au moins une fois sur [a, b].

3. Si z est distinct des a;, on applique la question précédente pour obtenir A en
fonction de (™, I'inégalité se montre alors facilement & partir de I'identité ¢(x) = 0.

@ Il ne faudra pas oublier de distinguer le cas que la question précédente
ne permet pas de traiter.

Supposons tout d’'abord x distinct des a;.
D'aprés la question précédente, on a c € [a, b] tel que (™ (c) = 0.
Comme deg(P) < n — 1, P = 0. Comme S est unitaire et de degré n,

(n)
S = nl. Ainsi 0 = o™ (c) = f(M(c) — Anl et A = fT:(C)
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()
En reprenant I'égalité ¢(x) = 0, on a donc f(x) = P(z)+ ! n'(C)S(x). Comme

(™) est continue sur le segment [a,b], elle y est bornée, et on peut considérer

15 |-

On a alors

FARIC] £ oo
7(@) ~ P@) = P s(e)] < = g5,
Si maintenant pour i entre 1 et n, © = a;, alors f(x) — P(x) = 0 donc I'égalité

reste vérifiée.

Exercice 5.2 : Calcul d’un déterminant par dérivation

Pour z € R et n € N* on pose

x 1 0
z2/2! i 1

D,(z)=| z3/3! 22/2! =

: 5 1
/!l L. oo 22 o

1. Justifier que D,, est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2. En déduire une expression de D,,.

1. Pour justifier la dérivabilité et calculer la dérivée du déterminant, on utilise la
multilinéarité : si chaque colonne est une fonction dérivable de x, le déterminant le
sera.

On calcule la dérivée en faisant la somme des déterminants obtenus en dérivant 'une
des colonnes et en fixant les n — 1 autres (ce qui généralise la dérivée d’une application
bilinéaire, comme le produit).

@ Comme pour le produit, la dérivée de det(Cy(t),...,Cn(t)) n’est pas
det(C1(t),...,ChL(t))!

Pour i € {1,...,n}, notons C; : z — la i-éme colonne de D, (x).

Chacune des coordonnées de C; est une fonction polynomiale de x, donc est
dérivable sur R, et pour z € R, on a

Ci(r) =Cipa(z)sii<n—1 et C(z)=
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Ainsi D,, = det(Ch, ..., C},) est dérivable sur R (par n-linéarité du déterminant)
et pourz € R,ona:

Dl (z) = Zdet(Cl(x), oo, Ciq(2), Cl(2), Cizr (), .., Cu(x))
i=1

n—1

= Z det(C’l(as), ey Ci_l(l‘), C,‘_H(.Z‘), C,‘_H(.Z‘), ‘e ,On(.T))

+det(Cy(z),...,Ch_1(x),Cl(z))
= Dn_l(l')
puisque tous les déterminants de la somme sont nuls (d'apreés le caractére alterné

du déterminant) et en développant par rapport a la derniére colonne le dernier
déterminant.

2. La question précédente nous dit que D!, = D,,_1. On calcule facilement D,,(0) =0

(pour évaluer la constante d’intégration).

Comme D4 (z) = z, on a donc Dy(z) = “32—2, puis D3(z) = L; et plus généralement, on

ce qu’on va prouver rigoureusement par récurrence.

"
n!?

Montrons par récurrence sur n € N* la propriété Z(n)

n

Vz €R, Dy(z)= %

intuite que D, (z) =

e On a clairement Z2(1).

e Soit n € N* tel que #(n). Comme D, .| = D,, on a c € R tel que
n+1

Ve eR, Dpyi(z)= a e

(n+1)
par hypothése de récurrence.

Or D, (0) est un déterminant triangulaire supérieur avec des 0 sur la dia-
gonale, donc D,,(0) = 0. Ainsi ¢ = 0 et on a Z(n + 1), ce qui conclut la
récurrence.

Exercice 5.3 : Une application des formules de Taylor

Soient a > 0 et f : [~a,a] — R de classe €. On note M = sup;c(_ o |f"(t)]-
1. Montrer que

Vo € [~aal, |f/(@)] < g=f(@) — f(a)| +

24 o 7T .
2. En déduire que pour z € [0, 5}, sinz > xcosx — 2.
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1. Pour faire le lien entre f, f’ et f”, il faut utiliser une formule de Taylor. On choisit
ici la formule de Taylor avec reste intégral, qu’on va devoir appliquer plusieurs fois :
entre a et x pour avoir le lien entre f(a) et f/'(z); entre —a et & pour avoir le lien

entre f(—a) et f'(z).

Y

0y

On peut appliquer la formule de Taylor avec reste intégral entre a et b
méme si a > b.

Soit « € [—a, a]. Comme f est de classe € sur [z,a], on a
a

f(a) = f@) + (a— 2)f'(x) + / (a—0)f"(t) dt

x

et comme elle est 6 sur [—a, ], on a

—a

f(—a) = f@) + (—a—2)f'(2) + / (—a—t)f"(t)dt.

x

Attention a ne pas s’emmeéler les pinceaux entre les deux bornes, la
premicre borne de 'intégrale est ce qu'il y a dans les valeurs de f, f’
etc, la seconde, ce qu'il y a dans ’autre membre.

Ainsi
fa) = f(-a) = 2P @) + [ @05 a- [ a- oo

€T x

= 2af’ () +/a

xT

a

X

(a—t)f"(t)dt — / (a+t)f"(t)dt.

—a

Par suite, il vient

7@ = 52 i@ - -0 - [“@-nras |

“a 0 dt\

< galf@ = -l + 5 [@-oirola

x

+ % /_a(a + )| f" ()] dt.
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Donc
| ()] < %|f(a) — f(=a)| + 21@/:(a — )M dt + % _’:(a—kt)]V[dt
< ol (0) — f(a) + O Ty,
< )~ )+

2. 11 faut trouver a quelle fonction appliquer la question précédente. Vu la forme de
I’énoncé, on pense & f = cos ou f = sin. Comme cos est paire, f(a) — f(—a) serait
nul si f = cos, on prend donc f = sin.
On utilise ensuite a = .

Posons f = sin, de classe 42 sur R. Alors |f| est majorée par M = 1, donc

s . L
pour x € }O, 5} on a, par la question précédente,

1 222
< L o 2z~
| cos(z)| < 2:C|sm(3[:) sin(—x)| + o
et donc, comme z > 0, zcosz < sinx + z2.
Ainsi sinz > xcosz — x2.

Cette inégalité reste clairement vraie pour x = 0.

Exercice 5.4 : Réflexion sur une ellipse

Une ellipse est une courbe paramétrée de la forme ¢ — (acost,bsint), avec
a>b>0.

On note
b2
e = 1— ?,
Fy, F5 les points de coordonnées (ae,0) et (—ae,0) (appelés foyers de ellipse).
. , . a a
On note enfin Dy et Dy les droites d’équations x = — et © = ——.

1. Pour ¢ € R, on note H;(t) et Ha(t) les projetés or(%chogonaux ede M sur D et
Dy. Montrer que Fy M (t) = eM (t)Hy(t) et FoM(t) = eM (t)Ha(t).

2. En déduire que Vt € R, F1 M (t) + F>M (t) = 2a.

3. En déduire qu’en tout point M(t) de Dellipse, la normale est la bissectrice

intérieure de 'angle formé par M (¢)Fy et M(t)Fs.

1. Les droites Dq et D5 sont verticales, on trouve donc facilement les coordonnées de

Hy(t) et Ho(t) : ils ont méme ordonnées que M (t), mais pour abscisse +%. Le calcul
se fait alors aisément.
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Pour t € R, Hy(t) a pour coordonnées (g, bsin t) et Hy(t) a pour coordonnées
e
(—g,bsint). Ainsi
&
2 2_ 2(0 22
e“M(t)H,(t)° =e acost) =a® —2a’ecost + a’e? cos® t
e

b2
= a? — 2d%ecost + a® (1 — 2) cos?t
a

= a?(1 + cos®t) — 2a’ecost — b® cos® t

D'autre part
FiM(t)* = (acost — ae)? + (bsint)?

= a®cos’t — 2a’ecost + a®e? + b?sin’ ¢t

= a®cos’t — 2a*ecost + a® — b* 4 b?sin? ¢

= a?(1 + cos?t) — 2a*ecost — b® cos? t
donc Fy M (t)? = e2M (t)Hy(t)?, puis en passant a la racine, on en déduit que
FyM(t) =eM(t )H (t). On montre de méme que FoM(t) = eM (t)Hz(t).

2. On utilise la question précédente, couplée avec le fait que Hy(t), M(t) et Ha(t)
sont alignés (sur une méme droite horizontale).

Y

Pour t € R, Hy(t), M(t) et Hy(t) ont méme ordonnée, et pour abscisses
a
respectives —— < acost < — (car e < 1).
e

lls sont donc alignés dans ce sens, et on a
2a
Ho(t)M(t) + M(t)H,(t) = Ho(t)Hy(t) = =
Ainsi, avec la question précédente,
2a

FLM () + FyM(t) = e(M(EH(£) + M() Ha(t) = = = 2a.

En fixant les deux extrémités d’une corde de longueur 2a en F} et Fy,
et en la tendant, on peut donc tracer 1’ellipse considérée.

3. On reprend la relation de la question précédente qu’on va dériver pour faire appa-

_>
raitre un vecteur M’(t) (qui est a la fois la dérivée de Fy M (t) et de FyM(t)).
Cette dérivée donne deux produits scalaires, que I'on va regrouper.
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%
@ Lorsqu’on a une courbe t — M (t), le vecteur M'(t) est la dérivée de
n’importe quelle fonction du type ¢t — AM(t).

Pour t € R, on a, par le 2, F1 M (t) + FoM(t) = 2a. En dérivant, il vient :

<ﬁqnpuwuw <ﬁquywa»

O="—mmw T BMD

= RIM(E) | PM(t)
_@“”mMm ng>

Notons

7U:HM@ FyM(t)
M) FM((t)

Il s'agit de la somme d'un vecteur directeur unitaire de (F; M (t)) et d'un vecteur
directeur unitaire de (F5M(t)). C'est donc un vecteur unitaire de la diagonale
du parallélogramme construit sur ces droites, avec des c6tés tous égaux a 1.
Comme ce parallélogramme est en fait un losange, cette diagonale est la bis-
sectrice de I'angle formé par M (t)F; et M(t)F5. Comme son vecteur directeur
est orthogonal a M'(t) d'apres ce qui précede, et comme cette droite passe par
M (t), il s'agit également de la normale a I'ellipse en ce point.

@ Physiquement ce phénomeéne signifie qu'un rayon lumineux (ou une
onde sonore) issu du premier foyer, et qui se reflete sur la surface de
lellipse, arrive au second foyer.

Yy
S
/ //’ \\
D, L SR D,
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Exercice 5.5 : Tracé de la cardioide

Le but de cet exercice est de réaliser le tracé de la courbe

M :t— (x(t),y(t)) = (cost(l + cost),sint(1 + cost)).

1. Montrer que I'on peut réduire le domaine d’étude & [0, 7] en expliquant la ou
les symétrie(s) & effectuer.
2. Montrer que O est I'unique point stationnaire. En constatant que (cost, sint)
est un vecteur directeur de la droite (OM(t)) pour ¢t €]0, 7], en déduire la tan-
gente en O.

3. Donner ’allure de la courbe M.

1. Pour réduire le domaine d’étude, on étudie les propriétés de parité et de périodicité
de z et y.

x et y étant 2m-périodiques, on commence par restreindre |'étude a [—, 7] (ce
qui trace la courbe compléte puisque M (t + 2w) = M (t) pour tout t € R).

x est paire et y est impaire. Ainsi M (—t) est le symétrique de M (t) par rapport
a I'axe des abscisses. On restreint I'étude a I = [0, 7], et on fera une symétrie

par rapport a cet axe.

Lorsqu’une transformation de ¢ laisse = et y invariant, ou change 'une,
P’autre ou les deux en son opposé, on peut restreindre le domaine
d’étude de moitié et il y aura une symétrie (axiale ou par rapport a

Porigine) & effectuer.

2. Pour déterminer les points stationnaires de M, on cherche les t € [0, 7] ol 2’ et ¥/
s’annulent simultanément. Les autres points sont tous réguliers.

Notons que z et y sont dérivables sur R comme produits et combinaisons li-

néaires de fonctions qui le sont. Pour ¢ € [0, 7], on a

x'(t) = —sint — 2sintcost = —sint(1 + 2cost)
2
donc ' s'annule en 0, % et m sur [0, 7]. D'autre part

y'(t) = cost + cos®t —sin®t = cost + 2cos*t — 1.

Le trinéme 2X?2 + X — 1 a pour discriminant 9 et pour racines

—-1-3 L , ™
= —1. Ainsi ¥’ s'annule en — et en .

En conclusion, le seul point stationnaire de M sur [0, 7] est M (7) = O.

~1+3

1t
—e
2



134 Chapitre b Fonctions vectorielles et arcs paramétrés

En un point stationnaire, on est obligé de revenir a la définition géométrique pour
déterminer la tangente. Il faut trouver une famille de vecteurs directeurs des droites
(M(m)M(t)) qui admet une limite non nulle quand ¢t — w. Cette limite est alors
un vecteur directeur de la tangente. Ici I’énoncé nous simplifie la tdche avec une
indication.

Le vecteur 7 (t) = (cost,sint) est colinéaire 3 OM(t) = M (w)M(t) donc
dirige la droite (M(m)M(t)). Quand t — m, U (t) — (—1,0) donc la tangente
a la courbe en M (7) est horizontale.

3. Pour pouvoir déterminer I'allure de la courbe M, on commence par faire un tableau
de variations conjoint de x et y. On reprend pour cela le calcul des dérivées effectué
dans la question précédente.

2
Pourt € [0,7], ona2'(t) = —sint(1+2cost) <0sit € 0,—7T etz () >0
¢/ 3

ite |2
si —, 7.
3
De méme, on a vu que y'(t) = cost + 2cos®>t — 1. Le trindme 2X? + X — 1
est négatif entre ses racines et positif 3 I'extérieur. On a donc 222+ —1 <0

1
six € {—1,2} > 0 sinon. Par suite, y'(t) > 0sit € {O, g} et y'(t) < 0 si

te {E,ﬂ'} (par décroissance de cos sur [0, 7]).

On en déduit le tableau de variations suivant.

t 0 % %’r s
x'(t) 0 - -3 - 0 + 0
2 0

€T \ 1 /

et
y'(t) -1 + 0 — -1 — 0
3v3

Yy 4 \

0 / 0

En M(0) = (2,0), on a M'(0) = (0,—1), donc la courbe a une tangente
verticale.
3 3V3

En M (g) = (4,\4[), on a M’ (g) = (—+/3,0) donc la courbe a une
tangente horizontale.

2 1 v3 2
En M (;) = (—4,\4[), ona M’ <;) = (0,—1) donc la courbe a une
tangente verticale.
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Enfin, en M(w) = (0,0), on a vu dans la question précédente que la tangente
est horizontale.

A ce stade, on trace la courbe en reliant ces quatre points particuliers. On part de
M(0) et on rejoint M (%) en décroissant les abscisses et augmentant les ordonnées,
avec les deux tangentes déterminées.

Ensuite on relie M (%) & M(2F) en décroissant les abscisses et les ordonnées. Enfin
on relie M (27) & M () avec des ordonnées décroissantes et des abscisses croissantes.

Y ) )

e Paima LT

Une fois ceci effectué, il ne faut pas oublier d’appliquer la symétrie par rapport a ’axe
des abscisses.

On peut alors tracer la courbe (appelée cardioide)

Y

T

| x
(

Exercice 5.6 : Droites tangentes et normales ~

Dans le plan euclidien rapporté a un repere orthonormal, on consideére la courbe
paramétrée € (t € R) :

x(t) = 3t?
y(t) = 23

Déterminer les droites qui sont a la fois tangentes et normales a €.

On peut construire rapidement la courbe pour avoir une idée du probléeme posé.
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On considére ensuite la tangente en un point M (t), et on cherche si elle a un autre
point d’intersection avec %, ou elle serait normale.

Les fonctions x et y sont dérivables en tout point de R2.
Pour t € R, on a 2'(t) = 6t et y'(t) = 6t2, tout point de ¥ tel que t # 0 est

régulier et la tangente en M () a pour vecteur directeur 1
En 0, on a z(t) = 3t? + o(t?) et y(t) = 2> + o(¢3), donc
y(t) 263 2t
z(t) 3t2 3 =0

La tangente en M(0) est donc horizontale, et a pour vecteur directeur (1)
La tangente D; en M(t) admet une équation de la forme tX —Y 4+ ¢= 0. En
reportant les coordonnées de M (t), on trouve
c=—t(3t?) + 2t = —¢3
donc | a tangente D; en M (t) admet pour équation :
tX —Y —t*=0.

Si Dy recoupe € en N(u), le paramétre u vérifie |'équation :

3tu® — 2u® — 3 = 0.
Le polynéme en u du premier membre est de degré 3 et il admet ¢ comme racine
double puisque la droite est tangente en M(¢). On peut donc le factoriser et
I"équation précédente s'écrit :

(u—1)?u+1t)=0.
La droite D; recoupe donc € en N(—t/2). Elle est normale a € en ce point si,

. 1 1 .0
et seulement si, les vecteurs . et _t/2 sont orthogonaux, donc si t* = 2.
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Les deux droites qui sont a la fois normales et tangentes a3 % admettent donc
pour équations respectives :

y= Va2 y= Vi -2).
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CHAPITRE

Fonctions convexes

Exercice 6.1 : Inégalité arithmético-géométrique ~

1. Montrer que In est concave.
2. En déduire que pour tout (z1,...,z,) € (R})",

1

Z1 Tn

n
Ao

1. Quand, en pratique, on doit montrer qu’une fonction explicite est convexe ou
concave, on calcule le signe de sa dérivée seconde.

@ Ce doit étre un réflexe, au méme titre que ’on calcule le signe de la
dérivée pour avoir la monotonie.

La fonction In est deux fois dérivable sur R% , et pour z € R% , on a

1 1
In'(z) = = puis In"(z) = — 3 < 0.

Ainsi In est concave.

2. Vu la premiere question, on tente de passer au In les inégalités a démontrer. La
seconde devient :

%(ln(ajl) 4+t ln(;z:n)) <In <i(x1 4t xﬂ))

et la premiere :

—In <1 <1 4t 1)) < %(m(xl) + 4 In(z)).

n \ Ty Ty

On reconnait alors rapidement des inégalités de concavité, avec t; = --- = ¢, = %
(qui sont des réels positifs dont la somme vaut 1).
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Soit (x1,...,2,) € (R7)". Comme In est concave, on a, si (t1,...,t,) € (R)"

vérifie ty +---+t, =1,

In(tyzr 4+ +tpay) =t In(zr) + -+ + ¢, In(zy).
1 ..
En prenant t; = --- =t, = —, il vient,
n

In( ) = () + - 4 In(r,)) <In (;w e m)) |

Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que

1
VI < (e )

D'autre part, on a (toujours par concavité de In) :
1 1 1 1 /1 1
—(In <> +--+In ()) <In ( <++)>
n €1 Tn, n Z1 Tn

I (1 (1+---+ ! )) < %(ln(arl)—i-”'-&-ln(xn)) — In(yFE).

n \ r1 Ty

Ainsi

Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que

n <
_— L1 Lo
1 1 ~ 1 n
Lot
1

Tn

Exercice 6.2 : Inégalités de Holder et de Minkowski |

1 1
On se fixe p et ¢ deux réels > 0 tels que — + — = 1.
P q

1. Montrer que pour tout (z,y) € (R%)?, zy < %xp + %yq.
2. Pour @1, -+, Tn, Y1, ,Yn € R} quelconques, montrer 'inégalité de Holder :

n n 1/p n 1/q
Z Ty S <Z l’f) (Z yf) .
i=1 i=1 =1

n n
On pourra se ramener au cas ou y_ at = Y yl = 1.

i=1 i=1
3. On suppose p > 1. Déduire de 'inégalité de Holder 'inégalité de Minkowski :

B 1/p B 1/p B 1/p
(Berwr) < (Z) ()

i=1

1. Le fait que %—l—% = 1 doit faire penser a la convexité, il faut alors trouver la fonction
convexe associée.
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Le changement d’une somme (dans I'inégalité de droite) au produit (dans I'inégalité
de gauche) invite & utiliser In. L’inégalité & montrer est alors

1 1
In(zy) = In(z) + In(y) < In (pxp + qu> )

La derniére étape est alors de transformer In(z) en %ln(mf’) et In(y) en %1n(y‘1).

1 1 1
Comme In est concave (cf exercice 6.1) et comme — =1 — —, avec — € [0,1],
q p
on a, pour (z,y) € (R})? :
1 1 1 1
In(zy) = In(z) + In(y) = — In(2”) + —In(y?) < In <:1cp + yq> .
p q p q
Par croissance de la fonction exponentielle, on en déduit que

1 1
ry < —af + —y?.
p q

2. Pour se ramener au cas donné en indication, il faut « unitariser » les vecteurs :
comme dans le cas euclidien (si p = 2), on divise les vecteurs x et y par leur « norme ».

0y

On note
n 1/p n 1/q
N, = <fo) et N, = (ny)
i=1 i=1
ey )
On pose ensuite #; = — et ; = i pour tout i entre 1 et n. On a alors :
Np Ny
S = et =te Y0t = gl =1
i=1 P =1 i=1 9 =1

Ainsi, par la question précédente

T < — T; - vl=—-4+-=1
i=1 e pi:l l qi:lz p q

En multipliant cette inégalité par N, N, > 0, on a donc :

n n 1/p n 1/q
S < N, = (z ) (z ) |
=1 =1 =1

Lors de la manipulation d’inégalités, il faut toujours bien vérifier le
signe des réels par lesquels on souhaite multiplier.
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@ Cette inégalité généralise celle de Cauchy-Schwarz dans £ = R™ muni
de sa structure euclidienne usuelle : il suffit de prendre p = ¢ = 2.

3. Pour pouvoir appliquer I'inégalité précédente, on pose q = ﬁ, de sorte que
% + % = 1. On utilise ensuite I’hypothése p > 1 pour séparer (x; + y;)P en deux

termes : x; (; +y;)P "t et y; (x; + ;)" L. On applique alors I'inégalité de Holder &
chacun de ces deux termes.

Notons tout d'abord que

n n
Z(Jh +yi)P = Z wi(wi + )P+ Zyz(% +y)P
i=1

=1 i=1

1 1 1
En posant ¢ = :L>0carp>1 ona -+ — =1. On applique
p q

1-1/p -1
alors I'inégalité de Holder pour obtenir :

n n L
S aieenr < () (3
=1 =1

|
/\
1]+
&
+
<
)
=
N———

De méme, on obtient :

Zyz i + i) (Zn:y>l

En sommant, || vient :

Zn:(xi + i)’ < (Zn: mf) ' + (iﬁ) |

i=1

N/\
i M:
I,
3‘3
_l_
QS
v
Q=

=
PR
(]
B
+

<

~—
Q=

Ainsi, en multipliant par

n
(Z i + Yi) ) >0,
=1

on a finalement :

[Seeor) = ()

11 1 1

q n P n P
(5 (2"
i=1 i=1
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Exercice 6.3 : Continuité des fonctions convexes ~

Soit f : I — R une fonction convexe.
1. Montrer que pour (z,y,2) € I3 tel que z < y < 2, on a

f) = f@) fl&) = fla)  f(2) = f(y)

y—z = z-x z—y
2. Pour a € I, on définit 7 sur I\{a}, par
iy = [0 = (@)

T—a
Montrer que 7 admet des limites finies a gauche et a droite en a.
3. En déduire que f est continue.

1. Pour pouvoir utiliser I’hypothese de convexité, il faut écrire I'une des variables sous
la forme d’un barycentre a coefficients positifs des deux autres. La seule maniére de
faire ceci est d’écrire y sous la forme tx + (1 — t)z (possible car y € [z, 2]).
On isole alors t = 2=¥. Les inégalités & montrer vont ensuite se déduire de

[tz + (1 =t)y) <tf(z) + (1 -1)f(2),

qui compare f(y), f(z) et f(z).

Posons t = —— Y | de sorte quey =tz +(1—t)z. Comme y € [z,2],t €[0,1] :
z—x

enefft 0 < z—y< 2z —ux.
Par convexité de f, on a alors

fly) = fltz+ (1 - t)z) <tf(z) + (1 —1)f(2).

On a donc f(y) — f(z) < (1 = t)(f(2) — f(z)) et comme 1 —¢ = £=7, en
divisant par y — x > 0, il vient :

f)~ @) _ 1)~ f@)

y—x z—x

L'inégalité de convexité donne également —tf(x) +¢f(2) < f(z) — f(y), donc
t(f(z) — f(x)) < f(z) — f(y). En divisant par z — y > 0, on obtient :

fz) = fx) _ f(2) ~ fly)

~X
z—x z—y

@ Ceci constitue 'inégalité des pentes.
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2. On commence par noter que 7 est croissante sur I N]—oo, a[ et I NJa, +ool. 11 suffit
alors de montrer qu’elle est majorée sur I N]—o0,a[ et minorée sur I N ]a, +oo[ pour
avoir le résultat, par le théoreme de la limite monotone.

3.1ls

Oy

Pour (z,y) € I? tel que x < y < a, on a 7(z) < 7(y) d'apreés I'inégalité
précédente. T est donc croissante sur I N ]—o0, al.

De méme si (z,y) € I? vérifie a < z <y, on a 7(z) < 7(y) d’aprés I'inégalité
précédente. T est donc croissante sur I N ]a, +00.

Enfin, en fixant y > a, on a pour tout = < a,

)= F@ = 1) _ ()~ fla)

X
a—zx y—a

d'apreés la question précédente, donc 7 est majorée sur I N |—oo,al. Par le
théoréme de la limite monotone, 7 admet donc une limite finie a gauche en a.
De méme, en fixant y < a, on a pour tout x > a :

flx) = fla) _ fla) = f(y)

= >
7() T—a - a—y

d’aprés la question précédente, donc 7 est minorée sur I N ]a,+oo[. Par le
théoréme de la limite monotone, 7 admet donc une limite finie a droite en a.

uffit ici d’utiliser le fait que la dérivabilité entraine la continuité.

D'apres la question précédente, si a € I, f est dérivable a gauche et a droite
en a. On a donc f continue a gauche et a droite en a, ce qui siginifie

f@) — fla) et f@) — f(a).

On a les mémes limites a gauche et a droite en a, donc f est continue en a.

f n’est pas forcément dérivable en revanche, car les dérivées a gauche
et a droite peuvent étre différentes. La fonction valeur absolue (qui est
convexe) en donne un exemple.
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Séries numériques et vectorielles 7

Exercice 7.1 : Equivalents de sommes et de restes ~

Pour o > 1 et n € N*, on pose
n 1 +oo 1
Sn=) 75 et Ba= > o
k=1 k=n+1

1. Donner un équivalent R,,.

p R
2. Etudier la convergence de la série Z S_n suivant les valeurs de a.
n

1. Pour déterminer un équivalent de R,, (qui tend vers 0 comme reste d’une série
de Riemann convergente), on utilise une comparaison série/intégrale. Ainsi R,, se

comporte comme | jflo tdt.

@ C’est seulement pour une fonction monotone qu’une comparaison série
intégrale peut étre envisagée.

1
Pour k € N*, comme ¢ — o est décroissante sur [k, k + 1], on a

[
1 1 1

1 </k+1dt<1
Grne S ) @ She

puis en sommant de n + 1 (ou n € N*) a l'infini, il vient :
1 oo dt 1)—t!
Rﬂ,ian_Hg/ 7:u<3w
(n+ 1)~ nt1 t¢ a—1

. 1
les restes étant bien définis puisque la série de terme général — converge par
n

En intégrant, il vient :

le critere de Riemann, et I'intégrale étant convergente par le méme critere.
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Ainsi, on obtient
1
a—1

(n+1)>7t 1

S Ban+ 177 < ntDo a1

donc par le théoréme des gendarmes,

(n+1)-« 1
— et R, ~ —F— ~ — .
n—+oo o — 1 n—too  a—1 notoo(a—1)ne-1

Rp(n+1)*1

2. I’équivalent de la question précédente nous donne un équivalent du terme général.
On conclut alors aisément par le critere de Riemann.

Comme (Sy,)nen converge (par le critére de Riemann), disons vers [, et comme

I > 0 (comme somme de réels > 0) on a :
R, 1
Sinn—g-ool(a — 1)npe—1"
Par le critére de comparaison des séries a termes positifs, et par le critére de

. R . . . .
Riemann, E S—" converge si et seulement si o« — 1 > 1, si et seulement si
n

Exercice 7.2 : Reste d'une série alternée ~

Pour n € N, on pose

s

Justifier I'existence des u,, et étudier la convergence de ) uy,.

k
Pour justifier la définition des u,,, il faut montrer que la série de terme général (\/%

converge. Il s’agit d’une série alternée, on utilise donc le critére spécial des séries
alternées

9, La suite <> est décroissante et converge vers 0. Par le critere spécial

des séries alternées,

Zm

converge, et u,, son reste d'ordre n — 1, est défini pour tout n € N*,

Pour étudier la convergence de la série de terme général u,,, on utilise complétement
la conclusion du critere spécial : u,, est du signe de son premier terme. On a donc
Up = (—=1)"|uy| et la série de terme général u,, est elle aussi alternée. Il faut alors
réussir & montrer que (|u,|)nen est décroissante et converge vers 0 pour pouvoir
appliquer le critere spécial.
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D’aprés le critére spécial sur les séries alternées, pour n € N, u,, est du méme

1
Vn+1

également |u,|(—1)" = u,. Pour n € N,

signe que (—1)" et |u,| < Ainsi (un)nen converge vers 0. On a

[un| — [unt1| = (_1)_nun - (_1)_n_1un+1

k n—1
- £ S
too (_l)kfn

_Z( l)k n B
= VE+HLD 2= VE+2

_ \k—n 11

=2 (m m)

_ _1\k—n 1

_I;z( ! VE+DE+2)(VE+T+VE+2)

On peut justifier trés rigoureusement le changement d’indice plus haut
en revenant aux sommes partielles, puis en passant a la limite. Il faut
faire trés attention & ne pas réarranger les termes des sommes définis-
sant u,, car ils ne forment pas une famille sommable.

Une série peut étre alternée sans que le (—1)" soit visible dans son

terme général. Il faut juste que celui-ci change de signe a chaque valeur
de n.

Comme la suite

1
(J(k+1<k+2>(¢k+1+¢k+2>>keN

est décroissante, la série obtenue est encore alternée. Elle est donc du signe de
son premier terme, donc positif.

La suite (Jun|)nen est donc décroissante et converge vers 0. Par le critére spécial
sur les séries alternées, > u,, converge.
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Exercice 7.3 : Développement asymptotique N

n
1
Pour n € N*, on note H,, = ; e
1. Montrer que la suite (H,, — Inn),cn+ converge. On note 7 sa limite (appelée
constante d’Euler).

“+o00
2. Si a > 1, déterminer un équivalent de R,, = Z T lorsque n — +o0.
k=n
3. Pour n € N*, on note t,, = H,, —In n—~. Déterminer un équivalent de ¢, 1 —t,,

puis de %,,.
4. Raisonner de méme pour montrer que

1 1 1
H, =1 N — ).
nntrt 2n  12n? +O(n2>

1. Pour montrer que la suite (H,, —Inn),en+ converge, on va étudier la série télesco-
pique associée. En effet, obtenir directement la convergence de cette suite est semble
difficile. En revanche la différence de deux termes consécutifs se simplifie beaucoup.

@ Il ne faut pas oublier que 1’étude de la série > (up+1 — u,) permet de
prouver la convergence (ou la divergence) de la suite (uy,)nen-

Pour n € N*, on a

vn = (Hys1 = In(n + 1)) — (H, — In(n)) =
Xl—il—}l_ln(l—i_?ll)
(o)Ll

1 1 + 1 + 1 1 n 1
=__-—=_-= — 4ol =) =——=+0=].
n?2 n  2n2 n? 2n? n?

-1 1)+1
—— —In(n+1) +In(n)

= 3= 3=

3

faisant apparaitre des termes en # En effet, méme si tous les termes

sont nuls, on aura alors v, = o (#) ce qui donnera la convergence de

> Up.

@ On effectue le calcul d’un développement limité de v,, au plus petit ordre
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2. Cette question a déja été traitée dans l’exercice 7.1. On a R, ~

Ainsi —v,, ~ o2 qui est le terme général d’une série de Riemann convergente.
n

Ainsi, par le critére de comparaison des séries a termes positifs, > (—vy), puis

> v, converge, ce qui montre que (H, —Inn),cn+ converge.

v
(o — 1)pe—1’

3. Le calcul fait dans la question 1 montre que t,11 — t,, = v, ~ — 5 L. En sommant
cette relation de comparaison de n a 400, on va en déduire un équivalent de t,, avec
la question précédente.

Par sommation des relations de comparaison (comme la série de terme général

1 S
—— converge), on en déduit que

2n2
400 +o0 1 1
0= tn =D (s =)~ 3 <_2k2) T o

k=n k=n
puisque (t,)nen+ converge vers 0 et en appliquant la question précédente a

o = 2. Par suite ¢, ~ —.
2n

1

4. On procede comme dans la question précédente en partant de la suite u,, = t, — —.

Y

2n

1
Notons u,, = t, — o pour n € N*. Un développement limité a I'ordre 3 donne
n

1 1 1 1
Un+1—Unztn-kl—tn—ﬁ‘F*:Un—m‘f’%
1 1
n+1 ~In(n+1)+ () - 2(n+1) ) 2n
L ),
C2n 0 141 n)  2n

+
-1 + o= Lo L) 4o
T on n2 n2 33 © n3 2n
11, L L1 (1
T on 2n2 2n3 n 2n2 3n3 2n © n?

1 n 1
=—+o|—=]).
6n3 n3

L’ordre 2 ne suffit pas ici, car on sait a ’avance que tous les termes
seront nuls, celui provenant de ¢, étant compensé par celui provenant

1
de T
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. 1
Ainsi Up 11 — Up ~ s et comme (uy, )nen+ converge vers 0, on trouve comme
n

plus haut
+00 +00 1 1
0= =3 (e —ui) ~ ) (6k3> ~lon?

k=n k=n

1 1
Par suite u,, ~ — donc u,, = + o0 (2> et on a
n

12n2 12n2

1 1 1

@ On peut continuer ainsi pour déterminer les termes suivants dans le dé-
veloppement asymptotique de H,,. Si l’on souhaite prolonger ’exercice,
le terme suivant est

H, =lnn+y+ — Lt (2
= 1n —_—— — R— PR .
n Y o T 1202 T T20n2 T O\ 02

Exercice 7.4 : Transformation d’Abel ~

On consideére deux suites (a,)neny € CN et (by)neny € RY. On suppose que :

N
(1) il existe un réel positif M tel que, pour tout N € N, [ > a,| < M ;
n=0

(2) (bn)nen est positive, décroissante et de limite nulle.
n
Pour n € N, on note A, = > ay.
k=0

1. Montrer que pour n € N*
n—1

> apbe =Y Ap(br — brs1) + Anbn.

k=0 k=0

2. En déduire que la série > a,b,, est convergente.
cos(nb)

n+1 "

3. Soit 8 € R. Déterminer la nature de la série Z
n=>0

1. Dans la premiére somme, nous allons remplager aj par Ay — Ap_1 pour obtenir la
seconde expression. Cette manipulation est la transformation d’Abel.
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11 faut bien isoler le terme ag (pour lequel la formule Ay, — A1 = ar n’a
pas de sens). Apres les manipulations sur les sommes, il faut aussi faire
attention a ne regrouper que les parties communes des deux sommes
(ici entre 1 et n — 1).

Soit n € N*,

n

Zakbk = Z (Ar — Ap—1)bi, + aobo

Apby — Z Ap_1bi + aobo
k=1

n—1

Apby, — Z Abr41 + aobo
k=0

M=M= 1

3 >
[
—_

Ak(bk — bk+1) + A,b, — Agb1 + agbg

Il
3 >
Lo M
O

A (b — brg1) + Apby.

E
I
=3

2. Pour montrer que la série converge, il faut montrer que la suite des sommes partielles
admet une limite. La suite (A4, )nen est bornée, et la suite (by,)nen converge vers 0
par hypothése. Ainsi (A, by)nen converge vers 0, et, avec la question précédente, on
doit donc montrer que la série de terme général Ay (by — by41) converge.

Comme on a ’hypothése de décroissance sur la suite (b,)nen, on montre que cette
série converge absolument.

Par hypothese, pour tout n € N, |A4,,| < M et (b, )nen est décroissante. Ainsi
| Ak (b = brg)| < | Ak (b — 1) < M (bg — bryr)

qui est le terme général d'une série télescopique convergente (puisque la suite
(bn)nen converge). Par le critére de comparaison des séries a termes positifs,
> Ag(br — bgy1) converge absolument donc converge.

D'autre part (A,by)nen converge vers 0 (produit d'une suite bornée et d'une
suite qui converge vers 0), donc

n—1 “+o0o
Zakbk = Z Ap (b, — bry1) + Anby, nSThe ZAk(bk — brt1)
=0 k=0 k=0

donc la série Y apby converge.
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3. Nous allons chercher a utiliser le résultat obtenu a la question précédente. Pour
cela, il nous faut écrire

cos(nf) b,
n
ol a, est le terme général d’une série dont les sommes partielles sont bornées et b,, est
le terme général d’une suite réelle positive, décroissante et de limite nulle. Un choix

s’impose tout naturellement :
1
n+1
La suite de terme général b,, satisfait alors les conditions requises. Il nous reste a les

vérifier pour la suite de terme général a,, : nous devons trouver un moyen de majorer
la valeur absolue de la somme
N
Z cos(nb)
n=0

indépendamment de ’entier N. La somme de cosinus peut étre simplifiée a ’aide des
complexes en écrivant cos(nf) = Re(el"?). Ceci fera apparaitre une somme partielle
de série géométrique, que nous savons calculer explicitement. Comme d’habitude, il
faut traiter séparément le cas ou la raison, ici exp(if), vaut 1.

Distinguons deux cas.

e Supposons, tout d'abord, que § = 0 [27]. Pour tout n € N, nous avons

cos(nb 1
nf = 0 [27] et donc cos(nf) = 1. Par conséquent, cos(nf) = est le
n+1 n+1
terme général d'une série divergente, et la série considérée diverge.

an = cos(nf) et by, =

e Supposons, a présent, que § # 0 [27]. Pour n € N, posons

1
= 0 et b, = .
a, = cos(nb) "=
Puisque @ # 0 [27], nous avons e # 1. Par conséquent, quel que soit

N e N :

N
D> an| =
n=0

(i)

n=0

N N
Z cos(nd) Z Re (eine)
n=0 n=0
1— ei(n—i—l)@ 9

1— ei(n—i—l)@
e( 1—eif ) ’ 1—eif [1— el

Ce majorant est indépendant de N. En outre, la suite (b, )nen est posi-
tive, décroissante et de limite nulle. On déduit alors du résultat obtenu a la
question précédente que la série

B cos(nd)
2 anbn =2 S

n>0 n>=0

converge.




Analyse 157

Exercice 7.5 : Un équivalent d’une suite récurrente N

Soit (un)nen la suite récurrente définie par ug > 0 et Vn € N, w11 = uy e "n.
1. Montrer que Vn € N, w,, > 0, puis que (uy)nen converge vers 0.

2. Déterminer la limite de — — et en déduire un équivalent de u,,.

Up+1 Un,

1. Il s’agit d’une étude classique de suite récurrente. Pour montrer que tous les termes
sont > 0, il suffit de montrer que R’} est stable par f:z > xe™".
On étudie alors le signe de f(xz) — x pour avoir les variations de la suite, et les points

fixes de f pour avoir les candidats a la limite.

Posons f: R — R, x + xe™®. Pour 2 >0, on a f(x) > 0, donc R* est stable

par f. Comme ug € R, la suite (u,)nen est bien définie et a valeurs dans R, .
Pourzx e Ry,ona f(z) —z=x(e® —1) <0 (puisque —x < 0, e ® < 1 par
croissance d'exponentielle), donc (uy,)nen est décroissante.

Elle est minorée par 0, donc elle converge, par le théoréme de la limite monotone.
Comme f(z) = z si et seulement si z = 0, et comme f est continue, sa limite
est nécessairement 0.

2. On part de la définition de u,1 en fonction de u,, et on effectue un développement
limité pour obtenir la limite cherchée.

Pour n € N, on a

——=———-—=—(e""—1)
Up 41 U, Unp€ = U, Up,

= L 1wy +ofun) — 1) = 1+ 0(1)

Un
puisque (uy,)nen converge vers 0. Ainsi

1 1
-
Un+1 Up, N—r+00

On peut alors obtenir un équivalent de ui en sommant les relations de comparaison
(et par télescopage).

@ La sommation des relations de comparaison se fait sur les sommes par-
tielles dans le cas d’'une série divergente, et sur les restes dans le cas
d’une série convergente.
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L. - 1 L. o o .
9, La série de terme général — — diverge grossierement d’'apres la question
. Un+1 u_’n .
précédente. Par sommation des équivalents, on obtient donc :

- 1 1 " _ 1 1
E - — ~ E 1 l1.e. _ — ~ n
b1 \Ukt1 Uk ) oo Upt1  Upn—+o0

par télescopage. Ainsi

1 . 1
— ~ N puls u, ~ —.
Uy, N—>+00 n——+oon

Exercice 7.6 : Théoreme du point fixe de Picard <

Soient F un R-espace vectoriel normé de dimension finie et f : E — E une
application k-lipschitzienne. On suppose que k €]0, 1[ et on se donne (uy)nen
telle que Vn € N, upi1 = f(un)-

1. Montrer que la suite (u,)nen converge. On pourra étudier la série télescopique
associée.

2. Montrer que f a un unique point fixe.

1. Montrer que (u,)nen converge revient a montrer que la série de terme général
Upt1 — Uy converge. On cherche alors & majorer ||u,4+1 — w,|| par le terme général
d’une série convergente.

Montrons par récurrence sur n € N la propriété & (n) :

unt1 = unl| < E™[lur — uol|.
On a clairement £(0). Soit n € N tel que Z(n). Alors

[tnt2 = tnall = [1f (1) = Fun)ll < Bllungs = wnll < B ug = uo|

par hypotheése de récurrence. On a donc &?(n+ 1), ce qui conclut la récurrence.
Comme k €]0, 1], la série de terme général k™||uy — ugl|| converge. Par suite, la
série de terme général ||u, 41 — uyn|| converge (par le critére de comparaison des
séries a termes positifs).

Ainsi la série télescopique de terme général (u,4+1 — u,) converge absolument
donc converge (puisque FE est de dimension finie). La suite (uy,)nen converge
donc.

@ Il est important de bien mentionner ’hypothése E de dimension finie.
En dimension quelconque, une série peut converger absolument sans
converger tout court.
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2. La limite de la suite (uy,)nen précédente est nécessairement un point fixe de f. Ceci
donne P'existence. L’unicité se montre aisément.

Notons [ la limite de la suite étudiée dans la question précédente. Comme
(Un+1)nen = (f(un))nen converge vers f(l) (puisque f est continue, car lip-
schitzienne), on a f(I) = [ par unicité de la limite. Ainsi f admet un point
fixe.

Supposons avoir m € E\{l} un autre point fixe de f. Alors

[m =] = [lf(m) = DI < klm 1],

donc k > 1 en simplifiant par |[m —1|| > 0... absurde ! Ainsi f admet un unique
point fixe.






CHAPITRE

Familles sommables de nombres
complexes

Exercice 8.1 : Existence de nombres transcendants ~

On dit qu'un nombre réel est algébrique s’il est racine d’un polyndéme a coeffi-
cients rationnels. On dit qu’il est transcendant dans le cas contraire.

1. Montrer que l'ensemble des polynoémes a coefficients rationnels est dénom-
brable.

2. En déduire qu’il existe des nombres transcendants.

1. Pour montrer qu’un ensemble donné est dénombrable, il faut réussir a le mettre
en bijection avec un ensemble dénombrable. C’est généralement bien compliqué, on
utilise donc plutét les opérations sur les ensembles dénombrables.

Ici, ensemble des polyndmes de Q[X] est réunion des Q,[X], n € N. On étudie donc
d’abord ces ensembles.

Pour n € N, Q,[X] est isomorphe 3 (et donc en bijection avec) Q" (ce sont

deux Q-espaces vectoriels de dimension n + 1). Il est donc dénombrable. Par
suite,
QX = | Qulx]
neN
est réunion dénombrable d'ensembles dénombrables, donc est dénombrable.

@ Il faut bien se souvenir que deux espaces vectoriels linéairement iso-
morphes sont en particulier équipotents.

2. Vu la question précédente, on va tenter de montrer que ’ensemble des nombres
algébriques est dénombrable. Comme R n’est pas dénombrable, on pourra en déduire
I’existence cherchée.
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Notons A I'ensemble des nombres (réels) algébriques, et, si P € Q[X]|\{0}, Ap

I'ensemble des racines réelles de P. Par définition,

A= |J Ap
PeQ[X]\{0}
Comme les ensembles Ap sont tous finis, A est une réunion dénombrable d'en-
sembles finis. |l est donc dénombrable. Cependant R n'est pas dénombrable,

donc A # R et il existe des nombres réels qui sont transcendants.

@ Lorsqu’on manipule une union dénombrable d’ensembles, elle peut étre

indexée par n’importe quel ensemble I dénombrable (comme Q[X]\{0}
plus haut).

@ On a méme montré que ’ensemble des nombres transcendants est infini

non dénombrable. Il y a donc bien plus de nombres transcendants que

de nombre algébriques.

Exercice 8.2 : Points de discontinuité d’une fonction monotone

Soit f : R — R une fonction monotone. Montrer que f a un nombre au plus
dénombrable de points de discontinuité.
On pourra constater qu’en un point de discontinuité a, il existe un rationnel

entre lim f(z) et lim f(z)
T—a— z—at

Notons tout d’abord que comme f est monotone, elle admet une limite a gauche et a
droite en tout point. f est alors continue en a si et seulement si

lim f(r) = lim+ f(x).

En suivant l'indication, si f est discontinue en a, on a alors lim f(z) < lim+ f(z)
r—a~— r—a

(on I'inégalité stricte inverse si f est décroissante) et par densité de Q dans R, on
peut trouver un rationnel ¢, entre ces deux limites.
Pour conclure, on constate juste que 'application a — ¢, est injective.

‘ Quitte a changer f en — f, on suppose f croissante. Par le théoréeme de la limite

monotone, elle admet une limite 3 gauche et a droite en tout point. f est alors

continue en a si et seulement si lim f(z) = lim f(x).
z—a~ z—at
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Si f est discontinue en @, on a alors lim f(z) < lim f(x) et comme Q est
T—a~ z—at
dense dans R, on peut trouver un rationnel g, entre ces deux limites :

lim f(z) < g < lim_f(z)

Tr—a—
Soient a et b deux points de discontinuité de f distincts tels que a < b. Alors

o < lim f(z) < lim f(x) < g,
z—at rz—b—

I'inégalité centrale provenant de la croissance de f.

Notant A I'ensemble des points de discontinuité de f, on vient de montrer que
p:A—Q, a— q, est strictement croissante donc injective. Ceci prouve que
A est fini ou dénombrable (puisque Q est dénombrable).

@ Montrer qu’il existe une injection f d’un ensemble A dans un ensemble
dénombrable suffit pour montrer qu’il est fini ou dénombrable, car A est
alors équipotent a f(A), qui est une partie d’un ensemble dénombrable.

Exercice 8.3 : Exemple de produit de Cauchy N

n
1
Pour n € N*, on note H,, = Z % Montrer ’égalité

k=1
+o0 -1 +oo
(_1)n _ Hn
°) T = i
n=1 n=1
o0 1
On donne Z = e.
n=0

Le membre de droite est un produit de deux séries en remplagant e par la série donnée
en indication (cette formule sera prouvée dans le chapitre sur les séries entieres). On
va donc faire un produit de Cauchy.

1

-1 n—1 1
‘ Notons que Z % converge absolument (car — =0 (2> par crois-

sance comparée) donc converge.
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0y

Ainsi, comme les deux séries convergent absolument, on a :

+00 -1 n—1 400 1 +oo -1 n—1
SR (20 (255

+oo n _1)]671 1
:ZZ( Kk (= k)

n=0 k=1

>y ()

Il faut bien faire attention a vérifier la convergence absolue des deux
séries pour pouvoir appliquer le théoréeme sur le produit de Cauchy.

Il reste alors a montrer que pour n € N*,

S ()
~ = H,,

— k k

ce qu'on va montrer par récurrence sur n € N*,

Le résultat étant clair pour n = 1, on le suppose acquis pour un certain n € N*.

Alors par la formule de Pascal

SO )

k=1 k=1 k=1
() ()
ey (ki 1) (—12'“—1

Orpour ke {1,...,n+ 1},

1/ n n!
k(k—l) T k(k—Dln—k+1)!
B n! B (n+1)!
S kln—k+1)! (n+DE(n+1—k)!

_ 1 n+1
T n+41 k
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donc

S ()R () S

k=1 k=1
n+1

1 1 n+1 .

= -— ~1
Ao (e

1 1

= (14" = ——

n+1 (=1+1) n+1

donc on a le résultat pour n + 1, ce qui achéve la récurrence. En conclusion :

—+oo _ —+oo
(="t Hy
ez nal Z n!’

Exercice 8.4 : Non inversion de signes sommes ~

Pour (n,p) € N?, on pose

Onp = nZ —p? sin#p et anp =0 sinon.

1. Justifier que la famille (an,p)(n p)enz n'est pas sommable.

2. Calculer
+o00 +oo +00 o0
)HITIED 3) S
n=0 p=0 p=0n=0
400 WQ
On donne Z — = —.
n 6
n=1
. J

1. Pour montrer qu’'une famille n’est pas sommable, il suffit de trouver une sous-famille
dont la somme (en valeur absolue) diverge.

Pour n € N*, on a
1 1

1= = > 0.
fnn=1 = 2~ (n=1)2 2n-1

Comme la série de terme général a,, ,—1 diverge (par le critére de Riemann), la
famille (an,p)n,p)en> n'est pas sommable.

—+o0

2. Pour calculer )" a,, a n fixé, on fait une décomposition en éléments simples (si
p=0

n # 0). On découpe alors la série en plusieurs morceaux que 'on simplifie.
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M Sin=0,o0na
00 00 1 7T2
Dy = —Zﬁ B
p=0 p=1
Supposons maintenant n #% 0. On peut alors décomposer en éléments simples,
eton a (A, i) € R? tel que

1 A I

nQ—XQ_X—n+X+n'

1
On multiplie par (X + n)et on évalue en —n pour trouver 4 = —. De méme

2n
1
on trouve \ = o Ainsi, pour P > 2n, on a
n
P n—1 1 P 1
Dnp=Y st D, s
p=0 p=0 n p p=n+1 n p
n—1 P
1 1 1 1 1 1
“5 2 (i )t 2 (5ot )
p=0 p=n+1
_1<n1+2n11 anl—’_PJrn 1)
2n k=1 k k=n k k=1 k k=2n+1
P+n P—n
1 /(1 1 1
(3 X -1
k=2n+1 k=2n
P+n
1 /(1 1 1
= <n TP k)
k=P—n+1
11 Pz*:” 1
4n? = 2n
k=P—n+1
Comme on a
P+n P+n
1 1 1 1 1
— - < = < — 0
2n Z k 2n Z P—n+1 P—n+1Post+o
k=P—n+1 k=P—n+1

on en déduit que

+Z .
anp = 73
= 4n

@ Il est essentiel de revenir aux sommes partielles ici, puisque toutes les
séries manipulées sont divergentes.
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Par suite
+OO+OO 2 +OO 2 2 2
S 3w = gt = 5=y
P 6 4 dn? 6 24 8"

n=0p=0
D’autre part on a clairement
+00 400 400 400

P IVIELD B IFELS

p=0n=0 n=0 p=0

@ On vient donc de donner un contre-exemple au théoreme d’inversion des
sommes doubles, lorsque ’hypothése de sommabilité n’est pas vérifiée.

Exercice 8.5 : Etude d’'une somme N

+oo
tn
On définit 1a ou c’est possible S(t) = Z

14+t
=il
1. Déterminer le domaine de définition D de S.
2. Montrer que pour t € D,
+oo

k=1
3. Déterminer le développement en série entiére de S et donner une interprétation
arithmétique de ses coefficients.

1. On peut facilement comparer le terme général & une suite géométrique si |t| < 1.
Sinon, on constate qu’il y a divergence grossiére.

Soit t € R. Si |t| > 1, le terme général de la série tend vers 1 (sauf si t = —1

ol il n'existe pas toujours), donc on a divergence grossiére.
Supposons donc [t| < 1, alors

tn
14t»
qui est le terme général d'une série géométrique convergente. Par le critére
de comparaison des séries a termes positifs, la série définissant S converge

absolument ; elle converge donc.
Ainsi le domaine de définition de S est D = |—1, 1].

|t‘7l

~Y
n—-+oo
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2. On peut écrire S sous la forme d’'une somme double en développant :tn sous la
forme d’une série géométrique. On tente alors d’appliquer le théoreme pour inverser
les doubles sommes doubles.

Soit t € |—1,1[. Alors
“+oo +oo 400

sH=S = (1) 1gnk,

Pours (n,k) € I = (N*)2, posons uy, ; = (—1)k=1¢"* On a

+00 400 +o00 +o00 +oo |t|n
3> hunal = 33 =3
n=1k=1 n=1k=1
et comme dans la question précédente,
It n
2]

1— |t|? nodoo
donc est le terme général d'une série convergente.

La famille (tn,x)(n,x)er est donc sommable, et on peut appliquer le théoreme
d'inversion des sommes doubles. Ainsi :

400 400 +oo tk
— Z Z(_l)kfltnk — Z(_l)kfl 2
k=1n=1 k=1

3. En reprenant le calcul de la question précédente, on obtient S(¢) sous la forme d’une
somme double de termes de la forme ¢"*. Pour obtenir S sous la forme d'une série
entiere, il faut alors regrouper les termes a nk constants, en faisant une sommation
par paquets.

@ Pour pouvoir effectuer une sommation par paquets, il est indispensable
que la famille soit sommable, sinon on ne peut échanger l'ordre des
termes.

On a vu dans la question précédente que pour t € |—1,1],
+oo +oo
TR 3) DT S

k=1n=1 (k,n)el

avec la famille (ug,n )k n)er Sommable.
Pour p € N*, on note A, = {(k,n) € I; kn = p}. Les A, forment clairement
une partition de I, donc en effectuant une sommation par paquets, il vient :

IR S

p=1(k,n)€A,




Analyse 169

ap = Z (—1)F

(kn)eA,
Cette somme représente le nombre de k impairs tels que k|p moins le nombre de
k pairs tels que k|p. On a donc a, = d, — ey, ol dj, est le nombre de diviseurs
impairs de p, e, le nombre de diviseurs pairs de p.

Exercice 8.6 : Somme de restes ~

Poura>2€tn€N*,onposeRn:Zk—a.

Gréce a I’équivalent trouvé dans I’exercice 7.1, on sait que Y R,, converge. Mon-

trer que
—+oo +oo
S Ra=dd
n=1 q=1

" J

En écrivant R,, sous forme d’une somme, on est amené a une somme double. On pense
donc a appliquer le théoreme d’inversion des sommes doubles pour les intervertir. Pour
ce faire, il faut introduire une famille sommable.

@ Il est indispensable de vérifier ’hypothése de sommabilité, comme on
I’a vu dans I’exercice 8.4, il est possible que la somme dans un sens ou
dans l'autre donne des résultats différents.

On cherche donc a écrire la somme des R,, sous la forme d’une somme double. Pour
ne pas s’embéter avec un ensemble de couples trop compliqué, on compléte R, par
des 0 pour l'indexer de 1 & +o0.

Pour (n,p) € (N*)Z, on note

. L.
Upp =0sip<netu,,= Fsmon.

C’est une famille de réels positifs. On a alors

+00 +00 +00 +o00
PIHITED DI ZR
n=1p=1 n=1p= n

et cette série converge (par I'exercice 7.1).
Ainsi la famille (tn,p)(n,p)e(n+)2 est sommable, et on peut appliquer le théoreme
d'inversion des sommes doubles :

+0o +o00 +00 +oo +oco p

DL I WSS B IME I T W

n=1p=1 p=1n=1 p=1n= 1
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Exercice 8.7 : Calculs de sommes doubles ~

On note I = (N*)2, J = {(p,q) € I; plg} et K ={(p,q) € [;pAqg=1}.
Calculer les sommes suivantes :

1 1
A= wE Po X opp 0% X oEp

(p,a)€l (p,a)€J (p.9)EK
On donne
LR B
—~ n2 6 — nt 90

On commence par le calcul de A, qui est le plus simple.

9, On a
+o00 400 +oo 21 7_‘_4
A=Y o= S5

p=1q= 1P p=1
et comme les séries convergent (par le critere de Riemann), la famille est bien
sommable.

On peut alors justifier facilement l'existence des sommes B et C' : on somme des
sous-familles de la somme A. On calcule ensuite B en sommant d’abord par rapport
a p, 'ensemble des multiples de ¢ étant I’ensemble des pk, k > 1.

Les familles définissant les sommes B et C étant des sous-familles de la famille
1
sommable ( —— , elles sont également sommables.
P79/ (pg)er
L'ensemble des couples (p, q) de J est aussi I'ensemble des couples de la forme
(p, pk), avec p et k € N*.

On a alors
+00 +00 00 +00 1 72 76
B=2.D e = 2 Zkzzzgfzm
p=1k= 1 p= 1 p=1

@ Il faut choisir le sens le plus judicieux pour le calcul.
Ici, dans 'autre sens, le calcul aurait fait apparaitre le nombre de divi-
seurs de ¢, qu’on ne sait pas calculer.

Il reste a calculer C'. On va en fait faire le calcul plus général des sommes a pged
constant, en partant de A.
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Ceci revient a faire une sommation par paquets dans A, en regroupant les couples

(p,q) tels que p A g = k. On fera alors le lien avec les couples (p, ¢) vérifiant pAg =1

en divisant p et ¢ par k.

A

une partition de I.

On a déja vu que la famille des

P*¢?
paquets, on a

k=1 (p,q)€Dy,

+o00 1
A2 2 g

Pour k € N*, on note Dy, = {(p,q) € I; pAq = k}. Les Dy, forment clairement

était sommable, donc en regroupant par

De plus, on a (p,q) dans Dj si et seulement si (kp, kq) est dans Dy, ainsi

1 1 1
D S (et
2.2 Z 2 2 4
(r,q)€Dy pq (p,q)€D1 (kp) (kQ) K
On a donc
™ Xc 90 5
— = — = —C et = — = -
36 = k* 90 36 2

Exercice 8.8 : Produit eulérien

On note & I’ensemble des nombres premiers et (p,)nen+ ’énumération stricte-

ment croissante de 2.

Sin € N*  on note A,, 'ensemble des p € N* tels que les nombres premiers appa-
raissant dans la décomposition en facteurs premiers de p sont dans {p, ..

On se fixe s € C tel que Re(s) > 1.
1. Pour n € N*, montrer que

s Pn}-

k=1 Py q€An
2. En déduire que
1 =
_ —S
.
pEP q=1
.Pour ke {l,...n},ona
1 R
_ —ns
-5 k
L= pk n=0

Il faut donc faire le produit de n séries géométriques.

Pour k € {1,...n}, > p,."* converge absolument
de raison p, ® et |p, °| < 1 puisque Res > 1.

%

: c'est une série géométrique
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La famille (p; ™% .. p;, %) (4,,....qn)enn €St donc sommable. Par suite, on a :
n 1 n +oo
— —dqKSs qis | q,L
[[i—==1{>n Y Y
k=1 k k=1 \qr=0 q1=0  gn=0
—+o0 —+oo

= Z Z(P'fl"']?%")_

La somme fait donc intervernir des m~—*%, ou m est un nombre dont la décom-
position en facteurs premiers ne fait intervenir que les nombres p1, ..., p,, donc
me A,.

De plus, chaque nombre m de A, s'écrit de maniére unique sous la forme
pit - pin, avec (qi,...,qn) € N™ (par la décomposition en facteurs premiers.

On a donc
n

Hﬁ—Z S =2 m

k=1 q1=0 qn=0 meA,

2. 11 faut faire passer a la limite quand n — +oo le résultat précédent.
Le membre de gauche va tendre vers le produit sur tous les nombres premiers (si on
trouve une limite finie). Il reste & étudier le membre de droite.

@ On ne peut pas passer directement a la limite en disant que A, tend
vers N*. Il va falloir majorer la différence entre la somme sur A, et la
somme sur N*.

Pourn € N, sig ¢ A,,, la décomposition en facteurs premiers de ¢ fait intervenir
un nombre premier plus grand que p, 41, donc ¢ = pr41.
Ainsi on a

+oo
gt => g o< D> a

qeEA, q=1 geN*\ A, geEN*\A,,
+oo
< Z q—Res< Z q—Res.
geN*\A, 4=Pn+1

Comme Res > 1,
Zq—Res N 0’
— t—4o0

comme reste d'une série de Riemann convergente. De plus p,, — 400, donc
n—+oo

§ q— Res 0
n—-+oo
q=Pn+1
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Ainsi
—+oo
-s -5
q n q=
et on en déduit que :
1 =
_ —s
[ P
peEP q=1

Cette propriété due a Euler permet de relier I’étude des nombres pre-
miers (dans le produit & gauche) & 1’étude de la fonction ¢ de Riemann
(définie par la série & droite).

En particulier, la conjecture de Riemann, qui porte sur la localisation
des zéros de la fonction ¢ permettrait, si elle était vérifiée, d’avoir de
nombreuses informations sur la répartition des nombres premiers.



CHAPITRE

Suites et séries de fonctions

Exercice 9.1 : Convergence uniforme d’une suite de fonctions |

On définit deux suites de fonctions sur [0, 1] par

frniz— 2" (1l—2) et gn 2 x — x"sin(rx).
Démontrer que ces suites convergent uniformément vers la fonction constante
nulle sur [0, 1].

" J

L’étude des fonctions f, est aisée. Nous allons pouvoir déterminer leurs extrema,
ce qui permettra de conclure quant a leur convergence uniforme. La représentation
graphique des fonctions f, permet de visualiser la convergence uniforme : on constate
que labscisse du maximum de | f,,| (en fait de f,,, car cette fonction est positive) tend
vers 1 et que la valeur de ce maximum tend bien vers 0.

Pour n € N la dérivée de £, est
/

fi(z) =nz" ' —(n+ 1Dz =2""Yn - (n+1)x).

n , .
J et décroissante

On en déduit que la fonction f,, est croissante sur {O, T
n

sur [n, 1}. De plus, elle vaut 0 en 0 et 1. Ainsi
n+1

Vo €[0,1], 0< fu(z) < fa (ni 1)

ce qui montre que f, est positive et atteint son maximum en ? dont on
n

en déduit que || fnlloo = fn (nil>

Par ailleurs,

n n \" n 1N 1 1
n+1 n+1 n+1 n n+1 en
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puisque

R N | R I 0))

=exp(—14+o0(1)) — e .

n——+o00

En conséquence, | fn] oo —+> 0, ce qui montre que la suite de fonctions
n—-+0oo

(fn)nen converge uniformément vers 0 sur [0, 1].

@ Il faut bien faire la distinction entre la convergence ponctuelle des f,, et
la convergence du sup des f,. Ici, on ne regarde finalement que la valeur
des f,, en un point particulier, mais c’est le point ou leur maximum est

atteint.

Le tracé des premiéres fonctions g, confirme visuellement la convergence uniforme
vers 0 :

Cependant, le calcul de la dérivée n’est pas aussi concluant. En effet, pour = € [0,1] :

1 n—l(

gh(z) = nz" sin(rx) + 2" 7 cos(rz) = x nsin(rz) + 7 cos(mwx)).

Il n’est pas évident de déterminer les points d’annulation de cette dérivée pour étudier
la fonction g,.

11 est assez simple de majorer sin(7a) par une fonction affine de = en revanche pour se
ramener aux fonctions f,, précédemment étudiées. Plus précisément, on a la majora-
tion sin(mz) < m(1 — ) pour x € [0, 1], majoration que I'on peut aisément visualiser
graphiquement :

Elle peut étre établie de plusieurs fagons, par exemple par une inégalité de convexité
ou par l'inégalité des accroissements finis.
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La fonction f : z — sin(wz) est dérivable sur [0, 1], et pour x € [0, 1],
/()] = I cos(ma)] < .
Ainsi f est m-lipschitzienne et on a :
sin(mx) = sin(rz) — sin(r) < |f(1) — f(2)] < 7(1 — z).
Par ailleurs, sin(mx) > 0 pour z € [0,1]. En conséquence :
VYneN, Vrel0,1], 0<gn(z)<nfn(z).
On a donc ||gn|lec < 7| fnlloo, ce qui entraine ||gn|lco T 0 d’aprés I'étude

de la suite (f,)nen précédemment effectuée. Ainsi, la suite (g, )nen converge
uniformément vers 0 sur [0, 1].

Exercice 9.2 : Convergence uniforme d’une suite de fonctions Il

—nx

Démontrer que la suite de fonctions définies sur Ry par f,(z) = e " sin(nx)
converge simplement sur R, que la convergence est uniforme sur tout intervalle
de la forme [a, +00[ (@ > 0) mais qu’elle n’est pas uniforme sur R.

Le tracé a la calculatrice des fonctions f,, montre ce qui se produit : le graphe présente
une « bosse » qui se tasse pres de 0 et empéche ainsi la convergence uniforme sur
R, . Cependant, cette bosse sort de tout intervalle [a, +oo] pour a > 0 donné, ce qui
explique que 'on ait néanmoins la convergence uniforme sur chacun de ces intervalles.

Y

fi
f2
f3 — T
| |

Comme souvent, la convergence simple ne pose pas de difficulté. C’est la convergence
uniforme qui risque d’étre plus technique.

Pour z > 0 on a f,(z) = (e~®)"sin(nx) et donc |f,(z)] < (e~*)". Comme

e €]0,1[, on a fn(x) = 0.

Par ailleurs, f,,(0) = 0. Ainsi, (fn)nen converge simplement vers la fonction
constante nulle sur R .

Si la suite convergeait uniformément sur R, sa limite serait nécessairement sa limite
simple, a savoir 0. Il suffit donc de démontrer que || fy||oo,r, ne tend pas vers 0 pour
montrer qu’il n’y a pas convergence uniforme sur R .

On étudie la fonction f,, pour tenter de déterminer le maximum de |f,|.
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PourneNetzeR,,ona:
/ n —ne(

fi(x) = —ne” " sin(na) + e "*n cos(nx) = ne cos(nx) — sin(nx))
0
=ne V2 cos (nm + Z)
la derniére égalité étant obtenue a I'aide de la formule de trigonométrie :

cos(a) — sin(a) = v/2 (cos(a) cos (2) — sin(a) sin (%)) =V/2cos (a + Z) .

Il n’est pas tout a fait évident d’exploiter cette formule pour obtenir le maximum de
| |, mais nous pouvons avoir une minoration

Le calcul précédent montre que f] (%) =0, avec f], positive sur {07 %} In

est donc croissante sur cet intervalle, et comme f,,(0) =0, on a:
T wh . (T NO.
Ifalloo 2 i (55) = e/ tsin (§) = e

La suite (|| fn|loo)nen est donc minorée par un réel strictement positif, elle ne
converge donc pas vers 0. Ainsi (f,,)nen ne converge pas uniformément vers 0

sur Ry
@ Nous n’avons pas montré que le maximum de |f, | était égal & ‘/756_”/ 2
juste qu’il était plus grand que cette valeur.

Pour la convergence uniforme sur [a, +00[, nous avons un renseignement bien plus
simple sur f, : |fn(2)] < e™™ (car |sin(nx)| < 1).

Soit @ > 0. Pour x € [a,+00[, on a |fn(z)| < e "™ < e " Ainsi :
Vn €N, |falloo,fa400] < €7

na

Comme a >0, e™™* — 0 et ||fnlloo,ja,400] — 0. Ainsi, pour tout réel
n—-+400 e

n——+o0o
a > 0, la suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers la fonction

constante nulle sur [a, +o0].

Exercice 9.3 : Convergence uniforme d’une série de fonctions

On considére la série de fonctions Y f,, définie pour n € N* par
7
. _ n
fo Ry =R, z—(-1) -l
1. Démontrer que cette série est uniformément convergente sur R, mais non
normalement convergente. Quelle est la limite de sa somme en +oco ?
2. Démontrer que sa somme est de classe ¢! sur R.
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1. Le plus simple pour les séries de fonction est de commencer par étudier la conver-
gence normale. En 'occurence, les fonctions f,, sont aisées a étudier et nous détermi-
nerons sans probléme les maxima de leurs valeurs absolues.

Soit n € N*. Pour x € Ron a
T

| fn(2)] = 2+ 22
Cette fonction est dérivable et
2 2
, n® —ux
[fal (2) = m

Ainsi, | fp| est croissante sur [0,n] et décroissante sur [n, +oo[. Ainsi, |f,| pos-

sede sur R4 un maximum atteint en n. On a donc || fy||ec = |frn(n)| = o

n
Ainsi, la série > || fn]lco est une série de Riemann divergente. En conséquence,
la série de fonctions > f,, ne converge pas normalement sur R..

Ce résultat est problématique car la convergence normale est le moyen le plus simple
pour montrer qu'une série de fonctions est uniformément convergente. Il va donc falloir
raisonner autrement pour conclure.

Nous allons commencer par démontrer que la série converge simplement, ce qui per-
mettra de considérer R,,, le reste d’ordre n de ) fi. Il suffira alors de démontrer que
nll)glm |Rn|loo = 0, autrement dit que le reste de la série converge uniformément vers

0.

Il nous faudra donc obtenir une majoration de la valeur absolue du reste. C’est ici que
I'on va pouvoir exploiter la forme particuliére de la série > fx : & = donné, il s’agit
d’une série numérique alternée. Le critere spécial des séries alternées nous donnera a
la fois la convergence simple et une majoration du reste, ce qui permettra de conclure.

Fixons € Ry. La série numérique > fi(z) vérifie les hypothéses du critére

spécial des séries alternées : en effet, son terme général est alterné et sa valeur
absolue tend vers 0 en décroissant quand n tend vers +oc0.
Ceci montre que la série > fi converge simplement sur R.. De plus, en notant

“+o0
R.(z) = > fx(x) nous avons aussi |R,(z)| < |fnt+1(z)|- Nous savons,
k=n+1
d'apres les calculs précédents, que |fn41(z)] < At 1) Ainsi,
[Rnloo <

2n + 2 n—+oo
La suite des restes de la série > f converge donc uniformément vers 0. On en
déduit que la série > fi est uniformément convergente sur R .

@ Ce raisonnement s’adapte & une situation bien plus générale : si (f,,)nen
est une suite de fonctions convergeant uniformément vers 0 sur un inter-
valle T et telle que, pour tout = € I, > f,,(z) vérifie les hypothéses du
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critére spécial des séries alternées, alors Y f,, converge uniformément
sur [.

Enfin, la convergence uniforme sur R permet d’intervertir > et limite en +o0.

Pour n € N*, f,(z) — 0. La série >_ f, étant uniformément convergente

n—-+oo
sur Ry on a

+oo
;m Hmzrggmfn ) = 0.

2. 11 faut utiliser le résultat suivant : si les fonctions f,, sont de classe €, si > f
converge uniformément et si Y. f,, converge simplement, alors Y f,, est de classe ¢!
et on peut intervertir > et dérivation.

La convergence simple de Y f,, est d’ores et déja acquise. Pour la convergence uni-
forme de Y f/, nous allons d’abord étudier la convergence normale : si cette série
converge normalement, elle sera a fortiori uniformément convergente, comme nous
I’avons remarqué plus haut.

Les fonctions f,, sont bien toutes de classe ¢! et la série Y f,, converge sim-

plement sur R . Par ailleurs, nous avons vu que, pour n € N* :

TL2 —£E2
Vo €Re fil@) = (V'

En particulier, pour tout (n,z) € N* x Ry :

TAGI T e S
n S 24222 n2+a2 2
qui est le terme général d'une série convergente. La série de fonctions > f/
est donc normalement convergente sur R, . A fortiori, elle est uniformément
convergente sur R;. D'apres le théoreme de dérivation sous le signe somme, f

est donc de classe ¢! sur R, et :

Ve eRy, f'(z)= Z ()" 5w

Il faut retenir que la convergence normale est le moyen le plus efficace

@ de prouver une convergence uniforme. Il faut toujours commencer par
étudier la convergence normale d’une série de fonctions et n’envisager
de démontrer directement la convergence uniforme qu’en cas d’échec
(voir exercice 9.7).
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Exercice 9.4 : Fonction ( de Riemann N

+00 1
Pour z € |1, +00[ on pose ((z) =
n=1
1. Montrer que la fonction ¢ est bien définie et continue sur |1, +oo.
2. Montrer que la fonction ¢ est de classe €°*° sur |1, +00[ et exprimer ses dérivées
sous forme de sommes de séries.
3. Préciser les variations de la fonction ¢ et étudier sa convexité.
4. Déterminer lim ((z).
T—>~+00

ne’

5. Déterminer un équivalent simple de ((z) quand x tend vers 1. On pourra
encadrer le terme général de la série définissant ¢ a l’aide d’intégrales.
6. Représenter graphiquement la fonction (.

1. Commengons par montrer que la fonction ¢ est bien définie, autrement dit, que la
série de fonctions qui la définit est simplement convergente.

1
Pour n € N*, posons f, : z = —. Soit = € |1, +00[. La série
n
1
E fn(m): ne

n>1 n>1

est alors une série de Riemann convergente. Par conséquent, la série de fonctions
> fn converge simplement sur |1, +00] et la fonction ¢ est bien définie.

Nous nous intéressons, a présent, a la continuité de la fonction (. Commencgons par
remarquer que chacune des fonctions f,, avec n > 1, est continue. La fagon de faire
la plus expéditive est d’étudier la convergence normale sur |1, 4o0.

@ Pour tout n > 1, le meilleur majorant de |f,| sur ]1,4o0[ est + et nous
savons que la série % diverge. Nous devrons donc nous contenter de la
convergence normale sur tout segment.

Pour tout n € N*, la fonction f,, est continue sur |1, 4+o0.

Soit (a,b) € R? vérifiant 1 < a < b. Pour tout n € N*, nous avons

Veelabl, |falo) = - < —

n® na

1 1
et donc || fulloo,[a,r) < —. La série Z — converge car a > 1. On en déduit
T n n

que la série de fonctions > f,, converge normalement (donc uniformément) sur
tout segment contenu dans |1, +oc|.
Par conséquent, la fonction { est continue sur |1, +c0].
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2. Nous devons, & présent, montrer que la fonction ¢ est de classe € sur |1, +oo[. Il
faut pour ce faire montrer que f est de classe €* pour tout k& € N. Notons qu’il est
facile de déterminer la forme des dérivées successives :

VpeN, Vzell,+o0f, f,(f’)(a:):M.

nI

En effet, en écrivant f,,(z) = e~ on voit que la dérivée de cette fonction est

—In(n)e~*n() = —lnn(—f) soit f!(z) = —In(n)fn(x). Le facteur —In(n) étant indé-
pendant de z on en tire f/(x) = —In(n)f!(z) = (—In(n))?f.(z), etc. Ainsi, on voit

qu'un facteur —In(n) apparait & chaque dérivation.
Pour n € N*, on sait que f, est de classe € sur |1,+oco[. Pour p € N et
x €]1,400[, on a
(=In(n))”
fif (@) = ~— .
Soit (a,b) € R? vérifiant 1 < a < b. Pour tout n € N*, nous avons

fr(Lp) (m)’ < M.

na

Va € [a,b],

. - 1+
Soit @' € ]1,a[ (par exemple le milieu o’ = Ta) Nous avons

o (1)

Comme o’ > 1, cette derniére série converge par le critére de Riemann. Ceci
(1
entraine la convergence de la série > M

et on en déduit que la série de
fonctions > £ converge normalement sur tout segment contenu dans 11, 400l
Pour k € N, les séries Zf(]) convergent donc simplement (car normalement
sur tout segment) sur ]1,4+o00[ pour j entre 0 et k — 1, et fo(f) converge
normalement (donc uniformément) sur tout segment de |1, +ocol. ¢ est donc €*
sur ]1, +o0[.

Ceci valant pour tout k € N, ( est de classe € sur |1, +oo[. Pour k € N et
x € ]1, 400, on a alors

3. Cette question est une simple application de la précédente : nous lirons le sens de
variation de la fonction ¢ sur sa dérivée et sa convexité sur sa dérivée seconde.

D’aprés la question précédente, nous avons

+oo
Vo el oo, (o) =— 3

Par conséquent, la fonction ( est strictement décroissante sur |1, +ocol.
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De méme, nous avons

In(n

2
) > 0.

nZE

“+o0
Vz €]l, 400, ("(z)= Z
n=1

Par conséquent, la fonction ¢ est convexe sur |1, +oo].

@ Nous aurions également pu utiliser le fait que chacune des fonctions
x — -5 est décroissante et convexe. Cela assure que leur somme ¢ est
décroissante et convexe.

4. Nous voulons ici montrer que la fonction ¢ possede une limite quand x tend vers +oo
et la calculer. Il nous faut donc appliquer le théoréme de la double limite. Pour cela,
on a besoin de la convergence uniforme sur un intervalle ayant +0o comme extrémité.
Comme nous l'avons vu au début de l'exercice, la série de fonctions définissant ¢
n’est pas normalement convergente sur |1, +o0o[ mais l'est sur tout segment. Par un
raisonnement analogue, nous pouvons voir qu’elle est normalement convergente sur
tout intervalle du type [a, +o0o[ avec a > 1, ce qui assurera la possibilité d’intervertir
limite en 400 et somme.

Pour tout n € N*, la fonction f,, possede une limite finie en +o00. Précisément,
nous avons

filx) — 1 et Yn =2, fu(z) — O.

x—+00 T—>+00
) r ... .
En outre, pour tout réel x > 2, |f,(x)| < —;. Ainsi, pour tout entier n > 1,
n

| fulloo,[2,400] € —5 qui est le terme général d'une série convergente. Ceci
montre que la série > f, converge normalement (donc uniformément) sur
[2, 4+00].

On en déduit

+oo
(@) — 1+ Zgo =1.

5. L’énoncé nous indique ici la méthode a utiliser : il s’agit d’une comparaison série
intégrale. Nous allons encadrer le terme général de la série par des intégrales pour en
déduire un encadrement de (.

Procédons en deux temps.
Nous avons

1
Vten,n+1l, —>=—=>=
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et donc, en intégrant sur le segment [n,n + 1],

1 ntl g 1
— > By, 17—
nf”//n tr 7 (n+ 1)

Soit N € N*. En sommant de n =1 a n = N, nous obtenons

N 1 N nt+l N+1 4 N 1
— > —dt = —dt > —_—
ekl wn ) w X
La derniére inégalité permet d'obtenir :
N N-1 N+1
1 1 1
— =1 — <1 — dt.
ne + Z (TL—|— 1)w = +/1 t*
n=1 n=1

Calculons cette derniere intégrale :
N

/N 1 & — tl—m _ Nl—x -1
ot 1-z), 1-z
L’autre intégrale se calcule de méme et on obtient I'encadrement

11—z _ N -z _
(N +1) 1<21<1+N L

1—=z n® 1—=x
n=1

En faisant tendre N vers -+oo, nous obtenons

1 1
< <I+—--.
z—1 ¢@) +x—1

La technique d’encadrement par des intégrales nous fournit donc un résultat assez
précis. A partir de celui-ci, nous pouvons deviner un équivalent de {(x) quand z tend
vers 1 : ce sera —L.

En multipliant cette inégalité par x — 1 > 0 nous obtenons

1< (xz—1)¢(z) € =.
On en déduit que (z — 1){(x) — 1 et donc
z—

1

[ad .
z—=1lx —1

¢(x)

6. Les questions qui précédent nous permettent de nous faire une idée assez fidele du
graphe de la fonction ¢. Récapitulons : nous savons que la fonction ¢ est de classe €°°,
strictement décroissante et convexe, d’apres la question 3. Nous savons également,
d’apres la question 4, qu’elle tend vers 1 en 400 et donc que sa courbe possede une
asymptote horizontale d’équation y = 1. Pour finir, nous savons, d’apres la ques-
tion 5, qu’elle tend vers +oco en 1. Sa courbe possede donc une asymptote verticale
d’équation z = 1.
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Ceci suffit pour tracer I’allure du graphe de (. Cependant, nous avons un résultat plus
précis sur son comportement au voisinage de 1. En effet, pour tout réel z > 1 :

1
T —

1
<) <1+ ——.
7 SC@) <1+ ——

Nous pouvons donc tracer les représentations graphiques des fonctions x +— ﬁ

etz — 1+ ﬁ : la représentation graphique de ¢ doit se trouver entre ces deux
courbes. Elles sont représentées en pointillés sur la figure suivante, ainsi que I'asymp-
tote horizontale d’équation y = 1. Une fois tous ces éléments connus, on voit qu’il n’y
a presque plus de choix pour tracer la courbe!

;

\

Pour améliorer le tracé, nous pouvons utiliser des points particuliers. Les valeurs prises
par la fonction ¢ ne sont pas aisées a calculer. Par exemple, nous avons

= 2 =1 it
N=S"2 =T 164 et ((4)= ~ T 108
@ ;nz g =104 et ((4) ;7# 90

Exercice 9.5 : Régularité d’une série de fonctions N
+o0 .
P eER S(z) = — .
our x + on pose S(z) nzl (T n2?)

1. Montrer que la fonction S est bien définie et continue sur R;.
2. Montrer que S est de classe €' sur R%.
3. Montrer que S n’est pas dérivable en 0. On pourra commencer par montrer

S(z)

posséde une limite dans R quand z tend vers 0.

que

1. Pour démontrer la continuité de la somme de la série nous allons utiliser la conver-
gence normale de la série sur Ry ou, a défaut, sur tout segment. Rappelons que
la convergence normale (éventuellement sur tout segment) entraine la convergence
simple et que ceci permet de montrer d’un seul coup que la fonction est bien définie
et continue.
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Soit n € N*. Posons .
fnixz—

n(1+ nz?)’
La fonction f,, est dérivable sur R et nous avons
1 1+na?—2(2nz) 1 — na?
Ve eR,, fl(z)==x = :
‘ + fal®) n (1 + na?)? n(1 + nx?)?

On en déduit que la fonction f,, est croissante sur [0, } et décroissante sur

NG
1 Ve -
[\/774'00} De plus, f,(x) — 0= f,(0). On en déduit que

T—r+00

Vz e RY, 0< ful2) < fa (\/15> .

Par conséquent, nous avons
1

1
Ve €RY, |ful@)| < fu (ﬁ> e

La série E T converge par le critére de Riemann. On en déduit que la série
ny/n

>~ fn converge normalement sur R*. En particulier, elle converge simplement
sur Rt et sa somme, la fonction S, est bien définie.

En outre, pour tout n > 1, la fonction f,, est continue sur R*. La convergence
normale (donc uniforme) sur R™ de la série Y f,, assure que sa somme S est
également continue sur RT.

@ Ici nous sommes parvenus & majorer |f,| sur tout son intervalle de
définition et avons ainsi obtenu la convergence normale sur R. Nous
verrons dans la suite que parfois il faut se restreindre & des majorations

sur tout segment plutot que sur tout ’intervalle.

2. Pour démontrer que la fonction S est €', étudions la convergence normale de la
série ) f; sur RY.

Pour tout n > 1, la fonction f,, est de classe €1 sur R’ . Nous avons

1 —na?

YneN* fl(z)= ——>=.
fn( ) n(l +nx2)2
Le meilleur majorant de |f}| sur R% est 2 (c’est sa limite en 0), mais la série de terme
général % diverge. Nous allons donc chercher & majorer |f; | sur tout segment contenu
dans R% plutdt que sur R tout entier.
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Soit (a,b) € (R%)? vérifiant a < b. Pour tout z € [a, b], nous avons

£ (@)] 1 — na? 1+na? < 1 o1
x)| = X X
" n(l + nx?)? n(l+nz2)?2 ~n(l+nz?) = (an)?

car 1 +na? > na?. La série de terme général converge. Par conséquent,

1
(an)?
la série > f! converge normalement sur [a, b].
Nous avons donc montré que la série > f/ converge normalement (donc uni-
formément) sur tout segment contenu dans R . On en déduit que la fonction S

1
est ¢ sur R .

3. Ainsi que ’énoncé le suggere, nous allons commencer par démontrer que la fonction
S(I) posséde une limite en 0 dans R. C’est typiquement le genre de résultat que I'on

peut obtenir en utilisant le théoreme de la limite monotone.

@ Le théoreme de la double limite ne peut s’appliquer ici puisque la série
s (90)

définissant ne converge normalement (ni uniformément) sur aucun
intervalle dont 0 est une extrémité.

S(x
La fonction z — L définie sur R%, est somme d'une série de fonctions

décroissantes; elle est donc également décroissante. Par conséquent, elle posséde
une limite £ en 0 qui est soit sa borne supérieure, si elle est majorée, soit +o0.

Nous cherchons a démontrer que la fonction S n’est pas dérivable en 0, et donc que

la fonction z +— % ne converge pas en 0. D’aprés ce qui précede, cela revient a

montrer que £ = +00. Notons que 'argument de monotonie précédent nous donne en

plus le résultat suivant : ¢, qu’il soit fini ou non, majore toutes les valeurs de S(”“)

Dans tous les cas, nous avons
(z)

Va € R%, Tx <
Pour tout n > 1, la fonction f;,, est positive. Par conséquent, nous avons
§ ol 1 ™= 1 S(x
YN € N*, VzeR%, ;H(HW) an(Hmﬂ) _ ;) <t
En considérant la limite quand x tend vers 0, il vient
N
VN € N*, nz::l ~ <t

Or on sait que le membre de gauche est une somme partielle d’une série a termes
positif qui diverge ; il tend donc vers +oo lorsque N tend vers +00. On en déduit
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Exercice 9.6 : Calcul d’intégrales a I'aide de séries de fonctions

En faisant apparaitre des séries de fonctions calculer les deux intégrales sui-

vantes : L oo
L= [ 2@y, 2. J:/ Y
o x—1 o  sh(x)
= 1 w2
On d : ===
ndome: 3 5=

que £ = +o00. Par conséquent, la quantité
S(z)—S(0)  S(x)

z—0 T
ne possede pas de limite finie lorsque x tend vers 0. On en déduit que la fonc-
tion S n'est pas dérivable en 0.

S(x)

x
courbe représentative de S possede une demi-tangente verticale en ce point.

Plus précisément, le fait que tende vers +oo en 0 nous assure que la

1. Il ne faut pas oublier de démontrer que I'intégrale I est bien définie. Cependant, ici,
nous allons devoir utiliser le théoreme d’intégration terme a terme, qui démontrera la
convergence de cette intégrale.

L’énoncé suggere de faire apparaitre des séries de fonctions. Nous allons utiliser le
développement simple et classique de la fonction = +— ﬁ puis essayer d’intervertir
intégrale et somme.

0y

Ici, méme si les bornes de l'intégrale sont finies, il s’agit d’une inté-
grale impropre. Il faut donc employer le théoreme d’intégration terme
a terme.

Pour tout x € ]0, 1], nous avons

ID(CL‘) _ = 1 n
el 2 @
Pour tout n € N, la fonction

n

fon:ix— —In(z)x

est continue sur I'intervalle ]0, 1] et intégrable (si n > 1 elle posséde des limites
finies en 0 et 1; si n = 0, c'est la fonction —In qu'on sait étre intégrable sur
cet intervalle).
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La série Y f,, converge simplement sur ]0, 1] vers la fonction f, qui est continue
sur cet intervalle.

Nous devons maintenant calculer 'intégrale de la fonction | f,,| pour tout n et montrer
que c’est le terme général d’une série convergente. Remarquons déja que, f, étant
positive, |f,| = fn. Nous voudrions éliminer le logarithme a I’aide d’une intégration
par parties.

n+1
Les x — —In(x) et  — z+ 1 sont de classe ¢! sur |0, 1[. Par intégration par

parties, on a donc :

1 n+171 1 n 1
/ —In(z)z" da = [ In(x) :c } + / L dr= —_—
0 n+ 1 0 o n =+ 1 (n + 1)2

la seconde intégrale étant clairement convergente, et la limite en 0 du crochet
valant 0 par croissance comparée.

1
On en déduit que la série Z/ | fr| converge.
0

D’apres le théoréme d'intégration terme a terme, la fonction f est intégrable
sur ]0,1[ (donc I existe) et nous avons

A x—nzoo n(x)x x—nzo(nJrl)z_n:lnz_G.
@ En effectuant le changement de variable u = 1 — z on voit que
1 —
]:_/ n(t—w) .
0 U

Nous aurions pu conclure par un raisonnement en tout analogue en
utilisant le développement en série entiére de In(1 — w).

2. Nous allons procéder ici de la méme facon que pour la question précédente. Comme
précédemment, l'intégrabilité sera conséquence du théoreme d’intégration terme a
terme.

Nous allons chercher a faire intervenir des séries de fonctions mais ici, la situation
n’est pas aussi simple. Notons tout d’abord qu’un développement en somme de séries
entieres est inutile si on cherche a permuter série et intégrale sur un intervalle non ma-
joré comme R : nous obtiendrions en effet une expression de la forme 3 fOJrOO anz™ dx
et les intégrales sont divergentes si a,, # 0. De toutes fagons, développer g en série
entiere n’a rien d’évident.

Nous allons plutdt faire aparaitre une série géométrique a 'aide de ’exponentielle
apparaissant dans la définition du sinus hyperbolique.
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Pour tout x € R*, nous avons

r 2z _ 2me™" ope—T Jio o2 _ f 9pe—(@ntl)e
sh(z) e —e® 1—e20 B ’
n=0 =0

Nous avons maintenant trouvé le développement en série recherché. Il ne nous reste
plus qu’a appliquer le théoréme d’intégration terme a terme (sans oublier d’en vérifier
explicitement les hypothéses!) afin d’inverser somme et intégrale.

Pour tout n € N la fonction
(2n+1)z

gn @ X — 2x€”

est continue sur I'intervalle |0, 400 et intégrable : elle se prolonge par continuité

1

en 0 et par croissance comparée, 72g, (z) — 0,donc g,(z) = o (2)
Tr—r+0o0 r—r+00 X

shz

La série > g, converge simplement sur ]0, +oo] vers la fonction g : & — —,
x

qui est continue sur cet intervalle.

Soit n € N. Calculons I'intégrale de |g,| = g. sur Ry par une intégration par
ef(2n+1)z

parties. Comme les fonctions u : x +— 2x et v : x o1 sont de classe
n

€1 sur R, et vérifient u(z)v(z) = 0, nous obtenons
Tr—+00
+00 —(2n+1)zq e +oo  ,—(2n+l)z
/ 9z~ (e gy = |9 &~ + / p S,
_ { e—<2n+1>xr°° 2

) - -
(2n+1)2], (2n+1)2’

+oo
On en déduit que la série Z/ |gn| converge.
0

Par le théoreme d'intégration terme a terme, la fonction g est intégrable sur
10, +00[ et nous avons

+o00 +00  too +o0o 1
g(x)dx = / gn(z)der =2 —_—.
| o S [ mwar=23 o

+oo
L'énoncé nous fournit la valeur de Z —- Nous allons donc nous ramener a
n=1 n
cette derniére.
Etant donné N € N* nous avons
*f 1 X1 X X111
D DB Dt S DR D
n=1 (2’[1 + 1) n=1 n n=1 (27’L) n=1 n 4 n=1 n
33X 1 2
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Finalement, nous obtenons
“+o00 400 2
T 1 T
A sh(z) ° 2 2n+1)2 4

Exercice 9.7 : Intégration et convergence uniforme N

Soit (an)nen une suite réelle décroissante tendant vers 0. On fixe p € N* et on
pose, pour n € N et z € [0,1], f(z) = (—1)"a,zP™.
1. Donner un exemple de suite (a,)nen telle que la série Y f,, ne converge pas
normalement sur [0, 1].
2. Démontrer que la série Y f,, converge uniformément sur [0, 1].

= (-1)"
3. En déduire une expression de Z -—

pn+1

n=0
Indication : dans un premier temps, faire intervenir une intégrale entre 0 et z

pour z € [0, 1], puis justifier le passage a la limite z — 1.

a l’aide d’une intégrale.

" J

Notons que (ay)nen étant décroissante et de limite nulle, elle est & valeurs positives.

1. Soit n € N. On se convainc aisément que la norme uniforme de la fonction f,
sur [0,1] est a,. Par conséquent, il suffit de trouver une suite (a,)nen décroissante

tendant vers 0 telle que la série > a,, diverge. La suite ( satisfait toutes ces

1

n+l neN
conditions (le décalage d’indice n’est présent que pour que la suite soit bien définie a
partir du rang n = 0).

1
Pour n € N, posons a, = Py La suite (an)nen est a valeurs réelles, dé-
n

croissante et tend vers 0.
Soit n € N. Nous avons

Vo e 0,1, |fu()| = | T2 pon| < L
9 ) n n+ 1 X n+ 1
car |x| < 1. En outre, nous avons
S
|fn(1)] = =
n+1 n+1
1
et, par conséquent, ||fnllo,0,1] = — qui est le terme général d'une série
n

divergente.
En conséquence, la série > f,, ne converge pas normalement sur [0, 1].

2. Nous savons que toute série de fonctions normalement convergente est uniformé-
ment convergente, ce qui est souvent un moyen simple de montrer la convergence
uniforme d’une série de fonctions. Cependant, ici, la question précédente montre que
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nous ne pourrons pas utiliser ce procédé. Nous allons donc revenir a la définition de
la convergence uniforme.

Dans un premier temps, nous allons démontrer la convergence simple de la série Y fi,.
Sa forme nous invite a utiliser le critere spécial des séries alternées. C’est le méme
argument qu’a ’exercice 9.3.

La suite (an )nen est une suite réelle décroissante tendant vers 0. Par conséquent,
tous ses termes sont positifs.

Soit z € [0,1]. Puisque = > 0, pour tout n € N, le réel f,(x) = (—=1)"a,z""
est du signe de (—1)™. On en déduit que la série >_ f,,(z) est alternée.
Puisque = € [0,1], la suite (zP™),cn est décroissante. Par hypothése, la suite
(an)nen est également décroissante. Le produit de deux suites positives décrois-
santes est également décroissant donc (a,2P™)nen = (|fn(2)])nen est décrois-
sante.

Puisque |z| < 1, nous avons Vn € N, |f,(z)| < a,. On en déduit que la suite
(fn(x))nen tend vers 0.

Nous pouvons en conclure, d'apres le critére spécial des séries alternées, que la
série Y fn(x) converge. Nous noterons f(x) sa limite.

Pour montrer qu’elle converge uniformément, il faut montrer que le reste converge
uniformément vers 0. On utilise donc la majoration du reste fournie par le critere
spécial.

Soit « € [0,1]. Le critére spécial des séries alternées assure que, pour tout

N € N, nous avons

N “+o0
F@ =S fa@)| = | S ful@)] < fxsr(@)] < anoa,
n=0

n=N+1

carayy1 = 0et |z] < 1.
Par conséquent, pour tout N € N, nous avons

N
— <a —— 0.
f Z fn X UN+1 Nt oo
n=0 00,[0,1]

Nous en déduisons que la série Y f,, converge uniformément vers f sur [0,1].

3. L’énoncé nous suggere de faire intervenir une intégrale. Nous pouvons espérer
qu’ensuite, le résultat de convergence uniforme démontré a la question précédente
nous permettra d’échanger somme et intégrale. En effet, lorsqu’une série converge
uniformément sur un segment, on peut intervertir intégrale et somme. Nous pouvons
donc commencer par écrire le terme général de la série comme une intégrale.

Pour tout n € N nous avons
% o
(=1) —/ (=1)"zP" dz.
0

pn+1
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L’idée est ensuite de permuter somme et intégrale. Nous allons donc introduire la série
de fonctions Y (—1)"zP™. Nous voyons tout de suite qu’il y a un probléme : cette série
est bien convergente pour z € [0, 1] (de somme H_ﬁ) mais diverge pour z = 1. Ceci
explique pourquoi ’énoncé suggere de raisonner en s’écartant de 1.

1
I Posons g : x — T et, pour n € N, posons g, : & — (—1)"aP™.
x

Nous ne sommes pas ici dans un cas d’application directe de la question

@ précédente. En effet, la suite de fonctions considérée ici correspond a
la suite (ay)nen constante égale & 1 et cette derniére ne satisfait pas
les conditions de I’énoncé (elle ne tend pas vers 0). D’ailleurs, la série
ne risque pas de converger uniformément sur le segment [0, 1] puisque,
comme nous ’avons remarqué plus haut, elle diverge en 1!

L’indication nous invite & intégrer d’abord sur des intervalles de la forme [0, 2], avec
z < 1. Nous allons donc chercher a démontrer la convergence uniforme de la série

> gn sur [0, z].
Soit z € [0, 1[. Pour tout n € N, nous avons [|gn|sc,j0,-] = 27", qui est le terme

général d'une série convergente, car |z| < 1. On en déduit que la série >_ g,
converge normalement vers g sur [0, z].
Par conséquent, nous avons

z zJFOO +oo
/0 1+xp / mp”dx—Z/ ) aP™ da

an+1
Z pn+1
n=0
@ Le cours sur les séries entieres permet de rédiger ceci de maniere plus
concise.

Il ne nous reste plus, a présent, qu’a faire tendre z vers 1.
Le membre de gauche ne pose pas de probléme : en effet, la fonction z — foz H-% dx

n’est autre que la primitive de z — sur [0, 1] nulle en 0. Cette fonction est donc

1+z!’
continue (et méme dérivable, de dérivée x — 1 +mp)

Pour calculer la limite du membre de droite, nous allons nous intéresser a la continuité
de cette somme. C’est la qu’intervient la convergence uniforme démontrée a la question
précédente. Il faut simplement faire attention en rédigeant, la puissance de z étant ici

pn + 1 et non pn.
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1
D'aprés la question précédente appliquée a la suite (an)nen = ( ) ,
pn+ 1 neN

2P

pn+1

n

qui est bien décroissante et de limite nulle, la série de fonctions Z (-1)

converge uniformément sur [0, 1].
pn

. z .
En outre, pour tout n € N, la fonction z — (—1)" 1 est continue sur
pn

[0,1]. On en déduit que la somme de cette série |'est encore. En multipliant
par z, nous voyons donc que le membre de droite de la derniére égalité est une
fonction continue de z pour z € [0, 1].

Par conséquent, nous avons

+oo n.,pn +oo n
Z (=)t . (-1
= opn+l ol nzopn—i—l'

En outre, la continuité de la primitive s'annulant en 0 de x —

21 |
der — dx
0 1 + xP z—1 0 ]. + xP

En utilisant I'égalité démontrée précédemment, nous obtenons finalement

pn+1  Jg 1+ap v

n=0

1
1+ op assure
€
que nous avons

Pour p =1 ou 2 on retrouve les deux sommes classiques :

+oo +oo
= (=" _m
——— =1In(2 t -~ = —
nz:%rH—l n(2) e 7;]2n+1 4
Pour de plus grandes valeurs de p, une décomposition en éléments

simples permet de calculer I'intégrale du second membre sans probléme.
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Exercice 9.8 : Fonction 6 de Jacobi ~

+oo
On pose 6 : © — Z e 7T ot on rappelle que si s € C,

n=0
1 e
¢(s) = Z P si Res>1 et I(s)= / e 't*"1dt si Res > 0.
n>1 0

1. Donner l'intervalle de définition de la fonction 6, et montrer qu’elle est de
classe ¥° sur son intervalle.
2. Montrer que pour s € C tel que Re(s) > 1, on a

/0+°° ()31 dt = /2T (g) ¢(s).

1. 1l faut déterminer les valeurs de = pour lesquelles la série converge. Pour z < 0
la série diverge grossierement, sinon on utilise la regle de Riemann : on multiplie le
terme général par n? et on constate que le résultat tend vers 0.

2
Pour n € N, on note u,, : x+—>e™ ™ 77T,
Pour z = 0, un(z) — 1, et pour < 0, up(z) —> oo donc la série
n—-+oo n—-+o0o

diverge grossiérement.

Siz € R*,, par croissance comparée, n? u, () — 0, doncu,(z)=o 2).
n—-+oo n

Par le critére de Riemann (et de comparaison des séries a termes positifs), > u,
converge sur R . Ainsi 0 est définie sur RY .

Il faut ensuite montrer que cette fonction est de classe €, c’est-a-dire qu’elle est €%
pour tout k. On doit donc vérifier que les fonctions sommées sont bien C° et qu’il y
a convergence normale de toutes les dérivées. Il n’y a pas ici convergence normale sur
R% tout entier, on se restreint donc & un segment.

Pour n € N, u,, est de classe € sur R* . Pour k € Net x € R},

ulf) () = (~n*m)Fe T
Soit @ < b € RY. Pour z € [a,b], |u51k)(x)| < (nEm)kemiTa et

2 7 b - 7
comme n?(n?m)fe™™ ¢ — 0 (par le théoréme de croissance comparée),

n—-+oo
2 1 - : L
(n?2m)kem ma = o (2) est le terme général d'une série convergente (par le
n
critere de Riemann et de comparaison des séries a termes positifs).

+oo
Ainsi uF) converge normalement (donc uniformément) sur tout segment de
n=0

R% . Pour les j entre O et k—1, Zuﬁf) converge normalement sur tout segment
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de R%, donc elle converge simplement sur cet intervalle. Ainsi 0 est de classe
c*.
Ceci vaut pour tout k € N, donc ¢ est > sur R

2. L’intégrale a calculer est 'intégrale (impropre) d’une série de fonctions, il faut donc
appliquer le théoréme d’intégration terme a terme.

Sous réserve de justifications, on a (en posant le changement de variable affine
u = n?mt dans I mtegrale

+oo ) +oo
/ f(t)tz—tdt = / e miE 1 gy
0
S [
= e
—Jo n2m n2m

R . /s
™ 3:1 . /0 ey u=m 5 ¢(s)

Il nous reste donc a vérifier les hypothéses du théoréeme d'intégration terme a
terme.
Pour n € N*, on note v, : t — e_"2”t§_1, continue par morceaux sur R .
Pour t € R* , notant v = Re s, on a
fon(B)] = e T ETL
t—0
intégrable en 0 par le critere de Riemann (puisque Re s > 1 donc > 0). En +o0,

1
on a t2|v,(t)| S 0 (par croissance comparée), donc |v,(t)| = 5% ()

t2
ce qui montre que |v,(t)] est intégrable en +o00 par le critére de Riemann.
+oo
La fonction u,, est donc intégrable sur RY. . La série ) v, converge simplement
n=0

vers t — O(t)t3 1

précédente).

, continue par morceaux sur R’ (car 6 I'est par la question

L’hypothese Z v, est une fonction continue par morceaux sur l’in-

tervalle d’ 1ntegrat10n est essentielle, mais fréquemment oubliée par les
étudiants !
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v

—+oo
Enfin, il faut vérifier que / |vn ()| dt est le terme général d'une série conver-

0
gente. Or, avec le calcul précédent,

Z/ [on (8)] dt = Z/ e T g
+oo

© v 1
e
T (2)27#‘65

qui converge puisque Re s > 1, par le critére de Riemann. Le calcul vu plus haut
est donc bien justifié.

Il ne faut pas hésiter a vérifier d’abord que le calcul aboutit bien au
résultat souhaité, avant de vérifier les hypothéses (plutot lourdes) du
théoreme d’intégration terme a terme.
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Séries entiéres 1 O

Exercice 10.1 : Calculs de sommes de séries numériques

Calculer les sommes :

n n n
n=1 n2 n=1 2 n=1 2
. J
“+o00
L’idée est de partir la série entiere > 2™, dont on peut déduire d’autres séries par

n=0
primitivation (ce qui donnera le terme en %) et dérivation (ce qui donnera le terme en
n puis en n? si 'on dérive deux fois). En choisissant ensuite z = %, on pourra obtenir
les sommes cherchées.

@ Pour pouvoir intégrer ou dériver terme a terme la série entiere, il faut
se placer dans 'intervalle ouvert de convergence.

On peut dériver et intégrer terme a terme la série f(x Zw =
11—z

a l'intérieur de l'intervalle de convergence | — 1, 1] (son rayon de convergence
étant 1 d’apres le cours). On a donc, pour z €] — 1,1],

+oo +oo
rode
> / (Zt"l) at= [ 1% =~ -a)
n=1 n=1 0 —t
+o0 400 .
n __ n—1 __ —
nz::lnx —x;nx —xf’(x)—m

—+o0 “+o0 —+o0 —+o0
g n?z" = x? g n?g"? = g? g nin—1)z" 2 + 2 E na"
n=1 n=1 n=2 n=1

202 x
(—op  (A—ap

=2 f"(z) +af'(z) =

Il reste a effectuer la substitution par x = %, qui est bien dans | — 1, 1].
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1 . . S
En remplacant x par 5 qui appartient bien a I'intervalle ouvert de convergence,
on obtient :

+oo +oo 1
1 1 n 5
Z nan n( 2) n( ) on (1 _ 1)2

et

Exercice 10.2 : Calculs de rayons de convergence avec
la définition

Les deux questions sont indépendantes.
1. Soit (ay), (by), (cn,) des suites numériques telles que :

Vn €N, |an| < |bn| < lenl.

On suppose que les séries entiéres Y a, 2™ et Y, ¢, 2™ ont le méme rayon de
convergence R. Que peut-on dire du rayon de convergence de > b, 2" ?

2. Soit (ay,) une suite réelle. Comparer les rayons de convergence Ry de Y ay, 2™
et Ry de Y a2 z".

Quand la régle de d’Alembert ne peut pas étre utilisée, il faut revenir a la définition :
le nombre R est la borne supérieure des ensembles des réels » > 0 tels que, au choix :

e > a,r™ converge (absolument);
o (|an| 7™)nen est borné;

o (ap r"™)pen converge vers 0.

1. L’hypotheése va nous permettre de comparer facilement les termes généraux des
séries |a,| ", |by| 7™ €t |c,| r™. On utilise donc la définition du rayon de convergence
avec les convergences absolues (on pourrait également utiliser celle avec les suites
bornées ou qui convergent vers 0).

Pour n € N, et r € R4, comme 7™ > 0, I'hypothese entraine :

lan| 7™ < |bp| 7™ < |en| ™.
Notons R’ le rayon de convergence de _ b, 2.

e Pour r tel que » < Ron a ). |c,|r™ qui converge. Il en est donc de méme
de Y |by| r™. Ainsi Y b, r™ converge absolument, donc » < R'. On vient
de démontrer :

VreRy, r<R = r<R
ce qui implique R < R'.
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e Pour r tel que » > R on a Y |a,| r™ qui diverge. Il en est donc de méme
de > |by| r™. Ainsi Y b, r™ ne converge pas absolument, donc r > R’. On
vient de démontrer :

VreRy, r>R = r> R

ce qui implique R > R'.

La série entiere > b, 2™ a donc un rayon de convergence égal a R.

@ Lorsqu’on revient a la définition du rayon de convergence, il faut tou-
jours montrer séparément deux inégalités pour avoir une égalité de
rayons de convergence.

Exemple d’application : (vu en oraux) Soit b, la n-ieme décimale non nulle de
m.Onal<b, <9 avec ). z" et Y, 92" de méme rayon de convergence (1), donc
> bpz™ a pour rayon de convergence 1.

2. On fait facilement le lien entre a,r™ et aZr®". 1l faut ici utiliser la définition du
rayon de convergence utilisant les suites bornées, ou qui tendent vers 0.

@ La réciproque du critére de d’Alembert est fausse, on ne peut donc pas

écrire
1 2 2n+2 2
. anga|r™t r . AT r
lim ———— = — et lim — 50— = .
n—too |an,|rm Ry n—too  aZr3n Ry

On peut en revanche utiliser ce raisonnement faux pour intuiter que Ry = R2.

Comme plus haut, on montre deux inégalités entre Ry et R?.

e Soit r € Ry tel que r < Ry, alors on a : a, " —+> 0. Ceci entraine
n—-+oo

a? r’n - 0, soit 72 < Rs, ou encore 7 < v/R3. On vient de démontrer :
n——+0o0o

VreRy, r<R; = r< R
ce qui montre que R < v Rs.

e Soit r € R, tel que r < Ry, alorson a: ai r™ —— 0. Ceci entraine, avec
n—-+oo
u=+7:(a,u")?> — 0, puis a, u® — 0, soit u < Ry, ou encore
n—-+oo n——+oo

r = u? < R?. On vient de démontrer :

VreRy, r< Ry = TSR%

ce qui montre que Ry < R?.

En conclusion, Ry = R%
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Exercice 10.3 : Calculs de rayons de convergence a l'aide la

regle de d’Alembert

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres

1 +§ i"m? 5 +§ ch(n) o,
. ——2 . ——z
(n?2+1)2" sh?(n)

TL:O n=1

Pour une série entiére Y a,,2", on détermine souvent R & partir de la régle de d’Alem-
\a"+1 |7'n+1

bert : si a,, est non nul (au moins & partir d’un certain rang), et si — — !
lan|r n——+o0o
(avec r > 0) la série Y a,r™ converge si £ < 1 et diverge si £ > 1.
1. Ici, le critere s’applique sans probléme.
0 N Z'an
n a, pour n € N* (en notant a,, = —5———) etr >0
P ( " )
lapt| "t (4 1)%rmH 2" (n% +1) T
(07 rh o on+1 n+1 2 +1 n2rn n—+oo 2
|an|
donc > a,r™ diverge si r > 2 et converge si r < 2 par le critére de d'Alembert.
Ainsi le rayon de convergence cherché est R = 2.

2. Ici, seules les puissances paires interviennent, mais on peut toujours appliquer le

critere de d’Alembert aux séries de terme général as,r2".

Il est toujours plus stir d’appliquer ce critere aux séries numériques,

@ justement pour le cas ou 'on a une série entiere ou la moitié des a,
sont nuls. Un éventuel critere de d’Alembert sur les séries entiéres n’est
de toute facon pas au programme.

ch . L
La quantité a, = th est définie pour n > 1. Cherchons d’abord un équi-

sh”n
valent :

2™ +e™ ™) 2e"(1+e72) 2
(en _ e—n)2 - eQn(l —e2n)?% piso el
On a donc pour r >0 :

2(7L+1)’ 2

n =

|ani1r e, r?
e TX X —
lan 727 n—too ent 2 n—foo €

Ainsi, par le critére de d'Alembert (sur les séries), " a, 72" converge si 12 < e
et diverge si 72 > e. Le rayon de convergence cherché est donc R = \/e.




Analyse 201

Exercice 10.4 : Domaine de convergence N

On considere la série entiére de terme général u,z™, avec

(1" + Vi

Vn>2, up,=In|—— Y|,
" “ “{\m¢i }

Déterminer son rayon de convergence R et étudier la convergence de la série pour
z==R.

Pour faciliter la recherche de limite utilisée dans la régle de d’Alembert, il faut com-
mencer par déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers l'infini. Pour ceci, on
pense aux développements limités.

Pour I'étude aux bornes, on aura besoin d’avoir deux termes non nuls dans ce déve-
loppement.

e Calculs préalables

Dans le quotient, factorisons le terme dominant au numérateur et au déno-
minateur :

Comme In(1 +u) = u — — + o(u?), on en déduit :
_(EDn 1y e 1y 1
un—< vn 2n 2\ vn 2n o n
N R SN A L B et
Vn 2n 2n n) Jn n n)’
On a donc : |u,|~—.

vn

e Rayon de convergence

Pour r» > 0, on a donc

‘un+1| Tn+1 \/ﬁr
~ — 7
‘un|7"” vn+1 n=+oc0
et la série > u,r™ converge si r < 1, diverge si r > 1 par le critére de
d'Alembert. Ainsi le rayon de convergence de la série entiére est R = 1.

n
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A ce stade, on ne sait rien de la nature de la série pour x = £1 : chaque cas particulier
doit étre étudié spécifiquement. Bien siir, les calculs précédents fournissent dans ce
cas un équivalent simple.

Etudions la nature pour z = +1.

e Etude pour z = —1
On a alors : w,(—1)" ~ in La série de terme général in est positive et
divergente (série de Riemann). On peut donc en déduire que > u,(—1)"
diverge. La série entiére diverge pour la borne x = —1.

e Etude pour z =1

(=D

On a alors : un(l)”NT, mais on ne peut rien en déduire puisque le
n

théoréme de comparaison suppose les séries de signe constant a partir d'un
certain rang. On sait que

W= C2 L (1)
(-1)"
NG

. - " 1 1 - 1
ternées. La série de terme général v, = —— + o | — | vérifie v, ~——. Le
n n n

La série de terme général

converge d'aprés le critére des séries al-

théoréme de comparaison s'applique puisque —— est de signe constant et,
n
comme cette derniére série diverge, la série de terme général v,, diverge.

Finalement, la série de terme général u,,, somme d'une série convergente
et d'une série divergente, est divergente (si elle convergeait, la série > v,
convergerait par combinaison linéaire de séries convergentes).

La série entiére diverge pour la borne z = 1.

@ Pour pouvoir conclure sur la convergence de la série de terme général
Uy, a partir d’'un équivalent de w,, et équivalent doit avoir un signe
constant, au moins a partir d’un certain rang.

Exercice 10.5 : Développement d’une fonction en série entiére

Développer en série entiere la fonction définie par :

fa(z) = arctan <1i——z tan (%))

ol & €]0, w[. On pourra commencer par regarder f7,
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Commencgons par étudier 'intervalle de définition de f,. On suit ensuite I'indication,
en dérivant.

Pour que f, existe, il faut a Z 7 [27] ce qui est le cas par hypothése

fo est dérivable sur R\ {1}, et on a:

2 .
fi(x) = Gap a0 3 _ 2cos ¢ sin &
() g (e g (I atanty
—x
— sin(a)
(L4 22)(cos? § +sin® 9) — 2z(cos? § —sin® &)
sin(a)

z?2 —2cosaxr+1

Dans C[X], la décomposition en éléments simples de f/ (z) est de la forme :
sin(a) A . 1

X2 —-2cosaX+1 X —elo X —e i’

(A p) € C?

. ~ ~ 1 A
On évalue (X — ') f! (X)) en €' pour trouver A = % De méme, on calcule
i

1
b= Ainsi :
sin(«) 1 1 1

(z —elv)(z — e~lo) T 2i|lz—ee g_ea

folz) =

Dans les deux dernieres fractions rationnelles, on va factoriser pour pouvoir utiliser

1
1—z

+o00

= > 2" avec la condition & surveiller : |z| < 1, et
n=0

I'objectif d’aboutir a des séries entiéres par rapport a z.

o , i{ eio o ]

fa(a:):§ l—zeia 1—gei

A condition que |z| < 1, on en déduit :

. —+o0 —+o0o

1 —(n i n (n i

o) = § [t - 3o
n=0 n=0

le développement connu :

soit encore :
+oo
fl(z) = Z 2" sin(n + 1)a.
n=0

Ce développement a d’abord été obtenu comme somme de deux séries entiéres
de rayon 1. Son rayon est donc R > 1.
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@ On sait simplement que le rayon de convergence obtenu est plus grand
que 1 (puisqu’on travaillait avec des séries de rayon de convergence 1)
mais il pourrait étre strictement plus grand.
On peut montrer que la suite de terme général sin((n + 1)a) ne tend
pas vers 0, on a donc R = 1 (puisque la série diverge grossiérement en
2 = 1) mais ce n’est pas nécessaire pour la suite.

En intégrant terme a terme sur | — 1, 1], avec f,(0) = % (puisque « € 10, 7))
et en renumérotant, on obtient :

+oo .
Ve e ]-1,1[, falz)= % + Z %sin(n)a.

n=1

Exercice 10.6 : Convergence et calcul de la somme N

1. Etudier la convergence et la continuité de la somme de la série entiere :

+oo n
Z T
—n(n—1)
2. Calculer la valeur de la somme S(z).

3. Calculer S(1) et S(—1).

1. Le rayon de convergence est aisé a trouver par la régle de d’Alembert.

On a, pourr >0
prtl nn—1) r(n-1)

= —
(n+1)n rn N+l notes

donc la série converge pour r < 1 et diverge pour r > 1 par le critére de
d’'Alembert. Ainsi la série entiere admet R = 1 pour rayon de convergence.

La série entiére converge et définit donc une fonction continue sur | — 1, 1[. Il reste a
étudier la convergence aux bornes.
Ici, c’est simple, et on obtiendra méme la convergence normale sur le segment [—1, 1].

n

. 2L x
Pour n > 2, on note uy, la fonction définie par u,(z) = n(n—1)

Pour z = %1, on a |u,(z)| ~ — qui est le terme général d’une série de Riemann
n

convergente. Le domaine de convergence de la série étudiée est I = [—1,1], et
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pour z € I, on a
1
Up ()| < ——=
| n( )|\~n(n__1)
qui est le terme général d'une série convergente. La convergence est donc nor-
male sur I, puis la somme S est continue sur I (puisque les fonctions u,, sont
toutes continues sur I).

@ Ceci permet de calculer les valeurs aux bornes par passage a la limite de
la somme sur 'ouvert : c’est précisément ce que proposent les questions
suivantes.

2. Le développement en série entiere connu le plus proche est :

Z— —In(1 — ).

On peut s’y ramener par une decomp051t10n en éléments simples.

Pour n > 2, on a la décomposition :
1 1 1

nn—1) n—-1 n

On peut écrire S(x) comme somme de deux séries entiéres qui sont définies sur
-1,1] :

too n
S(x) = Zn“”_l—zf

On obtient donc, pour z € |1, 1[,

x  n+1 © n
T f
-y = taz=-zln(l- In(1 —

ner x In( x) + In( x)+x

n=1 n=1

=(1-2)In(1—2)+=.

On aurait aussi pu remarquer que le facteur n du dénominateur se simplifiait par
dérivation :

et conclure en intégrant par parties.

3. Il faut ici utiliser la continuité de S sur [—1,1].

@ Le calcul précédent est faux en x = 1 ou & = —1, puisque les deux
séries qui interviennent sont divergentes.
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Comme S est continueen 1 et —1, on a

S(1) = lim S(z)=1

rz—1-

par croissance comparée et
S(—=1)= lim S(z)=2In(2)-1.

z——1+

Exercice 10.7 : Avec une suite récurrente ~

Soit (an)nen la suite définie par ag =1 et

n
VneN, apy1 = Zan_kak.
k=0

—+ oo
1. On suppose dans cette question que la série entiere > a, z™ a un rayon de
n=0
convergence R strictement positif. Donner une formule vérifiée par sa somme S
et calculer S au voisinage de 0.
2. En déduire la valeur de a,, pour tout n € N
3. Donner un équivalent de a,.

1. La formule vérifiée par les a, fait penser a un produit de Cauchy. Comme 1’hy-
pothése faite assure que > a,z" converge absolument pour x €] — R, R[, on peut
effectuer le produit de S(z) par elle-méme.

Soit z €] — R, R[\{0}. Par hypothese, > a,z™ converge absolument, donc par

produit de Cauchy, on a

00 +o0 400 n
S(z)? = (Z anx"> X (Z anx"> = Z ( akan_k> x"
k=0

n=0 n=0 n=0 =
= 1= 1
=S =15 0 = s - an
n=0 n=1
~(5) - 1)
==(S(z) —1).
x
On en déduit que zS(x)? — S(z) + 1 = 0, relation qui est encore vérifiée si

x = 0.

Pour trouver la valeur de S(z), il n’y a donc qu’a résoudre cette équation du se-
cond degré. Le seul probleme va étre de trouver a laquelle des deux solutions S(x)
correspond.
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S(x) est solution d'une équation du second degré dont le discriminant vaut
1 — 4z, et dont les solutions sont

1+£+v1 -4z
—
Pour x €] — R, R[, on a donc

S(x)

avec e(x) € {—1,1}. Notons que

e(x)

1 +e(x)V1 —4dx

2x

_ 22S(x) -1
 VI-dz
1
définit une fonction continue sur | — R’, R’[ avec R’ = min <R, 4) (comme

quotient de fonctions qui le sont, le dénominateur ne s’annulant pas). Comme
¢ est a valeurs dans {—1, 1}, elle est constante (sinon elle prendrait toutes les
valeurs de [—1, 1] par le théoréme des valeurs intermédiaires).

On calcule €(0) = —1, donc ¢ est constante —1. Ainsi pour tout = €] — R', R'[,
1-v1-4
S(z) = 273:
T

2. Pour trouver la valeur des a,,, on va déterminer le développement en série entiere
de la la fonction S précédente. S’il a bien un rayon de convergence > 0, on pourra
identifier ses coefficients avec les a,,.

11
Soit x € ]—4, 4[. Alors |4z| < 1 donc en utilisant le développent en série

entiere usuel de la racine carrée,

L-Dx-x(E-n+1)

too 1 1_
ity Wi (—dz)"
n=0 '
—14 Ji:'o (1) x (-1) ><2~n-n~!>< (—2n+3) (—4g)"
+oo
14 Z(fl)"*l 1x3x n‘x (2n —3) (—22)"

:1_+§1><2><3><---><(2n—1)><(2n)

(2n—1)(2x4x---x(2n))n!

+o00 too
_ (2n)! n 2n z"
~1- L == 5 (V) m

n=1

()"
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Par suite, en notantf:mHﬂ
1 2n\ " X 90\ gl
1—-1
flz) = 2x< +Z< )n_1> ;( > @n 1)
fz 2n+2 L
n+2)22n+1)
1 (2n—|—2

- 22n+1) n+2>' f(x) vérifie xf(z)> — f(z) +1 =0

donc on remontant les calculs fait au 1, on a

Notons alors b,

YneEN, by = Zbkbn K

par unicité du développement en série entiére de f. Comme by = 1, on en déduit
par récurrence forte que pour tout n € N, a,, = b,,. Ainsi

1 (42
= oen+ )\ n+2)

@ On ne peut pas immédiatement dire que a,, = b,, puisqu’on ne sait pas

a l’avance si S a bien un rayon de convergence strictement positif.

3. On utilise la formule de Stirling pour déterminer cet équivalent.

D’aprés la question précédente, pour n € N, on a

1 2n + 2
9+ 1) (n+2)
(2n+2)!
2(2n 4+ 1)((n+ 112
V30 2) (20 + 22 e )2
2(2n + 1)e2n+2(\/2n(n + 1)(n + 1)nt1)2
gn+1 4qn

2@+ 1) /a(n+ 1) n/mn

~
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Exercice 10.8 : Dénombrement

Etant donnés un entier naturel non nul n et un ensemble fini & n éléments F, on
note a, le nombre de bijections de E dans lui-méme sans point fixe (c’est-a-dire
f: E — E, bijective, telle que f(x) # x pour tout élément x de E). On pose par

ailleurs ag = 1.
n

n
1. Démontrer que, pour tout n € N, n! = Z <k> an—k- On pourra, pour cela,

k=0
dénombrer les bijections de F dans lui-méme en fonction de leur nombre de

points fixes.

2. On pose f(x) = E — z". Démontrer que cette série entiere a un rayon de
convergence non nul. Donner une expression simple (sans série) de la fonction
x> e® f(x).
299 < q .. a
3. En déduire la valeur de a,, a l'aide d'une somme et la limite de —T'L quand n
n!

tend vers +oo.

n=0

1. Nous utilisons ici un argument de double comptage : on détermine de deux fagons
différentes le nombre de bijections de E dans lui-méme (permutations de E), chaque
résultat donnant un membre de ’égalité.

Soit E un ensemble a n éléments et k € {0,...,n}.

Les bijections de E dans lui-méme ayant exactement k points fixes s'obtiennent
en choisissant k éléments de E qui seront envoyés sur eux-mémes ((Z) choix
possibles) et en choisissant une bijection de I'ensemble des autres éléments dans
lui-méme sans point fixe. Il y en a, par définition, a,_.

Dans le cas ou k = n, il n'y a qu’'une bijection de E dans lui-méme avec n points
fixes, a savoir l'identité, et la formule reste vraie car on a posé, par convention,
apg = 1.

Comme il y a, au total, n! bijections de E dans lui-méme, il vient :

nl = Z (Z) P

k=0

2. Pour démontrer qu’un rayon de convergence n’est pas nul, il suffit de trouver une
valeur de x # 0 pour laquelle la série converge.

ay, est le cardinal d'un sous-ensemble de . (E) (I'ensemble des permutations
< 1.

. . . la
de E) qui est de cardinal n!. On a donc 0 < a,, < n! et enfin ‘—"
n.

. N o . o - oz an .
Par comparaison a une série géométrique, la série de terme général — a" est
n

donc convergente pour tous les réels x € |—1,1[, ce qui montre que le rayon
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de convergence de la série entiére définissant f est supérieur ou égal a 1 et en
particulier non nul.

Le produit de deux séries entieres peut ensuite étre obtenu par produit de Cauchy.

@ Il ne faut pas oublier de vérifier ’hypothese du produit de Cauchy : les
deux séries doivent converger absolument. C’est bien le cas sur I'inter-
valle ouvert de convergence d’une série entiere.

- - a - Lpro
Pour z € ]—1,1], la série de terme général —T'La:" et la série définissant e”
n

convergent absolument. On a donc, par produit de Cauchy,

. +oo 1 . +o0o an . +oo n 1 O .
e f(x)z(Zn'x> <Zn'x>zz<kzok'(n—k)'>m

n=0 n=0 n=0

n = 1
<k‘)ank> " = an 12
n=0

3. On se raméne a un nouveau produit de Cauchy en multipliant par e~*. La suite
des calculs ne pose pas de probleme supplémentaire.

Le produit de Cauchy de deux séries (qui convergent absolument pour tout
x € ]—1,1[) permet d'écrire :

n=0

e = (_1)n n = n = n
flx) = T2~ <Z o T ) (gx ) :z::obnm

avec

[l vient donc, par unicité du développement en série entiére (le rayon de conver-
gence étant strictement positif) :

_ - (DR
an—n!bn—nlz B
k=0

k
On en déduit que

n: k! n——+00 e

n o= (—1)F 1
N Rt
k=0
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Exercice 10.9 : Convergence radiale N

+0oo
Soit f(z) = Z anz™ une série entiere. On suppose que Y. a, converge et on
n=0 n=0
note /£ sa somme.
+oo
1. On pose 4, Z ag. Démontrer que la série entiere Y (4, —£)z™ a un
k=0 n=0
rayon de convergence supérieur ou égal a 1 et que :
+oo
Ve e 0,1, f(z)—0=(1—2) Z (A, — O)z".
n=0
2. En déduire que f est continue en 1.
3. Utiliser ce résultat pour calculer les valeurs de
e
n+1 2n+1
n=0 n=0

1. Par définition de la somme d’une série, la suite de terme général A,, est convergente
de limite ¢ car c’est la suite des sommes partielles de la série de terme général a,,.
Autrement dit, dans cette premiére question, on a hm A, =1L

n~> o0

Pour montrer que le rayon de convergence de la série entiere Z (A, —0)x™ est au
n=0
moins 1 il suffit de démontrer que cette série converge absolument pour tout réel z

tel que |z| < 1.

- On a clairement convergence absolue pour |z| < 1, puisque (A, —¥£)z™ = o(a™)
et la série >~ a™ est absolument convergente pour € |—1, 1[. Ceci montre que
le rayon de convergence de la série entiére définissant f est au moins 1.

@ Ceci ne donne aucun renseignement sur le comportement pour |z| = 1.
La question 2 n’est donc ni superflue, ni évidente.

Pour continuer, on fait le lien entre les suites de termes généraux a, et A, : cette
manipulation est appelée transformation d’Abel (voir exercice 7.4).

On remarque que Ay = ag et, pour n € N*, a,, = A, — A,,_1. Pour z € [0,1]

on a donc :

“+o0
—CLO+Z n 1 —a0+ZA:c ZAn—lxn,
n=1
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les deux séries convergent car la suite (A,,) est bornée car convergente. Par suite

+oo +oo —+oo
f(z) = Z Apa™ — Z Apz™t = (1 - 2) Z Apz™.
n=0 n=0 n=0

o0

1
Par ailleurs, comme Zx” = —— pour z € [0, 1], il vient :
= 1—2

L= (l—x)i&c".
n=0

On a donc bien, pour z € [0,1] :
+oo

fl@)—t=(1-2)> (A, —Oa".

n=0

2. On va chercher a montrer la définition de la limite. Pour cela, on traduit la conver-
gence de la suite de terme général A,, vers le réel £.

I Soit un réel ¢ > 0. Il existe un entier naturel N tel que, pour n > N, on a

|A, — ¢ <e.

On doit donc séparer la somme en deux, pour pouvoir utiliser la majoration ci-dessus
pour les indices supérieurs a N.

@ On ne peut rien dire sur les termes d’indices n compris entre 0 et N —1.
Il faudra trouver un autre moyen de les majorer par e.

On peut écrire, pour z € [0,1] :
N

+o0 foo
> (Ap—0a"=> (A —0z"+ D (A, —)z"
n=0 n=0 n=N+1

et majorer la deuxiéme expression :

400 +oo +oo Z.N+1
Y. (An—0a"| < Y A2t < Y e <y
n=N+1 n=N+1 n=N+1 -7

d'ou I'on déduit :

N
[f(z) =0 < (1=2) > (Ap = D2"| +&.
n=0
N
La fonction 2 — (1 — )| > (A, — £)a™| est continue en 1. En effet, elle est
n=0

le produit de 1 — x et de la valeur absolue d'une fonction polynomiale. Ainsi la
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limite de ce terme en 1 est nulle. On en déduit qu'il existe un réel n > 0 tel que,

pour = € [0, 1] vérifiant |1 —z| < n, on a:

N

> (A = 0"

n=0

Ainsi, il existe un réel n > 0 tel que
Veel0,1[N[1—n1+n], |f(z)—4<2e

Ceci montre que f(z) — ¢ = f(1), f est donc bien continue en 1.
T—r

(1—-x)

<e.

et a, = i

3. On applique le théoreme précédent a a,, = o ST

n+1
n

-1
En posant pour tout n € N, a,, = % on reconnait f(x) = In(1 + x) pour

€ [0,1[. Comme > a,, converge par le critére spécial sur les séries alternées,
on en déduit que
+oo (71),” “+o0
;Hl —gan—f(l)
par la question précédente.

In(2)

(_1)71,
2n+1
f(z) = arctan(z) pour = € [0,1[. Comme > a,, converge par le critére spécial
sur les séries alternées, on en déduit que

De méme en posant pour tout n € N, a, = , on reconnait cette fois

+o0 ( 1)n 400

Z2;+1 :Zan:f(l)zarctan(l):%

n=0 n=0

par la question précédente.

Exercice 10.10 : Détermination d’'une somme ~

Soit f(z) = f (—1) (2:> 2n1_ ",

n=0
1. Donner le rayon de convergence de f(z).

2. Démontrer que f est solution de I’équation différentielle (1 + 4x)y’ — 2y = 0.
3. En déduire f.

1. La régle de d’Alembert s’applique sans probléme, puisque les coefficients sont tous
non nuls, et sont par nature des produits.
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2 1
Pour n € N, on note a,, = (—1)" " .Sir>0,0na
2n —1
|t @n+2)! [n1]? L @nonett 2@n e
lan| (4117 (2n)! 2n+1)rm  n+1l notoo

. . 1 . . 1 .
et la série a,r" converge si r < —, diverge si r > — par le critere de
g 1 g 1 p

. ) ) 1
d’'Alembert. Par suite, le rayon de convergence de la série entiére est égal a 1

2. Cette question ne présente pas de difficulté particuliere, puisque les sommes de
séries entieres peuvent étre dérivées terme a terme sur l'intervalle ouvert de conver-

gence.

1
Pour x € } 11 [ on peut calculer la dérivée :
= 2n n
/ — _1 n n—1
P = Y (M)

n=1

“+oo
2n + 2 n+1
n+1 n _
_—E (—1) (n 1>X2n 7T avecn<—n 1

= X T
n+1)!)2 n+1

e 2n+2)2n+1) 2n n+1
_Z L X x
(n+1)2 n 2n+1

—22 "+1( )m"

Pour se rapprocher de I’ egallte de I'énoncé, calculons :

(2
dxf'(x *82 "+1 n] 2t

2 2
—SZ "(n)qQJ;"avecru—n—i—l

o 2n)! nxn
_82 2" e —)

_ 4;(—1)” (2:) znn— —a”
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et on peut ajouter le terme d'indice n = 0 dans cette somme sans rien changer.
On en déduit :

sy 2o () e (D)t

n=0
7,LZO < )Qn—l [—2(2n — 1) + 4n]
=2f(x).

3. Il s’agit ici d’une résolution d’équation différentielle linéaire homogene du premier
ordre : aucune difficulté, si ce n’est a priori pour le calcul de primitive, qui ne pose
pas de probléme ici. On utilise ensuite une valeur particuliere de f pour déterminer
la valeur de la constante.

@ Il ne faut pas oublier que la résolution d’une équation différentielle
d’ordre 1 fait intervenir une constante réelle quelconque.

Pour |z| < 1 la résolution de I'équation différentielle linéaire homogene du

2
m f(fL') conduit a :

f(z) = Nexp </O“ 1f4t dt) = Aexp Eln(l +4a:)] = M1+ 4z,

ol A € R. Avec f(0) = —1, on trouve A = —1. Ainsi

1
4,4{, flz) = —v1+4z.

premier ordre a coefficients continus f/(z) =

Vme]—

Exercice 10.11 : Théoréme de Liouville ~

—+oo

Soit f(z) = . a,z™ une série entiere de rayon de convergence infini.
n=0

1. Pour r € Ry et n € N, montrer que

1 27
27

2. En déduire que si f est bornée, f est constante.

f(retye™™t dt = a, ™.
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1. On doit calculer I'intégrale d’une série de fonctions. On a donc tres envie d’inter-
vertir la série et l'intégrale. Pour ce faire, il faut avoir convergence uniforme. Ceci
vient de la convergence absolue de la série entiere en r.

@ Il est inutile d’utiliser le théoréme d’intégration terme & terme (dont les
hypotheses sont bien plus lourdes) quand on intégre sur un segment.

Soient r e Ry et n € N. Pour pe N, et t € [0,27], on a
i 7int|7

|ap(7' elt)pe = ‘ap|7"p~

Comme f(r) converge absolument (car f est de rayon de convergence infini),
ceci est le terme général d'une série convergente. Ainsi, la série de fonctions

+oo
Z ap (’l" ezt)p e—mt
p=0

converge normalement, donc uniformément, sur [0, 2 7). On peut donc intervertir
série et intégrale :

1 27 . 1 400 27 .
— fre®ye ™ dt = — g / ap P !PT g
2w 27Tp:0 0

“+o0
a,, rP . 27
_ an,r,n + Z .P [ez(pfn)t:|
= 27mi(p—n) 0
pF#EN

=a,r"

2. On commence par exploiter le fait que f est bornée pour majorer I'intégrale de la
question précédente.

Comme f est bornée, on a M > 0 tel que

V:eC, |f(z)l<M

Pour r € Rt et n € N, on a donc :

1 27 . . 1 27 .
o flretye it dt‘ < ﬁ/ |f(re™)|dt < M.
0

Ainsi |a, | < M

Or, comme f est de rayon de convergence infini, ceci vaut pour tous les r € R;. En
passant a la limite quand r — +00, on va avoir un probléme si a,, # 0.

- Sin#0,on alay, ”| —> ~+00 si a, # 0... exclu! Ainsi a,, = 0. Ainsi, pour
z€C, f(z) = ao, donc f est constante.
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Exercice 10.12 : Un équivalent de la somme N

+oo
Soit g la fonction définie par g(xz) = Y In(n)z™. Donner un équivalent de g(x)
n=2

au voisinage de 1. On pourra considérer (1 — z)g(z).

Pour donner un sens a la question posée, commencez par des informations sur 1’en-
semble de définition de g.

On cherche le rayon de convergence de la série entiere qui définit g.

e Pour [z] < 1,0ona lim [In(n) |z|"] = 0 (par croissance comparée). La
n——+o0o

série entiére a donc un rayon de convergence R > 1. Et en fait R = 1
puisque pour x = +1 le terme général ne tend pas vers 0. La fonction g est
définie sur ]—1, 1[.

e Utilisons maintenant I'indication de I'énoncé.

400 400
(1—-2z)g(x) = Z In(n) z" — Z In(n) z"+*
n=2 n=2
+oo +oo
= Z In(n + 1) 2" — Z In(n) z"*
n=1 n=2

+o0o 1
= Z In (1 + > "t
n

n=1

On sait que In (1 + l) ~ L on a donc trés envie décrire que
" n—stoo ™

-i-oc1

(1—2z)g(z) e Z - 2"t = —In(1 - x).
n=1

@ On ne peut bien entendu pas écrire la formule ci-dessus sans justifica-
tion plus rigoureuse. Mais elle peut servir a intuiter le résultat.

Pour montrer proprement cette formule, on considére la fonction (1—x)g(z)+In(1—z),
et on va montrer qu’elle est négligeable devant —In(1 — x) au voisinage de 1.

Considérons la fonction h définie sur |—1, 1] par :
+oo

h(z)=(1—z)g(z) +In(l—z) = ; [m (1 + 71]) - H "L
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Comme ) ) )
n(1+=-)-> ~ ——
" ( - n) n n—+oo  2n?

la série entiére qui définit A(x) converge normalement sur [—1, 1].

1 1
En effet, a partir d'un certain rang, In <1 + ) — — a méme signe strict que
n n

son équivalent —5 donc est < 0. Au-dela de ce rang, on a pour z € [—-1,1] :
n

[ln<1+1)1} gt 1n<1+1)1
n n n n

qui est le terme général d'une série convergente (par le théoréme de comparai-
son).

La convergence étant normale sur [—1,1], la somme de la série entiére est
continue sur cet intervalle. h se prolonge donc en une fonction continue sur
[—1,1], d’our :

<

i [(1 = )g(a) +In(1 — )] = h(1).
Comme —In(1 — x) tend vers l'infini; on a donc :
h(z) = wgl(f In(1 —x)) et (1 —2a)g(x) e In(1—x)

ou encore :
In(1 —z)

rz—1- 1—x

g9(z)

@ On a de plus :

N 1 1 Noq
)= e [ln (1 u ﬁ) - a} S lln(N -2 5]
n=1

n=1

= —v (constante d’Euler).

On a donc montré (au voisinage de 17) que :

@)= _0=2) o +O< 1 )

11—z 1—2x 11—z
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Exercice 10.13 : Calcul de la somme d’une série numérique

arcsin(z)
Soit f(z) = ——=.
o) = T
1. Justifier que f possede un développement en série entiere. Quel est son rayon
de convergence ?
2. Démontrer que f vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1, puis
calculer le développement en série entiere de f.
3. En déduire la valeur de :
+o0 1
S= Z 2n\ °
n=0 ( n )

1. Tl n’est pas nécessaire ici de calculer les coefficients du produit de Cauchy (c’est
d’ailleurs l'objet de la question suivante) : il suffit de savoir qu’un produit de Cauchy
de séries absolument convergentes ’est également, ce qui donne une minoration du
rayon de convergence.

La fonction f est le produit de deux fonctions possédant un développement en
série entiére de rayon 1. Elle posséde donc un développement en série entiére de

rayon > 1 (puisque pour 7 < 1, les séries définissant arcsin(r) et (1 — r2)~1/2
convergent absolument).
Ce rayon est égal a 1 car f n'est pas définie en 1.

2. On commence par dériver f pour établir ’équation différentielle.

On a, pour z € |-1,1] :
T

1
!/ .
r) = —— 4arcsin(z) X ————~.
f() 171_2—"_ () (1_1,2)3/2
On en déduit que f vérifie I'équation différentielle :
(1—a?)f () = 1+ 2f(a).
On peut ensuite simplement injecter le développement en série entiere de f dans cette
relation. On simplifie les calculs en remarquant préalablement une propriété de parité.

Le développement en série entiére de f est de la forme :

+oo
flx) = Z anx”.
n=0

Pour € ]—1,1], on peut dériver terme a terme et reporter dans |'équation
différentielle :

+oo +oo —+oo
E nanpz" "t — E nan,z" Tt — E apz™ =1
n=1 n=0 n=0
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soit en changeant les indices si nécessaire pour avoir z" partout :
“+o0

Z(nJrl Apy1 " Znan 1zt =1.

n=0
L'unicité du développement en série entiére entraine :
n

ar=1 et VYneN* aui1= Ap_1.

L’équation de récurrence lie any2 3 ayp.

@ En tirant I’équation de récurrence, on obtient a,, en fonction de a,,_o,
avec 0 < 2k < n. Au final, on peut donc arriver & ag ou a a.

Ainsi, on obtient a,, en fonction de ag si n est pair, et de a1 si n est impair. On
calcule donc séparément as, et ag,11.
En substituant de proche en proche, on calcule :

2n 2n 2n — 2
Aon+1 = m Aop—-1 = m X m_1 a2n—3
BT TN
2n + 1 2n —1 3
~[(2n)% x (20— 2)% x -+ x 27
B (2n+ 1)!
2mnl]? 92n

@2+ ) @2+ 1))
De méme, on trouve
2n—1)x---x1
(2n) x -+ x 2
mais comme ag = f(0) =0, az, = 0.
Ainsi on obtient :

Aop = ag

+oo 22n

f(x) = on l,2n+1.
nz;; (2n+1)(%)

3. Pour faire apparaitre S, il faut éliminer le facteur 2n 4+ 1 du dénominateur, ce qui
peut étre réalisé en dérivant. Le facteur 22" peut ensuite étre compensé par x2" en

prenant la valeur en %

Pour x € |—1,1[, on peut dériver terme a terme :

+o© 22n
HOEDY Wﬂf%
n=0 \n
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donc

(o2, 2

Exercice 10.14 : Limite du quotient de deux sommes |

Soit Y a, 2™ et > b, ™ deux séries entiéres de rayon de convergence infini. On

a
suppose que a, = 0 et b, > 0 pour tout n, et que —~ — L. On note
bn n—-+4oo

+oo +oo
flz) = Z apz” et gx) = Z by x".
n=0 n=0
f(z)

Démontrer que
4 g (x) z—+00

Il y a la limite d’une suite dans ’hypothese et la limite d’une fonction dans la conclu-
sion. Pour passer de I'une a l'autre, on revient a la définition avec les €.

Soit € > 0. Par définition de la limite, I'hypothése nous donne |'existence de :

In L

< e
by h

ng € N tel que Vn > ng,

@ On ne pourra en revanche utiliser cette inégalité qu’a partir du rang
nyg, il faut donc scinder la somme en deux parties.

Avec la majoration |a,, — Lb,| < € b, utilisable a partir de ng, on a donc :

“+o0 +oo no—1 +oo
E anx™ — L E bz < E |an, — Lby,| 2™ + E eb,x".
n=0 n=0 n=0 n=no

On en déduit pour x > 1 :

“+00 no—1 “+oo

S oana® ( > |an—Lbn’) o1 S by a”
n=0 Ll < n=0 — +e n:;o

> by am S by an
n=0

n=0

X

+oo
Z by, x™
n=0

Agmo—l ol
< T + € en posant A = Z |an, — Lby|
no

n=0
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Comme

— 0,ona B €R tel que Vo > B,

no:p r—r+00
Ainsi, pour > B, on a finalement
M — L‘ < 2e
g(z)
f(z)

et on a montré que
g(x) T—r+00




CHAPITRE

Intégration 1 1

Exercice 11.1 : Un calcul d’intégrale | ~

Soient a et b deux réels strictement positifs.
1. Démontrer I’existence de I'intégrale

+oo —azx —bx
(§] —€
I = ——dx.
0 X

2. Démontrer que, pour tout réel h > 0 :

+oo —ax —bzx bh —t
€ — € €
/ Ry / et
h x an 1t

=i

3. Démontrer que la fonction g: t — peut étre prolongée par continuité

en 0. En déduire la valeur de 1.

1. Notons
—azx —bx
f > i7
x
continue sur ]0, +o00[. Pour montrer que I existe, nous allons étudier séparément ’exis-
tence de I'intégrale sur |0, 1] et de I'intégrale sur [1, +oo.
Classiquement, ceci se fait par une recherche de limites, d’équivalents (notamment

via des développements limités) et de comparaison & des fonctions usuelles.

Un développement limité a I'ordre 1 en 0 donne e ™" =1 —ax 4+ o (x) et
z—0

e =1—br+ o (x),don
x—0

fa)=——— —(b-a)+ o (1)

€T z—0
Ainsi f est continue sur ]0, 1] et se prolonge par continuité en 0 donc |'intégrale

/1 f(z) dx existe.
0

Pour I’étude au voisinage de +o00, nous allons utiliser le critere de Riemann.
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On a 2% f(z) — 0 par croissance comparée, donc
r——+00

e~ 0T _ e—ba:
= o (z72).
X r——+00
Ainsi f(r) = o (272). Comme la fonction x +— 72 est intégrable sur

T—+00
[1,400[, il en est de méme de la fonction f.
En conclusion, I existe.

2. Partant de I, si 'on veut obtenir des intégrales ne faisant intervenir qu'une seule
exponentielle comme dans le résultat demandé, un probléme de taille se pose. En effet,

I’égalité
+oo —ax +oco —bx
e e
I :/ dx—/ dz
0 < 0 €

n’a aucun sens! Les deux intégrales de droite sont divergentes car la fonction intégrée
est équivalente & 1 > 0 en 0 et fol 4z Jiverge.

C’est pour cela que ’énoncé propose d’intégrer non plus a partir de 0 mais a partir
d’un certain réel h > 0 : plus aucun probléme ne se pose alors car les deux fonctions
sont bien intégrables sur [h, +oo| d’apres I'étude effectuée a la premiére question.

@ D’une maniere générale, dans le cadre des intégrales généralisées, il ne
faut jamais écrire une égalité de la forme

/ " (F(a) + gl@)) da = / s / s

sans s’étre assuré que les intégrales du second membre existent : il peut
arriver qu'une telle égalité n’ait pas de sens!

—ax —bx

et x —

sont intégrables sur

Soit h € R. Les fonctions z ¢

x
[h, +0o] d'aprés I'étude menée dans la premiére question. Ainsi :

+oo [ —azx —bx +oo [ —azx +oo —bx
e — € e e
—dx = dr — dzx.
h T h € h T

Il reste a changer ax et bx en t dans chacune des intégrales, ce qui est clairement une
application de la formule de changement de variable.

d
En effectuant le changement de variable affine u = ax (qui donne da = —u)

a
+oo e—ax +o0o e~ du +o00 e~
dz = T x— = = du.
h T ah a a ah u

il vient :
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De méme :

+oo | —bx +oo —u
e e
/ dzx = / —du
h T bh u

d’ou, d'apres la relation de Chasles :
bh _—t

+oo [ —ax —bx
e — € €
/ e e / .
h x ah t

@ Selon le programme officiel, il n’est pas nécessaire de vérifier les hypo-
theses du changement de variable dans des intégrales impropres dans les
cas suivants : fonctions affine, puissance, exponentielle et logarithme.

3. Il suffit de montrer que g possede une limite finie en 0. La formule étant une forme
indéterminée quant ¢ tend vers 0, on peut utiliser des développements limités (& ordre
1, puisque le dénominateur abaissera la puissance de 1).

Un développement limité a I'ordre 1 en 0 donne e * =1 —t+ o (¢) d’oli I'on
¢/ t—0
—

tire g(t) 3 —1. La fonction g est donc prolongeable par continuité en 0.

Nous noterons encore g le prolongement de g obtenu en posant g(0) = —1, qui
est donc continu sur R.

@ En utilisant les séries entiéres, on aurait méme pu montrer que g est
de classe €°.

Il reste a faire le lien avec le calcul précédent en faisant apparaitre g(¢) dans l'intégrale.
A cet effet, nous pouvons également introduire une primitive G de g.

Soit G la primitive de g nulle en 0, ce qui a bien un sens puisque g est continue
sur R.
Faisons apparaitre la fonction G :

bho=t _ 1
/ r dt = G(bh) — G(ah).
ah

bh —t _ bh _—t
/ ¢ 1dt:/ edt1n<b>.
ah t ah t a

+oo —axr _ ,—bx
/ € ~%  dr=G(bh) - G(ah) +1n (b> .
h X a

Par ailleurs,

Ainsi :
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La fonction G est continue sur R puisque c’est une primitive de g qui est bien définie
et continue sur R. En particulier, le passage a la limite h — 0 ne pose pas de probléme
et permet de conclure.

En tant que primitive d'une fonction continue, la fonction G est continue, donc
G(ah) — G(0) =0 et G(bh) — G(0) =0,
h—0 h—0

d’ou, en faisant tendre h vers O :
I=1In (b> .
a
Exercice 11.2 : Un calcul d’intégrale Il N

/2
Soit I :/ In(sin(x)) dz.
0

w/2
1. Montrer que I est bien définie et égale a / In(cos(x)) dz.
0

/2
2. En déduire une expression de I en fonction de / In(sin(2z)) dz, puis la
0
valeur de 1.

/2
3. En déduire la valeur de / _ T 4 On pourra effectuer le changement
o tan(x)

de variable u = g — .

1. La fonction & intégrer est définie et continue sur ]0, Z]. Le seul probléme concerne
I'intégrabilité au voisinage de 0.

La fonction  +— In(sin(x)) est définie et continue sur }O, g} Au voisinage

de 0, nous avons In(sin(z)) Noln(x). En effet,
T—

In(sin(z)) _ o (s22)

In(z) In(x) ﬁ) L

1
Ainsi In(sin(z)) = o () Puisque la fonction x +— 2~1/2 est intégrable
T

z—0

au voisinage de 0, la fonction x +— In(sin(z)) I'est aussi. Ainsi, I est bien définie.

L’énoncé nous demande de comparer une intégrale contenant un sinus a une intégrale
contenant un cosinus. On sait que 'on peut passer de 'un a l'autre par une formule
de trigonométrie utilisant un changement de variable du type y = 5 — x. Nous allons
donc faire ce changement de variable dans I'intégrale.
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Effectuons le changement de variable affine y = g — x. Nous obtenons

/2

I= /Oﬁ/2 In(sin(z)) dz = /Oﬂ/2 In (sin (g - y)) dy = /0 In(cos(y)) dy.

@ Lorsque l'on étudie des intégrales faisant intervenir des fonctions tri-
gonométriques, il est souvent intéressant d’effectuer des changements

de variable comme y = —z, 7 +z, § — x, ... En effet, a l'aide des
formules trigonométriques, on trouve alors une nouvelle expression de
I’intégrale a calculer et, en la comparant avec ’expression de départ,
on peut parfois en tirer des informations. La suite de I’exercice présente

un exemple de cette stratégie.

2. L’énoncé nous demande de calculer une nouvelle intégrale faisant intervenir sin(2x).
En utilisant la formule trigonométrique sin(2z) = 2sin(z) cos(x), nous allons faire
apparaitre l'intégrale I.

Nous avons

/2 /2
/0 In(sin(2z)) da = /0 In(2sin(z) cos(z)) dz

/2 w/2 /2
/0 In(2) dz +/0 ln(s1n(x))dx+/0 In(cos(x)) dx

- gln(Q) +2r

d’'apres la question qui précéde. On en déduit que

1 /2 ™
I= f/ In(sin(2z)) dx — — In(2).

Une autre possibilité pour faire intervenir I (ou une intégrale proche) en partant de
I'intégrale de ’énoncé consiste a effectuer le changement de variable y = 2x.

En effectuant le changement de variable affine y = 2, nous obtenons
71'/2 . 1 s . 1 1 K .
In(sin(2z)) dz = = In(sin(y)) dy = =T + = In(sin(y)) dy
0 2 Jo 2 2 Jr)2
par la formule de Chasles.
Il nous reste maintenant & comparer l'intégrale f:/2 In(sin(y)) dy & I. Cela peut se
faire a 'aide du changement de variable z = 7 — y.
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Maint

En effectuant le changement de variable affine z = m — y dans la derniere
intégrale, nous obtenons

™ /2
/77/2 In(sin(y)) dy = /0 In(sin(z))dz = I.

enant, nous n’avons plus qu’a regrouper les résultats.

On en déduit que

2 2
En injectant cette égalité dans la premiére que nous avons trouvée, on obtient

/2 1 1
/ In(sin(2z))de = I+ -1 =1.
0

1 m

et donc

I=-— g In(2).

3. Commengons par nous assurer que 'intégrale est bien définie.

La fonction x — ———— est définie et continue sur ]0, — [ En outre, au voisi-
tan(z) 2
nage de 0, nous avons
x T

tan(z) 20z

donc la fonction est intégrable au voisinage de 0.

— 0, donc la fonction est également
tan(z) z—0

.. ™
Au voisinage de 5 nous avons

oy . T
intégrable au voisinage de —.

Par conséquent, I'intégrale est bien définie.

L’énoncé nous propose de modifier 'intégrale a I’aide d’un changement de variable.

. . ™
En effectuant le changement de variable affine u = 5 x, nous obtenons

/2 /2 T _ /2
/ Y dz= / 2% gqu= / (Z - u) tan(u) du.
o  tan(x) o tan (% —u) 0 2

2

Comment calculer cette derniére intégrale? Nous savons intégrer la fonction tan
puisque nous en connaissons une primitive : la fonction v — —In(cos(u)). Il nous

reste donc a éliminer le facteur Z

5 — U, ce que nous ferons en intégrant par parties.

@ Lors d’une intégration par parties pour les intégrales impropres, il faut

bien vérifier que deux des trois termes existent.



Analyse 229

Les fonctions f : z +— g —x et g: x> —In(cos(x)) sont € sur {O, g { En

™
posant u = 5 — I NnOous avons

f(@)g(z) =— (g - x) In(cos(z)) = —uln (cos (g - u)) = —uln(sin(u)).

Ce terme est équivalent a —uIn(u) (comme prouvé dans la premiére question) et
tend donc vers 0 lorsque u tend vers 0. Ainsi f(z)g(x) — 0 et par intégration
=5

par parties, nous obtenons

w/2 /2
/ T _dr= / (E - u) tan(u) du
o tan(x) 0 2

[— (g — u) ln(cos(u))]z/2 - /OTr/2 In(cos(u)) du

I
|
S—
2
[V

=3
—

o

@]
BN

IS
N—
S—

(o}

IS

I

\

—

=
—~

[N}
S—

Exercice 11.3 : Changement de variable N

T In(t
Pour z € R} on pose f(z) = / —xQH_E_ )tQ dt.

1
1. Calculer f(1) (on pourra utiliser le changement de variable u = E)

2. En déduire la valeur de f(z) pour tout = > 0.

1. Le changement de variable en lui-méme ne présente aucune difficulté; il suffit
d’appliquer correctement la formule. Il donne dt = — 1712 du et, quand t varie de 0 a
+00, u varie de +00 & 0 (c’est-a-dire les bornes de 'intégrale sont renversées).

@ Il ne faut pas oublier qu’un changement de variable change trois choses :
la variable, les bornes et ’élément différentiel.

Avant de faire quelque calcul que ce soit, justifions que I'intégrale existe bien.
Pour x € R”, nous avons, par croissance comparée :
In(¢ Int
ﬁ ~ = (t‘3/2)
T2 4 t2 t—+o0o 12 t—+oo
et cette derniére fonction est intégrable sur [1,4o00[ par le critére de Riemann.

In(t) L o
En 0, PR Int, intégrable sur ]0, 1].
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Ainsi, la fonction considérée est intégrable sur R% et I'intégrale existe.

1
En effectuant le changement de variable u = n (qui est une fonction puissance)

il vient successivement :

= [ - [ s ()

0 nlu
-

donc f(1) = 0.

2. Pour déduire la valeur de f(z) de celle de f(1), nous pouvons envisager un chan-
gement de variable. Pour remplacer x par 1 dans 22 + 2 il suffit de poser t = ux :
alors 22 + 2 = 22 + (uwz)? = 22(1 + u?).

En effectuant le changement de variable affine t = ux il vient successivement :

1.

0
On ne cherchera pas a la calculer explicitement, la détermination de sa valeur
faisant I'objet des exercices 11.9 et 11.10.

2.
on pourra remarquer que [sin(t)| >

3.
4.

Cette limite est généralement désignée sous le nom d’intégrale de Dirichlet.

o In(t oo ]
flx) = /0 733;15_ )752 dt = /0 s j-(z(fa):)Q xdu

/0+°° m(ﬁ%@ du= é (f(l) +1In(z) /;Do H% du)

8=

_ lni@ {arctan(u)} :OO _ @ ( lim_arctan(u) - arctan(O))
bt

Exercice 11.4 : Convergence de l'intégrale de Dirichlet

A sin(t)

Démontrer que dt posseéde une limite finie quand A tend vers +oo.

in(t)

Démontrer que la fonction ¢ — ST
1 — cos(2t)

n’est pas intégrable sur R . Pour cela,

2

sin?(¢)
2

Montrer, sans calculer explicitement les intégrales, que :

A +oo :..2
t t
im0 g / S () g
A—+o0 0 t 0 i

Démontrer que la fonction ¢ — est intégrable sur RY .
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1. Notons tout d’abord que, étant donné un réel A > 0, la fonction t — % est bien

intégrable sur |0, A] ; en effet, elle y est continue et admet une limite en 0 (qui est 1).
L’intégrale apparaissant dans cette question a bien un sens.

On sait que la limite demandée existe si ¢ — % est intégrable sur |0, +o0o[. Cepen-
dant ce n’est pas le cas, ainsi que I'affirme le résultat annoncé a la deuxiéme question !

Toutefois, ceci n’empéche pas cette limite d’exister.

Etant donné que nous ne pourrons pas majorer

Sliﬁ‘ par une fonction intégrable sur

]0, +00[ nous allons employer un procédé classique pour « renforcer la convergence » :
intégrer par parties. Plus précisément, nous essaierons ainsi, griace au facteur % de
I'intégrale initiale, de faire apparaitre une autre intégrale avec un facteur %2 qui per-
mettra d’assurer la convergence.

Cependant, un probléme se pose. Si nous écrivons brutalement

[ ] - 5

Iexpression de droite n’a aucun sens : le crochet n’est pas défini pour t = 0 et
l'intégrale n’existe pas non plus car t—2 cos(t)trvot_2 et t~2 n’est pas intégrable au
—

voisinage de 0 d’apres le critére de Riemann.
Nous pouvons résoudre ce probleme de maniere simple : plutét que de choisir — cos
comme primitive de sin, on choisit 1 — cos, qui s’annule en 0.

Lors d’une intégration par parties, attention a ne pas ajouter de pro-

@ blémes 1a ou il n’y en avait pas. On peut choisir n’importe quelle primi-
tive de la fonction intégrée, mieux vaut donc prendre celle qui s’annule
en 'une des bornes du crochet.

1
Soit A > 0. Les fonctions u = 1 —cos et v : t — n étant ¢ sur |0, A], et
vérifient )
1—cost t
() = ———— = — t
u(t)v(®) t 2t + +30
Par intégration par parties, on a donc
A A A
sin(t 1 — cos(t 1 — cos(t
[y [Loem] ", e,
0 ¢ t o Jo t
la premiére intégrale existant puisqu'il y a un faux probléme en 0.
D’autre part, pour tout réel ¢t > 1, on a
1 — cos(t)
t2

‘ ~
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1 1- t

Or la fonction t — 2 est intégrable sur [1,+oo[, donc ¢t — %() aussi.
A
1-— t

Ainsi, |'expression / %U dt admet une limite quand A tend vers 400

0

201 — cos(t
(3 savoir vers / %() dt).
0

En conclusion :
A . A 400
t 1-— A 1-— t 1-— t
sin(t) g — cos A cos(t) FVRN cos(t) gt
0 t A 0 t2 A—+oo 0 t2
posséde une limite finie quand A tend vers +oc0.

2. Nous avons déja signalé ci-dessus qu’il n’y a pas de probléme d’intégrabilité en 0.
Nous allons donc étudier le probléme en +o0o en ne considérant toujours, pour des
raisons pratiques de calcul, que des intégrales de 1 a A.

La trigonométrie permet de faire le lien entre sin(t) et cos(2t) : cos(2t) = 1—2sin?(¢).
Nous sommes donc amenés a comparer |sin(t)| et sin?(t).

Pour tout réel a € [0,1], a® < |al. Ainsi :

|sin(t)| > sin®(t) = %(1 — cos(2t)).

En divisant par |t| > 0 et intégrant de 1 & A on obtiendra une minoration de

/A sin(t)

A tend vers +oo.

On déduit de I'inégalité précédente, pour tout réel A > 1 :
Al A A
t 1 1
/ S | gy > / 5 (1= cos(20)) dt > 5 In(A) 7/
1 1 1

t 2t
Le premier terme du minorant tend vers +o0o quand A tend vers 4+oo : ¢’est un bon
début.
Il reste a étudier le comportement de I'intégrale. On reconnait une expression analogue
a celle de la premiére question; nous allons utiliser la méme technique de calcul,
I'intégration par parties, pour voir qu’elle est aussi convergente.

in(2¢ 1
Les fonctions u : t +— Smg ) etv:t— 5 sont €* sur [1,A], donc par

intégration par parties
/A cos(2t) gt — sin(2t) A+/A sin(2t) gt
.2t I T P T

Ici encore le crochet converge quand A tend vers 0o et I'intégrale aussi car la
fonction intégrée est dominée par ¢t 2 et donc intégrable sur [1, +oo].

Ainsi, N
1 3(2
51n(A)—/ s gy, 4o
1

dt, le but étant de montrer que cette expression tend vers +oo quand

cos(2t)
2t

dt.

2t A—+o00
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A .
sin(t

et, comme elle minore / (*) dt, on en déduit que :

1

Al .
sin(t
lim (*) ‘ dt = +o0.
A—+oo 1
in(t)

Ainsi, la fonction ¢ +— n'est pas intégrable sur R* puisque, dans le cas

contraire, I'intégrale précédente serait convergente.

3. Il n’y a ici aucun probléme grace au dénominateur t2 qui va assurer I'intégrabilité
au voisinage de +o0.

Pour t € R’ notons
.2
sin”(t)

g(t) = =
g est continue sur R . D'apres les limites usuelles, g(t) v 1. La fonction g
—

est donc intégrable au voisinage de 0.

Pour tout réel t > 0 on a 0 < g(t) < t72 car [sint| < 1. Ceci montre que la
fonction g est intégrable au voisinage de +oo, d'aprés le critere de comparaison
avec les intégrales de Riemann.

En conclusion, la fonction g est intégrable sur R, .

@ La domination par une fonction puissance intégrable, comme dans cette
question, est un moyen rapide et simple de montrer qu’'une fonction est
intégrable. Elle est a utiliser dés que possible ! Remarquons qu’il existe
un théoréme analogue dans le cadre des séries numériques (comparaison

avec les séries de Riemann).

4. En reprenant l'expression obtenue lors de la premieére question, on obtient un

lien entre la limite cherchée et 'intégrale de % Il reste a utiliser la formule de

trigonométrie 1 — cost = 2 sin® (%) pour conclure.

On a vu dans la premiére question que

A s +oo 1 +oo 94in? (L
lim / sin(t) dt:/ 1 — cos(t) dt:/ sin? (%) i,
0 0 0

A—+o0 t 2 t2

1l faut désormais sin(t) plutdt que sin (%) dans l'intégrale du second membre : le
changement de variable z = % est tout indiqué.

. t
En effectuant le changement de variable affine z = 3 il vient

/+°° 2sin? (1) & — /+°° QSiHZ(l’)de B /+°° sin?(x) d
0 0 0

t2 (22)? x?
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Ainsi :

lim A sin(t) gt = /+°° sin?(x) de.
A—=+oo Jo t 0

Exercice 11.5 : Développement asymptotique de arcsin

2 g 7T .
1. Donner un équivalent en 1 de 5 —arcsinz.

2. Donner un développement asymptotique a quatre termes de arcsinz en 1.

1. Comme 5 = arcsin 1, on peut réécrire la différence sous la forme d’une intégrale.

Il faut alors trouver un équivalent de l'intégrale en question, on va donc utiliser les
théoremes d’intégration des relations de comparaison.

Pour x € [-1,1], on a

m . ! .
— —arcsinr = arcsin
2 x

1
dt
t)dt = _—
(t) / s
1 1 1

Vi JO-bl+t o1 VI

Or

@ Il faut toujours choisir un équivalent qui soit le plus simple possible,
surtout ici, lorsqu’on doit I'intégrer.

C P di t te (par le critere de Ri t
’ omme W est convergente (par le critere de Riemann, €t comme
0 —1

I'intégrande est positive, on peut intégrer cette relation de comparaison et :
s , /1 dt /1 dt
— —arcsinz = —_— ~ T
2 Jo V1I—12 =1 [, 2T —¢

- }2@} N

x

2. Pour avoir un développement asymptotique a quatre termes de arcsin en 1, il faut
un développement asymptotique a trois termes de § — arcsinz. Au lieu de prendre
un équivalent de arcsin’(¢) comme dans la question précédente, on en calcule ici un
développement asymptotique & trois termes, que ’on va intégrer (toujours en intégrant

les relations de comparaison).
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Pour t €] —1,1[, en posant u =1 —1¢, on a

arcsin’(t) = — (2 =) V= — (1 B 7)—1/2

2(1—1) 32 -
_ 1 1 - 3 032 4 o (1 — )32
= AD + 4:\/5\/1 t+ 32\/5(1 t) +, 1((1 t)%/%)

1
Comme / (1 —1t)3/2dt est convergente (par le critére de Riemann), et comme

0
I'intégrande est positive, on peut intégrer cette relation de comparaison, et il
vient :

1
% — arcsinx = / arcsin’ (t)dt
xT

[ 1 _3 /2
_/w <\/2(1 —) fﬁ+32\f( -t dt)

+ o </xl(1 t)3/2dt>

L2 a2 e 3 g pere]
_[ N AR TV-1h o sova" Y 2}

+.9 ([?“ . WD

_\f./l_$+£( )3/2 3\[( m)s/z

x

160
_ 5/2
+ o (1-2)"7%)
En conclusion :

T V2 3/2 3v2 5/2 5/2
arcsinz = 5 2(1—1x) D (1—x) 160 (1-2) +w2>1((1 x)°?)
Exercice 11.6 : Calcul d’une intégrale a paramétre N

1 =1 _q

Pour z € R%, on pose f(z) = / @) dt.

0
1. Vérifier que f est bien définie sur R .
2. Montrer que f est de classe €' sur R% et exprimer f’ sans intégrale.
3. En déduire une expression de f sans intégrale.
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1. Pour montrer que la fonction f est bien définie il suffit de démontrer que, pour
tout réel > 0 donné, la fonction ¢t € |0, 1] — % est intégrable. Autrement dit,
dans cette question, x est considérée comme une constante et on a affaire a un simple
probléme d’intégrabilité.

Pour (z,t) € R% x ]0,1[ on pose
vt -1

t)=-— -
o0 = T
Pour z € R* . La fonction ¢ — ¢(x,t) est bien définie et continue sur ]0, 1[.

Ceci ne suffit pas car, pour certaines valeurs de z, cette fonction peut diverger quand
t tend vers 0 ou 1, auquel cas on ne peut pas conclure sans étudier plus précisément
son comportement.

Le comportement quand ¢ tend vers 0 dépend du signe de I’exposant de ¢ ; nous allons
donc distinguer les troiscas x < 1, z =1 et x > 1.

Si x < 1, la fonction ¢ + t*~! tend vers +oo en 0. Cependant, on sait que cette
fonction est intégrable au voisinage de 0 si son exposant est strictement supérieur
a —1, ce qui est le cas car il ne faut pas oublier que x a été supposé dans 1’énoncé
strictement positif.

» Etude au voisinage de 0 :
Nous allons distinguer les cas > 1, x = 1 et < 1 car le comportement de la
fonction t — t*~1 quand ¢ tend vers 0 dépend du signe de |'exposant.
e Siz>1:t*"1— 0. Comme In(t) — —oo on a donc ¢(z,t) — 0. La
t—0 t—0 t—0
fonction ¢ — @(x,t) est donc intégrable au voisinage de 0.
e Siz=1:t*"! — 1. Comme In(t) — —o0 on a donc p(x,t) — 0. La
t—0 t—0 t—0
fonction ¢t — ¢(x,t) est donc intégrable au voisinage de 0.
e Siz < 1:on aici une forme indéterminée car t*~! m +o0o. Cependant,
—
comme In(t) — —oo quand ¢ tend vers 0 on a p(z,t) = o (*71). Or
t—0 t—0

x> 0,doncz—1 > —1ett— t* ! est intégrable au voisinage de 0
d'apres le critére de Riemann. On en déduit que ¢t — o(z,t) est également
intégrable au voisinage de 0.

Le probléme quand t tend vers 1 est d’une autre nature : le numérateur et le déno-
minateur tendent tous les deux vers 0; nous avons affaire a une forme indéterminée.

» Etude au voisinage de 1 :

Pour tout réel ¢ € ]0,1[, on pose u =1 — ¢t. Alors :

==l _q I—uw)™ -1 —(zx—-1
t = (1-v) ~ (z = Du — (z—=1).
In(t) In(l—w) w0 —u  us0

Ainsi on a p(z,t) ek 1 donc t — @(x,t) est intégrable au voisinage de 1.
—

En conclusion, pour tout réel z > 0 fixé, la fonction ¢ — @(x,t) est intégrable
sur |0, 1[, ce qui montre que la fonction f est bien définie pour tout > 0.
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2. Vérifions les hypothéses du théoréme de dérivation des intégrales a parametre. Nous
avons déja vérifié que pour tout x € R, la fonction ¢ — ¢(z,t) est intégrable sur
10, 1].

Il reste désormais a calculer la dérivée partielle de ¢ par rapport a x pour vérifier
I’hypotheése de domination.

Pour ¢ € ]0, 1[, la fonction  — ¢(z,t) est de classe € sur R%.. De plus :

i — 1 E r—1 _ _ 1 rz—1 _ yx—1
Ox (z,8) = In(t) Ox (t 1= In(t) ()" ="

3}
Ainsi pour x € R* | ¢ — %(m,t} est continue sur 0, 1.
X

@ Dans le calcul de la dérivée partielle de ¢ par rapport a x, c’est cette
fois ¢ qui est traitée comme une constante. En particulier, la dérivée de
t*~! n’est pas (x — 1)t*~2 comme on I'a vu plus haut.

Pour pouvoir appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral il suffit désor-
mais de vérifier la domination : il faut trouver une fonction g : ]0,1[ — R, intégrable,

‘g—i(x,t)‘ < g(t). Autrement dit, nous cher-

telle que, pour tous x > 0 et ¢ € ]0,1],

chons & majorer ’g—i(x, t)‘ indépendamment de x par une fonction de t intégrable sur
10, 1].

Remarquons déja que t*~! > 0 : on peut donc se passer de valeur absolue.

Une telle majoration n’est pas toujours possible. Supposons qu’il existe une telle
fonction g : on a alors t*~! < ¢(t) pour tout z > 0 et ¢ € ]0,1[. En particulier, en
faisant tendre x vers 0 & t fixé dans cette inégalité, il vient g(t) > %, qui n’est pas
intégrable sur ]0,1[, donc g ne l'est pas non plus! Nous venons en fait de démontrer
par 'absurde qu’une telle fonction g n’existe pas.

Ce genre de situation est tres fréquent avec les intégrales a parametre. Cependant, on
peut contourner le probléme : il suffit en effet de vérifier I’hypothese de domination
sur tout segment inclus dans R

On pourra alors majorer aisément t*~1, pour x € [a,b], indépendamment de = : en
effet, on a alors

a—1<x—-1<b-1
done, pour tout ¢ € 10, 1],
(b—1)In(t) < (x —1)In(t) < (a —1)1n(t)
et enfin, par croissance de ’exponentielle,
S s

seule la deuxiéme inégalité étant intéressante pour nous.
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@ t € 10, 1[ donc In(¢) < 0, ce qui inverse le sens des inégalités lorsque l'on
multiplie par In(¢).

Fixons deux réels a et b avec 0 < a < b. Pour x € [a,b] et t €]0,1[ on a

aﬁ(x #)| = =1 = gle=D)In(t) ¢ gla=1)In(t) _ a1
ox "’
puisque In(t) < 0. La fonction g : ¢ — t*~! est indépendante de x est intégrable
sur ]0,1[ car a — 1 > —1 par le critére de Riemann.

L'hypothése de domination est donc vérifiée sur tout segment inclus dans R,
Ainsi, f est bien de classe € sur R et de plus

1 1
0
veeR:, f(2)= [ PP tyd= / 1 d,
o Ox 0
@ Lors de la domination, la fonction qui domine doit étre indépendante
du parametre (ici x).

Il ne reste plus, enfin, qu’a calculer cette intégrale. La variable d’intégration est t :
nous allons donc effectuer les calculs en considérant  comme une constante.
Ici, nous avons affaire a une fonction puissance dont on connait une primitive.

En appliquant le théoreme de dérivation des intégrales a parametre

@ nous avons dérivé t*~! par rapport & x mais, pour le calcul d’intégrale
qu’il nous reste a effectuer, nous devons déterminer une primitive de
t*—1 par rapport a t.

Il s'agit de I'intégrale d'une fonction puissance d'exposant différent de —1 :
L AR
vz eRY, f(z) = /0 t*ldt = [}

T

0 T

3. Nous savons bien siir que la fonction logarithme est une primitive de f’ sur RY.
Il s’agit de ne pas aller trop vite : f est égale & la fonction logarithme... a une
constante additive pres qu’il faudra déterminer. Un moyen simple pour déterminer
une telle constante est de calculer la valeur de f en un point ou ce calcul est facile.
Ici c’est la valeur en 1 qui s’impose car l'intégrale définissant f se simplifie alors
considérablement.
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D'apres ce qui précéde, il existe un réel K tel que :

Ve eRY, f(z)=K +In(z).

En particulier, il vient K = f(1).
Par ailleurs, pour z =1, on a t*~1 = 1 pour tout t € |0, 1], soit p(1,¢) =0 et
finalement f(1) =0; on a donc K = 0 soit enfin

Ve e Ry, f(z)=In(x).

Exercice 11.7 : Fonction I" d’Euler ~

—+oo
Pour x € R¥ on pose I'(z) = / t* et dt.

0
1. Montrer que I' est bien définie et de classe €°°° sur R* .
2. Démontrer que, pour tout réel > 0, I'(x + 1) = 2 T'(z). Que vaut I'(n) pour
neN*?

1. Il faut vérifier les hypotheses du théoréme de dérivation des intégrales a parameétre
pour montrer que I' est de classe €°.
Commencons par vérifier que la fonction est bien définie.

Notons u : (x,t) — t*~te L.
Pour z > 0 fixé, la fonction ¢t — u(z,t) est intégrable sur R?* . En effet, elle est

continue, équivalente quand ¢ tend vers 0 3 t*~!, qui est intégrable au voisinage
de 0 car z — 1 > —1 (par le critére de Riemann), et comme t2u(z,t) Ny 0
—+o00

par le théoréme de croissance comparée, on a u(z,t) = .0 (t72) quand ¢
—+o0

tend vers +o00.

Il faut ensuite calculer les dérivées partielles par rapport a x de la fonction u. Elle
sont aisées & calculer si on se souvient que t*~le~t = e(*=D (et ¢ étant considérée
comme une constante dans le calcul de la dérivée partielle par rapport a z, on a

?(x, t) = In(t)e@ "V IN®e=t — In(¢) "Lt
x
puis par récurrence aisée
0*u o1 —
(ax)k(x,t) = (In(t))*Ft*Le .

Pour t € R%, z — u(z,t) est €, et pour k € N et (z,t) € (R%)?,
o*u
t) = (In(t))F =~ te .
By o1) = (n(e)
Cette fonction est continue par morceaux par rapport a ¢ sur R .
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Ce sont les hypotheses « faciles » du théoréme, x étant constant dans le premier point
et t constant dans le second. Il reste a dominer la dérivée partielle indépendamment
de x.

@ Parmi les hypotheses du théoréme, la domination est de loin la plus
importante. Il ne faut donc absolument pas I’oublier.

Comme souvent ceci pose probléme car z peut ici prendre de grandes valeurs.

En effet, si on a, pour tous réels x et ¢, 'inégalité |(In(t))¥t~te~*| < [g(t)|, il vient,
pour t > 0 fixé, en faisant tendre = vers 400, +0o0 < |g(t)|. Nous allons donc nous
contenter de vérifier I’hypothése de domination sur tout segment, c’est-a-dire d’obtenir
une majoration du type précédent pour x € [a,b] plutét que pour x € R*.

Pour encadrer la puissance t*~! en fonction de a et b, nous pouvons encadrer son
logarithme In(¢*~!) = (z — 1) In(¢). Comme le signe de In(¢) dépend de la position de
t par rapport & 1 nous allons en fait obtenir deux majorations : 'une pour ¢ € |0, 1],
lautre pour ¢ € [1, +o0o[. La fonction majorante |g| obtenue sera ainsi définie par deux
formules selon la position de ¢t par rapport a 1.

Soient deux réels a et b avec 0 < a < b et = € [a, ]].
Pourt > 1,0na (z—1)In(t) < (b—1)In(t), carIn(t) > 0, donc 0 < t*~1 < =1
et enfin, comme (In(¢))* et e* sont positifs :

0 < (In(t)*t* e < (In(t))F ¥ et

Pour t < 1, on a In(t) < 0, donc on trouve 0 < t*~! < %=1 et enfin, comme
In(t)[* >0ete t>0:

0<|In(t)Ft" e~ < |In(t)[F o e
Soit g la fonction définie sur R* par :
In()[Ft*~Le™t sit>1
gt) =< |In(t)|Ftetet sit<1
0 sit=1.

L’intégrabilité de g n’est pas a priori évidente car les formules la définissant sont
compliquées. On peut résoudre ce probléme en cherchant simplement & comparer g a
des fonctions puissances.

En effet, si on a g(t) = f_om(tc) avec ¢ > —1 alors g est intégrable au voisinage de 0.

La condition t~°g(t) v 0 est équivalente & |In(t)[Fte—c~le~* v 0 en utilisant la
— —

formule définissant g(¢) pour ¢ € ]0, 1].
L’exponentielle tendant vers 1 en 0 il suffit d’avoir | In(t)[Fte—¢~1 v 0. Le théoréme
—

de croissance comparée des fonctions logarithme et puissance nous assure que c’est le
cas sia—c—1 > 0. Il suffit donc d’avoir ¢ < a—1 pour que g(t) = too(tc) quand ¢ tend
—

vers 0. Comme on veut ¢ > —1, on peut donc choisir n’importe quel ¢ € |-1,a — 1|,

par exemple le milieu de cet intervalle : § — 1.
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L’intégrabilité en +o0o peut étre examinée de fagon analogue a ceci pres que la condi-

tion pour que t — t¢ soit intégrable au voisinage de +oo est ¢ < —1.

Les calculs sont plus simples : on a toujours ¢~ “g(t) . —+> 0, quel que soit le réel c.
—+00

On peut donc par exemple prendre ¢ = —2 pour obtenir g(t) = 0 (t%) et donc
— 400

Iintégrabilité en +oc.

On a alors :
V(x,t) € [a,b] x RY, ’(ln(t))kta”_1 e < g(t)

avec g indépendante de z. Par ailleurs, g est intégrable sur R’ . En effet
e g est continue sur ]0, 1] et sur |1, 4o00[ et aussi en 1.
1—a/2 ; 4 _ 21
ot g(t) P 0 (par croissance comparée) donc g(t) tgo(tz ). Or

1

a a
t — tz~" est intégrable au voisinage de 0 car 5~ 1 > —1 donc g est

intégrable au voisinage de 0.

1
2 ; ; _
o t4g(t) v 0 (par croissance comparée) donc g(t) = 2% <t2)' Or

1
t— 7] est intégrable au voisinage de +o0o donc g est intégrable au voisinage
de 4o0.

Ainsi, I'hypothése de domination sur tout segment est vérifiée.
En conclusion, I" est de classe € sur RY et

“+oo
VkeN, VzeRy, TW(z)= / (In(t))Ft*~Letdt.
0

tzfl

2. Nous devons trouver une relation entre une intégrale faisant intervenir et une

intégrale faisant intervenir t*, ce qui suggere une intégration par parties.

x

t .
Les fonctions u : t — — et v : t > e~ sont de classe ¢! sur R% et vérifient
x
u(t)v(t) — 0 (car = > 0) et u(t)v(t) — 0 (par croissance comparée). Par
t—0 t—+o0

intégration par parties, on a donc

+oo ta: t=+o0 +oo tw
/ t*le7tdt = {et] —|—/ —e tdt.
0 xr =0 0 xXr

Ainsi I'(z) = iF(z +1).

Ceci étant établi, on tire ’équation de récurrence pour trouver la valeur de I'(n) :
Fn)=n—1)(n—-1)=n-1)(n—2)T(n—-2)=---=(n—1IT(1).
11 suffit alors de calculer I'(1) pour conclure.
Pour n € N* on a
I'(n) = (n—

DI(n—1)=(m—-1)(n—2)T(n—2) == (n— DIT(L).
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D’autre part,

() = /+OO e tdt=1.
0
donc I'(n) = (n — 1)L

Exercice 11.8 : Une formule d’Euler ~

n t p
Pour n € N*, p e N et x € R} on pose I, p(x) = / et <1 - —> dt.
0 n

1. Justifier I’existence de ces intégrales.
2. Calculer I, o(z).
3. Donner, pour p > 1, une relation entre I, ,(x) et I, ,—1(x + 1); en déduire
lexpression de I,, ,(z) en fonction de n, p et « mais sans intégrale.
4. Montrer que :
. n*n!

W oS s OO prprapey

la fonction I' ayant été définie a ’exercice 11.4.

1
5. En déduire, a l'aide de la formule de Stirling, la valeur de I" <§>

=I'(2),

1. La fonction intégrée est toujours continue sur |0, n] (et méme en 0 si x > 1). En 0,
nous avons un équivalent simple.

Fixons deux entiers n > 0 et p > 0 quelconques et un réel x > 0. La fonction

t p
up:tr—>t"”71 <1>
n

est définie et continue sur ]0,n]. De plus up(t)twot“:*l, et comme z — 1 > —1,
—

cette fonction est intégrable sur [0,n] par le critére de Riemann.
Ainsi u,, est intégrable sur |0, n] et I, ,(z) est bien définie.

2. Ce cas est élémentaire car on doit intégrer une simple fonction puissance.

xT

t
Comme z # 0, une primitive de ¢ — t*~1 est t — —. Ainsi, pour tout n € N* :
T
n tx n x
Ino(z) :/ o= hdt = [} -
0 X 0 X

3. Une comparaison des expressions de I, ,(z) et I, ,—1(x + 1) montre que les seuls
éléments qui différent sont les puissances intervenant dans la fonction intégrée.

Nous allons pouvoir intégrer par parties pour faire apparaitre t* & partir de t*~! (en

primitivant) et (1 — %)p_l a partir de (1 — %)p (en dérivant).
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@ Dans le calcul de la dérivée, nous avons affaire a une fonction de la
forme uP donc la dérivée est puP~'w’. Il ne faut pas oublier v/, qui ici
est la constante —1.

t p
En intégrant par parties, les fonctions ¢ — t* et t — (1 - ) étant de classe
n

€1, il vient

n L t P
I, = [ #{1-=) at
7p(33) /0 ( n)
t t\"1" n o 1 t\?!
) B
x n o 0 n n
n t p—1
=L [ (1—) dt
nz J, n
P
= —I,,- 1).
nz P 1(r+1)

Si p > 2, on peut appliquer encore une fois la formule précédente :
P p p—1
I =Ly, 1:(4) P N Lya(z +2).
np(2) P 1(z+1) o (n(:c+1)> np—2(7 +2)
En répétant p fois ceci on aura la formule :

L) = () (nijl» " (n(x ;p _ 1)> Lno(z +p)

p! nxtp
= X
nP(z(z+1)---(z+p—1) w+p

pln®
z(z+1)--(z+p)

Si 'on voulait étre parfaitement rigoureux il faudrait vérifier cette formule par récur-
rence, mais ce n’est pas la difficulté de la question.

4. Sans surprise ’expression trouvée précédemment ressemble a celle qui intervient
dans cette question qui concerne le cas particulier p = n; plus précisément, il est
demandé ici de montrer que lim I, ,(z) = I'(z).

n—-+oo ?

n t n
Onal, ,(z) = / 7t (1 - ) dt. L’emploi du théoreme de convergence dominée
0 n

semble s’imposer mais il y a une objection de taille : les bornes de I'intégrale dépendent
elles aussi de n. Il va donc falloir travailler un peu cette expression pour appliquer le
théoreme.

Pour éliminer n des bornes de I'intégrale afin d’appliquer le théoréme de convergence
dominée il existe une méthode efficace consistant a prolonger la fonction par 0 sur
RJ’_.
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Plus précisément, on peut écrire

Lon(z) = /0" a1 (1 — i)n dt = /O+Oo fn(t)dt

ou la fonction f, est définie par

Falt) = {t“ (1-%)" sit<n

0 sit>n

Cette derniere expression peut étre écrite plus clairement sous la forme

t n
) = a1 1)
n
ol Xy, est la fonction indicatrice de lintervalle [0, n).
Vu sous cette forme il est clair que f;, est continue par morceaux car X, l’est.
Maintenant nous pouvons tenter d’appliquer le théoreme de convergence dominée a
la suite de fonctions (f,,)nen : I'intervalle d’intégration est bien fixe!
Pour appliquer ce théoréme, il faut tout d’abord vérifier que les fonctions f, sont bien
continues par morceaux et intégrables sur R .

Pour n € N* et t € RY on pose

) =t (1= 1)

n
ol Xy, est la fonction indicatrice de I'intervalle [0, n].

Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux sur R} comme produit de
fonctions continues par morceaux.

: - : t\"
Par ailleurs, nous avons vu précédemment que la fonction t > t*~1 <1 - —
n

est intégrable sur [0,n]; f, est donc intégrable au voisinage de 0.

Enfin, f, est nulle au voisinage de l'infini donc f,, est intégrable au voisinage
de l'infini.

(fn)nen+ est donc une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables
sur R% .

Ensuite, il faut étudier la convergence simple de la suite de fonctions de terme géné-
ral f,.

t n
Rappelons que la limite de <1 — > quand n tend vers +oo se retrouve aisément
n

en passant au logarithme :

o((-2))-ne(1-2)

Comme n tend vers 400, on peut utiliser I’équivalent In(1 —|—h)h~0h quand h tend vers
—

0 pour trouver la limite cherchée. Apres calculs, on trouve que (1 — i)n — et

n n—-+oo
I Fixons un réel positif ¢. Alors :
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e d'une part, xn(t) oy 1, car xn(t) = 1 si t < n et est donc constante 3
n—-+0o00

partir d'un certain rang (par exemple 1+ [¢]);

n

e d'autre part, t*~ 1 (1 - — — t* et En effet, on a successivement,
n n—-+oo

en utilisant I'équivalent In(1 + h)hwoh quand h tend vers O :
—

1n(<1—t>>:nln(1—t> ~ n<—t> ~ —1
n n n—-+oo n n—-+oo

et donc, I'exponentielle étant continue :

¢ n
(1 - > — e !
n n—-+oo

o1 (1 — t)n — T le .
n n——+oo

Ainsi, la suite de fonctions (f,,)nen+ converge simplement sur R vers la fonc-
tion t > t*"le .

soit enfin

Ceci est un bon point : si on peut intervertir intégrale et limite nous retrouverons
bien l'intégrale définissant la fonction I'.

Reste I'hypothese de domination : nous devons trouver une fonction g, intégrable sur
R, telle que | f, ()| < g(t) pour tout n € N* et ¢t € R* . Notons déja que les fonctions
fn sont positives.

La difficulté, pour majorer indépendamment de n, vient du facteur (1 — %)” Pour
cela, reprenons le calcul de la limite ; nous avons seulement montré que nln(1l — %)
tend vers —t quand n tend vers +oo alors qu’on peut dire mieux grace a I'inégalité
de convexité classique : In(1 4+ k) < h pour tout réel h > —1. Cette inégalité traduit
le fait que la représentation graphique du logarithme est situé sous sa tangente en 1,
conséquence de sa concavité due a sa dérivée seconde négative en tout point.

@ Attention, ceci n’a de sens que si t < n, afin d’avoir h > —1 et donc
que le logarithme ait bien un sens!

Nous allons donc étre confronté a une deuxieme difficulté : passer d’une majoration
sur ]0,n[ a une majoration sur R .

t
2 Soient n € N* et t € ]0,n[. Avec h = —— € ]—1,0[ il vient, par concavité du
Z n

logarithme,
t t
In (1 — ) < ——
n n

nln (1—t> < —t
n

d’ou, comme n > 0,
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et enfin, par croissance de |'exponentielle :

¢ n
<1 - n) < e_t.

Comme la fonction f,, est nulle sur [n,+oo[, la majoration précédente reste
vraie pour t > n. On a donc
Vne N, VteRY, |fu(t)] <t e

La fonction ¢t — t*~le™* étant indépendante de n et intégrable sur R% on a,
d’'apres le théoreme de convergence dominée :

“+o0 +oo
lim fn(t)dt = / t* et dt.
0

n——+00 0

Or, pour n € N*, on a

“+o0 n o t n
/0 fn(t)dt:/ot 1<1—n) dt = I, n(z).

En utilisant I'expression de I, ,,(z) établie a la question 3, on en déduit que

=TI'(z).

nln®

i
n-rtoo o(z + 1) -~ (z + )

5. Il n’y a qu’a substituer % a z dans la formule précédente. La limite obtenue fera
intervenir n! mais aussi le produit % X % X oo X 2”2+ L qui peut sécrire & laide de

factorielles.

On a, d'aprés ce qui précede :
1 1/2

r(-)= lim nin
2 _"_)+°°%(%+1)"’(%+n)'

Pour simplifier le dénominateur, on peut factoriser % dans chaque terme. Pour passer
du produit d’entiers impairs successifs ainsi obtenu & une factorielle, il suffira de
multiplier par un produit d’entiers pairs. Enfin, un produit d’entiers pairs peut se
simplifier en factorisant 2 dans chaque terme.

Nous avons
1/1

2<2+1>...<;+n) :2n1+1(1><3><-..><(2n+1)).

(2x4x--x(2n) x(1x3x-x(2n+1))=2n+1)

Or

et
2x4x--x(2n)=2"(1x2x---xn)=2"nl

On en déduit que
1/1 1 1 ~ (2n+1)!
et ) =




Analyse 247

et donc que

(1) <m0V

= lim
2 n—+oo  (2n+1)!

Enfin, pour déterminer la limite d’une expression comportant des factorielles, nous
pouvons utiliser la formule de Stirling.

D’une part, d'aprés la formule de Stirling,
nl~n"e "V2mn

donc
(n|)2 ~ 27Tn2n+1e—2n.

D’autre part, toujours d'apres cette formule, on a :
(2n + 1) ~(2n + 1) Fle= @t /o7 (20 4 1).

Nous avons

2n

1\*" 1
1+ — =exp|2nln |14+ — —e
2n 2n n— oo

V2120 + 1) ~Varn = 2¢/mn.

(2n + 1) = (2n + 1)(2n)?" <1 + 1> ' ~e(2n +1)(2n)*"

Car

et

Par conséquent
(2n 4+ 1) ~(2n + 1)(2n)*"e ™2™ 2¢/mn.
[l vient donc, en simplifiant avec soin les expressions :
(n!)2y/n 22+l 2rn2ntle=2n, /n22ntl 2n/m
(2n+1)! (2n 4+ 1)22"n2ne=2n2/tn  (2n+1)
et cette derniére expression tend vers /7 quand n tend vers +o0c. On en déduit
que

@ Par définition :
1

+oo )
T (—) :/ t~2e b dt.
2 0

Le changement de variable u = t2 donne alors

+oo
T <1> :2/ e du
2 0
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donc
e g 1
/ e ¥ du = —+/7.
0 2

On retrouve ainsi l'intégrale de Gauss, calculée par une autre méthode
dans l'exercice 11.11.

Exercice 11.9 : Transformée de Laplace du sinus cardinal

in(¢
On pose, pour ¢t > 0, f(t) = %, et f(0) =1 (f est la fonction sinus cardinal,

que ’on rencontre en physique dans I’étude du phénomene de diffraction).
D’apres lexercice 11.4 on sait que f est continue, non intégrable sur R, mais

A
que / f(t) dt posseéde une limite finie quand A tend vers +oco. Le but de cet
0

exercice et du suivant est de calculer cette limite.
Pour x € R} on pose :

“+o0
o= [ e

1. Démontrer que ¢ est définie et de classe € sur R7.

2. Calculer explicitement (sans intégrale) la valeur de ¢'(z) pour tout réel z > 0.
3. Déterminer la limite de ¢ en +00; en déduire 'expression de p(z) sans inté-
grale pour tout réel > 0.

1. L’intégrabilité de la fonction est immédiate grace a l’exponentielle.

Vérifions que, pour tout réel z > 0 fixé, la fonction ¢t — e~ %! f(t) est intégrable
sur [0, +00].
Nous savons que, pour tout réel ¢, |sin(t)| < |¢| (il suffit d'appliquer I'inégalité

absolue par 1, entre 0 et t). Ainsi, |f(t)] < 1.
Etant donné que |f| < 1, on a |e™®*f(t)| < e~*!. La fonction ¢t — e~ %! est
intégrable sur [0, +oc[, car > 0, donc la fonction ¢ — e~** f(t) aussi, ce qui
montre que ¢(z) est bien définie pour tout réel x > 0.

On cherche ensuite a appliquer le théoreme de dérivation des intégrales a parametres.

@ Dans ce théoréme, il faut faire attention a dériver par rapport au pa-
rameétre (ici ) et non par rapport & la variable d’intégration (ici t).

des accroissements finis a la fonction sinus, dont la dérivée est majorée en valeur
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Notons u : (z,t) — e~ %t f(t). On vient de voir que pour z € R%, t > u(z,t)
est continue et intégrable sur R,. Pour t € R, x — u(x,t) est de classe ¢!
et on a P

%(e*“f(t)) = —te T f(t) = —e “'sin(t).

Cette fonction est continue par rapport a ¢ sur R.

Il ne suffit pas de montrer que cette fonction est intégrable pour tout z > 0 : pour ap-
pliquer le théoréme de dérivation des intégrales a parametres il faut encore la majorer
indépendamment de x par une fonction de ¢ intégrable sur [0, 4+o0].
Malheureusement, comme souvent, ce n’est pas possible : si une telle fonction A exis-
tait, on aurait, pour tout réel z > 0 et t € Ry : |[—e **sin(¢)| < h(t) d’on, quand z
tend vers 0 : [sin(t)| < h(t), ce qui contredit I'intégrabilité de h. La maniére usuelle
de contourner ce probleme est de montrer une domination locale, ici sur [a, +oco[. Au-
trement, dit, nous n’allons pas chercher une fonction h vérifiant |—e~* sin(¢)| < h(t)
pour tout réel x > 0 mais uniquement pour z > a.

Fixons un réel a > 0. Alors, pour tout réel x € [a, +-00[ : |[—e~ %! sin(t)| < e~
¢/

Or la fonction ¢ — e~ est intégrable sur [0, +oo[ et indépendante de z ; ainsi
nous avons la domination locale.

Enfin, pour x € R*, on a t = —(x,t) continue sur R, et dominée par une

fonction intégrable. C'est donc une fonction intégrable sur R .
Nous avons donc montré que ¢ est de classe ¢! (par le théoréme de dérivation
des intégrales a parameétre) sur R* et que pour tout z > 0 :

+00 +oo
o' (z) = /0 %(e_“f(t)) dt = —/0 e !sin(t) dt.

2. Pour calculer I'intégrale d’un produit d’une exponentielle et d’une fonction circu-
laire on passe par les nombres complexes. Ici, on utilise sin(¢) = Im(e').

Rappelons que, si A est un nombre complexe de partie réelle strictement négative, la
1

X.
En utilisant la relation sin(¢) = Im(e'*), on a successivement
+oo +o0 ) oo
/ e “sin(t)dt = / e " Im(e") dt = Im (/ eli—o)t dt)
0 0 0
1 T+i 1
=Im " =Im = R
x—1 1+ 22 1+ 22

1
1422

“+o0
fonction ¢ — e* est intégrable sur R, et / eMdt = —
0

Ve e RY, ¢'(z) =
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@ Ce type d’intégrale peut aussi se calculer en intégrant deux fois par
parties, mais les calculs sont un peu plus longs. Il vaut mieux privilégier
la méthode ci-dessus.

3. On peut souvent étre tenté d’utiliser le théoreme de convergence dominée pour
déterminer la limite en +0o d’une intégrale a parametres. Méme si cela fonctionne
bien et est parfois nécessaire il est souvent plus rentable d’essayer une majoration
directe.

Nous avons vu que |f| < 1. On a donc

“+o00 400 1
p@l < [ lertsolars [ e tar=
0 0 T

‘ob I'on ti .0
d'ou I'on tire p(x) e 0

, 1 .
Par ailleurs, nous savons que, pour tout réel = > 0, @’(x) = — 1—1—72 Il existe
T
donc un réel K tel que :

Ve e RY, ¢(z) = K — arctan(z).
7r .
L'expression ci-dessus tend vers K — 5 quand z tend vers +o0o. Etant donné par

ailleurs que () tend vers 0 en +00, on en déduit que K = g d'ou finalement :

Ve e RY, o(x) = g — arctan(x).

Exercice 11.10 : Calcul de I'intégrale de Dirichlet N

A

On garde les notations de I’exercice 11.9. On pose £ = lim (@) de.
A—+oo Jo
1—e™"

1. Montrer que la fonction définie par g(2) = ———, pour = > 0, et g(0) = 1,
x

est de classe ¢! sur R..
2. Démontrer que ¢’ est intégrable sur R, .
3. Soient A et x deux réels strictement positifs. Montrer que :

/OAe"”tf(t)dt—/OAf(t)dt: — /OAxg(u)Sm (%) du.

4. Montrer que, pour tout réel x > 0 :

lp(z) — £ <= (1 + /;oo ' (u)| du> .

5. En déduire la valeur de 4.
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1. La fonction g est clairement de classe € sur R?* . Le seul probléme se pose en 0.
Par le théoréme de prolongement %!, il faut montrer que g est continue en 0 et que
¢’ admet une limite finie en 0.

La fonction g est de classe €' sur R?* , comme quotient de fonctions qui le sont
(le dénominateur ne s’annulant pas).
Par ailleurs, g admet une limite en 0. En effet, on a le développement limité :
e T=1—=z o (x). Ainsi, g(z) =1 o (1), c'est-a-dire g(x) — 1. On
+ o (2). Ainsi, g(x) = 1+ o (1) o) —
en déduit que g est continue en 0.

Pour étudier la limite de ¢’ en 0 nous aurons encore affaire & une forme indéterminée
mais, cette fois, avec 22 au dénominateur. Un développement limité & 'ordre 2 en 0
du numérateur permettra de conclure.

Un calcul élémentaire donne :
ze ™ —(1—e™7)

Ve eRY, ¢'(z)= 5

T
Utilisons cette fois-ci un développement limité a I'ordre 2 en O :
1
e =1—z+ -2 o (z%).

En ne retenant au cours des calculs que les termes de degré n'excédant pas 2 :

1 1
ze " —(l—e )=z -2 — (33 - x2> * Oo(xQ) = -2’ + o (27
z—>

2 2 z—0
d'ol ¢'(z) — 1
Par le théoréme de prolongement ¢!, g est ¢! sur R, (et ¢’(0) = 75)
@ Avec les séries entieres, on peut aller plus vite en montrant que
+oo
9(@) =D (n+ 1"
n=0

est de classe ¥ sur R comme somme d’une série entiere de rayon de
convergence infini.

2. Nous savons déja que ¢’ est continue sur R,. Pour montrer qu’elle est intégrable
sur R il suffit d’étudier son comportement en +o0o. Comme 'expression de ¢’ fait
intervenir des polynémes et des exponentielles on peut chercher & comparer g’ & des
fonctions puissances.

I La fonction ¢’ est continue sur R.
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On remarque que 2%¢'(x) = ze ™ — (1 —e™®) — —1; on a donc
r——+00

l¢'(x)] ~ —. D'apres le critére de comparaison avec les intégrales de Rie-
; 2
r—+oo

mann, ¢’ est donc intégrable au voisinage de +oo.
Par ailleurs, ¢’ est continue en 0 donc intégrable au voisinage de 0.
Ainsi, ¢’ est intégrable sur R, .

3. Sachant que f(t) = % on a

(@ =17 = (et - 2,

L’argument de 'exponentielle étant ¢, nous pouvouns faire apparaitre g(xt) en écrivant

in(t -t 1
(e — 1) x s”;( ) _¢ —— xasin).

On a successivement, par définition des fonctions f et ¢ :
A A A
/ e "L f(t)dt f/ f(t)dt :/ (e™™ —1)f(t)dt
0 0 0

_ /0 atg(xt) f(£) dt

A
:/ —zg(xt) sin(t) dt.
0

Enfin, pour avoir g(u) plutét que g(xt) dans U'intégrale, il suffit de poser u = xt, soit

t = = ceci est licite car z # 0. Les bornes 0 et A deviennent alors 0 et Ax et dt = %.

Effectuons le changement de variable affine u = xt. Il vient :
A Az U
/ —zg(xt)sin(t) dt = 7/ g(u) sin <7) du.
0 0 €z

4. 1l faudra faire apparaitre des intégrales de 0 & +o0o : pour cela, nous pourrons
chercher a faire tendre A vers +oo dans le résultat précédent. En effet, le membre
de gauche de I'inégalité de la question précédente tend, par définition, vers ¢(x) — ¢
quand A tend vers +oo.

Le résultat souhaité est exprimé a 'aide de ¢’ et non de g. Pour faire apparaitre une
intégrale faisant intervenir ¢’ & partir d’une intégrale faisant intervenir g, l'outil le
plus évident est I'intégration par parties.

@ Il faut étre prudent sur les noms de variables. Ici, nous effectuons une
intégration par parties sur une intégrale d’une fonction de variable w.
La lettre x désigne ici une constante !
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¥

Soit A > 0. Les fonctions g et v : u — x cos (E) sont de classe ¢! sur [0, A]
x

(par la question 1 pour g). Une intégration par parties donne donc
Az Ax Ax
/ g(u) sin (E> du = {— xg(u) cos (u)} + :r;/ g'(u) cos (E) du.
0 x T 0 x
Ax

Or
{ 2g(w) cos (Z)] ma- zg(Ax)cos(4) — .

0

puisque g(y) — 0.

Yy—r+0oo
Ainsi, on a, avec la question précédente,

/OA e Lf(t)dt — /OA f(t)dt

D’autre part ¢’ est intégrable, donc la deuxiéme intégrale admet une limite finie
quand A tend vers l'infini.
Au final, nous avons, en faisant tendre A vers +o0, :

lp(z) — 4| < = (1 + /O+OO |g'(u)|du> .

Ax
< |z — 2g(Az) cos(A)| + :C/ lg’ ()] du.
0

C’est parce que g’ est intégrable sur R, que l'intégrale de |g'(u)| existe
et est finie. Cette propriété de ¢’ est donc essentielle pour conclure.

5. La question précédente montre que ¢ tend vers £ en 0. Par ailleurs, on connait
Pexpression de () pour z > 0 d’aprés l'exercice précédent ; il ne reste qu’a combiner
ces deux résultats.

D’aprés la question précédente, il existe une constante M telle que, pour tout
réel z > 0, |p(z) — £| < Mz. En particulier, p(x) — L.
T—r
Par ailleurs on sait d'aprés I'exercice précédent que, pour tout réel =z > 0,
ks
o(z) = = —arctan(x). On a donc p(z) — —.
2 z—0 2
Par unicité de la limite il vient :

+oo i
/ sin(t) .
0 t 2
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Exercice 11.11 : Intégrale de Gauss ~

Pour tout réel positif z on pose :

z 2 2 1 e_z2(1+t2)

1. Montrer que f et g sont bien définies et calculer leur dérivée. On ne cherchera

pas a calculer les intégrales qui interviendront.
2. Montrer que, pour tout réel positif z, f(z) + g(z) = T

4
3. Déterminer la limite de g en +oco.

+o00o
4. En déduire la valeur de I'intégrale de Gauss / e dt.
0

1. Commencons par 1’étude de la fonction f.

Il ne faut pas aller trop vite : f n’est pas une intégrale & parametre! En effet, la
variable x apparait dans une borne de I'intégrale et non dans la fonction de ¢ qui est
intégrée.

En fait, f est tout simplement le carré d’une primitive de t — et

Soit F' la primitive sur Ry nulle en 0 de la fonction ¢ — e=t*. Alors :
Ve eRy, F(z)= / et dt.
0

De plus, F est de classe €' et
Ve eR,, Fl(z)=e .
Par ailleurs, f = F2. Ainsi f est de classe € et f' = 2FF’, soit

T
VeeR,, fl(z)= 2e_“’2/ et dt.
0

Continuons avec 1’étude de la fonction g
La fonction g, elle, est bien définie par une intégrale a parametre. Nous allons donc
vérifier les hypotheéses du théoreme de dérivation de ces intégrales.

Pour (z,t) € R4 x [0,1] posons
73v2(1+t2)

€
t) = ————.
o(x,1) e

(1) Soit z € Ry. L'application t € [0, 1] — ¢(x,t) est intégrable sur [0, 1]
puisqu’elle est continue et que toute fonction continue sur un segment
est intégrable.
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(2) ¢ possede une dérivée partielle par rapport a = et on a

dp(z,t) 2y
t)eR 1 —— =221 4+t°)—————
V(l’, )6 + X [07 L ox x( + ) 14 ¢2
= —2pe 2 (1HL),
0 t
(3) Soit € R,. L'application ¢t € [0,1] — dpla,t) est intégrable sur

ox

[0, 1] car elle y est continue et toute fonction continue sur un segment
est intégrable.

Ces premiers points sont en général faciles a vérifier : on traite séparément les variables
x et t. Dans les points 1 et 3, on se pose la question de I'intégrabilité d’une fonction
quand z est considérée comme une constante. Dans le point 2, on calcule une dérivée
partielle ; pour cela, c’est ¢ que I'on considére comme une constante pour dériver par
rapport a x.

Vient enfin le dernier point, essentiel pour appliquer le théoréme : 'hypothese de
domination.

Ici, comme 1+ #2 > 1, on a déja la majoration grossiére |—2z e~ (1+t)| < 24677",

@ On pourrait montrer que cette fonction est bornée sur R, donc majorée
par une fonction constante, intégrable sur le segment [0,1]. On peut
cependant aller beaucoup plus vite en ne regardant que la domination

locale.

Soit @ < b € Ry. On a, pour tout (x,t) € [a,b] x [0,1] :

0 t
‘@é? ) <2xe_‘r2 <2be_“2.

7a2

et la fonction constante 2be est indépendante de z, intégrable sur [0, 1].
Ainsi, la fonction g est donc de classe €' sur R, et

L op(x,t)
R "(z) = 2 dt
Ve eRy, g'(z) /o Ep

soit

1
Ve €Ry, ¢'(z) = / —2ge (0H) 4y
0

ou encore, comme x ne dépend pas de ¢

1
VeeR,, ¢(z)= fo/ e () gy
0

2. Pour montrer que la fonction f+ g est constante, il suffit de montrer que sa dérivée
est nulle. Pour cela, on peut se servir des calculs précédents. Le calcul de la valeur de
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cette constante pourra alors se faire en choisissant une valeur particuliére de x pour
laquelle les calculs sont simples.

Le probléme est que I'intégrale intervenant dans ’expression de f’ a pour bornes 0 et x
alors que celle de g’ a pour bornes 0 et 1. Nous allons donc effectuer un changement
de variable pour ne plus avoir que des intégrales sur un méme intervalle.

Pour cela, nous allons poser v = x t; il viendra dt = % et les bornes 0 et 1 devien-
dront 0 et x.

@ Pour effectuer le changement de variable u = xt, il est nécessaire de
supposer  # 0. Nous devrons donc traiter séparément le cas ou z = 0.

Fixons un réel = > 0 et effectuons le changement de variable affine uw = =t dans
I'intégrale précédente. Il vient successivement

g'(z) = —237/ e_’”2(1+(“/x)2)% =-2 / e e du
0 0

x
xT
_ 2 _ 2
:—2ex/e“du.
0

soit ¢’(x) = — f'(x). La fonction f+ g est donc constante sur R car sa dérivée
est nulle sur I'intervalle ouvert associé.

Il reste a déterminer la valeur de cette constante. Le plus simple est de la calculer en
évaluant f(z)+ g(z) en z = 0.

1
1 s
E ticuli = = 0 tandi = ——dt = —.
Ar.1 p-ar iculier, pour z = 0, on a f(0) = 0 tandis que g(0) /0 e )
insi :

Ve e Ry, () +g(@) = 7.

3. Dans l'intégrale qui définit g figure I’expression e‘“’z(l‘*‘t?), qui tend tres vite vers 0
quand x tend vers 400, quel que soit ¢. Ceci nous conduit a penser que g tend vers 0
en +o0o. C’est ce que nous allons montrer. A cet effet, il est possible d’utiliser le
théoreme de convergence dominée.

Méme si cette méthode fonctionne ici, on peut aussi chercher une majoration de g
par une fonction tendant vers 0 en +o0o. Ce procédé est d’ailleurs plus rapide et plus
simple.

e~ (1+t%)
On peut bien siir majorer B par 1, mais ceci ne donnera que g < 1. Nous
A 7 . — 2 .
allons donc étre plus précis en conservant le facteur e™® qui assurera la convergence

vers 0.

Soit z € Ry. De l'inégalité
1 ef:r2(1+t2)

0<glz)=| & "
9(z) /0 1+ 2
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. . 22 ez
on tire, en factorisant e™® dans |'intégrale :
)2
1 e_('Lt)

0< ()——l‘z/ dt
<glx) =e ; e .

Comme, pour tout (z,t) € Ry x[0,1], 0 < e~ (@)’ <let1+t2 > 1, l'intégrale
)

est inférieure a 1 et il vient 0 < g(z) < e ce qui montre que g(z) —+> 0.
T—r+00

4. Des deux questions précédentes on tire f(z) — 7. On ne peut pas immé-
Tr—+00

2
. S +oo 42 .
diatement en déduire ( [, e Cdt) = 7« encore faut-il auparavant s’assurer de

I’existence de l'intégrale dont la valeur est demandée.

La fonction h : ¢ — ! est continue sur R, et on a t2e~* S 0 par le
—+00

Lo . A g2 1 o
théoréme de croissance comparée. Ainsie™® = o — | et h intégrable sur
t—+oo \ 12

+oo
R.. Par suite, f admet une limite en +00 qui est (/ e_’“2 dt) )
0

D'autre part, on sait que f + g est constante égale a 1 et que g tend vers 0 en
) ™

+00. On a donc également lim f(z) = —.

T—+00 4

Comme la fonction t +—+ e~*" est positive, son intégrale de 0 & +oco I'est égale-

ment, d’'ou
+oo
s
/ e dt = £
0 2

Exercice 11.12 : Théoréme de d’Alembert-Gauss ~

Le but de cet exercice est de démontrer le théoreme de d’Alembert-Gauss : tout
polynéme non constant a coefficients complexes a au moins une racine complexe.
Nous allons raisonner par ’absurde : soit P = ag + - - - + a, X™ € C[X] de degré
n > 1 et supposons que, pour tout z € C, P(z) # 0.

Pour (r,t) € Ry x [0,27] on pose

2
p(r,t) = ﬁ et f(r) :/0 o(r,t) dt.

1. Démontrer que, pour tout réel A > 0, il existe un réel R > 0 tel que, pour
tout nombre complexe z de module supérieur ou égal & R, |P(z)| > A.
dp Oy

2. Calculer —— et —.
Calculer o et 5t

3. Démontrer que f est de classe €' et calculer f’.
4. Evaluer la limite de f en +o00 et conclure.
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1. Il s’agit ici de minorer le module de P(z), qui est défini par une somme ; nous allons
utiliser 'inégalité triangulaire. En effet, cette inégalité permet souvent de majorer une
somme mais aussi, par un jeu d’écriture, de la minorer. La forme classique

la 4+ b| < |a| + [D]

donne une majoration de la somme a4+ b. Si on écrit a = (a+ b) — b, on a également
la] = |(a+b) — b < |a+b| + |b], ot 'on déduit une minoration de la somme. Nous
allons 'appliquer avec a = a,,2" et b = P(z) — a,,2™ pour minorer |a + b| = |P(2)|.
En effet comme |z| est grand, c’est le terme a, 2™ qui sera le plus important.

Soit z € C. Isolons le terme de plus haut degré de P :
anz" = Z apz®

D'apres I'inégalité triangulaire

|anz" < |P(2)| +

E akz E akz

Nous avons ainsi la minoration

[P(2)| = |an2"| -

n—1
E aka
k=0

Pour conclure, nous devons obtenir une minoration de | P(z)| & partir d’une minoration
de |z|. L’expression précédente permet de le faire simplement. En effet, le module de
la somme apparaissant dans le membre de droite peut étre majoré par l'inégalité
triangulaire en fonction de |z|. La présence du signe — changera le sens de l'inégalité
pour en faire une minoration de |P(z)].

D’apres I'inégalité triangulaire

n—1
Z akzk
k=0

n—1
<D lawl |2
k=0

donc
n—1

n k
[P(2)] = lan] [2" = laxl 2"

k=0

Ce qui nous intéresse est |z| et non z lui-méme. Nous allons introduire une fonction
d’une variable réelle qui pourra s’étudier aisément par les méthodes générales.

Considérons la fonction polynomiale réelle @ qui, a un réel x, associe
n—1
Q) = lan| 2" = 3 lax|2*.
k=0

L’inégalité précédente peut donc s'écrire :
VzeC, |P(2)] = Q(Iz])-
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(@ est non constante (car n > 1) et son coefficient dominant est strictement
positif. Ainsi, Q(x) —Jr) +o00. En particulier, étant donné un réel A > 0, il
r—r 400

existe un réel R > 0 tel que, pour tout réel z > R, Q(z) > A.
Si z est un nombre complexe tel que |z| > R, on a donc |P(z)| = Q(|z|) > A.

2. Le calcul des dérivées partielles ne pose pas de difficulté particuliere. En effet,
les formules usuelles permettent de les calculer a partir des dérivées partielles de
(r,t) + P(re’). Ces dérivées partielles se calculent a partir de celles des fonctions
(r,t) = r¥el* avec k entier, dont P(re't) est combinaison linéaire.

@ Il faut faire attention au terme k& = 0. En effet, sa dérivée est nulle, mais
0 : .
sion écrit — (r¥elft) = krh—leikt

-
k=0etr=0.

Pour k> 1, r € Ry et t € [0,27], on a

9 . . . .
—(akrkelkt) — kak,r,k—lelkt — elt(k ak(re‘t)k_l)

or

tandis que cette dérivée est nulle pour kK = 0. On en déduit

cette expression n’est pas définie pour

%(P(reit)) = el (kap(re’)" 1) = e P'(re').
k=1

Enfin, d'aprés la formule de dérivation de I'inverse :
dp(rt) _ S(P(ret) _ P/(ret)

or P2(reit) — P2(peit)

Pour la dérivée partielle par rapport a t, les calculs sont similaires. Nous allons a
nouveau faire apparaitre le terme k ay(re'*)*~! pour obtenir P’(re't) dans le résultat
final.

Pour k > 1,

P . . . .
a(akrkelkt) =ik apr’e*t = ir ek ak(re”f)k_1
d’ou
0 ) n ) . . .
E(P(re‘t)) = Zir ek ag(re)* 1 = ir el P (relt).

k=1
Il vient enfin, d'aprés la formule de dérivation de |'inverse
dp(r,t)  ireP'(re')
a P2(relt)

0 0
On remarque une relation simple entre ces dérivées partielles : % _ ¥

at = 17"5.
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3. Il reste désormais a utiliser le théoreme de dérivation des intégrales a parametre.
Certaines hypotheses de ce théoréme sont faciles a vérifier, ’hypothése de domination
étant parfois plus technique.

Tout d'abord, pour tout € R, la fonction t — ¢(r, t) est intégrable sur [0, 27].

En effet, cette fonction est continue sur [0, 2] car elle est obtenue par combi-
naisons linéaires, produits et quotients 3 partir de la fonction ¢ — rei’ qui est
continue. De plus, toute fonction continue sur un segment est intégrable.

0
Ensuite, pour t € [0,27], r — o(r,t) est de classe €' sur Retonat — a—(p(r, t)
r

continue sur [0, 27] d'aprés la question précédente.

Il reste a vérifier I’hypotheése de domination, c’est-a-dire obtenir une inégalité de la

forme Dol 1)
p(r,t
— 7K
‘ o ‘\h(t)

valable pour tout r € R et ¢ € [0, 27| avec h intégrable sur [0, 27].

Rappelons qu’il suffit d’avoir une domination locale (c’est-a-dire pour r dans un seg-
ment de R) et que toute fonction constante est intégrable sur [0, 27].

On a obtenu précédemment :

dp(r,t) elt P’ (reit)

ar — P2(reit)
Il n’est a priori pas évident de majorer ceci indépendamment de r. Cependant, si on
se limite a des valeurs de r dans un segment S, la situation est plus simple. En effet,
S x [0, 27] est une partie compacte de R? et toute fonction continue sur un compact
est bornée ; comme 2% est continue sur S x [0, 27], elle y est bornée et on obtient le

résultat souhaité.

N 0
Enfin, fixons un segment S C R.. L'application T;p est continue sur S x [0, 27]
r

car elle est obtenue par combinaisons linéaires, produits et quotients a partir de
la fonction ¢ — re'* qui est continue. De plus, S x [0,27] est compact. Ainsi,

gﬁ est bornée sur S x [0, 27], c'est-a-dire il existe un réel positif M tel que
r
Op(r,t
Y(r,t) € S x [0,2n), % < M.

La fonction ¢t — M est indépendante de r, intégrable sur le segment [0, 27]

0 o N N .
donc it vérifie I'hypothése de domination sur tout segment inclus dans R, .

or
Ainsi, la fonction f est de classe € sur R, ; et on a
27
0 t
VreRy, f(r) :/ 9 ) 4.
0 87'

Cette intégrale n’est pas, a priori, aisée a calculer : on intégre par rapport a ¢ une
dérivée partielle par rapport a r. Cependant, les questions précédentes donnent une
relation entre les dérivées partielles de .
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Les calculs précédents montrent que

Y(r,t) € Ry x [0,2n], dp(r, 1) _ ir&p(r, t).

ot or
Ainsi, pour r > 0, on a
, 1 /2” Op(r, t)
= — dt
F) ir J, ot ’

£ = 3 [t t)]t_% 0.

t=0

@ Etant donné quil y a deux variables, il est préférable de préciser par
rapport a quelle variable est calculé le crochet en écrivant ¢ = 0 et
t = 27 plutdt que simplement 0 et 2.

@ La division par r oblige a supposer r # 0. Cependant, f étant de
classe ¢!, on peut en déduire la valeur de f’(0) par passage a la limite.

| J" est donc nulle sur R* . Comme f est de classe €1 sur Ry, f’ est continue

sur Ry donc f’ est en fait identiquement nulle sur R .

4. Quand r est grand, re' est aussi grand car son module est r, donc, d’apres la
premiére question, P(re'!) est grand et I'intégrale de son inverse, c’est-a-dire f(r),
petite. On s’attend donc a ce que f tende vers 0 en +o0.

Fixons un réel ¢ > 0. Nous souhaitons majorer |f| & laide de ¢ donc nous pouvons
chercher & minorer | P(z)| & I'aide de 1. Pour cela, on peut utiliser la premiére question
avec A = %

Soit un réel € > 0. D’aprés la premiére question appliquée 3 A = — il existe un
€
1
réel R > 0 tel que, pour tout complexe z tel que |z| > R, |P(z)| > —
€
En particulier pour tout réel » > R et tout réel ¢, on a |re‘t| =r > R et donc

. 1 1
P(re')| > = soit enfin ————— < e.
| ( )’ - |P(Telt)‘ =~
Cette inégalité étant vraie pour tout réel ¢ on obtient, en intégrant de 0 a 27 :

2m 1
————dt < 27e
/0 |[P(ret)]




262 Chapitre 11 Intégration

et donc
21 1 2 1
= —dt| < ———dt < 2me.
1OI= |, oy ] <, ey <27
En résumé : pour tout réel € > 0, il existe un réel R > 0 tel que, pour tout réel
r > R, onalf(r)| < 2ne.

Autrement dit, par définition de la limite, f(r) = 0.
100

Par ailleurs f’ = 0 donc f est constante : ainsi, f = 0. Il reste & voir en quoi ceci
constitue une contradiction.

Nous venons d’étudier f au voisinage de +o0o. La situation en 0 est facile a étudier
car f(0) peut se calculer simplement.

Par ailleurs, nous avons vu précédemment que f est dérivable sur R et que sa
dérivée est identiquement nulle; ainsi f est constante sur R, .

Comme f tend vers 0 en +00 et est constante on en déduit qu’elle est identi-
quement nulle. Cependant

ELE | o
10 = [ 5574 = 55y

ce qui constitue une contradiction manifeste avec le point précédent.

Ainsi notre hypothése de départ, a savoir que P ne possédait aucune racine
complexe, est fausse.

Nous avons donc démontré que tout polynéme non constant a coefficients com-
plexes posséde au moins une racine complexe.
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Equations différentielles 1 2

Exercice 12.1 : Variation des constantes ~
Résoudre sur I =] — 1, 4+o0[ I’équation différentielle :
(E) "o +y= 2e”
Y yry= (z+1)3
@ L’équation donnée signifie, plus rigoureusement
2e”
/! / —
Veel, y'(z)—2y(z)+y(z)= @13

mais les équations différentielles seront toujours données sous la forme
de I’énoncé.

C’est une équation différentielle linéaire du second ordre. On commence donc par
résoudre I’équation homogene associée. Comme les coefficients sont constants, on va
considérer I’équation caractéristique (méthode de premiere année).

Comme les coefficients de I'équation homogeéne sont constants, considérons
I'équation caractéristique :
2 —2r+1=0=(r—1)>

Elle admet 1 comme racine double. La solution générale de I'équation homogene
s'écrit donc :
yrx— Az 4 p)e” (\, p) € R?

Pour résoudre I’équation (E), on peut utiliser la méthode de variation des constantes.
On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme

y:x = AMx)xe® + p(x)e”
avec A et p deux fonctions dérivables deux fois sur I, vérifiant la condition

Ve el, N(z)ze® + u'(z)e”.
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Pour x € I, on calcule alors

= Ax)(e® +xe®) + p(z)e”

et

= \(x)(2e” + ze”) + p(x)e” + N (x)e”
En reportant dans (F), il vient

Y (@) = N (@)ae” + A(2)(e” +ae”) +  (2)e” + p(a)e”

y' (1) = X (@)(e” + 2e”) + M) (26" + 26%) + 1/ (2)e” + p(a)e”

Une solution particuliére de (E) est donc

- . —x 2z +1 .
x = Max)ze® + pu(x)e _((x+1)2+(x+1)2>e =

et la solution générale de (F) est

1 T 2
xH(M+Ax+u)e, (A p)eR

Exercice 12.2 : Utilisation d’un changement de fonction

1. Résoudre I’équation différentielle :
(B) (+a)y" -2/ +(1-2)y=ze ™

sur un intervalle ne contenant pas x = —1.
On pourra poser y(z) = u(z) e”.

2. Etudier le prolongement éventuel & R.

2e”
@r1? y'(z) — 2y (z) + y(z)
= \x) (2" + ze”) + p(x)e” + N (x)e”
—2X\(x)(e” 4+ x2e”) — 2u(x)e” + A(x)ze® + u(x)e”
= N (z)e”
2
Ainsi X (z) = I et y'(z) = —xN(2) = —ﬁ. Une primitive de )\’
se calcule facilement. Pour celle de i/, on constate que
(@) = — 26 2 2z
P vy T @ @re
On peut donc choisir
Atz — ! et — ! + 2 2o+ 1
X — 5 T — = .
(x+ 1) a @+1)? z+1  (z+1)p2

eI

z+1
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1. On effectue le changement de fonction proposé par I’énoncé. En dérivant deux fois
la relation proposée et en reportant dans ’équation, on espere trouver une équation
plus simple.

Si y est une solution de (E) sur I'intervalle I =] — oo, —1[ ou | — 1, +0o0], on

pose u : & — e y(x). u est deux fois dérivable comme produit de fonctions
qui le sont, et pour z € I, on a y(x) = u(x)e®. En dérivant, on obtient :

y'(z) = v/ (z)e” + u(z)e”

Y (z) = v (z)e” + 2u'(z)e” + u(z)e”.
En reportant dans (E), on obtient alors

re™ 2 = (1 + 2)(u"(x)e” + 2u'(x)e” + u(x)e®) — 2(u'(x)e” + u(x)e®)
+ (1 — 2)u(x)e”
= ((1 + 2)u" (x) + 2zu' (x))e”

L'équation différentielle (E’) que nous venons d’obtenir est linéaire d'ordre 1

par rapport a la fonction u'(x) et a coefficients continus. Pour la résoudre on
va avoir besoin d'une primitive de

2 1)—-1 2
1+ 1+ l1+z

qui est x — —2z + 21n(|z + 1]).

Comme on ne sait pas si z + 1 est > 0 ou < 0 (puisqu’on fait le
méme raisonnement que I soit | — oo, —1[ ou | — 1, +-o00]), il faut prendre

2 — In(|z 4+ 1|) comme primitive de x — x+—1

Sur I, la solution générale de I'équation homogéne associée a (E') est :
x> Aexp (=22 + 2In |z + 1|) = A(z + 1)%e™ 2, A eR.

On utilise ensuite la méthode de variation de la constante en cherchant une
solution particuliére de la forme x +— A(x) (z + 1)%e 2%, avec A dérivable sur I.
En reportant dans (E'), on trouve :

i —2x _ -2z ! — x — 1 — 1
N(z)(z 4+ 1) = ze ie. N(z)= CET SR CES iR
1 1

S 2(x +1)2°

On peut donc prendre \ : =z — ce qui donne comme

solution particuliére :
1 1
yp x> Mx)(z 4 1)%e 2 = (—x -1+ 2> e = — (x + 2) e 2",

On en déduit que v’ est de la forme

1
iz Mz 4 1)%e 2 — <x + 2> e 2%, AER.
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Par un calcul de primitives, qui se fait avec deux intégrations par parties (non
détaillé ici), on en déduit que u est de la forme

A 5 1
u:xr—>—§efzz <x2+3x+2)+u+x; e 2,

La solution générale de (E) sur un intervalle ne contenant pas —1 est donc de
la forme :

(A ) € R%.

1
T e (Am) e R

)\726 2 ) T
y:x»—)—ge x+3x+§ + pe® +

@ Il ne faut pas oublier la constante d’intégration (ici ) lorsqu’on intégre

la fonction w'.

2. Une solution sur R doit, en particulier, étre de la forme précédente sur chacun
des deux intervalles | — oo, —1[ et | — 1, 400][. Il reste & déterminer les conditions de
raccordement sur les constantes.

D'apres la question précédente, il existe des constantes Aj, p1, A2, uo telles
que :

A 5 1
Vr € ]—o0,—1[, y(x)= —?1 e <x2 + 3z + 2) + e + % e
A . 5 1 _
Vo e|-1,+o0], y(x)= —?2 e ” <x2 + 3z + 2) + poe” + 33—2k e ”
Le prolongement éventuel d'une solution de I'équation différentielle
— doit étre continu en x = —1, c'est-a-dire que lim y(z) = lim y(x),
z—(—1)" z—(—1)+
ce qui donne la condition :
A A
—Zl el + 1 el = —12 el + o e_l;
— doit étre deux fois dérivable en x = —1, ce qui est assuré par les conditions

suffisantes

lim ¢ (x)= lim ¢(2)

z—(—1)~ z—(—1)*t

1~ 1 — 1' 1
ey (z) p iy (z)

qui donnent (aprés calculs non détaillés ici) la méme condition que la conti-
nuité.

Il ne faut pas oublier de vérifier que le prolongement obtenu est au
moins deux fois dérivable, donc les conditions sur 3’ et y”.
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[l ne reste donc qu'une égalité a vérifier par les quatre constantes. Les solutions
prolongeables sur R sont donc les fonctions définies par :

A 5 1
Vo € ]—o0, 1], y(z)= —31 e ” <a:2 + 3z + 2) +pie” + % e "
A 5 1
Vo e]-1,+00], ylx)= —?2 e <x2 + 3z + 2) + poe” + x—2|— e
ol A1, p1, Az, ug sont des réels tels que
A A
_Zl el + (1 el = _Zz el + 2 e L.

Exercice 12.3 : Utilisation d’un changement de variable

On considere I'équation différentielle sur R :
(B) 2y +y=0.

En posant le changement de variable x = e, résoudre (F).

" J

Pour utiliser le changement de variable proposé en indication, il faut poser la fonction
z(u) = y(e*). Cette relation revient a y(x) = z(In(x)). On dérive deux fois et on
reporte dans (E) pour obtenir une nouvelle équation sur z.

@ Le fait de changer la variable change toutes les dérivées (via la formule
des dérivées composées). On ne peut donc pas changer x dans (FE)
directement.

Posons z : u — y(e"), dérivable deux fois puisque y I'est. Pour x € R*, on a
y(z) = z(In(x)), donc :

(@) = ~2(In(a))

/(@) = 7 (In(2) + —5"(In(a))

En reportant dans (E), on obtient alors :
2" (In(z)) — 2'(In(z)) + z(In(z)) =0

puis z est solution de 2" — 2/ + 2 = 0.

Il n’y a alors plus aucune difficulté : il s’agit de résoudre une équation différentielle
linéaire homogene du second ordre a coefficients constants, ce qui peut se faire en
cherchant les racines de I’équation caractéristique.

1l restera ensuite a revenir & la variable initiale, c’est-a-dire remplacer u par ln(z)
dans le résultat.
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"

Exercice 12.4 : Utilisation de séries entiéres (cas régulier)

En utilisant les séries entieres, résoudre I’équation différentielle :

sur |—1, 1[. On exprimera la solution générale & ’aide de fonctions usuelles.

L'équation caractéristique est 2 —r + 1 = 0.

V3

1
Elle posséde deux racines complexes conjuguées distinctes 3 + 17.
On en déduit que z est de la forme

Ziu— et/? {)\cos (‘fu) + psin (‘fu)] , (A, ) € R?

soit, en revenant a la variable initiale grice 2 la relation y(z) = z(Inz),

y:x /T [)\cos <\f ln(z)> + psin (\f ln(z)>} , (A p) € R?

(1—2%)y" —6xy —4y=0.

J

On suit 'indication de I’énoncé en cherchant une solution développable en série entiére.

+oo
Cherchons une solution sous la forme y :  — Y a, 2™, en supposant que cette
n=0

série entiére a un rayon de convergence R > 0. On peut alors dériver terme a
terme sur | — R, R[ et pour x €] — R, R|,

+oo —+oo
y'(z) = Znan " et 9y (z) = Zn(n —1a,z"2.
n=1 n=2
En reportant dans I'équation différentielle, on obtient :
+oo +oo + o0 400
0= Zn(n— 1) a,z" 2 — Zn(n— 1) an z" —6Znanx" —4Zanx"
n=2 n=2 n=1 n=0
+oo +oo
= Z(n+2) (n+1)apsaa"™ — Zn(n— 1) a, z"
n=0 n=2
+oo —+o0
—GZnanx" —4Zanx"
n=1 n=0
—+o0
= Z [(m+2)(n+ D apta— (n+1)(n+4)a,]a".
n=0

La série précédente a pour somme la fonction nulle si, et seulement si, tous ses
coefficients sont nuls. Il en résulte :
n+4

n—+ 2

Qn

Vn € N, Upy2 =
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avec ag et a; quelconques.

La relation de récurrence est d'ordre 2, en |'itérant un certain nombre de fois,
on tombera sur ag si n est pair, a; si n est impair.

On sépare donc le calcul de ag, et de agpyi :

2p + 2 2p—|—2>< 2p
a = a9y,—_o = a2p—
2p 2p 2p—2 2p 2p72 2p—4
2p+2)x---x4
= ... = = ]_
() x % 2 ap = (p+1)ao
et
2p+3 2p+3 2p+1
a2p+1:m02p—1:2p+1 X 2p_1(12p—3
(2p+3)x---x5 2p+3
== a; = a
2p+1)x---x3 3
d’'ou la forme de y
+oo a +oo
1
y(@) =ao Y (p+1)a + 2 (2p+3) 2™,
p=0 p=0

Le rayon de convergence de chacune des séries entieres est égal a 1 puisque

pour r € R%

Apyo ™2 n+4
A, T n+2

et par le critere de d'Alembert, chacune des séries converge si < 1 et diverge

sir > 1.

Le rayon de convergence R de la série représentant y(z) vérifie donc R > 1.

’ 7"2 T2

n—+oo

Il ne faut pas oublier de vérifier que le rayon de convergence obtenu
finalement est > 0, sinon les calculs effectués plus haut ne sont pas
justifiés.

Comme I'ensemble des solutions obtenues dépend de deux constantes réelles,
c’est un espace vectoriel de dimension 2 : on a ainsi toutes les solutions puisque
les deux séries entiéres ne sont pas proportionnelles.

Pour exprimer y a I'aide de fonctions usuelles, écrivons successivement :

p=0 p=0
_(l—x)—(—x): 1
(I-2)? (1-a)?
donc
+o00 1
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et
= = 2z T
> @2p+3)2? T = 2zu(a?) + Y 2 = (s + 3
p=0 p=0
_z(3—1?)
(1 —a2)2’
La solution générale dans I'intervalle |—1, 1] est donc :
A+ px (3 — 2?) 5
T, A p) € R
y:a (1= 277 (A )
!/
@ La notation (ﬁ) est abusive, mais bien pratique pour les calculs.

Exercice 12.5 : Utilisation de séries entiéres (cas singulier)

On considere 1’équation différentielle :
(E) xy’' +2y +42y=0.

1. Déterminer une solution ¢ de (E) non nulle développable en série entiére.
2. En posant y(x) = ¢(x)u(z), résoudre (E) sur un intervalle que l'on choisira.

1. On suit 'indication en cherchant une solution de (E) développable en série entiére.

+oo

Cherchons une solution sous la forme y :  — > a, 2™, en supposant que cette

n=0
série entiére a un rayon de convergence R > 0. On peut alors dériver terme a
terme sur | — R, R[ et pour x €] — R, R|,

—+00 +o0
y'(z) = Znan " ety (2) = Zn(n— 1) a, z" 2.
n=1 n=2
En reportant dans I'équation différentielle, on obtient :
+oo +o0 +o0
0= Zn(n— a,z"* +2Znana}"71 +4Zana:"+1
n=2 n=1 n=0
“+o00 +oo “+ o0
= Z(n +)napprz™ +2 Z(n +1)apyra™ + 42 Ayt 2"

n=1 n=0 n=1

“+o0

=2a; + Z [(n4+2)(n+1)aps1 +4an_1]2".

n=1
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La série entiere précédente a pour somme la fonction nulle si, et seulement si,
tous ses coefficients sont nuls. Ceci équivaut a :

—4
(n+ D "
Comme a; = 0, on montre par récurrence aisée que tous les asp; sont nuls.
Pour pe N, on a

ap=0 e Yn=>2, a,=

4 (—1)P4r

a = A9y — = —

P (2p+1)(2p) (2p+1)!

Les solutions de (F) développables en séries entieres peuvent donc s'écrire :

+oo
0 G = 52 gy
2p+1 2z = (2p+ 1)
5111(2 x)
2z

et la série écrite a un rayon de convergence infini, ce qui justifie a posteriori la
possibilité de dériver.

sin(2x)
2z

agp.

On choisit p(z) = (prolongée par continuité avec ¢(0) = 1) pour la

question suivante.

2. On doit ensuite faire le changement de fonction y(x) = u(m)% On doit donc
dériver deux fois cette relation, puis reporter dans (E) pour obtenir une équation plus
simple.

Si y est solution de (F), on pose u : z — y((a:)) Ceci nécessite de se placer sur
Y\

un intervalle oll ¢ ne s’annule pas. On choisit J = }O, 51

u est alors deux fois dérivable sur J comme quotient de fonctions qui le sont,
et pour x € J, y(z) = u(z)p(x). En dérivant, on obtient

y'(z) = u'(z)p(z) + u(z)¢'(z)
y'(z) = u"(2)p(x) + 20/ (2)¢ () + u(z)¢” (z)
En reportant dans (F), comme ¢ est solution, il vient
0 =" (2)p(z) + 2u' ()¢ (2) + u(@)¢"(2)) + 2(u'(z)p(2) + u(z)¢'())
+ dzu(x)p(x)
=" (2)zp(z) + u'(2) (224 (2) + 2¢(2))
+u(z)(z¢"(z) + 2¢' (z) + 4z (2))

() sin(22x) ol () (21: 2z cos(2:;l; sin(2z) N 231112(5@)

- %(Sin(Qx)u”(x) + 4 cos(2x)u’ (x))
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@ Il est plus astucieux de ne remplacer ¢ par son expression que lorsque
l'on a effectué les simplifications dans ’équation différentielle.

Par suite u satisfait I'équation (E') sur .J

(E')  sin(2z)u” + 4cos(2z)u’ = 0.
L'équation différentielle que nous venons d'obtenir est linéaire d'ordre 1 par
rapport a la fonction u’. Sa solution générale est
A
u' x> Aexp (—21n [sin(22)]) = ——, AeR.
sin®(2x)
Par un calcul de primitives, on en déduit que u est de la forme
A cos(2x)

: —
YT Y Sin(er)

(A p) € R%

@ 11 est nécessaire de se placer sur un intervalle ou la fonction z — sin(2z)
ne s’annule pas, sinon I’équation n’est pas résolue.

La solution générale de (E) sur J est donc :

sin(2x Acos(2x) + psin(2x
y:x— u(x) ;): ( )x,u ( ), (A, 1) € R?.

En fait la solution générale obtenue convient méme sur [ = Y.

Exercice 12.6 : Systéme différentiel d’ordre 2 (A diagonalisable)

Résoudre le systeme différentiel :

z! = bx — 2y + et
(5) {y’:—x+6y+t

" J

Il s’agit d’un systeme différentiel d’ordre 1 a coefficients constants. On va donner deux
méthodes pour sa résolution.

Le systeme (S) a pour écriture matricielle X'(¢t) = AX(t) + B(t) avec :

xo- (Z0). 4= (% B) « o= (%)

Le polyndme caractéristique de A est X2 — 11X + 28. Ses valeurs propres sont
donc A\; =4 et Ay = 7. Elles sont distinctes, donc A est diagonalisable.
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Les sous-espaces propres associés sont respectivement engendrés par V; = (2, 1)
et V5 = (1, —1) (calcul simple non détaillé ici). La solution générale du systeme
homogene associé est :

X it et <?) + pe™ (_11> , (\, ) € R?

» Méthode 1 : Variation des constantes

Par la méthode de variation des constantes, on cherche une solution particuliere

sous la forme (:;Eg) = u(t)e" (?) + v(t)e™ (_11)

avec u et v deux fonctions dérivables sur R. En reportant dans le systeme (.5),

on obtient alors
/ at (2 / el 1Y) _ el
u'(t)e <1 +v'(t)e )=y

ce qui donne le systéme linéaire en w'(t) et v'(t) dont la résolution est immé-

diate :
et/ (t) + e’ (t) = e u'(t) = te Bt 4 liet
{ etu'(t) —e™'(t) = t = V(t) = %e*& — gte’”
En effectuant une intégration par parties, on obtient les primitives
1 1 1
s s e3t  pemAt -4t
" 9°¢ 12°° T .°
1 2 2
Cf s Bt 2T S Tt
v 8¢ Tt time
donc une solution particuliere est
5 t 11
w|? ol ¢ "1 302
t— u(t t =
u(t)e 1 +o(t)e 1 L, o5t o7

T18° T8 T4
puis en reportant, et en simplifiant, la solution générale de (S) est

5 1 11

b 2xet "o —e - —t— —
v ¢ preT T8 Tt T 302
5 97

R N S L AL
yrtmAem —pen mRe T’ T T

ol A et u sont des constantes réelles quelconques.

@ Il ne faut pas oublier de reporter ’expression de u et v obtenue dans x
et y.
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» Méthode 2 : Diagonalisation de A

Diagonalisons A dans la base des vecteurs propres déja écrits.
Ona A= PDP~! avec:

N S R
Le systeme (S) peut alors s'écrire :
X'(t) = PDP'X(t) + B(t)
c’est-a-dire, en multipliant 3 gauche par P! et en posant U(t) = P~1X(t) :
U'(t)=DU(t) + P"'B(t)
el +

Comme P~ 1B(t) = % (et _ Ztt) en notant U(t) = <Z§:;> on est conduit au
systéme :

W(t) = Au(t)+ 3 (' +1t)

V() = To(t)+ % (e" —2t)

Il s’agit de deux équations différentielles linéaires du premier ordre, dont la

résolution donne :
1 1 1
wit— ettt — Zef — (t—i—)

9 12 4
1 2 1
1 (A S PR
Vit e TR T < +7>
On en déduit la solution générale de (S) avec X (t) = PU(¢) :

5 1 11

b 20 et - et -

. ¢ haeT g Tt 302
1 5 97

b Ned _ et ot 2y 20
y ¢ THE TR TR T T

ol A et i sont des constantes réelles quelconques.

Exercice 12.7 : Systeme différentiel d’ordre 3 (A trigonalisable)

Résoudre le systeme différentiel :
S5/ = —x — 3y + 11z
(S) 5y’ = —10x + 5y + 10z
52/ =9z + Ty + z

" J

Il s’agit d’un systéme linéaire & coeflicients constants, de matrice A.

Si la matrice A est diagonalisable, la solution générale de (S) est donnée par une
formule du cours qui utilise les valeurs propres et les vecteurs propres de A.

Si A n’est pas diagonalisable, avec comme valeurs propres A\; d’ordre 2 et Ay d’ordre
1, on cherche & trigonaliser A, en utilisant la décomposition de F par le lemme des
noyaux.
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On A = Ker((A — MI3)?) @ Ker(A — \2I3) par le lemme des noyaux et le théoréme
de Cayley-Hamilton. Dans une base adaptée a cette décomposition, la matrice de A
est de la forme :

)\1 * 0
0 M O
0 0 A
(S) s'écrit X' = AX avec
1 -1 -3 11 x
A:g —10 5 10| etX=1[y
9 7 1 z

» Recherche des valeurs propres de A

Le polyndme caractéristique de A s'écrit :
—-1-5x =3 11

det(A — \3) = 53 —10 5—5A 10
9 7 1 -5\
1 —1—=5A -3 10 — 5\
= 195 —10 5—5A 0 C3+— C3+ (4
9 7 10 — 5A

) ~1-5) -3 1
=5:2=XN| ~10 5-5\ 0
9 701
~10—5) —10 0
(2-=))| —-10 5-5\ 0| Li+— Li—Ls
9 71

=2=M((=2-N01 -2 -4)
=—A=2)N+A=6)=—(A—2)(A+3).

Les valeurs propres de A sont donc : 2 (double), —3 (simple).

1

25

@ On vérifie que la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité
est égale a la trace de A, ceci permet de détecter une erreur de calcul.

» Recherche de ’espace propre associé a 2

Le sous-espace propre Es est I'ensemble des vecteurs (a, b, c) dont les compo-
santes vérifient le systeme :
—a—3b+ 11c = 10a
—10a + 5b + 10c = 10b
9a + 7b+ ¢ = 10c
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qui équivaut a b = 0 et ¢ = a. F> est donc la droite vectorielle qui admet pour
base V1 = (1,0,1) et A n'est pas diagonalisable.

» Recherche de V;

Pour obtenir la forme voulue pour la matrice semblable a A, il faut choisir V5
tel que f(V2) = V4 4+ 2V, (en prenant * = 1 par exemple). Les composantes
(a,b,c) de V5 vérifient donc le systéme :
—a—3b+1lc =5+ 10a
—10a + 5b + 10c = 10b
9a+ Tb+c =5+ 10c

qui donne b =2 et ¢ = a + 1. On peut donc choisir Vo = (0,2, 1).

@ Plutot que de chercher & déterminer 'espace caractéristique (qui est
Ker((A — 213)?)), il est plus simple de chercher le vecteur comme ci-
dessus.

» Recherche de I’espace propre associé a —3

Le sous-espace propre E_3 est I'ensemble des vecteurs (a, b, ¢) dont les compo-

santes vérifient le systéeme :

—a—3b+ 1lc = —15a
—10a + 5b + 10c = —15b
9a +T7b+c = —15¢

qui équivaut a a = b et ¢ = —a. F_3 est donc la droite vectorielle qui admet
pour base V5 = (1,1, —1).

» Réduction de A

Dans la base (V1, Vs, V3) I'endomorphisme f de R? représenté par A dans la

base canonique a pour matrice représentative :

2 1 0

R=10 2 0

0 0 -3
1 0 1
On peut donc écrire A= PTP 1 avec P= |0 2 1
1 1 -1

» Résolution du systéme

| Le systeme (S) s'écrit : X’ = AX = PTP~'X, soit en posant U = P~1X :
U' = RU.
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3%
En notant U = | uy | le systeme différentiel devient donc :
us
u) = 2uy + ug
uh = 2ugy
uh = —3us

En résolvant d'abord les deux dernieres équations, puis la premiére, on obtient :
up(t) = (K1 + Kot) e
us(t) = Ky e*
uz(t) = Kze 3!
ol (K1, Ko, K3) € R3, puis avec X = PU :
z(t) = (K1 + Kot)e® + Kge
y(t) = 2Koe* + Kge
2(t) = (K1 + Ky + Kot)e? — Kge ™t

@ Remarquez que 'expression de P! ne sert pas ici, il est donc inutile
de calculer cette matrice.

Exercice 12.8 : Limite d’une exponentielle de matrices

Soit A € #,(C). Montrer que exp(tA) o 0 si et seulement si toutes les
—+00

valeurs propres de A sont de partie réelle < 0.

Pour démontrer I’équivalence, on va montrer séparément les deux implications. On
commence par la plus simple : si exp(tA) — 0, on va avoir une information sur
t——+o0

les valeurs propres. En effet, en prenant une valeur propre (et un vecteur propre
x associé), comme z est vecteur propre de toutes les puissances de A, x est vecteur
propre de exp(tA), de valeur propre associée que l'on va calculer. En utilisant la limite
en +00, on en déduira que la valeur propre a une partie réelle < 0.

Supposons que exp(tA) — 0. Soit A une valeur propre de A, et x un vecteur
t— 400

propre (non nul) associé. Comme Az = Az, une récurrence aisée montre que
pour tout n € N, A"z = \"z. Ainsi, pour t € R,

+oo ,p +oo ,p

t t
exp(tA)x = Z ﬁA"x = Z ﬁ)\”x =My,
n=0 n=0
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La multiplication par le vecteur = étant continue, on a exp(tA)x t—+> 0, et
— 400

At

donc e™ — 0 (puisque z est non nul). Ainsi Re(\) < 0.
t—+o0

Pour l'autre sens, il faut obtenir A en fonction de ses valeurs propres. Sous forme
triangulaire supérieure, on ne sait pas calculer I’exponentielle de la matrice A. Il faut
donc utiliser le lemme des noyaux, pour se ramener a des sous-espaces ot A est somme
d’une matrice diagonale et d’'une matrice nilpotente.

Supposons que toutes les valeurs propres de A soient de parties réelles stricte-
ment négatives. Notons-les A1,..., A, (deux a deux distinctes). Le polynéme
caractéristique de A est de la forme

P

xa(X) =[x =)™

i=1
ol les m; sont les multiplicités des \;.
Notons £ = C™ et u I'endomorphisme canonique associé a A. Par le théoreme de
Cayley-Hamilton, x4 (u) = 0, puis, d'aprés le lemme des noyaux (les (X — ;)™
étant premiers entre eux deux a deux),

p
E =Ker(xa(u)) = @Ker((u — X\itdg)™).
i=1
Pour i entre 1 et p, E; = Ker((u — A\;idg)™) est stable par u, et I'endomor-
phisme w; induit par u s'écrit u = \;idg, +n,, avec n; = u — A\;idg, nilpotent.

Il ne faut pas oublier la partie nilpotente dans la décomposition de
I’endomorphisme induit par u sur FE;.

Dans une base adaptée a la décomposition précédente, la matrice de u est donc
D, diagonale par blocs, avec des blocs Ay, ..., A, de la forme A; = A1, + N;,
ol N; est nilpotente de taille m;. En calculant par blocs, on a

exp(tA4;) 0

exp(tD) =
0 exp(tAp)

et comme on a P € GL,(C) tel que A = P~1DP (par le théoréme de chan-

gement de base), pour n € N, A" = P~1D"P (par récurrence aisée) puis pour
teR

+oo +oo
" _ L _
exp(tA) = § mA =p! <§ :HD >P P~ lexp(tD)P.
n=0 n=0

[l faut donc montrer que exp(tD) t—+> 0, c'est-a-dire que pour tout i entre 1
—+00

et p, exp(tA;) t;)m 0, pour avoir exp(tA) tjm 0.
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Or,pouri € {1,...,p},ona A; = \;I,,+ N;, et ces deux matrices commutent,
donc (en notant p le plus petit entier tel que N} = 0)
T n
exp(tA;) = exp(thil,, +tN;) = exp(thil,,,) exp(tN;) = e Z ENZ”
n=0

— 400

p—1 tn
— et)\i Z 7N2:n 0
n! t
n=0

par croissance comparée, puisque Re(\;) < 0. Ainsi exp(tA) tj) 0.
—+0o0

Exercice 12.9 : Utilisation du Wronskien ~

Soit un réel a et une application f : [a,+o0[ — R continue et intégrable. On
considére I’équation différentielle :

(B) "+ fl@y=0.
1. Soit u une solution bornée de (E). Montrer que v’ tend vers 0 en +oo.
2. Montrer que (E) posseéde une solution non bornée.
Pour cela, on pourra raisonner par I’absurde et considérer le wronskien d’une
base de I’espace des solutions de (E).

1. v’ peut s’exprimer & I’aide d’une intégrale de u”, qui elle-méme s’exprime en fonc-
tion de f (qui est intégrable) et u (qui est bornée). C’est donc un bon point de départ.

On a u” = —fu. Cette fonction est continue (car f et u le sont). Ainsi, pour

x € [a, +oo],

@ Rien n’avait été précisé sur la continuité de u dans I’énoncé, mais une
solution de (E) est par définition au moins deux fois dérivable, sinon
u” n’aurait aucun sens.

Par ailleurs, u” est intégrable comme produit de la fonction intégrable f et de

la fonction bornée w. "

La fonction x € [a, +00[ — / u” (t) dt posséde donc une limite finie en +o00.
a
Ainsi, u/(x) posséde une limite finie quand x tend vers 4oc.

Nous obtenons une situation classique : sachant qu’une fonction admet une limite,
nous devons montrer que sa limite est nulle.
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Rappelons qu’il n’y a aucun théoreme général faisant le lien entre le comportement
en +oo d’une fonction f et de sa dérivée f.

@ Il peut arriver que f soit bornée, ou méme tende vers 0, mais que f’
. 2

ne tende pas vers 0 (par exemple, f(z) = ** pour z > 0), ou encore

que f’ tende vers 0 sans que f soit bornée (par exemple la fonction

logarithme).

Le résultat proposé ici est différent : sachant que u est bornée et que v’ admet une
limite finie, cette limite de u’ ne peut étre que 0.

Dans une telle situation il ne faut donc jamais se lancer dans des explications peu
rigoureuses qui sont toutes vouées a I’échec, mais revenir a la définition de la limite.

2; I Soit £ = lim wu'(z) et supposons ¢ > 0. Alors il existe un réel b € [a, +o0] tel

r——+00

que, pour tout réel t > b, v/(t) > =. Alors, pour x > b :

8ol s~

u(z) = u(b) +/b o' (t)dt = u(d) + (z — b)é

qui tend vers 400 quand = tend vers +o00, ce qui contredit le fait que u est
bornée.
Un raisonnement analogue montre qu’'on ne peut avoir ¢ < 0. Ainsi, £ = 0.

2. Le wronskien d’une famille de solutions (ug,us) de (F), défini par w = ujug —ujub,
posséde deux qualités :

e il vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre et, en particulier,
soit il est identiquement nul, soit il ne s’annule jamais (ce deuxiéme cas étant
équivalent & ce que (uq1,us) soit une base de I'espace des solutions de (E);

e son expression fait intervenir les fonctions u; et us ainsi que leurs dérivées. Dans le

cadre du probléme qui nous intéresse, nous avons une hypothese sur les fonctions
(bornées) et nous avons un résultat sur leurs dérivées (limite nulle en +00).

Nous allons donc pouvoir en déduire des propriétés de w.

Pour ces raisons, il est souvent intéressant d’étudier le wronskien pour déterminer des
propriétés de signe, de caractere borné ou des limites des solutions d’une équation
différentielle linéaire homogene du second ordre.

Soit (u1,u2) une base de I'espace des solutions de (F) et w son wronskien.

Alors w est dérivable comme combinaison linéaire et produit de fonctions qui le
sont et

/ 1 !, .7 " 1 "
w' = (ufug +ujuy) — (ujuh + vjuy) = ufus —uguy =0

car uf = —fuy et uf = — fuy. Ainsi, w est constante.
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Le wronskien est toujours constant quand I’équation différentielle linéaire du second
ordre étudiée n’a pas de terme en y’. Le calcul ci-dessus appliqué & une équation
générale de la forme y" + p(x)y’ + q(z)y = 0 montre qu’alors w’ = —p(z)w.
Maintenant que nous savons que le wronskien est constant, la premieére question nous
permet d’étudier son comportement en +o0.

Supposons que toute solution de (E), et donc en particulier u; et us, est bornée.
Alors, d'aprés la premiére question, u} et u} tendent vers 0 en +o0.

u)ug et ujuf, tendent aussi vers 0 en +0o comme produits d'une fonction bornée
par une fonction de limite nulle. Ainsi, w tend également vers 0 en 4oc.

w étant constante, ceci entraine w = 0.

C'est absurde, car le wronskien d'une base de I'espace des solutions ne s'annule
pas.

Ainsi, (E) posséde au moins une solution non bornée.

Exercice 12.10 : Zéros de solutions ~

On considere ’équation différentielle :
(E)  y'+ay +by=0.
sur un intervalle réel I, avec a, b continues.
1. Soit y une solution non nulle de (E). Montrer que ses zéros sont isolés.
2. Soient y et z deux solutions non proportionnelles de (E). Montrer que y et z
n’ont aucun zéro en commun.
3. Montrer que z s’annule exactement une fois entre deux zéros consécutifs de
Y.

1. On utilise ici I'unicité de la solution & un probleme de Cauchy : si x est un zéro de
y, on ne peut pas avoir y'(x) = 0, sinon y vérifie la méme condition initiale en x que
la fonction constante nulle, donc est nulle. Ainsi y'(z) # 0, ce qui permet de montrer
que y ne s’annule pas dans un voisinage de z (sauf en x).

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz (en particulier I'unicité de la solution

@ a un probléme de Cauchy), a beaucoup d’applications théoriques.
Attention cependant, une condition initiale est la donnée de y et de 3/
au méme point.

Soit € I un zéro de y. Supposons avoir y'(x) = 0. Alors y est une solution

de (E) vérifiant y(x) = ¢/ (x) = 0, comme la fonction constante nulle. Comme
(E) est linéaire et résolue, il y a une unique solution a un probléme de Cauchy
donné, donc y est la fonction constante nulle.... exclu par hypothese !
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Ainsi y'(z) # 0. On a alors y(t)tw y'(z)(t — ), donc y ne s’annule pas au
—T

voisinage de x (sauf en x). Ainsi les zéros de y sont isolés.

2. Pour tester si deux solutions sont proportionnelles ou non, on utilise le wronskien.
Il a la propriété d’étre toujours nul, ou jamais.

Notons w(x) = y(x)z’'(z) —y'(x)z(x) le wronskien de y et z. Comme y et z ne
sont pas nulles ni proportionnelles, w ne s'annule pas. Si = est un zéro de y, on
a alors w(z) = —y/(x)z(x) # 0, donc z(x) # 0. Ainsi y et z n'ont aucun zéro
en commun.

3. La encore, on utilise le wronskien de y et de z : comme il ne s’annule jamais, il
est de signe strict constant. En prenant deux zéros consécutifs de y, on va réussir a
trouver deux valeurs de z de signes opposées.

g

Notons que le fait de considérer deux zéros isolés fait sens puisque les
zéros sont isolés par la question 1.

Soit 21 < x2 deux zéros consécutifs de y. On a alors y'(x1) et y'(x2) de signes
opposés : en effet, sur |x1, z2[, ¥y ne s'annule pas (et est continue), donc est de
signe strict constant. Supposons que ce signe est > 0 pour fixer les idées. Alors

y(z) —y(z) _ yl@) 0,

r — T xr — X

donc en passant a la limite quand  — @7, ¥/(21) > 0. On montre de méme
que y'(z2) < 0.
Comme w ne s'annule pas (et est continu), il est de signe strictement constant.
On a w(zy) = =y (x1)z(x1) et w(xa) = —y'(x2)z(x2). Ainsi z(x1) et z(x2)
sont de signes opposés (et non nul par le 2), donc par le théoréme des valeurs
intermédiaires, z s'annule au moins une fois sur |z, za|.
Si z s'annulait deux fois (ou plus), en renversant les réles de y et de z, on
montrerait comme plus haut que y s'annule au moins une fois entre les deux
zéros de z... exclu, puisque x1 et x5 sont deux zéros consécutifs de y. Ainsi z
s'annule exactement une fois sur |x1, z2[.
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Exercice 12.11 : Lemme de Gromwall ~

Soient f et g deux fonctions continues sur R} et a € R. On suppose que

Vte Ry, g(t)>0et f(¢) a+/f

En considérant une inéquation différentielle satisfaite par

Fz) = / gorer

montrer que pour tout £t € R

1) < oo ([ tg(u)du) .

La fonction F' introduite est dérivable de dérivée fg. Comme g est strictement positive,
on peut avoir une inéquation différentielle satisfaite par F.

positive, pour t € Ry, f(t)g(t) < ag(t) + F(t)g(t), puis

Comme fg est continue, F' est dérivable de dérivée fg. Ainsi, comme ¢ est
F'(t) — F(t)g(t) < ag(t).

@ Lorsqu’on multiplie une inégalité, il faut toujours bien vérifier que c’est
par un nombre positif.

Pour résoudre une inéquation différentielle, la méthode est toujours la méme : on pose
h une fonction inconnue égale au second membre (ici F' — Fg = h), et l'on résout
I’équation différentielle obtenue en fonction de h. Une fois cette équation résolue,
on utilise alors l'inégalité h < ag (donnée par l'inéquation de départ) pour avoir le
résultat voulu.

Posons h(t) = F'(t) — F(t)g(t). On a alors h < ag. On résout I'équation

différentielle :
(E) F'—Fg=h.

Notant G : = — / t)dt, la solution générale de I'équation homogene asso-

ciée est z — X\ eC@)

On cherche ensuite une solution particuliere sous la forme z +— \(z) e“(®), avec
A une fonction dérivable sur Ry (méthode de variation de la constante). En
reportant dans |I'équation, il vient

N(z)e¥®) 4 Q' (2) Mz) e — g(x) Mz) ™ = h(z)
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et X (x)e“®) = h(x), puis X (x) = h(x) e~ %@ On peut donc prendre

Mz) = /O ’ h(t) e~ M dt

et une solution particuliere de (E) est de la forme x — e&(®) / h(t) e C®dt.

Ainsi F' est de la forme
F(z) = \e%® 4 eG(x)/ h(t)e=9®dt avec A eR.
0
Comme F(0) =0, on a A = 0. En dérivant, il vient alors :

Falgle) = F'(a) = 6/a) o) [ hit) et 4 e ) =6

“1)/ h(t) e~ M dt + h(zx)
0

G(x) a G(t a
/0 g(t dt +ag(x)
<gla)e <$>[ G“)} +ag(@)
< —ag(z) +ag(x)e?™ +ag()
<a

g(x)eC).

Comme g(z) > 0, en divisant par g(x), on obtient finalement f(z) < ae

Glx).
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Calcul différentiel 1 3

Exercice 13.1 : Etude de continuité \

Soit f la fonction définie sur R? par :

S si (z,y) # (0,0)
fla,y) = § ot — 227y + 3y? Y ’

0 sinon.

1. Montrer que la restriction de f & toute droite passant par ’origine est continue.
2. Montrez que la fonction f n’est pas continue & l'origine.

1. On distingue a part le cas de ’axe des abscisses et de ’axe des ordonnées.

Remarquons tout d'abord que la fonction est bien définie sur R? puisque :
1‘4 _ 2332?} 4 3y2 — ($2 _ y)Q 4 2y2
ne s'annule qu’en (0, 0).
La restriction de f aux droites z = 0 et y = 0 est la fonction nulle (et est donc
continue).

La restriction de f a la droite y = ma, avec m # 0, donne, pour z € R*,
me

f(a,ma) = 22 — 2max 4+ 3m?2 96—M>J

Comme f(0,0) = 0, la restriction de f a toute droite passant par |'origine est
donc continue.

2. Pour prouver qu’une fonction de plusieurs variables n’admet pas de limite en (0, 0),
il suffit de trouver deux suites qui convergent vers (0,0) dont les images par f ad-
mettent deux limites différentes.

Ici, comme il faut montrer que f n’est pas continue en (0,0), il suffit de trouver une
suite qui converge vers (0,0) et dont I'image ne tend pas vers f(0,0) = 0.

On pose (by)nen = (277,272"),,cn (qui converge vers (0,0)). Pour n € N, on

a:
27471

Flbn) = S22 = oo =

S 2x 2740
Par conséquent, (f(by))nen ne converge pas vers f(0,0) = 0.

N |
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I Ainsi, la fonction f n'est pas continue a I'origine.

@ La continuité d’une fonction de plusieurs variables dans toutes les di-
rections n’implique donc pas la continuité tout court!

Exercice 13.2 : Dérivée directionnelle ~

On consideére la fonction f : R? — R définie par
ar

2
0 sinon.

1. f est-elle continue ?
2. Montrer que f admet des dérivées dans toutes les directions en (0,0) et les
calculer.

1. La fonction f étant continue sur R?\{(0,0)} par les théorémes généraux, il s’agit
surtout d’étudier la continuité en (0, 0).

En tdtonnant un peu, on constate que f n’est pas continue, il faut alors trouver
une suite (a,)nen qui converge vers (0,0) telle que (f(a,))nen ne converge pas vers
f(0,0) = 0. La caractérisation séquentielle de la limite montrera alors que f n’est pas
continue en (0, 0).

Pour n € N, on pose a, = (272",27"). La suite (a,)nen converge vers (0,0),

1
mais comme f(ay,) = 5 Pour tout n € N, (f(an))nen ne converge pas vers

£(0,0).

Ainsi f n'est pas continue en (0,0).

2. f n’étant pas continue, elle ne peut pas étre différentiable. On ne peut donc pas cal-
culer les dérivées directionnelles en utilisant la différentielle ou les dérivées partielles,
il faut revenir a la définition des dérivées partielles.

Pour h = (a,b) € R*\{(0,0)}, la dérivée de f en (0,0) suivant la direction h
est la dérivée en 0 (si elle existe) de I'application partielle
@ :t— f((0,0) +th) = f(ta,tb).

2

aQ—CIl—W' et ©(0) = 0. Si a # 0, v est donc dérivable en 0,

Ent#0, p(t) =t
2

de dérivée —.

a
Si a =0, ¢ est constante nulle, donc dérivable en 0, de dérivée nulle.
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Dans tous les cas, f admet une dérivée en (0,0) suivant le vecteur h, qui vaut :
2
— sia#0, 0 sinon.
a

@ Une fonction peut donc étre dérivable dans toutes les directions sans
étre continue.

Exercice 13.3 : Différentiabilité d’une fonction ~

Soit f la fonction définie sur R? par :

. T .

0 sinon.

Montrer que f est différentiable non €.

En dehors de 'axes des abscisses, la fonction est ! (par les théorémes généraux). Il
faut simplement 1’étudier en chaque point de ’axe des abcisses.

On commence par déterminer les dérivées partielles de f, qui serviront d’une part a
montrer que f n’est pas €', et qui donneront la forme que la différentielle devrait
avoir d’autre part.

Sur R?\ {(z,0); z € R}, la fonction f est de classe ¢! (comme quotient et

composée de fonctions qui le sont, le dénominateur ne s'annulant pas). Elle est
donc différentiable.
Soit x € R. En a = (z,0), I'application partielle

t— f((z,0)+t(1,0)) = f(x +¢0)=0

est constante nulle donc dérivable en 0 (de dérivée nulle). Ainsi 8—f(x, 0) existe
x

et vaut 0.
L'application partielle ¢ : ¢ — f((2,0) +¢(0,1)) = f(x,t) vaut 0 en 0, et
7@@) —¢0) = tsin (E) — 0
t t/ t—=0

0
donc @ est dérivable en 0 de dérivée nulle. Ainsi 8—f(x, 0) existe et vaut 0.
Y
Pour montrer que f n’est pas €', on montre que les dérivées partielles ne sont pas
continues. On utilise pour ce faire la caractérisation séquentielle. Il suffit de trouver
une suite (a,)nen qui converge vers (1,0) (par exemple) telle que %(an) ne converge
pas vers 0. ‘
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Notons que pour (z,y) € R? tel que y # 0,

OF (o) = 2ysin () — i
ay(sr:,y)—Zysm(y) xcos(y).

1
Posons (a,)nen = (1,

_ . (an)nen converge vers (1,0), mais
STy (e comverge vers (1.0

0
comme pour n € N, %(a") = —1, la suite (af(an)> ne converge pas
Y neN

vers 0 = %(1,0).

0
Ainsi, of n'est pas continue sur R?, et f n'est donc pas de classe €' sur R?.

dy

On étudie enfin la différentiabilité. Le calcul des dérivées partielles nous dit que si f
est différentiable en (a,0), a € R, sa différentielle est nulle. Il faut donc montrer que
que f(z,y) = 0(a,0)([[(z,y)]]). Pour ceci, on distingue les cas a = 0 et a # 0.

0y

Soit a € R. Si a # 0, on a clairement

f(@,y) = 0(a,0)(y) = o0 ([[(z; y)])-
f est donc différentiable en (a,0), de différentielle nulle.
Supposons maintenant a = 0. On doit montrer que

f(z,y)

22 + 92 (z,9)—(0,0)

Or, comme [sin(z)| < |z| pour z € R (ce qui vient du fait que la fonction sin
est 1-lipschitzienne puisque sa dérivée, — cos est bornée par 1), on a

1
f(z,y) < |zy| Ny
Va2 +y?| 22 4y? 2
puisque 2 + y? > 2|xy|. Ainsi
ry 0 o Sy

Y — 0
V3% + 2 (@9)-(0,0) Va2 + 2 @y)—(00)

f est donc différentiable en (0,0), de différentielle nulle. En conclusion, f est
différentiable sur R2.

Tout comme pour les applications d’une variable, la différentiabilité
n’implique pas le caractére €.
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Exercice 13.4 : Différentielle du déterminant ~

1. Montrer que det est différentiable sur .4, (R) et montrer que
VH € #,(R), ddet(I,) - H = tr(H).

2. Montrer que pour (M,H) € #,(R)?, ddet(M) - H = tr(*Com(M)H) (on
commencera par le cas ou M est inversible).

3. Si M € #,(R) donner une expression du coefficient devant X de xas en
fonction des cofacteurs de M.

1. Justifier la différentiabilité d’une application donnée explicitement est assez simple,
ici le déterminant est un polynoéme en les coefficients.

Comme det est polynomiale en les coefficients de la matrice prise en argument,
c'est une fonction différentiable sur .#, (R).

Pour le calcul explicite de la différentielle on peut tenter de trouver le développement
limité de det(I,, + H) & 'ordre 1, mais c’est un peu compliqué. Il est plus simple de
revenir aux dérivées directionnelles.

ddet(I,,) - H est la dérivée du déterminant suivant la matrice H, si H est non
nul (et vaut 0 en 0).
Pour H € #,(R), ddet(l,) - H est la dérivée de det en I,, suivant le vecteur
H (si H # 0). C'est donc la dérivée en 0 de ¢ : ¢t — det(I,, + tH). Notons
hi,...,h, les valeurs propres (complexes) de H, comptées avec multiplicité.
Celles de I,, + tH dans C sont 1 + thy,...,1 4+ th,. Par suite
n n
det(I, +tH) = | [(1+th) =14+t) hi+ O (*
(In ) g( i) ; i+,0 )

en développant le produit (tous les termes non écrits comportent au moins deux
t, donc sont tous des tgo(tg)).  admet un développement limité a I'ordre 1 en

0, donc est dérivable en 0, avec ¢'(0) = h; =tr(H), et on a
i=1

ddet(l,) - H = tr(H).

Ceci reste vrai pour H = 0 puisque d det et tr s'y annulent.

@ Revenir aux applications partielles permet de transformer un calcul de
différentielle en un calcul de dérivée.
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2. Dans le cas ou M est inversible, on peut revenir a la différentielle de ’identité en
écrivant M + H = M (I, + M~1H). Avec la question précédente, il est alors facile de
trouver la différentielle du déterminant en M.

Soit M € GL,(R). Pour H € .#,(R), on a, avec la question précédente,
det(M + H) = det(M(I,, + M—'H)) = det(M) det(I,, + M~ H)
=det(M)(1 +tr(M'H)+ o (H))
H—0
=det(M) +det(M)tr(M~*H)+ o (H)
H—0
=det(M) + tr(* Com(M)H) + o (H)
H—0

puisque ! Com(M)M = det(M)I,, donc det(M)M ! = * Com(M). Comme
H +— tr(* Com(M)H) est linéaire, il s’agit de la différentielle de det en M.

Pour revenir au cas général, il faut se souvenir que GL,(R) est dense dans .4, (R)
(cela a été prouvé dans I'exercice 4.5). Le déterminant étant de classe €, la continuité
de la différentielle va permettre de conclure.

Soit maintenant M € ., (R). On sait que GL, (R) est dense dans R. En effet,
M a un nombre fini de valeurs propres, donc une infinité de termes de la suite
(M +27P1,)pen sont inversibles, et on peut extraire de cette suite une suite
(M,)pen de matrices inversibles qui converge vers M.

Pour H € #,(R) et p € N, on a ddet(M,) - H = tr(*Com(M,)H). Comme
d det est continue (det est polynomiale en les coefficients de la matrice prise en
argument donc ¢’1), comme tr et le produit matriciel sont continus (car linéaire
et bilinéaire) et comme (Com(M),))pen converge vers Com(M ) (puisque chaque
coefficient de cette suite est un polynéme en les coefficients de M,,), en passant
la relation plus haut a la limite, on obtient ddet(M) - H = tr(*Com(M)H).

3. On applique le développement limité du déterminant, calculé dans la question
précédente, pour obtenir le résultat voulu.

Pour t € R, on a, par la question précédente,
det(tl, — M) = (—=1)" det(M — tI,)

= (=1)"det(M) + (—=1)" tr(*Com(M)(—tI,)) + tgo(t)

= (~1)" det(M) + (~1)" ¢ Y Com(M)is + o, (1)

donc le coefficient en X de x s est

(—1)nt Z Com(M); ; = (—=1)" "L tr(Com(M)).
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Exercice 13.5 : Inégalité des accroissements finis N

Soient U un ouvert convexe de R™ et f : U — R de classe €'. On munit R” de
la norme définie par ||z| = maxi<in |-
1. Montrer que pour (a,b) € U?,

1
f(b) = f(a) + / dfa+t(b_a)(b —a) dt.
0
2. On suppose avoir M > 0 tel que

of
8:ci

Montrer que pour (a,b) € U?, |f(b) — f(a)| < M n|b—al|.

Vie{l,...,n}, VaeU, ‘ (a)‘éM.

1. Comme U est un ouvert convexe, le segment [a,b] est inclus dans U. On peut
donc revenir a une fonction d’une seule variable en utilisant ’application partielle
t— fla+t(b—a)) sur [0,1].

@ L’intégrale d’une fonction de deux variables n’étant pas définie, on ne
peut pas montrer le résultat demandé sans revenir a une fonction d’une
variable.

Posons ¢ : t — f(a+t(b—a)). Comme U est convexe, ¢ est définie sur [0, 1].

Elle est de classe ' comme composée de fonctions qui le sont, et par la formule
de la chaine, on a, pour t € [0, 1]

P =30 —a) L (@ 4+ 40— @) = Afaripa)(b—a).

i=1 Oz

Ainsi I'intégrale est bien définie (I'intégrande est continue car ¢’ I'est) et

£(b) — f(a) = (1) — p(0) = / () dt = / Afore(p—ay(b — a) d.

2. Pour exploiter la question précédente, il faut majorer | d fo1¢(5—q)(b—a)|. On revient
pour ce faire a son expression en fonction des dérivées partielles de f.



292 Chapitre 13 Calcul différentiel

Pour (a,b) € U? et t € [0,1], on a par I'inégalité triangulaire :
|dfatipea) (b —a)| = | Y (bi —ai) 5, (0~ a)

i=1
Z|b al| b-a)| <) Ib—alM
i=1
\nMHb—aH.

En intégrant ensuite cette inégalité sur [0, 1], on obtient :

10 = £@) = | [ afure-a 0 dt| /\dfa+t<b o(b—a)] dt

1
g/ nM|b—a||dt=nM|b—al.
0

Exercice 13.6 : Fonctions homogénes N

Soient f: R™ — R et a > 0. On dit que f est a-homogene si
V(@1,...,Tn,t) ER" XRY,  f(txy,...,txn) =t f(z1,...,20).

Dans toute la suite, on suppose a > 1 et f de classe €.
1. Montrer que f est a-homogene si et seulement si ses dérivées partielles sont
(o — 1)-homogenes et f(0,...,0) = 0.
2. Montrer que f est a-homogene si et seulement si f satisfait I’équation aux
dérivées partielles

of of

E —7

B, =af.

1. Pour montrer ’équivalence, il faut montrer les deux implications.

» Sens direct
Dans ce sens, il suffit de dériver par rapport & x; la définition de f a-homogene.

Supposons f a-homogene. Pour t € R , on a

f@0,...;0) = f(tx0,...,t x0)=t*f(0,...,0)

donc en prenant ¢t = 1 par exemple, on trouve f(0,...,0) =0.
D'autre part, pour t € R, et (z1,...,2,) € R", en dérivant par rapport a z; la
définition de f a-homogene (les deux membres étant €’* car f I'est) on trouve :
of of
t try,...,txy) =t T1,...,T
3:1:,;( ! n) 6‘95,;( ! n)

et en divisant par t, il vient que est (o — 1)-homogene.

Li
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» Sens réciproque

On a ici une information sur toutes les dérivées partielles et une condition initiale.
Pour montrer que f est a-homogene, on pose alors une fonction g correspondant a la
différence des deux membres de la définition. L’hypothese sur les dérivées partielles
nous permettra de montrer que les dérivées partielles de g sont toutes nulles, donc
que g est constante. La condition initiale nous donnera g constante nulle.

Supposons que les dérivées partielles de f sont (o — 1)-homogénes et que
£(0,...,0) = 0.
Soit t € R fixé. On pose g la fonction définie sur R™ par :
9@y, yxn) = fltxy, .. ten) =t f(21,.. ., 2p).
g est €' sur R™ comme combinaison linéaire et composée de fonctions qui le

sont. Pouré € {1,...,n}, ona:
0 9] 0
awgi(xl,...,xn) zta—i(txl,...,tmn)—t“ 8;:(371,...@,1) =0

: 0 s
puisque a—f est (o« — 1)-homogeéne. Comme R™ est un ouvert connexe par arcs,
.

g est constante.
On a ¢(0,...,0) = 0 (puisque f(0,...,0) = 0), donc g est constante nulle.
Ainsi
fltay, ... tey) =t f(z1,...,25)
et comme ceci vaut pour tout ¢t > 0, f est a-homogene.

@ Tout comme on avait ’habitude de démontrer des formules par dériva-
tion pour des fonctions d’une variable, on peut avoir des résultats sur
les fonctions de n variables. Il faut juste faire attention a bien obtenir

toutes les dérivées partielles nulles.

2. La encore, il faut traiter les deux implications indépendamment.

» Sens direct

Dans la question précédente, on a dérivé par rapport aux x; la relation de définition
de f homogene. Pour obtenir une nouvelle formule avec des dérivées partielles, il n’y
a plus que la variable ¢t par rapport a laquelle on peut dériver.

@ Lorsqu’on doit dériver des fonctions composées de n variables, attention
a appliquer rigoureusement la formule de la chaine.

| Supposons f a-homogeéne. En dérivant par rapport a ¢ la relation de définition

de f a-homogene, on a, pour t € RY et (21,...,2,) € R", par la formule de
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la chaine :
0 0
xla—a{l(txl,...,txn) +~~~+xn%(tx1,...,t:vn) = ato‘*lf(xl,...,xn).

En prenant ¢t = 1, f satisfait donc bien (E).

» Sens réciproque
Comme dans la question précédente, on pose une fonction intermédiaire correspondant
a la différence des deux membres de la définition de f a-homogeéne. Comme la relation

(E) vient d’une dérivée par rapport a t, on choisit de voir cette différence comme une
fonction de la variable ¢.

Supposons que f satisfasse (F).
Soit (x1,...,2,) € R" fixé, on pose g la fonction définie sur R par
g(t) = f(txy,...,txy) —t* f(x1,...,20)-

g est de classe €' comme combinaison linéaire et composée de fonctions qui le
sont. Par le formule de la chaine, et comme f vérifie (E), on a, pour ¢t # 0

g'(t) =xlﬁ(txl,.--,tzn)+---+xn67f(tx1,-.-,txn)

01 0x1
—at T f(zr,. . a)
1 of of
= <tx18xl(ta:1,...,tzn) _|_...+txn8$1(ta:1,...,tmn)>
7Oéta71 f(x17"'7xn)

1
Eaf(txl,...,txn) —at®  f(xy,.xy)

@
= —g(1).
+9(t)
g vérifie donc une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre a
coefficients continus. Ainsi, g est de la forme g : t — Ae® Int — N> avec

AeR.

De plus, on a g(1) =0, donc A = 0. Ainsi g est constante nulle et
fltay, ... tey) =t f(x1,...,2n).

Comme ceci vaut pour tout (z1,...,2,) € R™, f est a-homogene.
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Exercice 13.7 : A propos du théoréme de Schwarz N

Soit f la fonction définie sur R? par :

22—y?
s (z,y) # (0,0)

0 sinon.

flay) ="

1. Montrer que f est €' sur R2.

0% f 0% f
2. Calculer 220y (0,0) et 950z

(0,0). Que peut-on en déduire ?

1. Pour montrer qu'une fonction est de classe €7, il faut montrer que ses dérivées
partielles existent en tout point de R? et qu’elles définissent des fonctions continues.
Ici il n’y a aucun probléme, sauf en (0,0). On applique donc les théorémes généraux
sur R?\{(0,0)} avant d’étudier ce point & part.

Sur R2\{(0,0)}, f est €' comme quotient de fonctions qui le sont, le dénomi-

nateur ne s'annulant pas.
En (0,0), on revient a la définition pour le calcul des dérivées partielles. L appli-
cation f :t — f((0,0) +t(1,0)) = f(¢,0) est constante nulle, donc dérivable

5,
en 0. Ainsi 8—(0,0) existe et vaut 0. On montre de méme que 8—f(0,0) existe
€T Y

et vaut 0.

@ Aux points ou il n’y a pas de problémes, le calcul des dérivées par-
tielles se fait directement, en considérant les autres variables comme
constantes. Aux points a problémes, il faut revenir & la définition.

On doit ensuite étudier la continuité des dérivées partielles en (0,0). Pour

(r,y) € R%\{(0,0)}, on calcule aisément :

of By =)@ +y?) - (Py—zy®) (20)
%(x,y) - (:CQ +y2)2
B x4y+4x2y3—y5
($2+y2)2
et
of (@ =3Baey?)(@® + ) — (P y —2y®) (2y)

oy Y = @1 )2
x® —da? y? — xy?
(@2 + y2)2
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Pour montrer que ces dérivées partielles sont continues en (0,0), il faut les majorer,
en valeur absolue, par une fonction de deux variables qui tend vers 0.
Vu la forme du dénominateur, on passe en coordonnées polaires.

Pour (r,0) e Ry xR, on a

5 40 5 20 win3 5 i 5
’(’)f( cosﬂ,rsin@)‘ < r }cos 981n9’+4r !czs 0 sin 9|—|—T |sm 9’
ox r

< 6r.

donc

of
“L(z,y)| < 6/22 2
oz (@ y)‘ vy (z,5)—(0,0)

.0 . A
Ainsi o1 est continue en (0,0). On montre de méme que

Ox
of
@(x,y) < 6y a2 +y?

(2,y)—(0,0)

o)
et of est continue en (0, 0).
dy

En conclusion, f est €' sur R2.

2. Pour le calcul des dérivées partielles croisées, on revient a la définition, comme
dans la question précédente.

Posons of of
ct— =—((0,0) +t(1,0)) = ==(¢,0).
@ 8y((’)+(’)) ay(,)
Onay(t)=0sit=0, et pourt € R* p(t) =1t dapres la question précédente.
32
Ainsi @ est dérivable en 0, de dérivée 1, et / (0,0) existe et vaut 1.
0xdy
De méme, of of
:t— —((0,0)+¢(0,1)) = —(0,¢
vite S0 +i0,1) = 20
vérifie ¢(t) = 0 si t = 0, et pour t € R*, ¢(¢t) = —t d'aprés la question
précédente.
o » . D*f :
Ainsi 1) est dérivable en 0, de dérivée —1, et y0r (0,0) existe et vaut —1.

0% f 0% f
0x0y (0,0) # OyOx
que f n'est pas €2 sur R2.

Comme

(0,0), le théoréme de Schwarz permet de conclure
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Exercice 13.8 : Une équation aux dérivées partielles N

i
En utilisant le changement de variables (u,v) = <:vy, —) déterminer toutes les
Y

fonctions f, €2 sur (Rj_)z, qui vérifient :

i L

(E) 92 Y

0y

Comme avec les équations différentielles, le changement de variable va
faire changer les dérivées. On ne peut donc pas substituer directement
dans I’équation aux dérivées partielles.

On cherche donc & poser g une fonction 62 telle que g(u,v) = f(x,y). Ceci nécessite
de trouver z et y en fonction de u et v.

Pour (x,y) et (u,v) € (Rj_)z, on a
u=ay { u = vy? { y
_ oz — o —
{ v=7 x =y T =/uv

On pose donc g : (u,v) — f (x/uv, \/E) €2 sur U = (Ri)Q ses deux

fonctions coordonnées I'étant, comme composée de fonctions qui le sont.

x
On part ensuite de de 1'égalité f(x,y) = g (xy, ) qu’on dérive deux fois, pour
Y

pouvoir reporter dans (E).

0y

Si 'on dérive la relation dans I’autre sens, on ne pourra pas reporter
directement dans (E).

Pour (z,y) € U, on a f(z,y) =g <9:y, bL) On note h : (z,y) — <xy, x) et
Y Y
par la formule de la chaine :

O () = 2 (0, 2 )+ 22 () 2 )

S R S L
_yau y?y yav yay
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et

o ) = G ) G ) + G ) 2 (b))

_ 99, v\ _x0( =
- T ou y’y y2 Ov a:yy

puis on a de méme :
0%g x
duow \ Y Y

s b3 (o)
()1 B3]
{(3) 52 () 52 ()

-+ oGt
z E,ﬁf,xﬁ Loy =
y? 8u8v Y y? Ov? Y y y3 v vy y

d’apres le théoréme de Schwarz. En reportant dans I'équation (E), on obtient

2 2 2 92
o= s (m03) vt (m05) 4 5aah ()
0%g x 0%g T z? 0%g x
22079 T\ o2 T\ _ =z 09 z
7Y e (xy, y) e duow \ Y y y? Ov? i Yy
2209 (
y v \"y

— g2 9 oy, = _ 2z 0y o
Oudv Ty y Ov y’y

ce qui équivaut a

of
dy

1
Z/
e

2u

g U
dudv
On intégre d’abord par rapport a v pour obtenir

g

2u —(u,v) — g(u,v) = u).

2 w,0) — g(u,0) = 1 (W)
avec ¢ une fonction de classe ¢ sur R%. C'est une équation différentielle
linéaire d'ordre 1 pour la variable u. L'équation homogéne a pour solution par-
ticuliere )

(u,v) = ¥(v) exp (2 ln(v)) =(v)Vu

ol ¢ est une fonction de classe €' sur R*.. On sait que (E’)

(E") 2wy —y=¢
admet une solution particuliere ¢ sur R* qui est deux fois dérivable (et méme

).
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@ On pourrait calculer ¢ en fonction de ¢; avec la méthode de variation
de la constante, mais c’est completement inutile pour la suite.

On en déduit que g est de la forme

g9 (u,0) = p(u) + Vup(v)
ol ¢ et 1 sont des fonctions de classe €2 sur R% . En revenant en x et y, on
conclut :

f:(x,ymw(xy)wfyw(j).

Exercice 13.9 : Equation des cordes vibrantes

Considérons une corde de longueur £ fixée aux extrémités d’abscisses 0 et £. Lors
de vibrations dans des conditions idéales, désignons par p(z,t) le déplacement a
I’instant ¢ du point d’abscisse x.
Cette fonction, supposée de classe €2, vérifie I’ équation des cordes vibrantes :
2 2
(E) Pp 1 0% _ 0.
ox? C? ot?
ou C est une constante > 0.
1. Déterminer « et 8 pour que le changement de variables
(u,v) = (z + at,v =z + Pt)
’F
rameéne I’équation (E) & la forme ——— = 0 avec F(u,v) = p(z,t).

2. En déduire la forme des solutions de (E).
3. Préciser ces solutions en sachant que les extrémités de la corde sont fixes.

1. 11 faut tout d’abord que le changement de variables soit bijectif (pour pouvoir
exprimer x et ¢ en fonction de u et v et définir F telle que F'(u,v) = o(z,t)).

@ Si ’on ne peut pas « inverser » la relation u = x+at et v = z+ [5t, on ne
peut méme pas définir F'. De maniére générale, pour pouvoir naviguer
des anciennes variables aux nouvelles et inversement, il est souhaitable
)
qu’un changement de variable soit bijectif.

L’application (x,t) — (x + at,z + St) est linéaire, on calcule donc son déterminant
pour savoir si elle est bijective.
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L'application h : (x,t) — (x 4+ at,x + SBt) est linéaire, de déterminant 5 — a.
Elle est donc bijective si et seulement si o # [, et sa réciproque est alors

(u,v) — r(ﬁu —aw,v —u), comme on le constate en résolvant le systeme
-

u=x+at
v=ux-+pt
On peut donc poser F' : (u,v) — @ (6;_31}, ;:Z

fonctions coordonnées |'étant clairement.

>, qui est €2, ses deux

Il est ensuite préférable de calculer les dérivées partielles qui figurent dans I’équation
donnée pour pouvoir les reporter.

Pour (z,t) € R?, on a ¢(z,t) = F(h(z,t)) donc par la formule de la chafne :
8(,0 8£ 8h1 8£ 8}12

S t) = (b, 0) 5 (0 0) + S (R, 1) 2 (1)
- g—i(h(m,t)) + %};(h(x,t))
et
%?%w=%%M%m%§@®+%%M%W%3@ﬂ
:aggm@¢»+5%§w@¢»

puis de méme

Pp,  O°F O%F o°F
Tt = 2 e + 2.2 () + 2 E o)
et
St =a o S b0+ 5 5 0]
#5a pt(hia0) + 5 5 (a0)

0’F 0%F 0*F

En substituant dans I'équation (E), on obtient alors (aprés simplifications)

2 2 2 2 2
() S Eh () 22
ce qui donne la forme réduite annoncée en choisissant « et 3 tels que :
a? =2, 2=C% et a#p
soit, par exemple : a = C et = —C.

2. On peut maintenant résoudre I’équation (plus simple) en F' obtenue a la question
précédente. On revient ensuite aux variables initiales.
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2

oudv
F: (u,v) = G(u) + H(v),
avec G et H deux fonctions de classe €' sur R, ce qui donne :
v (z,t) = flx+ Ct) + g(xz — Ct)

ol f et g sont des fonctions de classe €2 quelconques.

=0 est

La forme de la solution générale de I'équation

3. Le fait que les extrémités de la corde soient fixes se traduit par ¢(0,t) = ¢(£4,t) =0
pour tout ¢t € R. On calcule alors ce que ces propriétés imposent a f et g.

Exercice 13.10 : Recherche d’extrema

Comme les extrémités de la corde sont fixes, on a pourt € R :
©(0,t) = f(Ct) +g(=Ct) =0
el t) = f(L+Ct)+ g(£ — Ct) =0.
La premiére condition montre que g(—u) = —f(u), ce qui conduit a :
o(z,t) = f(x+ Ct) — f(Ct —z).
La seconde condition s'écrit alors :
VieR, f(Ct+4)—f(Ct—4£)=0
ce qui montre que f est périodique de période 2¢. La solution du probléme des
cordes vibrantes est donc :
pla,t) = f(Ct+a) — f(Ct )

oll f est une fonction de classe € de période 2¢.

Cette résolution du probléme des cordes vibrantes (1747) par d’Alem-
bert en fait le fondateur des équations aux dérivées partielles.

En 1753, Daniel Bernoulli considere que les fonctions périodiques les
plus simples sont les fonctions trigonométriques sin ("T“t) et cos (%t).
Il représente alors f sous la forme d’une série trigonométrique.

La suite des travaux (notamment par Poisson, Fourier) amena aux sé-
ries de Fourier.

Trouver les extrema de la fonction définie sur R2 par :

flz,y) = ze? +ye”.

On commence par chercher les candidats a étre extrema, qui sont les points critiques

de f.
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» Détermination des points critiques

La fonction f est de classe € sur R? qui est un ouvert.

Les éventuels extrema de f vérifient les conditions nécessaires :

of
5 (&Y) =’ tye
of
By (z,y) =ze’ +e
oy . _ _ 1
La premiére équation donne : e¥~% = —y et la seconde : €Y% = —— si x #£ 0.
x

On a donc zy = 1.

g(x) = zel/* 4 ¢
— Mais il est plus rapide d’écrire les équations du systéme sous la forme :

eV T4y=0 et e V+x=0
d'ou par soustraction :
2sh(y —x) + (y — ) = 0.
La fonction ¢ : ¢t — 2sht + t est dérivable, et pour t € R,
O'(t)=2cht+1>0.

ona:
p(t)=0 <= t=0.
1
On doit donc avoir x = y. Par suite y = —e¥™* = —letx = — = —1. On
Yy
vérifie ensuite aisément que ce point vérifie
of of
~1,-1) = =X (~1,-1) = 0.
L= = S 1)

Le seul point critique de f est donc (z,y) = (=1, —1).

@ Le fait que (—1,—1) soit un point critique n’implique pas que f y

— On peut remplacer y par — dans la deuxieéme équation, c'est-a-dire chercher
x

x tel que g(x) = 0 avec le tableau de variation de la fonction g définie par

Ainsi ¢ est strictement croissante sur R, donc injective. Comme ¢(0) = 0,

admette un extremum. Nous avons juste restreint le probléme a un

seul point : si f a un extremum, c’est en (—1,—1).

» Etude du point critique

Pour déterminer si f admet ou non un extremum local en (—1, —1), on effectue un DL
de f, dans le but de trouver un équivalent simple de f(z,y) — f(—1,—1) en (—1,—1).
Dans ce développement, le terme d’ordre 1 correspond a la différentielle de f en
(=1, —1), nulle puisqu’on a un point critique. Il faut donc faire un DL a l'ordre 2 au

moins.
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Ona f(—1,—1) = —2e~!, donc pour (h, k) € R?,

f(h=1,k—1)4+2 ' =(h—-1)e" 14 (k-1)e" ! 42¢7¢

=(h—1)e" <1 +k+ %2 +00(k2)>

h2
+(k—1)e ! <1 +ht = +00(h2)) +2e7!

—1 kQ h2 2 2

=e hk_?+hk—7 +0(070)(h +k)
hee ! — S (h— 2
(h,k)—(0,0) 2 '

L'équivalent trouvé n'est pas de signe constant au voisinage de (—1,—1) : en
prenant h =k, f(h—1,h—1)— f(—1,—1) a méme signe que h2e~! au voisinage
de 0, donc est strictement positif.

Cependant, si on prend h = 0, f(—=1,k —1) — f(—=1,—1) a méme signe que

e—l

——— k2 au voisinage de 0, donc est strictement négatif.

f n'admet donc pas d'extremum en (—1, —1).

Exercice 13.11 : Extrema sur un compact N

Soit D = {(z,y) € R? ; 2® +y? < 9}. Déterminer les extrema sur D de la fonc-
tion définie par :

fl@y) =vVa2+y2+y° — 1.

" J

La fonction f est continue comme composée de fonctions continues et comme D est
fermé et borné en dimension finie, ¢’est un compact.

Dans ce cas, on sait que f admet sur D un maximum (et un minimum) global atteint
au moins une fois.

On cherche, pour commencer, les points critiques de f dans U'intérieur de D.

» Détermination des points critiques

La fonction f est de classe €' sur R? 0,0)} donc sur D.
¢/

Les éventuels extrema de f sur I'ouvert :
A={(z,y) eR?* ; 0<2®+y* <9}

vérifient les conditions nécessaires :

af B T B
%(fﬁl})— x2+y2 =0
of Yy

+2y =20

Y (g = —Y
ay( y) e
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I Ce systéme n'admet pas de solution dans A.

@ Le théoréme du cours qui dit que si f admet un extremum en a, alors
a est un point critique de f n’est vrai que si a est intérieur & ’ensemble
sur lequel f est €.

Q Les extrema de f sur D sont a chercher sur Ia frontiére de A, c'est-a-dire au
point (0, 0) et sur le cercle d'équation z2 + 3% = 9.

» Etude en (0,0)

Q‘ On a f(0,0) = —1 et on a toujours f(x,y) = —1, I'égalité n'ayant lieu qu'en

La fonctlon f admet donc un minimum global en (0, 0).

» Etude sur le cercle

Le cercle de centre O et de rayon 3 peut se paramétrer :
M :]0,2x[—= R, t+ (3cost,3sint).

La restriction de f au cercle s'écrit donc g : ¢ ~ 2 + 9sin?(t) et ses valeurs
™
décrivent le segment [2, 11]. Cette fonction admet son maximum en ¢ = +—.

Sur le cercle, la fonction f admet donc son maximum en (0, 3) et (0, —3) et ce
maximum vaut 11.

Ce maximum est nécessairement le maximum de f sur D, puisque f continue sur
D, fermé borné en dimension finie, donc compact. Elle admet donc un maximum
global sur D, mais qui n'est atteint ni dans l'intérieur de D, ni en (0,0).

[l est donc atteint sur le cercle, et c’est en (0, 3) et (0,—3).

En conclusion, la fonction f admet un minimum global de valeur —1 atteint en
(0,0); un maximum global de valeur 11 atteint en (0,3) et (0, —3).

Exercice 13.12 : Tangente a une hyperbole ~

On appelle hyperbole une courbe du plan d’équation cartésienne
2 2
at
5 -5=1
a b2
ou a et b > 0. Donner une équation de la tangente en un point (zg,yo) de cette
hyperbole.

Une hyperbole est une ligne de niveau de I"application
2 2

- Y
f:(xy)»—>¥—b—2
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D’apres le cours, la tangente en un point est orthogonale au gradient de f puisque f

est €.

0y

On considere la fonction définie sur R? par

2 2
f(a:,y) =

T Y

R
f est de classe €' car polynomiale.
En (x0,y0), point de I'hyperbole, on a

2xo  2yo

?f(%ayo) = <ag’b2 .

Ce vecteur est non nul sinon xg = yo = 0, et alors (zo,yo) ne vérifierait pas
I'équation de I'hyperbole. Ainsi I'hyperbole admet une tangente en (xg,yo), qui

est orthogonale au vecteur V f(xo,yo).

. 2z 2
Son équation est donc de la forme —ZO:E— %
a

y = ¢, ¢ € R. Comme la tangente
passe par le point (zg,y0), on a
2z 2yo
c= a—on — b—QyO =2
donc la tangente a I'hyperbole au point (zg,yo) a pour équation
ToT Yoy

W@ b

De maniere générale, I’équation d’une droite est de la forme
axr+by+c=0

(et non y = ax + b), pour ne pas oublier toutes les droites verticales.
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CHAPITRE

Espaces probabilisés 1 4

Exercice 14.1 : Loi de succession de Laplace

On dispose de IV urnes, numérotées de 0 a V. L’urne k contient k boules blanches
et N — k boules noires. On choisit une urne au hasard, et, sans connaitre son
numéro, on en tire un nombre n fois de suite une boule, avec remise apres chaque
tirage.

1. Quelle est la probabilité que le tirage suivant donne encore une boule blanche,
sachant que, au cours des n premiers tirages, seules des boules blanches ont été
tirées ?

2. Calculer la limite de cette probabilité lorsque N tend vers l’infini.

1. Le but de cette question est de calculer une probabilité conditionnelle. Pour pouvoir
la calculer, on a besoin de savoir dans quelle urne on est en train de tirer. On tire
nécessairement dans une urne de numéro comprise entre 0 et N, il faut donc utiliser
la formule des probabilités totales.

0y

Il est nécessaire de se ramener a des probabilités conditionnelles pour
ce calcul : on ne peut pas connaitre les probabilités de tirage tant qu’on
ne connait pas I'urne dans laquelle on tire.

Pour k entre 0 et NV, on note Uy, I'événement : « On tire dans I'urne numéro
k. » et B,, I'événement « On a tiré n boules blanches d’affilée. »

]{: n
Si I'on pioche dans I'urne k, la probabilité de tirer n boules blanches est (N)

(puisque I'urne k contient k boules blanches parmi N). Ainsi

P(B,|Uy) = <J’;)n
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Par la formule des probabilités totales, on a alors

N N n
P(By) =Y P(Ba|Up)P(Uy) = (;) x
k=0

_ L (R
_N+1k=0N ’

le terme en

venant de I'équiprobabilité des différentes urnes.
Comme B,,+1 implique I'événement B,,,
P(Bn+1 N Bn) P(BnJrl)

PElB) = =5, = P®B.)

et on obtient au final

P(B,41|B,) = k=0 _k

2. On reconnait dans les deux sommes précédentes (au numérateur et au dénomina-
teur) des sommes de Riemann (& quelques facteurs pres).

Pourne Net N € N* on a
BRI VA RN Y A R
N+1 N  N+1 Nk:O N N

k=0
1

— thdt =
N—+oo Jy n+1

par opérations sur les limites, puisque

1 N-1 k 1
v (N) v L
si f est continue sur [0, 1].
On déduit de ceci que

n+1
No4oo n+2°

P(Bn-&-l‘Bn)

@ Ce nombre représente la probabilité qu'une expérience (dont on ignore
la probabilité de réussite) qui a réussi n fois d’affilée réussisse une nou-
velle fois.
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Exercice 14.2 : Ruine du joueur ~

Deux joueurs s’affrontent lors d’une succession de parties de pile ou face. Ils
possedent initialement un montant a et b respectivement, et a chaque victoire le
perdant donne un euro au gagnant. Le joueur A a une probabilité p de gagner a
chaque lancer. Le jeu s’arréte lorsqu’un joueur n’a plus d’argent.

On pose N =a+b,g=1—p, et pour a € {0,..., N} on note p, (respectivement
da) la probabilité que le joueur A (respectivement B) finisse ruiné s’il commence
avec m euros.

1. Montrer que si 0 < a < N, pg = pPa+1 + qPa—1-

2. En déduire I'expression de p, .

3. Calculer de méme g, puis p, + ¢,. Que peut-on en déduire ?

1. Soit a € {1,..., N—1}. Pour relier p, & ps+1 €t pa—1, on étudie l'issue de la premiére
partie de pile ou face : si le premier joueur gagne, on est ramené au probléme avec un
montant initial de a + 1, s’il perd, avec un montant initial de a — 1.

Notons G I'événement « Le joueur A a gagné la premiére partie » et R I'événe-
ment « Le joueur A est ruiné avec une mise initiale de a. »

Si le joueur A gagne la premiére partie, il aborde la suite du jeu avec a+ 1 euros.
Ainsi P(R|G) = pa+1. De méme, P(R|G) = pa_1.

Ainsi, par la formule des probabilités totales,

Pa = P(R) = P(R|G)P(G) + P(R|G)P(G) = pas1p + pa—14-

2. La suite finie (pg)o<a<n Satisfait une équation de récurrence double, on utilise donc
la technique vue en premieére année pour calculer p,.

L'équation caractéristique associée a la suite (p,)o<a<n st T = pz? + ¢, de
discriminant 1 —4pg = 1 —4p(1 — p) = 4p® —4dp+ 1 = (1 — 2p)2.

o Sip# > le discriminant est non nul et les solutions de cette équation sont

1+ (1—2p) lfpigetl—(lpr)

2p p p 2p
Ainsi, on a (), 1) € R? tel que pour tout a entre 0 et N,

pa:)‘+/~"<q> :
p

1 , . .
e Sip= o le discriminant est nul et I'équation admet 1 pour racine double.

=1

Ainsi, on a (), 1) € R? tel que pour tout @ entre 0 et N, p, = A + pa.

Pour déterminer les constantes A et u, on a alors besoin de deux valeurs particuliéres
de p,. On utilise les cas limites.
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Onapy=1letpy=0.

1
o Sip# 3 on obtient alors le systéme

Af+pu=1
At pgVp™N =0

En effectuant Ly — Ly, on trouve pu(l —¢¥p ™) =1let p =

Par suite,
1 N, —N
A=1-—p=1- —__9P
1—gNp—N 1—gNp—N
En conclusion, on obtient donc
q>a _ N gt

p=/\+u< -
¢ p gNpN -1

1 1
e Sip= 5 on obtient A=1et A+ uN =0, donc u = N et il vient

1
pazl—ﬁa.

3. On peut faire un calcul similaire au précédent pour trouver
N _ —N N—a , a—N

qa:p A sip;wél et qa:iasinon.
pNg=—N —1 2 N
@ On peut aussi remarquer que g, s’obtient a partir de p, en échangeant
les roles de p et ¢, et de a et N — a.

1
On calcule alors dans le cas p # 3

putgu— TP PYa N
gVp=N —1 pNg=N —1
N p N —qp L Ll=pe
NpN 1 1—p-NgN
qu‘N—l_l
qufol :

1.

1— qu—N'

Ceci reste vrai si p = —. On en déduit que le jeu se termine de maniére presque

siire, c'est-a-dire que I'un des joueurs sera ruiné en temps fini avec probabilité
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Contrairement au cas fini, un événement de probabilité nulle (ou 1)

@ n’est pas nécessairement vide (ou certain). L’événement A : « Le jeu ne
se termine pas en temps fini » est un exemple d’événement différent de
I’événement impossible, mais de probabilité 0.

Exercice 14.3 : Lemmes de Borel-Cantelli ~

Soit (2,7, P) un espace probabilisé. On counsidére une suite (A, )pen d’événe-

ments et on note A I'ensemble des z € ) qui appartiennent a une infinité de

An.

1. Ecrire 'ensemble A en fonction des A,, et montrer que A € 7.

2. On suppose que la série > P(A,,) converge, montrer que P(A) = 0.

On suppose maintenant les A,, mutuellement indépendants et que la série
o0

+§: P(A,,) diverge.

n=0

3. Pour z € R, montrer que 1 + z < e”. En déduire que pour m < n € N,
o(1%) <om (- 3 pian).
k=m k=m

4. Montrer que P(A4) = 1.

1. Pour écrire A en fonction des A,, il faut commencer par traduire en termes de
quantificateurs la propriété appartenir & une infinité de A,,.

@ Pour traduire 'appartenance d'un z a une infinité de A,, il faut se
souvenir qu’un sous-ensemble de N est infini si et seulement si il n’est
pas majoré.

On a xz € A si et seulement si {n € N; z € A,} est infini, si et seulement si il
n'est pas majoré.
On adonc x € A si et seulementsi Vp € N, In > p, x € A,,. On a donc

“+o0
A={zecQ VpeN, In>p zcA,}= ﬂ UAn.
pENn=p
Comme pour tout n € N, A, € 7, pour tout p € N,
+oo
U A, € 7,

n=p
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I puisdAe 7.
@ Pour écrire la négation de A est majoré, ne pas hésiter a repartir de A
majoré pour utiliser les regles de négation des quantificateurs.

2. La suite (JrLjo Ak> est clairement décroissante pour 'inclusion. On va donc
pouvoir utilise’;:fz; contrilrﬁlljité décroissante de P.

D’autre part, la probabilité de cet événement est plus petite que ono P(Ay) par sous-
additivité. Comme c’est le reste d’une série convergente, on trou\fe:rg le résultat cher-
ché.

Pour n € N, on note
.
D, = U Ay
k=n

Il est clair que D,,+1 C D, donc (D,)nen est décroissante. Ainsi on a

P(D,) — P (ﬁoAp> =P(A).

n—-+oo

D'autre part, pour n € N*, on a, par sous-additivité de P,

—+oo [e'e]
P(D,) =P (U Ak> <> P(Ap) o0
k=n

k=n

puisque la série de terme général P(Ay) converge.
Ainsi, par unicité de la limite, P(A) = 0.

@ On a donc montré que I'événement A : « 2 n’appartient & aucun des
Ay, sauf un nombre fini » a pour probabilité 1.

3. On peut étudier la fonction x — e*—x—1 pour montrer qu’elle toujours positive. On
peut également appliquer la formule de Taylor avec reste intégral entre 0 et = pour
obtenir I'inégalité. On peut enfin utiliser la convexité de la fonction exponentielle.
C’est la méthode retenue ici.

Comme x +— e” est convexe, elle est au-dessus de ses tangentes, en particulier
de sa tangente en 0.
Cette tangente a pour équation y = exp’(0)(z — 0) 4+ exp(0) = x + 1, donc
pourz € R, e* > 1+ z.
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Pour la suite de la question 'indépendance des A,, implique celle des A,,, donc la
probabilité du membre de gauche se réécrit comme un produit. On va donc appliquer
I'inégalité précédente a chacun des membres.

Pour k entre m et n, on a P(A;) = 1 — P(A;) < exp(—P(Ay)), d'aprés ce
qui précéde (avec z = —P(Ay)).

Ainsi, comme A,,, ..., A, sont indépendants (puisque A,,, ..., A, le sont), on
a, en faisant le produit de ces inégalités (toutes positives) :

p ( N A) [ PG < [[ e P = exp ( 3 P(Aw) .
k=m k=m

k=m k=m

4. On va passer a la limite n — +o0 le résultat de la question précédente pour calculer
ensuite la probabilité de A.

Comme la série de terme général P(Ay) diverge, pour m € N,
> P(Ap) — +oo.
k=m

n——+0oo
Ainsi, d'aprés la question précédente,
+oo
P < N Ak> =0.
k=m

Or une réunion d'événements de probabilité nulle est encore de probabilité nulle
(c’est une conséquence de la sous-additivité de P), donc

+oo +oo
P(A)zP(U ﬂAk>:0.

m=0 k=m

En conclusion, P(4) = 1.

@ On a donc démontré que, dans le cas ou les événements A,, sont indé-
pendants, P(A) = 0 ou 1. C’est une conséquence de la loi du zéro-un
de Kolmogorov, qui affirme que certains événements terminaux sont

presque siirs ou de probabilité nulle.
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Exercice 14.4 : Apparition de mots dans une suite de piles ou faces

On considere une suite de lancers indépendants d’une piece ayant probabilité
p €]0,1[ de tomber sur pile.

1. Montrer qu’on obtient presque stirement au moins une fois pile (resp. face).
2. Montrer que pour tout n € N* on obtient presque siirement au moins n fois
pile (resp. face). En déduire qu’on obtient de maniére presque siire une infinité
de piles (resp. de faces).

On considére un mot m de longueur N formé de lettres P (pour pile) et F' (pour
faces).

3. Pour k € N, quelle est la probabilité que les lancers kN +1 & k(N +1) donnent
une suite de piles et faces correspondant au mot m ?

4. En déduire qu’il est presque siir que dans la suite de piles ou faces tirés, on
trouve une infinité de fois le mot m.

1. Pour montrer qu'un événement est presque siir (ou négligeable), on utilise tres
souvent la continuité croissante ou décroissante. Ici par exemple, on peut considérer
I’événement A, : « Aucun lancer jusqu'au n-iéme n’a donné pile. » et l'intersection
des A,, correspond a I’événement A : « Aucun lancer n’a donné pile. ». Comme la suite
des A,, est décroissante pour 'inclusion, on peut appliquer la continuité décroissante.

Pour n € N*, on note A, I'événement « Aucun lancer jusqu'au nm-iéme n'a
donné pile. »

Comme les lancers sont mutuellement indépendants, on a P(A4,,) = (1 — p)".
La suite (A )nen+ est décroissante pour I'inclusion et en notant A I'événement
« Aucun lancer n'a donné pile. » on obtient, par continuité décroissante de P,

P(A) =P ( N An> = lim P(4,)=0

n—-+oo
neN*

puisque 1 —p < 1. Par suite, P(A) = 1 et il est presque siir d'obtenir au moins
une fois pile.

On montre de méme qu'il est presque siir d"obtenir au moins une fois face (car
p > 0).

@ Méme si une expérience a une probabilité infime de se réaliser, lorsqu’on
la répete une infinité de fois, on obtiendra sa réalisation au moins une
fois (et en fait méme une infinité de fois) de maniére presque siire.

2. On va raisonner de la méme maniere que dans la question précédente. Pour ¢ > n,
on note By, l'événement « Au g-iéme lancer, on a obtenu strictement moins de n
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piles » et B,, « On a obtenu strictement moins de n piles. ». Comme la suite (Bg.n)g>n
est décroissante pour 'inclusion, on pourra encore appliquer la continuité décroissante.

Pour 7 > n, on note B, ,, I'événement « Au 7-ieme lancer, on a obtenu stricte-
ment moins de n piles». Si k € {0,...,n — 1}, le fait d’obtenir k piles parmi

les r premiers lancers a pour probabilité <]:>pk(1 fp)’“*k, donc

P(B,,) = ni (;)p’“(l -p)

k=0
Notons que pour k € {0,...,n— 1}, on a

C)k Pl rr—1). (r—k+1) rk

k r— k) k! r—stoo kI

r—k

donc par croissance comparée, (r>pk(1 —p) — 0 (puisque 1 —p < 1).
k r——+oo

La suite (B, )r>n est décroissante pour I'inclusion et en notant B, I'événe-
ment « On a obtenu strictement moins de n piles. » on obtient, par continuité
décroissante de P,

PB) =P | (1 Ben | =, lim Plrsn) =0
comme somme de n termes de limite nulle. Par suite, P(B,) = 1 et il est

presque siir d'obtenir au moins n fois pile.
On montre de méme qu'il est presque siir d'obtenir au moins n fois face (car
p > 0).

Pour montrer qu’il est presque sir qu’on obtient une infinité de fois pile, il faut

montrer que B = () B, est de probabilité 1. Cela vient de I'inégalité de Boole, qui
neN*
permet de montrer qu'une réunion dénombrable d’événements négligeables est encore

négligeable.

Comme pour tout n € N*, B,, est négligeable, B = |J B, est négligeable.

neN*
Ainsi B est presque siir, et il est presque siir d'obtenir une infinité de fois pile.

On montre de méme qu'il est presque siir d'obtenir une infinité de fois face

3. Avec I'indépendance des lancers, le calcul de cette probabilité est tres simple.

Pour k € N, on note By, I'événement dont on demande de chercher la probabilité.
Soit a le nombre de P dans le mot m (qui comporte alors N — a fois la lettre
F'). Comme les lancers sont indépendants, on a

P(By) =p*(1—p)V "
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4. Si l’on regarde les lancers par tranches de N successifs, 'apparition du mot m a une
probabilité de p?(1 —p)N =2 par la question précédente. Comme c’est un réel de |0, 1],
on peut appliquer la question 2, en considérant chacun des N comme une expérience
de Bernoulli ayant probabilité P = p®(1 — p)N~¢ de réussir. Cela montrera que le
mot m apparait une infinité de fois dans la suite des mots donnés par les lancers de
EN +1 & k(N + 1), donc en particulier dans la suite de lancers.

Notons C' I'événement « Le mot m apparait une infinité de fois dans la suite
des mots donnés par les lancers de kN +1 a k(N +1).» et D I'événement « Le

mot m apparait une infinité de fois dans la suite des lancers. » On a clairement
C cD.

P(C) correspond a la probabilité d’obtenir une infinité de réussites dans une
expérience de Bernoulli ayant probabilité P = p®(1 —p)N =@ de réussir. Comme
P €]0,1[, P(C) = 1 par la question 2. Par suite P(D) = 1 et D est presque
siir.

Exercice 14.5 : Produit eulérien ~

On se fixe un réel s > 1 et on considére l'espace probabilisé (2, Z(Q2),P) ou
Q) = N* et P est définie par :

1
Vn e, P({n}) = ,
() = o
¢ désignant la fonction de Riemann :
+oo
1
=2 —-
n=1

Pour n € N*, on désigne par A,, 'événement « p est multiple de n. »

1. Justifier que P est bien une probabilité et calculer P(A,,) pour tout n € N*.
2. Montrer que si & est I’ensemble des nombres premiers, les événements A,
p € & sont indépendants.

3. En déduire que

pap=T (1- %) »is co=T[ (1-2) -

pEP peP

1. Pour montrer que P est une probabilité, il faut vérifier que les P({n}) sont des
réels positifs ou nuls dont la somme vaut 1.

gente (par le critére de Rlemann) et on a

1 =21

1
ZP({”}):;W:@ZE:L

-| Pour n € Q, P({n}) est un réel positif ou nul, terme général d'une série conver-
neqQ

n=1
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I Ainsi P définit bien une probabilité sur ).

On utilise ensuite la formule du cours pour calculer les probabilités cherchées.

Pour n € N*, on a alors

+oo 00
P(4) =Y P({p}) =) P({kn}) =3 W
k=1 k=1

PEAL
1 i" 11
ns¢(s) ks n

2. 11 faut ici vérifier la définition d’une famille indépendante.

@ L’indépendance deux & deux n’implique pas 'indépendance mutuelle.

Il est donc nécessaire de prendre n événements !

Soient p1, ..., p, des éléments deux a deux distincts de &2, avec n € N*. Alors
Ap, N...NA,, est 'ensemble des multiples communs a p1,...,ps,, donc de
p1 - Pn (puisque les p; sont deux a deux premiers entre eux).

Ainsi A, N...NAp, = Ay, ..p,., et, avec la premiere question, on obtient

1 1 1

_— = — X e X —
(p1...pn)* P s,
=P(4,)...P(4,,).

En conclusion, les événements A, p € & sont indépendants.

P(Ap1 n---nN Apn) = P(Ap1mpn) =

3. On reconnait dans le produit infini le produit de tous les (1 — P(A,)) = P(4,).
On va donc utiliser I'indépendance des A4, (conséquence de l'indépendance des A,).
Pour passer a limite, on utilisera la continuité décroissante de P.

Notons {p1,p2,...,Pn, ..} une énumération croissante de .

Pour n € N*, notons E,, = A, N---NA,, . Il est clair que £, +; C E,, donc
la suite (E),)nen est décroissante pour I'inclusion.

Les événements A,,,..., A, étant indépendants d'apres la question précé-
dente, il en est de méme des événements A, ,..., A, . Ainsi

P(E,) = P(A,; (- N 7,) = P(A,) ... P(A,) = [[(1 - P(4,))

i=1

Soit
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Par continuité décroissante de P, on 1131 P(E,) = P(E). Or E est I'évé-

nement « n n'est multiple d’aucun nombre premier. » On a donc E = {1}, et
1
P(E)= —.
((s)
Ainsi
1
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Variables aléatoires discretes 15

Exercice 15.1 : Natalité ~

On suppose que dans un pays donné, tous les couples ont des enfants jusqu’a
obtenir un garcon. Le but de cet exercice est de trouver la proportion P de
garcons dans la population (en supposant que garcon et fille sont équiprobables
a la naissance).

1. Soit X le nombre d’enfants dans un couple. Donner la loi de la variable aléa-
toire X.

2. Calculer P, puis E(P).

1. Il faut calculer les P(X = n) pour n € N. Il s’agit de la répétition d’une expérience
de Bernoulli de parameétre % jusqu’a obtenir un succes.
On sait d’apres le cours qu’il s’agit d’une loi géométrique.

On a clairement P(X = 0) = 0. Pour n € N*, P(X = n) est la probabilité que

les n — 1 premiers enfants du couple soient des filles, et que le n-ieme soit un

garcon. Ainsi
NNt 1 1
P(X=n)=(- S=—
(X =n) (2) 2T on

1
X suit donc la loi géométrique de paramétre 5

2. La variable aléatoire P s’exprime aisément en fonction de X, le calcul de son
espérance est alors une application du théoréme de transfert.

@ Il est impossible ici de calculer directement 1’espérance de P sans uti-
liser le théoreme de transfert. De maniere générale, la définition de
P’espérance servira plutot dans les exercices théoriques.

. . 1
I Un couple donné a X — 1 filles et 1 garcon, par définition, donc P = X
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Par le théoréme de transfert, on a alors :
E(P)=E <1> = f lpx=n)= S L
X =n = n2r
Comme la série converge (il s'agit d'une série entiere usuelle), P admet bien
une espérance finie.

1
On reconnait le développement en série entiére de — In(1—x) appliqué a x = 3
donc E(P) = In(2).

Exercice 15.2 : Cartes a collectionner ~

Pour fidéliser ses clients, une entreprise décide de joindre a ses produits des cartes
a collectionner de n types différents. On considere que les cartes jointes a chaque
produit suivent des lois uniformes (sur ’ensemble des n possibles) indépendantes.
On note N la variable aléatoire représentant le nombre de produits a acheter
pour avoir les n cartes. Déterminer ’espérance de N et en donner un équivalent
quand n — +o0.

Notons N; le nombre d’achats & effectuer pour avoir ¢ cartes différentes. On a Ny =1
et pour i € {1,...,n—1}, N;y; — N, représente le nombre de produits & acheter pour
avoir une carte supplémentaire différente des autres.

Ceci correspond a attendre le premier succes dans une répétition d’expériences de
Bernoulli. Cette loi est donc géométrique.

Soit i€ {1,...,n—1}.
Pour k € N*, P(N;4+1 — N; = k) est la probabilité que les k — 1 premiéres
cartes jointes (3 partir de I'instant V;) soient parmi les ¢ que le collectionneur

N ea 2 1 N .
possede déja (donc avec une probabilité de —), et que la k-iéme soit une des
n

n—1

n —1i que le collectionneur n'a pas encore (donc avec probabilité de ). Les
achats étant indépendants, on a donc

i -

n n
N;11 — N; suit donc une loi géométrique de paramétre . Ainsi N;11 — N;

est d'espérance finie et

n
E(Niy1 — N;) =

n—i
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n—1

Par suite, comme N = N,, = > (N;41—N;)+ Ny (par télescopage), la linéarité
i=1

de I'espérance donne N d’espérance finie et on a :

n—1

n-l n—1
n n
E(N) =Y E(Nipy1— N) +BE(Ny) =) H:Z?H
=1 i=1

n—1q
n
1

i=1
=1

@ La encore, le calcul direct de ’espérance était impossible. C’est en écri-
vant IV en fonction de lois usuelles, dont on connait ’espérance, qu’on
peut aboutir.

Il faut maintenant trouver un équivalent de la somme harmonique quand n — 400,
ce qui est un grand classique. On fait une comparaison avec une intégrale.

1
Pour k e N* et t € [k,k+ 1], on a ] < n < T En intégrant, il vient
1 /’““ dt 1
< — < -
k+1 ), Tt Tk

n
Ainsi, notant S,, = Z T on obtient (par la relation de Chasles) :

k=1
n+1 dt
Sn+1*1</ 7<Sn
1

—
—_

t

On adoncIn(n+1) < S, <1In(n)+1, dont on déduit aisément que S,, ~ Inn.
Un équivalent de E(N) quand n — +0o est donc nlnn.

Exercice 15.3 : Compétition d’athlétisme N

Lors d'une compétition de saut en hauteur, un athlete tente de franchir des barres
successives numérotées 1,2,...,n,.... Il n’a droit qu’a un seul essai par barre.
On suppose les sauts indépendants, et que la probabilité de réussite du n-ieme

saut est —.

1.0n notTé X la variable aléatoire égale au numéro du dernier saut réussi. Calculer
la loi de X.

2. Déterminer la fonction génératrice de X.

3. Montrer que X? est d’espérance finie et calculer E(X) et V(X).
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1. 11 faut calculer toutes les probabilités P(X = n) pour n € N*.
L’événement X = n nécessite que 'athlete réussisse les n premiers sauts mais rate le
dernier. L’indépendance des sauts permet de calculer aisément cette probabilité.

Pour n € N*, on note S,, I'événement « L'athléte a réussi le n-ieme saut. »

En supposant les sauts indépendants, les événements Sq,...,.S5,1 sont indé-
) ) +
pendants, donc les événements Sy, ...,S,, Sp+1 le sont également. Ainsi

P(X =n)=P(S,11N 8, N...081) = P(Sy1)P(Sy)...P(S))

1 ol 1
n+1 iI:Il i n+l nl  (n+1)!

2. Le calcul de la fonction génératrice de X se fait en utilisant la définition.

Pourt € R*, ona:
ZP — )" = io u t”—io ! —
=n) )" T &2 \al T ()

t" ¢
_Z *Z(nﬂ)!:e_l_ "

tel —et +1

t
Les séries entiéres considérées sont bien de rayon de convergence infini puisqu’il
s'agit de combinaisons linéaires de la série exponentielle.

3. Les calculs de E(X) et de V(X)) nécessitent le calcul de sommes de séries. Puisque
lon connait la fonction génératrice, E(X) sera alors la dérivée de cette fonction en 1,
et V(X)) se calcule & partir de sa dérivée seconde.

@ La encore, le calcul direct (surtout pour la variance) serait fastidieux.
On contourne le probleme en utilisant les fonctions génératrices.

Notons que G x est dérivable sur R* (comme quotient et combinaison linéaire
de fonctions qui le sont) et pour t € R*,

(" +tef —ef)t — (te® —e' +1) ! —te! +ef — 1
12 N 12 '

Comme Gx est dérivable en 1, X est d'espérance finie et

EX)=Gx(1)=e—1.

Gx(t) =
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De méme Gx est deux fois dérivable sur R* et pour t € R*,
(2te! + t%et — et —te! + e!)t? — 2t(t%e’ —te! + e — 1)
t4
t3et — t2et + 2tet — 2et 4+ 2
t3 '
Comme Gx est deux fois dérivable en 1, X? est d'espérance finie, et
E(X(X —1))=G%(1)=2.
Par suite E(X?) =2+ E(X)=1+ecet
V(X)=E(X?*) -EX)?=e+1-(e—1)%=—e? + 3e.

G (t) =

@ On pouvait également utiliser le théoreme de transfert pour calculer
E(X —1) et E(X? - X).

Exercice 15.4 : Nombre de poussins N

Une poule pond N oeufs, ou NN suit une loi de Poisson de parametre A. Chaque
oeuf éclot avec probabilité p, et les éclosions sont des événements indépendants.
On note K la variable aléatoire donnant le nombre de poussins.

Calculer la fonction génératrice de K puis reconnaitre la loi de K.

Le calcul de le fonction génératrice se fait via le calcul des P(K = k) pour k € N. On
décompose ce calcul avec la formule des probabilités totales.

Pour ket n € N, P(K = k|N =n) = 0si k > n (il ne peut y avoir plus de

poussins que d'oeufs) et vaut i PP sik <n, ot g=1-np.

En effet, s'il y a n oeufs, la loi du nombre de poussins est la somme de n
variables de Bernoulli indépendantes (les variables représentant les éclosions ou
non de chacun des n oeufs) donc est une loi binomiale.

Attention a ne pas oublier le coefficient binomial, surtout si I’on calcule

@ directement cette probabilité : il faut que k oeufs éclosent (terme p*)
que n — k n’éclosent pas (terme ¢"~*) et il faut choisir parmi les n
lesquels des k oeufs vont éclore (terme (})).
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Exercice 15.5 : Loi conjointe et lois marginales N

Soit X et Y deux variables aléatoires sur un méme espace probabilisé a valeurs
dans N. On suppose que la loi conjointe de (X,Y") vérifie

1. Quelle est la valeur de a ?

2. Déterminer les lois marginales de X et Y.
3. X et Y sont elles indépendantes 7

4. Calculer P(X =Y).

Pour z € |—1, 1], on a donc

+oo +o0o +oo
=Y P(K=k)a" =) > P(K =kIN =n)P(N =n)2*
k=0 k=0n=0
“+o00 +o00 +oo n
el A" A" n e
=35 ()t Kat = S S (1) gt
k=0n=k ’ n=0 " k=0
l oA PEta) _ Apatg—1)
= Ze ' plv —+ q) e p: q) — e D q
n=0
— e)\p(zfl).

Notons que l'inversion des deux signes sommes est justifiée puisqu'en fai-
sant le méme calcul avec |z| au lieu de x, on obtient que la famille

N\ ok ANk
prgteT est sommable.
k n 0<k<n< 400

On reconnait ici I'expression de la fonction génératrice d'une variable aléatoire
de Poisson de paramétre A\p, donc K suit une loi de Poisson de paramétre Ap.

YV, k) eN?, P(X=4Y =k =a(j+k)27F

1. On détermine la valeur de a en utilisant la relation Y. P(X =45Y =k)=1

(4,k)EN?

Pour calculer cette somme, on regroupe les termes & j + k constant (au vu de la
formule donnant P(X = j,Y = k)) et on va reconnaitre la dérivée seconde d’une série
géométrique.

On a
4o n 4o n —+o0
1—ZZP =35Y =n—j) ZZCLTL2 " Zan(n—&—l)Q*”,
n=0 j=0 n=0 j=0 n=0
la série considérée étant convergente (c est un o | — | par croissance com-
n
+oo

parée). On note f la somme de la série entiere > 2™ sur | — 1,1[. On sait
n=0
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que
1
Ve €] —1,1], = ,
I
et comme on peut dériver terme a terme,
+oo +oo
f(x) = Z n(n —1)a2" 2% = Zn(n + 1)z,
n=2 n=0
. : . a,, (1 ,
ce qui montre que la relation plus haut se réécrit 1 = if 5 ) D’autre part,
on calcule
1 . (-2)(1 —x) 2
/ . " — _ —
f (Z‘) - (1 _ (E)Q puis f (1") (1 _ .’E)4 (1 _ x)g

et 1 = 8a, donc a =

2. Pour déterminer P(X = j) & j € N fixé, il suffit de sommer les P(X = 5, Y = k)
pour tous les k € N. On retrouve donc un calcul de série.

Pour j € N, on a (avec les notations de la question précédente)

+o0o too
PX=j)=> P(X=jY=k=) a(j+k27"

k=0 k=0

j +o00 1 +oo
= ) "ok N g2k
8><2JZ +8><2J
k=0 k=0
i 1 (1N 1 j+1
_4x2j+16x2jf <2>_4x2j+4x2j_2j+2'

E+1

On montre de méme que pour k € N, P(Y = k) = oh 2"

@ Les lois de X et Y ne permettent pas de retrouver la loi conjointe
(X,Y).

3. Si les deux variables aléatoires étaient indépendantes, on aurait
PX=0,Y=0)=0=P(X =0)P(Y =0).
Or P(X =0,Y =0) =0 mais P(X =0) et P(Y = 0) sont non nulles.

Pour (j,k) = (0,0), on a

P(X =j,Y =K) =04 oo = P(X = j)P(¥Y =)

donc X et Y ne sont pas indépendantes.
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4. La probabilité cherchée s’obtient en sommant les P(X = k,Y = k) pour k € N, ce
qui donne encore un calcul de série.

On a, avec les notations du 1,
+oo

+00 too
P(X=Y)=> P(X=kY =k => a(2k)2 = EZM”“
k=0 k=0 k=0
1, (1\ 1
=167 (4> =y

Exercice 15.6 : Temps de jeu a la roulette N

Un joueur arrive au casino avec une fortune de & € {0,..., N} et joue a la
roulette. Il a une probabilité de gagner de p € |0,1[ 1 euro a chaque partie, en
misant un euro.

Le joueur a décidé qu’il s’arréterait de jouer s’il a gagné tout 'argent N disponible
dans le casino, ou lorsqu’il n’aura plus d’argent. On note t; la variable aléatoire
représentant le temps de jeu du joueur (presque strement fini d’apres ’exercice
14.2).

1. Montrer que pour n € N, P(ty, > N(n+ 1)) < P(t;, > Nn)(1 —p").

En déduire que t; admet une espérance qu’on notera T} dans la suite.

2. Justifier la relation T, = p(1 + Ty41) + ¢(1 + T—1), k € {1,..., N — 1}, avec
q=1-p.

3. En déduire que

1. Pour que le temps de jeu soit plus grand que N(n + 1), il faut qu’il soit plus grand
que Nn et que les parties nN + 1 & N(n + 1) donnent une fortune restant entre 0 et
N.

La majoration demandée est de montrer que la probabilité de ce dernier événement
est plus petite que (1 — p), c’est-a-dire que I’événement contraire a une probabilité
plus grande que p", la probabilité de gagner N fois d’affilée.

Pour écrire ceci rigoureusement, il faut utiliser 'indépendance des parties, en distin-
guant les cas de résultats possibles au bout de nN parties.

Notons S la fortune du joueur a l'instant n/NV. Les parties étant indépendantes
les unes des autres, pour z € {1,...,N — 1}, on a

Pty >Nn+1l)etS=2)=P(ty > NnetS=ux)P(4,),
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ol A, désigne I'événement « Les parties Nn+1 a N(n+1) donnent des résultats
tels que le joueur n’atteint ni une fortune de 0, ni une fortune de N a partir de
S=uxz.»
Si le joueur gagne les parties Nn + 1 a Nn + (N — ), I'événement A, est
réalisé, on a donc, par croissance de P, P(A,) > pN =% > pV (car p €]0,1]).
Ainsi P(A,) <1 —p" et il vient
N-1
P(ty >n(N+1))= > P(tp>N(n+1) et S =)

Z 8
_

= Pty > Nnet S=x)P(4,)
N—
< P(t, > Nnet S =2z)(1—p")

<Pt > Nn)(1 —p").

Il
_

—

La relation précédente donne alors une majoration de P(¢ty > Nn) par le terme
général d’une série géométrique convergente (par récurrence triviale). Il faut alors
relier 'espérance de ¢y avec la série de terme général P(f; > n). C’est un calcul tres
classique.

Pour n € N, on montre, par récurrence aisée, que P(t;, > Nn) < (1 —p™)".

Pour ! € N, si [ est entre Nn et N(n+ 1) — 1, on a clairement
P(tx > 1) < P(tx > Nn),

ainsi :
N(n+1)-1
0< > P> <N1-p")",
l=Nn
terme général d'une série convergente (car géométrique de raison 1 — p”, avec
1—pN €]0,1).
La série

400 N(n+1)—1

> P>

n=1 [=Nn
converge donc absolument (puisque c'est une série a termes positifs) et
> P(tr > 1) converge (par sommation par paquets).
Par suite, on a

+o0 +oo 400 +ooc—1
ZP(tk>l)=Z Z P(tk:C):ZZP(tk:C>
=0 =0 c=Il+1 c=11=0

+oo
= Z cP(tp = ¢)
c=1
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I'inversion des deux signes sommes étant possible car il s'agit d'une famille
de réels positifs sommable (la premiére série converge). Ainsi Y cP(tx = ¢)
converge (absolument) et ¢; admet une espérance.

@ Il est important de bien retenir cette derniere formule, qui relie I’espé-
rance d’une variable aléatoire X aux P(X > n) car elle est extrémement
classique.

2. La relation demandée relie I'espérance de t; a celle de 41 et tg_1.

On étudie 'issue de la premieére partie : si le joueur gagne, on est ramené au probleme
avec un montant initial de k41, s’il perd, avec un montant initial de k—1. Pour pouvoir
appliquer la formule des probabilités totales, il faut se ramener aux événements t; = n,
n € N.

@ Il faut toujours se ramener a des événements pour pouvoir utiliser les
propriétés liées au conditionnement. On utilise alors la définition de
I’espérance.

Notons G I'événement : « Le joueur gagne la premiére partie. »

Pour k € {1,...,N—1} et n € N*, on a, par la formule des probabilités totales
P(t;, = n) = P(ty = n|G)P(G) +P(ty, = n|G)P(G)
=Ptsp1 =n—1)p+P(ts—1 =n—1)q.
Comme P(t;, = 0) = 0 puisque k est entre 1 et N — 1, on en déduit que

“+o0 +oo
E(tk) = Z ’I’LP(tk = n) = Z n[P(tk+1 =n— l)p + P(tk,1 =n— 1)q]
n=1 n=1
+o0 foo
:pZnP(tk+1 =n-—1) +anP(tk_1 =n-—1)
n=1 n=1

+00 +00
=p) (n+DP(tir1=n)+q) (n+1)P(ty—1 =n)
n=0 n=0

=pE(tg41+ 1)+ ¢E(tr—1 +1) = p(1 4+ T1) + ¢(1 + Tj—1)

d’aprés le théoréme de transfert, toutes les séries étant convergentes (puisque
E(ty) est finie d'aprés la premiére question).

3. Les T}, suivent une équation de récurrence double, mais pas tout a fait linéaire (il
y aun p+ ¢ = 1 qui nous ennuie).
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L’idée est d’abord de modifier légerement la définition de T} pour retrouver une
équation de récurrence double linéaire classique. On va ajouter a T} un terme de la
forme ok (le fait d’ajouter 1 a chaque fois rappelle une suite arithmétique).

Soit a € R. Pour k € {0,..., N}, on pose u, = Tj, + k. Si 1 <k < N — 1,
on a
PUE+1 + qUE—1 — Uk

= pTy1 +pa(k+ 1)+ qTe—1 4+ ga(k — 1) — Ty, — ak

= pak + pa + qak —qao — 1 — ak = pa — qa — 1
Placons-nous donc dans le cas ot p # ¢q. On peut alors poser & = L de
sorte que pug+1 + qui—1 — ug = 0. b=
L'équation caractéristique associée est px? — z + ¢ = 0, de discriminant

1—dpg=1—4p(1—p) =4p*> —4dp+1= (1 - 2p)?

(non nul car p # q). Les solutions de cette équation sont donc

1+(172p)_17p_get1—(172p)

2p p p 2p
On a donc (A, 1) € R? tel que pour tout k € {0,..., N},

k
uk:)\+u(q> .
p

N
Commeug =Ty =0etuy =Ty+aN = ——, (A, ) est solution du systéme
q

=1

A+pu=0

N
N
)
p p—aq
. A\ N
En effectuant Ly, — L1, on obtient p = — 1] = —— donc
p p—q
N N

w= et A=—pu=—

w-0((2)" 1)

Ainsi, pour k € {0,..., N}, il vient :

k k
=0 - (2)
1 1
Ty = Uy —ak = N Y7 k|l =— | k- N— 2

N - N
—q q q—Dp _(a
-1+ (3) - (3)

Reste a traiter le cas p = ¢. On ne peut alors pas trouver de « simplifiant la relation
précédente (ceci vient du fait que 1 est solution double de ’équation caractéristique).
A la maniére des équations différentielles, on cherche alors vy, sous la forme T}, 4+ ak?.
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Supposons maintenant p = q.
Pour k € {0,...,N}, on pose maintenant v, = T} + ak?, avec a € R 2
déterminer. On a alors
DUk41 + qUE—1 — Uk

1 1
= 5Tt + %(k +1)2 + 3Tk + %(k —1)2 =T} — ak?

:%(k2+2k+1+k272k:+1)71—ak2:a—l

1 1
et I'on pose o = 1 pour avoir §Uk+1 — v + §Uk_1 =0, c'est-a-dire

Vg1 — 20 + vp—1 = 0.
L'équation caractéristique est 22 — 2z + 1 = 0, admet pour solution double
x =1, donc on a (\,u) € R? tel que pour tout k € {0,..., N}, vp = A+ uk .
Commevg =Ty =0etvy =Ty +aN?>=N? onal=0etu=N. Ainsi,
pour k € {0,...,N}, ona

T =vp — k* = Nk — k* = k(N — k).

@ C’est pour cette raison que les casinos existent : méme si un joueur
arrive avec une fortune initiale k trés petite, son temps de jeu est (si
p = q) en moyenne égal & k(N — k), donc tres grand par rapport a k.

Exercice 15.7 : Le paradoxe de I'inspection N

Dans une usine, une machine a, chaque jour, une probabilité p € ]0, 1] de tomber
en panne. Chaque fois qu’elle tombe en panne, un technicien vient la réparer
dans la soirée.

On note ¢ = 1 — p, X, la variable aléatoire qui vaut 1 si la machine est tombée
en panne le n-ieme jour, 0 sinon, et, pour ¢ € N*, T; le jour ou la machine est
tombée en panne pour la i-eme fois. Les variables aléatoires X,, sont supposées
indépendantes.

On pose enfin 7, = T; puis pour k > 2, 7u, = Ty — Tx—1 le nombre de jours
écoulés entre deux pannes consécutives. On note enfin N,, le nombre de pannes
survenues entre les jours 0 et n.

1. Déterminer la loi de 7; et montrer que les 7, £ € N*, sont indépendantes, de
méme loi que 7.

2. Pour n € N*. Déterminer la loi conjointe de (T4, ...,T)).

3. Un inspecteur vient le n-ieme jour, n € N*, et reste jusqu’a la prochaine panne.
Calculer la loi des variables aléatoires V,, =Ty, 41 —net U, =n — Tk, .
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1. Pour montrer que des lois sont indépendantes, il faut vérifier la définition du cours.
On calcule les probabilités des événements 7; = n; et (71,...,7) = (n1,...,n) en
utilisant 'indépendance des variables aléatoires Xp.

@ L’indépendance des variables deux a deux n’implique pas l'indépen-
dance mutuelle. Il faut bien prendre [ variables aléatoires!

Soient | € N* et ny,...,n; € N, et notons ¢ = ny + -+ - + ny pour k entre 1

et l.
L'événement A = (11 = nq,...,7, = n;) correspond a
qu+1 =...= Xl]k+nk+1—1 =0 et X(Ik-"rnk-+1 =1
pour k entre O et [ — 1.
Les événements X1, ..., X, étant indépendants, et A correspondant au succes
de [ d'entre eux, on a donc
-1

P(A) = P(7'1 =N1y...,T] = nl) = H((l _p)nk+171p) _ (1 _p)qlilpl.
k=0

D'autre part, pour i € {1,...,1}, I'événement 7; = n; correspond a
XT 1+1*0 XT 1+n;— 1=0 et XT 1+n; =1

Avec I'indépendance des X,,, on a donc P(7; = n;) = (1 — p)™~!p. Ainsi

P(ri=mny,...,n=m) = (1-p)~'p' = (1 - p)tm= D=yl
1
=[[la-p""p] =[] P~
7,:1 i=1
donc 71,..., T, sont indépendants.

On a vu plus haut que pour tout ¢ € N* et tout n € N*,
P(ri=n)=(1-p)" 'p.

Les 7; ont donc tous méme loi que 71, la loi géométrique de paramétre p.

2. Par définition, la loi conjointe d’un n-uplet (71,...,T,,) est donnée par les proba-
bilités des événements P(Th = k1,..., T, = ky).

kiv1 < ki, P(Th = kq, = k,) = 0 (la suite des T étant strictement
croissante).

-‘ Soit (k1,...,kn) € (N* ) Notons que s'il existe ¢ € {1,...,n — 1} tel que
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Y

Supposons donc k1 < --- < k,,. On a alors, avec la question précédente :
P(Tl :kh...,Tn an) :P(’ﬁ :k177—2 :kg —kl,...,Tn :kn —knfl)

= ﬁP(Tz = kz — kifl)
=1

I

Il
-

(1 =)t lp]

1—p)fnrp"

—~

par télescopage, et ou I'on a noté kg = 0 pour simplifier.

Il est parfaitement logique que le résultat ne dépende que de k,, : comme
les X} sont indépendants, la probabilité cherchée est tout simplement
la probabilité qu’il y ait eu n pannes avant 'instant k.

3. Comme toujours, il s’agit de calculer les P(U,, = k) et P(V,, = k), pour k € N*.

%

Pour k € N*, I'événement U,, = k correspond a X,, =0,...,X,,_ry1 =0 et
X, =1.0n adonc P(U, = k) = (1—p)*~!p (par I'indépendance des X,,).
U, suit donc une loi géométrique de parameétre p.

Pour k € N*, I'événement V,, = k correspond a X,,11 =0,..., X 1r—1 =0 et
Xnir = 1. On adonc P(V,, = k) = (1 — p)k~1p. V,, suit donc également une

loi géométrique de parameétre p.

Comme 7y, 1 = U, +V,,, et comme U, et V,, sont indépendantes de
méme loi que 77, la durée moyenne entre les deux pannes qui encadrent
n est plus grande que la durée moyenne entre deux pannes. C’est le
paradoxe de l'inspection. L’inspecteur, qui arrive a l'instant n dans
Iintention de mesurer la durée moyenne entre deux pannes, enregistre
un nombre en général trop grand.
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Exercice 15.8 : Un jeu de pile ou face N

On lance une infinité de fois une piece ayant une probabilité p €]0, 1] de donner
pile, les lancers étant mutuellement indépendants. On note N le nombre de lan-
cers nécessaires pour donner pile. On lance ensuite N fois la méme piece et on
note X le nombre piles obtenus.

1. Déterminer la loi de N puis la loi de X.

2. Calculer la fonction génératrice de X.

3. En déduire E(X) et V(X).

1. N suit une loi géométrique de parameétre p (premier succes dans une suite d’ex-
périences de Bernoulli indépendantes). Ensuite, lorsqu’on connait la valeur n de N,
X suit une loi binomiale de parameétres n et p (nombre de succes dans n expériences
de Bernoulli indépendantes), ce qui permet de déterminer la loi conditionnelle de X
sachant N = n.

On utilise ensuite la formule des probabilités totales pour déterminer la loi de X.

Soit n € N*. Si I'on sait que N = n, X suit une loi binomiale de paramétres n
et p (nombre de succeés dans n expériences de Bernoulli), donc pour k € N et
n € N* ona

Osik>n
PUC=HN =)= ()50 on

N suit une loi géométrique de paramétre p (premier succés dans une suite d'ex-
périences de Bernoulli) donc en notant ¢ = 1 —p, par la formule des probabilités
totales, il vient, si k # 0,

+oo too

n _ n—

P(X=k =Y P(X=kN=n)P(N=n)=Y_ <k>p’“q” “pg" !
n=1 n=~k

+oo 'fl'
_ § : k+1 2n—k—1
kl(n — k)!p 1
n=k

“+oo
- Z nn—1)...(n—k+1) 111 9, p 1
- k! b

n=~k

k41, k—1 +°
= %Zn(n—1)...(n—k+1)(q2)"_k
: n==k

k+1 k—1
pFtig
= P ()
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ou f:xr Zx (puisque ¢? €]0,1[). On a donc
k+1_ k—1 k! k+1 k—1
PX=k=0"9 _ " q
A (1= g2)FHL ~ (1= )t i(1+ q)FHL
_ ¢
(1+ gkt
D'autre part
foo +oo » +o0
=D P = 0N =nP(N=n)= 3 ¢"p" ' = 3 ¢
n=1 n=1 n=1
2
_p, 4 P4 _q

¢ 1-¢ (1-9(+q 1+q

2. Le calcul de la fonction génératrice de X est un autre calcul de série.

Soit x € [0, 1] avec la question précédente on calcule

k—1

GX(x):Zka Z ’ 1+qk+1

q
1—|—q 1+q

Il
M+

qx
( ) _ 9 1 o 1t
. .
—\l+gqg l+q q(l+q 1-7%
q x

T+q  (+9U+el-2)

3. On détermine l'espérance et la variance de X grace aux dérivées successives de Gx .

Comme G'x est deux fois dérivable en 1, X2 est d'espérance finie (et en parti-
culier X est d'espérance finie). Pour = € [0, 1], on calcule
1 1+q(1—2)+qr 1

Ox) = 3 et o)~ Qe o)

puis

" o 2q
=)
Ainsi, E(X) =G5 (1) =1 et E(X(X — 1)) = G% (1) = 2g. On en déduit que

V(X)=EX?) -EX)?=2¢+E(X) - 1=2q.
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Exercice 15.9 : Processus de Galton-Watson ~

On consideére une famille (X, ) (n,pyenz de variables indépendantes de méme loi
X et (Z,)nen la suite de variables aléatoires définie par récurrence par

Zn

Zo=1 et VYneN, Zn+1 = ZXj,n+1'

j=1
Concrétement (Z,,)neny modélise I’évolution d’une population dont, & chaque ins-
tant n, les individus meurent en donnant naissance (de maniére indépendante)
a des nombres d’enfants suivant la loi X.
On note ¢ la fonction génératrice de X, on suppose que X admet une espérance
finie que l'on note m = E[X] et que P(X =0)+P(X =1) < 1.
1. Montrer que ¢ est strictement croissante, dérivable et que ¢’ est strictement
croissante sur [0, 1].
2. Pour n € N, on note ¢, la fonction génératrice de Z,, (définie sur [0, 1]).
Montrer que @, 11 = ¢, © ¢. En déduire E(Z,).
3. Soit T la variable aléatoire représentant le plus petit entier n (ou +oo si cet
entier n’existe pas) tel que Z,, = 0 (extinction de la population). Montrer que
P(T < +00) est le plus petit point fixe de ¢.
4. Montrer que la population s’éteint presque stirement si et seulement si m < 1.

1. Par définition la fonction génératrice est une série entiere définie sur [0, 1]. Elle est
donc dérivable sur son intervalle ouvert de convergence. La dérivabilité en 1 équivaut
a l'existence d’une espérance finie. On étudie ensuite la stricte croissante via le signe
de la dérivée et de la dérivée seconde.

@ est une série entiére de rayon de convergence supérieur 3 1. Elle est définie
sur [0,1] et est de classe > sur [0,1[. Comme X est d'espérance finie, sa

fonction génératrice ¢ est dérivable en 1. Ainsi, ¢ est définie et dérivable sur
[0,1]. Pour = € [0,1], on a (en dérivant terme a terme sur I'intervalle ouvert de

convergence) :
+oo +oo
o (r) = Z nP(X =n)2" ' >0et ¢ (z) = Z n(n —1)P(X =n)z" 2
n=1 n=2

sinon P(X =n)=0pourtoutn >2 (oul), et P(X =0)+P(X =1) =1,
ce qui est exclu.
¢ et ¢’ sont donc strictement croissantes sur [0, 1].

2. Les fonctions ¢, et ¢n41 étant définies sur [0,1], il faut d’abord vérifier que
¢([0,1]) C [0,1] pour que la formule ait un sens. On fait ensuite le calcul de la série
entiere définissant ¢, 11(t) pour ¢t € [0,1]. Les P(Z,4+1 = p) se calculent en fonction
des P(Z,, = k) via la formule des probabilités totales.
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Comme ¢ est strictement croissante sur [0, 1], avec p(0) = P(X; =0) > 0 et

©(1) =1, ¢([0,1]) C [0,1]. On peut donc considérer la composée ¢, o ©.
Pour ¢ € [0, 1], on calcule, par la formule des probabilités totales et sous réserve
de justiﬁcations :

+o0 00
nt1(t ZP ntl =D tp_ZZP (Zn+1=p|Zn = k)P(Z,, = k)t*
p=0 k=0
+o0 400
=3 > PXn1+-+ Xnp =p)P(Z, = k)t
p=0 k=0

+oo +oo
=Y P(Zy=k) D> P(Xn1+- -+ Xpp =)t
k=0 p=0

—+oo
= ZP(ZTL = k)@n,k(t)
k=0
ol ¢y, i est la fonction génératrice de X,, 1 + -+ 4 X,, ., sous réserve de justi-
fication de I'inversion des deux signes sommes.
Comme X, 1,..., Xy est une suite indépendantes de variables aléatoires de
méme loi que X, ¢, = ©*. On en déduit que

+oo
nt1(t) = ZP(Zn = k)‘ﬂ(t)k = en(p(1)).
k=

@ Il y a des justifications a apporter pour pouvoir intervertir les deux
séries (sur k et sur p).

[l reste a justifier I'interversion des deux signes sommes dans le calcul plus haut.
Il faut montrer que la famille (P(X,, 1 + -+ Xy, 1 = p)P(Z,, = k)tP) (k)2
est sommable (pour intervertir les deux signes sommes). Or c’est une famille de
réels positifs dont la somme vaut ¢, (¢(t)) < 400, elle est donc sommable.

Pour en déduire I'espérance de Z,,, il faut justifier la dérivabilité de ¢,, en 1 et calculer
¢! (1). La justification vient aisément de la dérivabilité de ¢ en 1, et par récurrence
sur n. Pour la valeur, on a E(Z,11) = ¢}, 1(1) = ¢'(1)¢;,(p(1)) = mE(Z,), dont on
déduit que E(Z,,) = m™.

Montrons par récurrence sur n € N la propriété H,, : « Z,, admet une espérance
finie qui vaut m™. »

e Comme Zy =1, Zy admet une espérance finie qui vaut 1 = m?, donc on a
Hy.



Probabilités 339

e Soit n € N tel que H,. Par hypothése de récurrence, Z, admet une es-
pérance finie qui vaut m™, donc ¢, est dérivable en 1 = ¢(1), de déri-
vée m™. Comme ¢ est dérivable en 1 (car X admet une espérance finie),
Vnt+1 = @n 0@ est dérivable en 1 comme composée de fonctions qui le sont.
Ainsi Z, 11 admet une espérance finie, qui vaut :

E(Zni1) = 11 (1) = @' (D@ (0(1) = me;, (1) = mE(Z,) = m"*
doncon a Hyy;.

En conclusion, Vn € N, H,,.

3. L’événement {1 < +oo} est la réunion des {Z,, = 0} pour n € N. C’est une réunion
croissante, on appliquera donc la continuité croissante de P.

De plus P(Z,, = 0) = ¢,(0) = ¢™(0) (par la question précédente) si n > 1. Ainsi
P(T < +00) est la limite des P(Z,, = 0) = ¢™(0), donc la limite d’une suite récurrente
définie via la fonction ¢, donc un point fixe de .

Ona {T < 400} = Upen{Z, =0} et pour n €N, {Z,, =0} C {Zy41 =0} :
si la population est éteinte a l'instant n elle I'est encore a I'instant n + 1. Par
continuité croissante de P, on a (sous réserve d'existence de la limite),
o P o n
P(I'<+o0)= lim P(Z,=0)= lm ¢,(0)= lm ¢"(0)

n——+4oo
ol " = o0, et puisque ¢, (0) = ¢"™(0) par récurrence aisée sur n € N*
3 partir de la question précédente.
La suite (un)nen = (¢™(0))nen= Vvérifie I'équation de récurrence

YneN, upr1 = o(up).

Comme ¢ est croissante, (U, )nen+ est monotone. On a u; = (0) > 0, donc en
appliquant ¢, qui est croissante, us > ;. La suite (uy,)nen+ est donc croissante.
Comme ¢ est a valeurs dans [0, 1], elle est majorée par 1. Par le théoréme de la
limite monotone, cette suite converge.

Sa limite [ est nécessairement un point fixe de ¢ (puisque @ est continue,
car dérivable, sur [0,1]). De plus, si a est un point fixe de ¢, en partant de
ug = 0 < a, on montre par récurrence aisée sur n € N que u,, < a. Ainsi
(un)nen €st majorée par tout point fixe de .

En conclusion, P(T < +o0) = ngrfoo Uy, est le plus petit point fixe de .

4. On sait que 1 est un point fixe de . Il faut montrer que c’est le plus petit point
fixe de ¢ si et seulement si m < 1. On traite séparément les deux implications.

» Sens direct :

Dans ce sens, on suppose que 1 est le plus petit point fixe de ¢, et on doit montrer que
m < 1. La fonction h : x — ¢(z) — x ne s’annule donc qu’en 1, et comme h(0) > 0,
elle est strictement positive sur |0, 1[. Le graphe de la fonction ¢ restant au-dessus de
la droite y = x sur [0, 1], ses tangentes sont de coefficient directeur plus petit que 1.
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Supposons que le plus petit point fixe de ¢ soit 1. La fonction h: z — ¢(z) —x

est continue (car ¢ l'est) sur [0,1] et ne s'annule qu'en 1. Par le théoréme des

valeurs intermédiaires, elle est de signe strict constant sur [0, 1].

On a h(0) = ¢(0) > 0, donc ce signe est strictement positif.

o(1) — p(a)
11—z

en divisant par 1 — x > 0. En passant cette inégalité a la limite x — 1, on

trouve m = ¢’'(1) < 1.

On a donc ¢(z) > x pour x € [0,1], puis 1 —p(z) < 1—x et <1

» Sens réciproque :

On montre ce sens par contraposée, en montrant que si ¢ possede un point fixe a < 1,
alors m > 1. On utilise pour ce faire le théoreme des accroissements finis entre les
deux points fixes.

v

Supposons que ¢ admette un point fixe a < 1. Comme ¢ est continue sur [a, 1],
dérivable sur ]a, 1], on a ¢ € Ja, 1] tel que (p(1) — p(a)) = ¢'(c)(1 — a), i.e.
¢'(¢) =1 par le théoréeme des accroissements finis.

Comme ¢’ est strictement croissante, on a m = ¢'(1) > ¢'(c) = 1. Par
contraposée, si m < 1, 1 est le plus petit point fixe de ¢.

En conclusion, la population s'éteint presque silirement si et seulement si on a
P(T < +00) = 1 c'est-a-dire si le plus petit point fixe de @ est 1, si et seulement
sim < 1.

Ce processus a été introduit par Sir Francis Galton en 1873 pour étudier
la statistique des patronymes, et plus particulierement de leur dispari-
tion.
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Exercice 15.10 : Une inégalité de concentration N

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires discrétes indépendantes de méme
loi, centrées, & valeurs dans [—1, 1].

1. Montrer que pour tout z € Ry, ch(z) < e*/2 (on pourra utiliser les séries
entiéres).

En déduire que pour A € R et x € [—1,1], e’ < e} /2 4 zsh .

2. Montrer que si X est une variable aléatoire centrée a valeurs dans [—1, 1], on
a, pour tout A > 0,

A2 A2
E(e*) < exp (7> et E(e™¥) <exp <7> .

3. Montrer que pour a € R, P(X > a) < e E(e*¥) si A > 0.
4. Montrer que pour tout n € N* et tout a € R, on a

P (|2 30x| >0) <20 ().

Z Xi| 2
=1

1. On suit l'indication et on s’intéresse aux développements en séries entieres. On
est alors amené & comparer (2n)! et 2"n!l. Il faut, pour ceci, se souvenir que 2"n! est
le produit des entiers pairs entre 1 et 2n (comme dans les intégrales de Wallis par
exemple).

Pour n € N*, on a
n n 2n
ornl =2 [[i =[] < []k=n"
i=1 i=1 k=1

Cette inégalité reste vraie pour n = 0, donc pour tout z € R4, on a :

too 22n too 22n 22
h(z) = < = =—.
ehte) = 32 o < 2 gy = ()

n=0
La deuxieme inégalité demandée revient alors a montrer que e < )\ + xshA. En
utilisant la définition de ch et de sh, cette inégalité devient e** < EZer 4 12$e”\.

On retrouve donc une inégalité de convexité.

tielle, on a donc
1+ 1—2x
e e

2 2

1
- Comme z € [-1,1], t —12—:1: € [0, 1]. Par convexité de la fonction exponen-
exp(th + (1 —t)(=N)) < te* + (1 —t)e ™ =
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et comme tA+ (1 —¢t)(—=X) = (2t — 1)A = x\, le membre de gauche est en fait
e*. On en déduit alors que

)\2
eM < ch A+ zsh A <exp <2) +ash\.

2. La question précédente s’applique a X, qui est & valeurs dans [—1, 1], il faut donc
simplement utiliser la croissance de l'espérance, apres avoir vérifié que ’espérance
manipulée existe bien.

@ Méme si I’énoncé ne demande pas explicitement de le montrer, il faut
toujours vérifier que les espérances existent bien. Contrairement au cas
fini, une variable aléatoire peut ne pas avoir d’espérance.

Notons que comme X est a valeurs dans [—1,1], e’ < e* donc e’ admet
une espérance, puisque pour x € X (02) (ou Q est I'univers de définition de X),
|e*M|P(X = 7) < e’P(X = z), et la famille (P(X = z)),cq est sommable.
Par suite, par croissance de I'espérance, et d'aprés la question précédente, on
a:
2 2

E(*)<E [exp (2) + Xsh()\)} = exp (2) +sh(A\)E(X)

/\2
oo 3)

puisque X est centrée. Comme —X vérifie les mémes hypothéses que X, on a
également

2
E(e™) = E(e*%)) < exp (2) .

3. L’inégalité demandée fait penser a une inégalité de Markov. Il faut simplement
réinterpréter I’événement X > a.

Pour a € R, les événements {X > a} et {*¥ > e’} sont identiques (par
croissance d'exponentielle et de In, et puisque A > 0). Ainsi, par l'inégalité de
Markov, on a :

= e ME(M).

@ Cette inégalité, appelée inégalité de Chernov, est tres classique.
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4. Notons tout d’abord que 1’événement {

n
ﬁ X = a} est la réunion des deux
i=1

événements {é X > \/ﬁa} (car /i > 0) et {i(—xi) > \/ﬁa}.

i=1

Il faut alors combiner les deux questions précédentes avec I'indépendance des X;.

D'apres les deux questions précédentes, on a pour A > 0, d'une part :

p (Z X; > \/ﬁ&) < ef\/ﬁ)\aE(e)\(X1+...+Xn))
=1

e*\/ﬁ)‘“E(e)‘X1 .. .e/\X”)

NN

e_‘/m‘aE(e)‘Xl) e E(e/\X")
)\2
< e~ VnAa exp <n2)

AX1 AX
5.

puisque e ..,e"*n sont indépendantes. D'autre part, on a de méme :

p <Z(_X7,) = \/’E(I) < e_\/ﬁ)\aE(e)\(—Xl_..._Xn))
=1

_\/ﬁ)\aE(e_AX1 o e_)\Xn)

V.

AR (e M) LU E(e™ M)
2

L e VnAa exp (n)\2>

\/ﬁ’izl =1
2

i=1
On cherche alors pour quelle valeur de A € R la fonction
2

A
fid= —v/nia+ no
admet son minimum. f est dérivable car polynomiale, et pour A € Ry, on a

f'(A) = —ay/n+An, donc f’ est positive sur [;ﬁ’

- a a a®
f admet donc un minimum en —, avec f | —= | = ——.
LD LD 2

On a donc finalement (I'inégalité étant triviale si a = 0) :

1 « a?
Pl|— Xi|Z2a| <2exp (—) .

Ainsi, par sous-additivité de P,
)\2
< 2exp (—\/ﬁ)\a + n) )

. . a
+00 [ négative sur {O, —

)
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@ Cette inégalité est plus précise que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
et ne fait pas intervenir la variance des X; (qui sont bornés entre —1
et 1 en revanche). Elle exprime le fait que la somme de ces X; reste
concentrée (en moyenne) dans lintervalle [—y/na,/na] si a est assez

grand.

Exercice 15.11 : Théoréme de Weierstrass

Pour n € N* et = € [0, 1], on se donne X, , une variable aléatoire suivant la loi
B(n,x). On se donne f : [0,1] — R une fonction continue, et on note

anE
YVow =1 (T) pour z € [0, 1].

1. Montrer qu'il existe B, (f) € R[X] tel que Yz € [0,1], E(Y, ) = Bn(f)(z).
Soit € > 0.
2. Montrer que

|Bn(f)(2) = f(2)| < & + 2[| fllocP(|Yn,o — f(z)| 2 €)
puis qu’il existe n > 0 tel que
1Bn(f)(z) — f(@)| < € + 2| flloc P (| X0 — na| > nm).

3. En déduire que
[1£lloo
— < S
|Bn(f)(z) = f(z)| <e+ S

puis que (B, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

1. Il s’agit d’un simple calcul d’espérance, via le théoréme de transfert.

On a, par le théoréme de transfert,
X - k
Y,.=E —= | = — | P(X,,.=k
~=mlr (%)) = 20 () peten =

. @ (Z)m — )" F = B, (f)(x)

k=0
ou I'on a noté

Fnld) :,i_of (5) (})xa-xm

qui est bien un polynéme a coefficients réels.
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2. 11 s’agit de majorer lespérance de Y, , — f(z). Cette espérance est une somme
finie dans laquelle on va séparer les termes |y — f(x)| qui sont plus petits que € (ce
qui donnera le terme en €) des termes qui sont plus grands que € (ce qui donnera la
probabilité).

Notons € I'univers de travail et A={y € Y, .(); |y — f(z)| > €}. On a:
1Bn(f)(@) — f(@)] = [E(Ynz) — f(2)] = [E(Ya. — f(2))]

- Y G- @P. =y

YEYn,2(2)
< Y - f@PYae=y)
YEYn ()
= W= f@PVop =v)+ > ly— f(@)P(Ynp =)
yeA yeA
<Y ePWoa =y)+ D (9l + |f(@))P (Yo =)
yEA yeEA
< eP(4) + 2| fllP(4)
< e+ 2/ flocP (Yo — f(2)] > €)

N 1
ol, siy €Y, .(Q), y= f(u) avec u € Ean(Q) donc |y| < || f]]co-

11 nous faut ensuite majorer P(|Y,, , — f(x)| > ¢) par P(| X, —nz| = nn), ot n >0
est a déterminer.
La variable Y;, , étant définie par f (XZ’””), on cherche finalement un n > 0 tel que

1 (¥22) = J(@)] > < implique | X2 — | > .
Cest la contraposée de la définition du module d’uniforme continuité.

2% La fonction f est continue sur [0, 1], donc y est uniformément continue. On a
donc n > 0 tel que pour tout (a,b) € [0,1]2, |[a — b] <n = |f(a) — f(b)] <&,
ou, par contraposée, |f(a) — f(b)| = e = |a—0b] = 7.

n,r

> ¢ implique

Xn.z .
Ainsi |'événement ’f < — f(x) x| = puis
n

P(¥,.. — /)| > 2) < P |22

Xnz

On en déduit aisément I'inégalité voulue.

3. On cherche maintenant a majorer P(|X, , — nz| > nn). Comme X, , a pour
espérance nx. Il faut donc appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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¥

Comme X, , suit la loi binomiale de parametre z, E(X,, ;) = nz. Ainsi, par
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, comme V(X,, ;) = nz(1 —z), on a:
V(X
P(X,., = ol > 1) = P{1X,0 = B 0] > ) < ¥ o2
nzx(1 —290) . 1

2

n2n = dnp

1

puisque la fonction A : [0,1] — R,  — z(1—z) atteint son maximum en x = B

1 1

(sa dérivée ne s'annule qu'en ce point et 2(0) = h(1) = 0) avec h (2> =7
Au final, on a donc

|BAﬂua—fun<e+@ﬂ;.

On ne peut pas conclure immédiatement, il faut utiliser la définition de
la limite pour majorer le second terme par €.

Comme
[/l 0
2nn2 n—too
on a N € N tel que pour tout n > N, ||f||°2° <
2nn

Ainsi pour tout n > N et tout x € [0,1], on a |B,(f)(z) — f(z)] < 2¢, donc
la suite (By,(f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

On peut en déduire le théoreme de Weierstrass sur n’importe quel seg-
ment [a, b, en composant avec la fonction g : t — a + t(b — a), qui est
une bijection de [0, 1] sur [a, b], ou sa réciproque.
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