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Examen 1 (Session ordinaire) (durée 2h)

Exercice 1 :(8 Ppoints)
On considére un point M en mouvement dans le plan (O,f, ]) d'un repére orthonormé

direct SR(O, i,J, E). Le point M est repéré par ses coordonnées polaires suivantes :
p = %[1 +cos(p)l o 0< g <7 et ¢ >0.On désigne par (€,,€,) la base polaire.

1) Quelle est l'allure de la trajectoire de M ?
2) Montrer que le vecteur vitesse de M dans R peut s'écrire dans la base (ép,éw) sous la

forme: v(M /R)= ¢ cos(g] {— sin(gjé o+ cos(%)é(p}
3) Déduire V(M / %®)| le module du vecteur vitesse V(M / ®).
4) En déduire 7 le vecteur unitaire tangent a la trajectoire dans la base (ép,é(p).

5) Exprimer da la base (€,,€,), les accélérations tangentielle, 7,, et normale, 7,, de M.

6) En déduire le rayon de courbure R, de la trajectoire ainsi que le vecteur unitaire normal n.
7) Exprimer, en fonction de ¢, l'abscisse curviligne s de M, comptée a partir du point
correspondant & ¢ = 0. On donne s(p = 0)=0.

8) En déduire la longueur totale de la trajectoire décrite par M.

Exercice 2 : (12 Ppoints)
Un point matériel M de masse m est suspendu a un fil inextensible de longueur L.
L'autre extrémité O; du fil se déplace horizontalement le long de I'axe (O]) d'un repére O.N.D

SR(O,f, i, /2) fixe tel que 00, :gtzf (a est une constante). Soit 921(01,71,]1,12) un repére

O.N.D tel que i = 71 et j= ]1. On supposera que le fil reste tendu en mouvement, le systéme

oscille en permanence autour de I'axe (01/2) et que les frottements sont négligeables.

1) Exprimer dans la base |/, j, k), les vecteurs vitesse et accélération de M par rapport a .

2) Exprimer dans la base |i, j, k], le vecteur moment cinétique de M en O, par rapport a .

3) En appliquant le théoréme du moment cinétique dans R par rapport au point O, déterminer

I'équation différentielle du mouvement de M vérifiée par ¢.

4) En appliquant le principe fondamentale de la dynamique par rapport au repére R,

déterminer l'intensité T de la tension exercée par le fil sur M.

5) Le repere R, est-t-il galiléen ? Justifier votre réponse.

6) Exprimer dans la base (7, ],k), les forces d'inertie.

7) Déterminer en fonction de ¢, I'énergie potentielle de M par rapport au repére R;.

8) Déterminer I'énergie cinétique de M par rapport au repére R;.

9) En appliquant le théoreme de I’énergie mécanique dans le repere %, retrouver I'équation
différentielle du mouvement de M.
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Correction d’examen 1 (session ordinaire)

Exercice 1:
1)

Ay

1,

05

Jo)
4 X
05 0 05 1
— 1 - doM 1

2) OM = p€,—OM =3(1+cos(p)ep, V(M / R) = - = gsin(p), +%¢(1+cosw)éq,

dt/® 2

sin(p) = 2 sin(%j cos(%), 1+ cos(p) =2 cosz[gj = VIM/R)=¢ COS(%) [— sin(gjé L+ cos(gjéw}

ol {2

(pcos(g) = (pcos(g) = |v(M/ %) = (Pcos(%j

C dmsw) @ cos(gj {— sin[(zpjé o+ cos[gjé(p}

3) |v(M /%) =

. Y
CoS| —
v [2]

O<p<rzmetp>0->

- = _ _sinl 2 |6 ? s
4) 7 = ||\7(M/ER]| = (bcos(ﬂ = 7= S/n(zjep +cos[2jeq,
2
o dr ) dlpmsw) o) @2 (e
5) 7 = p 7, pm = q)cos(ij—Tsm[Ej
.2
= 7 = {(o cos(g]—%sin(gﬂ {— sin(%]é o +cos(§]é¢,}
_dar 9 Pl _-cinlllz _9 [ 1)
o =l /)95, HR ZCOS(Z)G" q)sm(zjew 25’”@ ‘”COS(z]ep
! dt/‘ﬁ’ _ 3¢ D \z 3([) @)=
= —7(:05 E ep —75/” E e(p
— 7, = pcos| L 3 cod L6, - sin 26, | = 7 :_ﬁcosﬂ cos| Ll +sin?le
n =P D)2 Y I Py Y 2 2 2 )°r 2 )
. 2 2( @
M /R ¢° cos ()
6) 7% L1 ||_||v et 790 [z] S = R Zeofg)
¢ c
- 2 @* cosz[¢j .
M 2
7n="V( /SRM n= 25:§¢2cos£ﬁ:—3icos2 cos| L6 +sin| 2 e
R, 2cos(¢j 2 2 2 2 2)7” 2)°
3 2

= nN= —{cos@je + S/n }

ds - . @ @
7) 9t WM /%) = gocos(E] > ds = cos[zjd(p 5> 5=2 sm(E] + cte

sl(p=0)=0 - cte=0 = s:Zsin(%]

8) La longueur totale de la trajectoire décrite par M : L =s(p = z) =L =2m ([p]=rad,[p]=m)
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Exercice 2:
v A~ A~ at2 = - g at2 = - . =
1) OM = 00, +OlM:T]+Lep—> o) =T]+Lcos(¢))/ + L sin(p)j

V(M /R) = dCZ‘O/,Z% —atj-L¢sin(lp)i +Locos(p)j = V(M /R)=—-Lesin(p)i +|at+ L cos(p)lj
7(M/R) = %/ﬂ;ﬁ) =  jM/R)= —[L¢ sin(p) + L¢? cos( }_ + [a+ L cos(p) - Lp? sin((p)]]

2) G0, (M /®)= O;M A mi(M / ®) = [L cos(p)i + L sin( ]]/\ m[ Lo sin(e)i + [at+ L¢ cos(ep ]]
— Go, (M /%) = m[Lz(p sin®(p) + Lat cos(p)+ Lz(p cos? 1l< = Go,(M/R) [Lz(p + Lat cos(p )}k
déo, (M /R)

3) W =m,, (Z,:-ext)+ mV(M/‘,R)/\ \7(01 /9{)

déo, (M /R) 5. VIND
—GE R m[L @ + Lacos(p)- Latp S/n(¢)1l<
ZFM =P+T =mgi - T cos(p)i - T sinlp)j = > Fee =[mg-T coslp)li - T sin(p)j
mo1 (Z Fext = O.M & z Foe = [L cos(p)i + L sin(p) ]] A [[mg ~Tcoslp)li -T sin((p)]']
=m,, (z I:'ext) = [ mgL sin(p) + TL sin(p) cos(p) - TL cos(p) sin(p)k = m,, (Z F‘ext) = —mgL sin(p)k
- mv(M /R)Av(0; /R) = [— Lmg sin(e)i + [atm+Lmg cos(go)]]] A atj
= mv(M/R)AV(0; /R) = -Lmgat sin(p)k
- m [ngb + Lacos(p)- Latgp sin(go)}lz — —mgL sin(p)k — Lgatm sin(p)k
mL?¢ + mLa cos(p) + mgL sin(p) = 0 = +% cos(p) + % sin(p) = 0 : Equation différentielle
4) > Fee =P+T =my(M / R)
- [mg -T cos(p)li - T sin(p)j = —m[L¢ sin(p) + Lp? COS((/))}T + m[a+ L cos(p) - Lgp? sin(¢>)]j
_ _ . _ .2 B
T cos(p) = -Lm¢ sin(p) - Lm¢@? cos(p) - mg T = Lm@? + mg coslp) - am sin(p)
- T sin(p) = am + Lmg cos(p) - Lmg? sin(p)
5) V(0y,q)=ati — |70, =at| = cte — %, est en mouvement de translation par rapport a
R. = Le repére R, est non galiléen.
6) 2R, /R)=0 > 7, =70, /R)=aj et . =0= f, =-maj et f. =0
7) Ef(ﬁe): 0 —» f, dérive d’une énergie potentielle Ep,
dEpe = ~f,dO,M = mady, —Ep, = may, + cte
P est conservative —dEp, = -PdOM = -mgdx, — Ep, = -mgx; + cte
E,(M/%R)=E, +E,, =may, - mgx, +cte
x; = Lcos(p) et y; =Lsinlp) = E,(M/%)=maLsin(p)- mgL cos(p)+ cte
8) E.(M /%)= %m?(M/SRl) = E.(M/%y)= L mi2g?

2
dEm(M/ Ry) _

9) %, est non galiléen — T P(l:'nc /921)

En(M/%R,)= %mLZ(/‘;z + maL sin(p) — mgL cos(p) + cte

%W = mL?p¢ + maL ¢ cos(p) + mgL¢ sin(e), P(I-:nc /R ): (T / 921)= 0
— mL?¢p + maLg cos(p)+ mgLe sin(p) =0 = ¢+ % cos(p) + % sin(p) = 0



Examen 2 (Session rattrapage) (durée 2h)

Exercice 1 :(6 Points)
On considére un point M en mouvement dans le plan (O,f, ]) d'un repére orthonormé

- = - —_— - 2 -
direct SR(O,i, 7, k). Le vecteur positon de M est donné par: OM = (2t +2)i + {% +t+ EJJ :

1) Déterminer I'équation caractéristique de la trajectoire de M. Quelle est sa nature ?
2) Calculer les vecteurs vitesse et accélération de M par rapport a R.
3) Exprimer les normes des accélérations tangentielle, ||, et normale, |7,|, de M.

4) En déduire le rayon de courbure R. de la trajectoire en M.

Exercice 2 : (14 Points)

On considére le repére fixe (0,7, j, k) (repére absolu), (O, j, k) étant le plan vertical.
Soit une tige (AB) de longueur{, en mouvement par rapport a R de telle fagcon que le point A
se déplace sur |'axe vertical (OIZ) et le point B se déplace sur |'axe horizontal (O]). Soit

I

R,(A,u,v,w) (repére relatif) un repére orthonormé direct lié a la barre tel que v = E/HIB

U=i et w=0AvV.On pose « = ot (» est une constante positive) I'angle entre les axes (AO)
et (AB) comme le montre la Figure ci-dessous. Un anneau M de masse m (assimilé a un point
matériel) se meut sans frottement le long de la tige (AB) tel que AM = r(t)v.

W), les vecteurs j et k.

w), le vecteur de rotation de R, par rapport a .

1) Exprimer dans la base (4, v,
2) Exprimer dans la base (4, v,
3) Exprimer dans la base (u,v,w), les vecteurs OA et OM.

4) Exprimer dans la base (u,v,w), les vecteurs vitesses relative et d'entrainement de M.

5) Exprimer dans la base (u,v,w), les vecteurs accélérations relative, d'entrainement et de

Coriolis de M.

6) Exprimer dans la base (u,v,w), le poids de M et les forces d'inertie.

7) En appliquant le principe fondamental de la dynamique par rapport a %, déterminer
I'équation différentielle du mouvement de M et exprimer dans la base (u,v,w), la réaction

R exercée par la tige sur le point M.

8) En appliquant le théoréme de I'énergie cinétique par rapport a R, retrouver I'équation
différentielle du mouvement de M.

9) Exprimer dans la base (u,v,w), le vecteur moment cinétique de M en A par rapport a R.

10) En appliquant le théoréme du moment cinétique dans R par rapport au point A, retrouver

I'expression de la réaction R. P W

A

»

v
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Correction d’examen 2 (session rattrapage)
Exercice 1:

1) O—M—(2t+2)7+ i+t+lj—> X =2t+2 y_i-i-t-i-l
2 2 ' 2 2

X, 1 _1 2 _x2
—>t+1_2,y_2(t +2t+1)_2(t+1):y_ S - parabole

_ _doM - < _ _avM/®) -
2) V(M/m)_dt/‘ﬁ_21+(t+1)1 N y(M/m)_—dt/m =
alotr /) : oot /o)) 1ie
3) v 7, V(M /% =\/4+(t+1) 542t 462 =
dt ]| dt V5 + 2t + t2
- 1+¢t - = 1+t
SO L1 S SN RS
542t +t? 542t +t?
~ N 2 _ -2 -2 _ -2 4 -2 4 - 2
FM/R) =7 + 7,7 M/ RS =7 +7,° =157," =1-7, ——5+2t+t2:||7n||— SETSNE
sy M w)? 2 542t + t2 1 N
a4) 5 - A _ U _ Re ==[5+2t +t%]
) 7 Sl =T o e = S Re =B )

"‘7(M /931|3 V5 + 2t + t2 ’ 1 3

) (M 7 %)~ 7(M / 1)) B ”212“ = 5(5+ 2t + tz)i

C

Exercice 2:

1) j = sin(al + cos(aWw , k = —cos(a ) + sinlaw

2) QR, /R)=ai = QR,/R)=wi

3) OA = ( cos(a)k = OA = —{ cos(a)*V + { sin(a) cos(a W

OM = OA + AM = —{ cos(a)*V + ¢ sin(a)cos(a W + rv =OM = (r .y cos(a)2)7 + { sin(a) cos(a W

4) V,(M):V(M/ml):%zrv

Vo(M)=V(A/R)+ 2R, / R) A AM
dOA
at /R
ARy /R)VAAM = @il A1V = roW = Vo(M)=lwsin(a)cos(aW + (I‘(o — Lo sin(a)? jVT/

V(A/R)= = wsinla)k = (o sin(a)cos(a ) - (o sin(a W

Foltn) = 7 /) + S i, ) [, /) 2 2]

7A/R) = ~Lo? cos(a)k = (w? cos(a)?V - {o? sin(a)cos(aw

dOW, /R)  doi = - L .
d(t}‘R )_ dtc})‘ﬁ =0, 2R, /R)A l.Q(iR1 / R) A AMJ: ol A row = —ro®v

=7.(M)= (ﬁwz cos(a)? - ro? )\7 — lw? sin(a)cos(aw

7e(M)= 23R, /R)AVIM/Ry) =200 AV = 7o(M) = 2faW
6) P = mg = -mgk = mg cos(a ) — mg sin(a v

fo = -mj, = (rmw2 — Imo?® cos(a)? )\7 + Imw? sin(a)cos(aWw, f. =-myj. = -2mFow



7) m;7(M/921)=I5+§+fe+fc—>

miv = mg cos(al - mg sin(aw + (rma)2 — Imo?® cos(a)? )\7 + Imw? sin(a)cos(aWw - 2mrow —

0 = -mg sin(a) + mw? sin(a)cos(a)-2mfo + R,  |R, = mg sin(a)- fmw? sin(a)cos(a)+ 2mrw
0-R, S IR, =0
m# = mg cos(a) + rme? — {mae? cos(a)? i = g cos(a) + ro? — fw? cos(a)?

= F = gcos(a)+ ro®* — lw® cos(a)?

dE.(M / Ry)
dt

v . dE.\M /R
EC(M/Snl):%mVZ(M/SR]_)z%mr2—> %

P(%3 /‘Rl) = P¥(M / Ry) = mgr cos(a), P(fe /iRl): fV(M /R,) = rmae? — (fmae? cos(a)?
R = Ry + R,V + R, W, sans frottement R, = 0 R = R,ii + R, —P(R /%, )= RV¥(M / 9;) = 0

et R= (mg sin(a) - fmae? sin(a)cos(a) + mea))vT/

= P(,5/5R1)+ P(é/ER1)+P(Fe /931)

8) R, est non galiléen —

= mrr

= mF¥ = mgr cos(a) + rfrmw?® — (rmw? cos(a)’ = F = g cos(a)+ ro® — (w® cos(a)?

9) 5,(M/R)= AM A mv(M / R)
V(M /R)=V, +V, = (F + Lo sin(a)cos(a)y + (I‘a) —lwsin(a) jVT/

> 6,M/R)=rv A [(mr’ + mlo sin(a)cos(a)y + (mrw - mlwsin(a)? )W} = (mrzco - mrl sin(a)? )E/

=6,M/R)= (mrza) - mrlosin(a)? )G
de,(M / R)
dat /R
de,(M / R)
dat /R
n_:/A(ﬁ) = AM A P = 1V A (mg cos(a) — mg sin(a W) = -mrg sin(a)i
malR)= AM AR = rv a Ryl + RyW) = —rRyW + rR,, i
mv(M / R) A V(A / R)

= m((r' + Lo sin(a) cos(a)V + (rw — Lo sin(a)? jvT/j A (fco sin(a)cos(a W - o sin(a VTIj

= -mlwsin(a)?(F + Lo sin(a)cos(a))ld - Lo sin(a)cos(a(rw — o sin(a)? )ﬁ

10) = malS Foe )+ mi(M / 9) A (A / %)

= (Zmrr'a) - mrlwsinla)? - 2mrl»® sin(a)cos(a)jfl

= [ mrto sin(a)? — me?w? sin(a)® cos(a) - merw? sin(a)cos(a) + me?w? sin(a)? cos(a)}ﬁ

= [ mrto sin(a)? — miro® sin(a)cos(a)}&
(Zmrrw milw sin(a)* - 2mrl»® sin(a)cos(a))ﬁ

= —mrg sin(a)d - rR,W + rR,, i — (mr'/éco sin(a)? + mero? sin(a)cos(a))]
9

R, =0
{Zmrr'a) —mH o sin(a)? - 2mrle? sin(a)cos(a) = -mrg sin(a)+ rR,, — M sin(a)* — mire? sin(a)cos(a)
2mriw — mrl w® sin(a)cos(a) = -mrg sin(a) + rR,,

=R,, = mg sin(a)+2mfew — mlo® sin(a)cos(a) = R = (mg sin(a) - fmw? sin(e)cos(a) + mew)w

7



Examen 3 (Session ordinaire) (durée 2h)
Questions de cours :
1)- Que désigne les vecteurs 7,n et b de la base de Frenet.
2)- Dans le référentiel d'étude, les normes de la vitesse et de I'accélération d'un point matériel
sont constantes au cours du temps et non nulles. Quelle est la nature du mouvement ?
Exercice 1 :

Les coordonnées cartésiennes d’un point matériel M dans un repére orthonormé direct
92(0,i,j, k) sont données en fonction du temps par : x(t) = 0.3 cos(wt), y(t) = 0.3 sin(wt) et
z(t) = 0.1 ot (w étant une constant positive).

1)- Exprimer dans la base (i, j, k), les vecteurs vitesse v(M / R) et accélération y(M / 9).

2)- Exprimer dans la base (/,], E), les accélérations tangentielle, 7,, et normale, y,, de M.

3)- Exprimer dans la base (/,], E), les vecteurs de la base de Frenet (?, n, 5).
4)- Calculer le rayon de courbure Rc de la trajectoire par deux méthodes différentes.

5)- Exprimer, en fonction du temps t, I'abscisse curviligne s(t) de M, comptée a partir d’un
point qui correspond aux coordonnées cartésiennes (x = 0.3, y = 0 et z = 0).

Exercice 2 :

On considére le repére fixe 92(0,i,j, k) (repére absolu), (i,j) étant le plan horizontal.
Soit une tige horizontale (OA), en mouvement autour de I'axe (Ok) avec une vitesse angulaire
constante ». On désigne par 9:(0,€,,€,,€,) le repere lié a la tige (repére relatif). Soit un
anneau assimilé a un point matériel M, de masse m, se déplacant sans frottement sur la tige

(OA) et repéré dans % par ses coordonnées polaires p et ¢ (voir la figure ci-dessous). On
suppose que p(t=0)=p, et p(t=0)=0.

A- Etude dans le référentiel %, :
1)- Exprimer dans la base (€,,€,,¢€,) :
a)- les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repére 9.
b)- le moment cinétique en O par rapport au repere %#;.
c)- le poids de M et les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis.
2)- Quelle est I'allure de la trajectoire de M dans %;.
3)- Calculer les énergies cinétique et mécanique de M par rapport au repére #;.
4)- En appliquant le théoréme du moment cinétique dans le repére 9, déterminer les

composantes de la réaction R, exercée sur M par la tige, dans la base (e, e,e,).

5)- En appliquant le théoréme de I'énergie mécanique dans le repére %, déterminer I'équation
différentielle du mouvement de M.

B- Etude dans le référentiel % :
1)- Exprimer dans la base (€,,€,,¢€,) : *7
a) les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport a #.

b) le moment cinétique en O par rapport au repére #.

2)- Quelle est I'allure de la trajectoire de M dans #.

3)- Calculer les énergies cinétique et mécanique de M par rapport a %.

4)- En appliquant le théoréme du moment cinétique dans le repére #,
retrouver les composantes de la réaction R, exercée sur M par la
tige, dans la base (e, e, €,)

5)- En appliqguant le théoréme de I’énergie mécanique dans le repére
9, retrouver |'égquation différentielle du mouvement de M. Donner i
la solution de cette équation en fonction de p,etw.

6)- Maintenant I'anneau est soumis a une force de rappel par l'intermédiaire d'un ressort de
raideur k, de masse négligeable et de longueur a vide p,. Le ressort est enfilé sur la tige,
une extrémité est fixée en O et 'autre est attachée au point M. En appliquant le principe
fondamental de la dynamique dans %, établir la nouvelle équation différentielle du
mouvement de I'anneau lors de la rotation de la tige en fonction de 5,p, py, kK, met w.




Correction d’examen 3 (session ordinaire)

Questions de cours :

1)- 7 : vecteur unitaire tangent a la trajectoire en M et de méme sens que le mouvement.
n : vecteur unitaire perpendiculaire a 7 est dirigé vers le centre de courbure de la trajectoire.

b : vecteur unitaire perpendiculaire au plan formé par 7 et n.
2)- est un mouvement circulaire uniforme.

Exercice 1:
1)- Expression dans la base (7,],E), des vecteurs vitesse V(M /R)et accélération 7(M / %) :

-V(M /R) = 3% = V(M /R) = -0.3wsin( ot )i +0.3wcos(wt)j +0.1lak
-7 (M /R) = %/;m) 7(M /R) = -0.30? cos(at )i —0.3w* sin(at)j
2)- Expression dans la base (7,], E), des accélérations tangentielle, 7,, et normale, 7, :
_ dviM/R)| _ . =
= wf VM/9)|=V0.10 = 7 =0
-3 M/ R) =7, +7, > F(M/R)=7, = 7, =-0.30%cos(wt)i —0.30® sin(wt)]
3)- Expression dans la base (7,],E), des vecteurs de la base de Frenet (?, A, 5) :
. v(IM /R) - - -
T M=707 7 ol = r = -3+4/0.1sin( ot )i +340.1 cos( wt)j + 0.1k
HV(M /SR)H T (ot) (ot)]
"V(M/SR)” . . = — i . i
L =————n=0. 3a)( cos(a)t)/—sm(at)]) = n=-cos(wt)i —sin(wt)j
J,C—/ >0

5 H—cos(wt)f—s[n(mt)]”:l

-b=7An =  b=+0.1sin(at)i —~0.1cos(wt)j +3J0.1k
4)- Calculer le rayon de courbure Rc de la trajectoire :
1°® méthodes :

e/

, V(M /R)AF(M/R) =0.030° sin(at )i —0.030° cos(at)] +0.090°k

0.1Y0.1 o’ 1
= =

- [v(M /%) A 7(M /%) =0.370.1 & R Re=3

2° méthodes :

I A0 P 7l = /o o e/ 0w
" Rc " Re 7] 0.3 -

5)- Expression , en fonction du temps ¢, |'abscisse curviligne s de M :

ds(t) = (M /%) = V0.1 0 —s(t) = 0.1 wt +5,

S =0au point de coordonnéesx =0.3,y =0etz =0c'est-a-dire at=0->s, =0 =s(t)=+0.1 ot

Exercice 2:
A- Etude dans le référentiel %; :
1)- On exprime dans la base (€,,¢€,,¢€,) :
a)- les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repére 9, :
doM _ d(pe,) . .
-v(M/R,) = £ = vIM/R,) =
v(M/R,)= dys, -~ dum, (M/R,) = pe,

av(M /%)  d(pe,) N
dt/®, = dt/®, y(M/%Ry)=pe,

b)- le moment cinétique en O par rapport au repéere % :

'}7(M/m1):

9



Go(M/R)=OMAmV(M/R,) = p€, AmpE, = Go(M/%R,)=0
c)- le poids de M et les forces d’'inertie d’entrainement et de Coriolis.
-P=mg = P=-mge,
. dO(R, / R)

T Aﬁfué(ml/m)A[fz(ml/m)AW/l]

7. =70/ %)

0
OR, /R) = we,, w:pép 7. =—pw’€, , F,=-mj, = F,=mpwé

o

- 7o =20R, /R)AV(M/R,)=20p€,, F, =-mj., = F, =-2mape,

2)- l'allure de la trajectoire de M dans %, est la droite (OA).
3)- Energies cinétique et mécanique de M par rapport au repere 9 :

- EC(M/SRI):%mV(M/SRl)Z = EC(M/SRI):%m,bZ

-Eflr'e =0 —)I:'e — Epe

dE,, = ~dw(F, /R, )= ~F.dOM = -mpw?6 (dpé, + pdgé, + dz6,) = -ma? pdp - Ep, = —%ma)zpz L Cte
dE,, = -dw(P / %, )= ~PdOM = mgé,(dpé, + pdpé, + dzé,)=mgdz , dz=0 —>E, =Cte

=> E,(M/%,)= —%ma)zpz + Cte

E.(M/%)=E.M/%)+E,(M/%,) = Em(M/*Rl):%mpz —%ma)zpz +Cte
4)- Application du théoréme du moment cinétique dans le repére 9 :

do,\M /R - (=) = (=) = (= -~ (=

% 19 B+ g (R)+ o . )+ o )

ﬁvo(ﬁ):wAﬁ:pép A (- mgé,)=mgpe,

R=R€, +R€, +R,€, , mouvement sans frottement —» R =0 — R=RE€, +R,E,

ﬁ‘lo(lj'c) =OM A F. = PE, A —2mpaR, = ~2Mppwe,

déo,(M/R,)

Y =0=>mgpé, + pR,E, - pR,E, —-2mppak, =0 = R =0, R =2mpo et R, =mg
1

5)- Application du théoréme de |I'énergie mécanique dans le repére %; :

L) bl /) Pl /90,)= PR /9, ) = R /) = R, +R.E, 6, =0

1 . 1
d[mp2 - mao’p® + Ctej
dEm(gt/SRl)= 2 2dt =mpp -mao’pp =0=p - w’p =0 Eq. diff du mvt.

B- Etude dans le référentiel % :
1)- On exprime dans la base (€,,€,,¢€,) :

a)- les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repéere % :

10



doM  d(e€,)

-v(M/SR)=dt/m— U V(M/R) = pe, + poe,
= _dv(M/R)  d(pe, + pwe,) B, PP -
7y(M/R)= dUR T = FM/R) = (p - po®)e, +2pwe,

b)- le moment cinétique en O par rapport au repéere % :
Go(M/R)=OMAmMUM /R) = p&, (M€, + Mpak,) = Go,(M/R)=mp’ab,

2)- l'allure de la trajectoire de M dans % est une spirale.
3)- Energies cinétique et mécanique de M par rapport au repere % :

- EC(M/SR)zémV(M/ER)Z = EC(M/m:%mpz %mpzwz

-dE,, = -PdOM = mgé, (dpé, + pdpe, + dzé,)= mgdz , dz=0 —E, =Cte = E,(M/%)=Cte

E,M/R)=E.M/R)+E,(M/%) = Em(M/sn)=%mp2 +%mp2w2 +Cte

4)- Application du théoreme du moment cinétique dans le repére 9 :

9o/ _ i p) o)

ﬁ‘lo(ﬁ): OM AP = pép /\(— mgéz): mgpéw
R=RE, +R,€, +R,E, , mouvement sans frottement — R, =0 — R=R,E, +R,E,
Mo(R)=OM AR = pé, AR 6, +R.E,)= pR E, - pR.E,

déo,(M/R)

de/n - 2mppwe, = mgpe, + pR,€, - pR,€, =2mppee, = R, =0, R, =2mpw et R, =mg

5)- Application du théoréme de I’énergie mécanique dans le repére % :

W - P('E”COH /SR) r P(F-HCOH /ER): P(ﬁ/fﬁ) = éV(M/ER) = (Rfﬂéfﬂ + Rzéz Xpép + pwéa)) = R(ppa)
dE (M . ) d[; mp? +%mp2a)2 + Cl’ej
P(an / ‘R)= 2mppew’ et —=2 dt/ L= pm = mpp + Mo’ pp

- Mpp + Ma?pp = 2Mppa’ — p+ o’ p = 2pw* = p—a’p =0

La solution de cette équation est sous la forme : p(t) = Ae” + Be ™

p(t=0)=p, et p(t=0)=0>A+B=p, et Av-Bw=0-> A:B:%a p(t):%(e”t re )

= p(t) = pocoh(wt)

6)- Application du principe fondamental de dynamique dans % :

P+R+F=mjM/R)

R=R,E, +R,é, (réaction de la tige sur M)P =-mgé, (poids de M)

F=-k(p- po )€, :force de rappel (force appliquée par le rerssort sur M)(d¢ = p - p;,)

—>-mge, + R(péw +R,€, —k(p —po)ép =m(p —pa)z)ép + 2mpwé¢,

>R, =2mpw et R, =mg et —k(p - p,) =m(p - pa*®)

= ,5-1—(%—(02),0 :%po : la nouvelle équation différentielle du mouvement de I'anneau lors de
la rotation de la tige lorsque M soumis a une force de rappel par l'intermédiaire d’'un
ressort de raideur k, de masse négligeable et de longueur a vide p, .

11



Examen 4 (Session rattrapage) (durée 1h30min)

Exercice 1 :
Les coordonnées cartésiennes d‘un point matériel M dans un repére orthonormé direct
92(0,1i,j, k) sont données en fonction du temps par : x(t)=t>-4t+1, y(t)=-2t* et z(t)=3t>.
Dans un deuxiéme référentiel fl?l(Ol,f, 7, k), elles ont pour expressions :
X1(t)=t?+t+2, y1(t)=-2t*+5 et z,(t)=3t>-7
1)- Déterminer les expressions des vecteurs vitesses v(M /R) et v(M /R;).
2)- Exprimer v(M /R) en fonction de v(M /R;).
3)- Exprimer le vecteur accélération y(M / %) en fonction du vecteur accélération y(M / %;).
4)- Quelle est la nature du mouvement du %, par rapport a % ? Justifier votre réponse.

5)- Supposons que # est galiléen. %, est-il aussi galiléen ? Justifier votre réponse.

Exercice 2 :

Un point matériel M, de masse m, se déplagant sans frottement sur le plan horizontal
(i,j) dun repére %(0,i,j, k). Un opérateur applique une force de module F dirigée
constamment vers le point O. Le point M est repéré dans % par ses coordonnées polaires p et ¢
(voir la figure ci-dessous).

On suppose que p(t =0) = py, p(t=0)=pq, p(t=0)=90q, ¢p(t =0)=gq.
1)- Représenter sur un schéma les forces appliquées sur M.
2)- Appliquer le principe fondamental de la dynamique dans % et en déduire les deux équations
suivantes : F = —m(ﬁ - p(pZ) (1) et 2pp+ pp =0 (2).
3)- En utilisant I’équation (2), montrer que p2¢ = A oU A est une constante & déterminer.
4)- On suppose que p, =0, ¢y =0 et F est constant.
a)- Etablir I'’équation horaire p(t) du mouvement du point M.

b)- Calculer le temps t; qu'il faut a M pour arriver au point O.

5)- On suppose que py #0, ¢, =0 et F=0. Etablir I’équation horaire p(t) du mouvement du

point M.
k /N€E,
0 >7
P AP 5
ef/’
- M
/ -
e

12



Correction d’examen 4 (session rattrapage)

Exercice 1 :

— s_d@_ AT 37 ro= ¢ _dm_ i 37 i
1)- v(M/R)_dt/SR_(Zt 4) -8t°j + 6tk , V(M/Rl)_dt/inl = (2t +1) - 8t°] + 6tk
2)- V(M /R)=V(M /R,)-5/

dv(M / R) dv(M /R,)

=2i -24tj + 6k, V(M /R,) =
at/w Jwbk, VIM/R) ==

> 7M/R)=y(M/R,)

3)- y(M/R) = =2/ - 24t%j + 6k

4)- 2R, /R)=0- %, est en mouvement de translation par rapport & %

B} doOM do,M
M/ R)= - 92 2 _y(0, /% 1
VM =G m " aeyw Taew VO N e w

—>V(M/R)=V(M/R,)+V(0, /R)=V(M/R,)-5 >V(O, /R) =-5 >|V(O, /%) =5 = cte

— %, est en mouvement de translation uniforme suivant i par rapporta %
5)- Si% galiléen, %, est aussi galiléen. Car %, est en mouvement de translation uniforme par

rapport a #.

Exercice 2 :

1)- Les forces appliquées sur M sont :

- P=-mgk : Poids de M

— — z

- R=R,k =R, : Réaction exercée par le plan (x, y)

(R, =R

, =0 : Mouvement sans frottement) F. M

-F= —Fe, : Force appliquée par un opérateur.

2)- Principe fondamental de la dynamique dans ¥ :

Z'Eext :mf(M/‘ﬁ)—):E’—l-ﬁ+,E:m77(M/gq)

OM = pé, V(M /R) = pé, + pg€, > 7 (M /R) = (5 - pp* , + (206 + pi)e,
>(-mg+R,E, -FE, =mls - pp*, + m2pp + pi)e,

R, =mg F=-m(-pg?) (1)
— 1 F =—m(p - p¢p*)—
mR2pp+ pp)=0 |26+ p3p=0  (2)
).
3)-.(2) > 2p¢p+pp=0— 2000+ p°¢p=0—> ﬂgt—(p) =0-> p°’¢p=A (A est une constante)

at=0,0nap=p, et =9, > A=pip, > pP’¢=p;P,

13



4)- On suppose que p, =0, ¢y =0 et F est constant.

a) 9, =0 > p’9p=0- p=00u ¢=0.0r Vt ona pt)»0 - ¢=0

Remplagant ¢ =0 dans (1) ontrouve: F=-mp — p= —% avec F =cte
. F F
> p=-t+C > p(t):—%tz+C1t+C2
pt=0)=0- C,=0 — plt)=-———t+C
1 zm 2

F
pE=0)=po > C, = py > plt)=-5 "+ p,

b)-at=t : M=0O %p(tl)z—%tf+p0=0 N tf:@—> tlzw/zm—,__po

5)- 9, =0 > pp=0-> $p=0 (1) > F=-mp — /5:—%, F-0 - =0
> p=C, » plt)=Ct+C,

,0( :0):C1 = Pos ,0( :O)ZCz =Py 7 p(t)=,bot+p0

14



Examen 5 (Session ordinaire) (durée 2h)

Exercice : (5 points)
Les coordonnées d’un point matériel M dans un repére orthonormé direct R(O,i, j, k)

sont données en fonction du temps par : x(t)=2t+1, y(t)=4t(t-1) et z(t)=0.
1. Déterminer I'équation de la trajectoire de M.

2. Exprimer dans la base (7, j, E), les vecteurs vitesse et accélération de M.
3. Déduire le rayon de courbure R, de la trajectoire en fonction du temps.
4. Déterminer les vecteurs de la base de Frenet (?, n, b

5. Exprimer dans la base (?, n, 5), les accélérations tangentielle, 7, et normale, 7, de M.

Probléme : (15 points)
On considére le repére fixe R(Oxyz) (repére absolu) muni de la base O.N.D (7, i, E), (xOy)

étant le plan horizontal. Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse
angulaire constante «. On désigne par R;(Oxiy:1z;,) le repére relatif muni de la base O.N.D

(71,11,121) tel que (x;0z;) se trouve constamment dans le plan (P) et Kk = 121 (voir la figure ci-
dessous).

Soit (4) une tige de longueur L (de vecteur directeur unitaire u,) passant par O,
constamment contenue dans le plan (P) et faisant un angle a constant avec I'axe (Oz;) (0<a<#/2).

Un anneau M de masse m (assimilé a un point matériel) se meut sans frottement le long de
la tige (4). La position de M sur la tige est définie par : OM = r(t)u,.

Soient U, un vecteur unitaire, contenu dans le plan (P) et perpendiculaire a d,, et u; un
vecteur unitaire tel que la base (u,,u,,u;) soit O.N.D.

1°)- Exprimer dans la base (71,]1,/21) :
a)-les vecteurs u,, U, et u;.

b)- les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repére R;.
c)- le poids de M et les forces d’inertie.
2°)- Calculer I’énergie cinétique de M par rapport au repére R;.
3°)- Calculer, en fonction de r, I’énergie potentielle de M par rapport au repéere R;.
4°)- En appliquant le théoréeme de I'énergie mécanique dans le repére R;, déterminer I’équation
différentielle, du mouvement de M, vérifiée par r.
°)- En appliquant le principe fondamental dans le repére R;, déterminer les composantes de la

réaction R exercée par la tige dans la base (3, Gy, Us).

6°)- Etude de I'équilibre relatif :
a)- Montrer qu'il ne peut exister une position d’équilibre r,, de I'anneau sur la tige que si

u

la vitesse angulaire @ est supérieure a une valeur limite o, que I'on déterminera.
b)- Déterminer la position d’équilibre r; de I'anneau sur la tige pour une vitesse angulaire
W 2 Qg .

p , zA 7z,
c)- Etudier la stabilité de I'equilibre.




Correction d’examen 5 (session ordinaire)

Exercice :

1.x:2t+1—>t=XT:>y=x2—4x+3

2. V(M/R):‘io/,\/;:27+(8t—4)], ;7(M/R):%/RR):8]
3. R. = 1/ R]|3 v V(M /R) = 2(16t2 ~ 16t + 5)%, V(M /R) A 7(M /R =16
V(M 7/ R) A 7 (M / R)
3
162 — 16t + 5)2
=>R. =
2
a. 7. VM/R) L fe—-2
] 1 1
701/ R) (6t 16t +5)2 (16t — 16t +5)
Me(xoy)= b=k  i=kAE = io—22% g, L
(6t 16t +5)2 (16t — 16t + 5
o _dvM/R] . 3216 . . V(M /R) . _ 8 3
5. 7t @ =T R e et N
1 ) 1
(16t2 - 16t + 5)2 (16t2 - 16t + 5)2
Probléme :
1°)-

a)- 0, = sin(a) + cos(a)k,, b, = —cos(a), + sinla)k, et 43 =—J; .

- _dom  dlrdy) Lo -

b)- V(M /R,) = Gt /R dt/R, = Fsin(a)i; + F cos(a )k
_ CdvM/Ry) . -
7M/Ry)= R F sin(a)iy + F cos(a )k

c)- P = -mgk,

= d2(R, /R)
Fe =-MYe, Ve —7(O/R)+—dt/R

Q(Rl /R) = Cl)lzl = ﬁe = mr(l)z Sln(a)l—l

2°)- EC(M/Rl):%m\?(M/Rl)Z = EC(M/RI):%mr'Z

30)' Xl =I‘Sln(a)—)/:_e :ma)leflﬁ Efﬁe :6 = Fe —>Epe

16

F. =-my., 7. =283(R, /R)AV(M /R, = 20F sin(a)j, = F. = -2mar sin(a)j,

A OM + 2Ry / R) A [B(Ry / R)  OM|= —ra? sin(a,



- Epe = —%mwlez +Cte=Ep, = —%ma)zr2 sin®(a)+ Cte

dEPg = —dW(ﬁ/Rl): —ﬁdw = mgkl (Xmll + dyljl + lelzl): mgdzl

—Ep, = mgz, +Cte, z; =rcos(a)=Ep, = mgr cos(a)+ Cte
=E,(M/Ry)= mgr cos(a) - % ma?r? sin®(a)+ Cte

Em(M/Ry) _

dt (Fnc /Rl)

a°)- ¢

F.. =R, R =Ryl +Ryli, + Ryiis, Ry =0 (sans frottement) = P(I:',,C /Rl): 0
E,(M/R)=E,(M/R,)+E,,(M/R;)= %mr'z + mgr cos(a) - % ma?r? sin®(a)+ Cte

a1/ Ry)
dt

= mFF + mgr cos(a) - ma?rf sin?(a) = 0
=F + g cos(a) - »°r sin®(a) = 0 Equ. Diff. du mvt
5°)- P+R+F, +F, - my(M /R;)

—mgky + Ryl, + Ryliz + mro? sin(a) - 2mer sin(a)j; = m# sin(a)i; + mF cos(a )k,

= Ry =0, R, = mgsin(a)+ mro® sin(a)cos(a), Ry = —2mar sin(a)

6°)-
de,(M /R
a)- si r, est position d’équilibre, on aura : —p( /Ry -0
ar r=reg

— g cos(a) - @°reg sin*(a) = 0—>rey = gcosg a)
w? sin?(a)

g cos(a) g cos(a g cosla

r. <L—>-—Z"/ <|>p> |ZT—"/ = = 2=/

- o* sin?(a) ¢ L sin?() o L sin®(«)

g cos(a)

o,° sin?(a)

b)- la position d’équilibre r; pour une vitesse angulairew; > wy est : r; =

dE,(M / R,)
dr

d?E,(M / Ry)

o = -ma? sin®*(a) < 0
-

c)- = mg cos(a) - ma?r sin®(a)—>

= |’équilbre est instable quelque soit r,,
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Examen 6 (Session rattrapage) (durée 1h30min)

Exercice : (4 points)
Un point matériel M est en mouvement dans le plan (xoy). Les composantes
cartésiennes de son vecteur position sont : x(t) = a cos(In(1 + bt)), y(t) = a sin(In(L + bt)) et z(t) = 0

ou a et b sont des constantes positives non nulles.
1. Exprimer, en fonction du temps, I'abscisse curviligne s, comptée a partir du point A(a,0,0).
2. Déterminer les modules des accélérations tangentielle, ||| et normale, |7,].

Probléme : (16 points)
On considére le repére fixe R(Oxyz) (repére absolu) muni de la base O.N.D (7, i, IZ), (xOy)

étant le plan horizontal. Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse
angulaire constante «. On désigne par R;(Oxiy:z;,) le repére relatif muni de la base O.N.D

(71,]1,/21) tel que (x;0z;) se trouve constamment dans le plan (P) et k =k; (voir la figure ci-

dessous).
Soit (4) une tige de longueur L (de vecteur directeur unitaire u,) passant par O,

constamment contenue dans le plan (P) et faisant un angle « constant avec l'axe (0z)
(O<a<n/2).

Un anneau M de masse m (assimilé a un point matériel) se meut sans frottement le long de
la tige (4). La position de M sur la tige est définie par : OM = r(t)u; .

Soient U, un vecteur unitaire, contenu dans le plan (P) et perpendiculaire a d,, et u; un
vecteur unitaire tel que la base (u,,u,,U;) soit O.N.D.
1°)- Exprimer dans la base (71,]1,121)

a)- le moment cinétique de M au point O par rapport a R;.
b)- le poids de M.
c)- les forces d’inertie.
2°)- En appliquant le théoréme du moment cinétique dans le repére R, déterminer la réaction

R exercée par la tige sur le point M.
3°)- En appliquant le théoréme de |’énergie cinétique dans le repére R;, déterminer I’équation
différentielle, du mouvement de M, vérifiée par r. Donner la solution de cette équation.

4°)- Calculer, en fonction de r, I’énergie potentielle de M par rapport au repére R;.

5°)- Montrer qu’il ne peut exister une position d’équilibre relatif r,, de I'anneau sur la tige que
si la vitesse angulaire « est supérieure a une valeur limite o, que I'on déterminera.

6°)- Quelle doit étre la valeur de w pour que r =L /2 soit une position d’équilibre relatif. Etudier
la stabilité de cet équilibre.

z‘l Z1

/(A)
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Correction d’examen 6 (session rattrapage)
Exercice :

1. x? +y? = a° > la trajectoire de M est un cercle de rayon a et de centre O.

= In(1 + bt)—>ds(t) = adp — s(t) = agp + cte

M=A—>5s=0,xp=8y,=0>90=0->cte=0-s(t)=ap=s(t)=aln(l+bt)

) b . . b dvM/R b?
2. /)= 12 ol ) -2 AL
o _dvm/R) . ap? Sl - 22
dt AR LTy
, ( ab JZ
. ||\7(M/R1| A Cag, = 1+ bt A ab? "}/ " _ ab®
Re re n a (1+bt)2 "1+ bty

Probléme :
10)' a)' &O(M/Rl): OTWAm\;(M/Rl), OW = rCIl 7 V(M/Rl)z rCIl :>5'O(M/R1):6
b) P = —mglz1

= _ d2(R; /R)

c)- F. =-Mjo, 7o =7(0/R)+ R AW+ZJ(R1/R)/\[!}(R1/R)/\O—M]:—I’a)z sin(a)i,

0

QR /R) = wky = 7o =-ra? sinfa)y = Fo =mro?sin(a)

F. =-mje, 7c =22(Ry / R)AV(M / Ry) = 2ar sin(a)j; = F. =-2maer sin(a)j;
20)- d%(M/R;) olF.)

dt/Rl =ﬁ70(ﬁ)+ fﬁo( )+mo( )
n‘ro(ﬁ) —OMAP= (r sin(a)iy + rcos(a)El)A (— ngl) = mgr sin(a)j; = -mgr sin(e)ds
R = Ryliy + Ryli, + R3lis; mvt sans frottement — R; = 0—> R = Ryliy + Rslls

O( ) OMAR—fUll\(R2U2+R3U3) fR2a3—fR3ljz

3.

( ) (r sin(a)iy + r cos(a )kl) (mra)z sin(a)fl) = mre? sin(a)cos(a)j; = -mr?w? sin(a)cos(ex s
ﬁvo(ﬁc) = OM A F; = riiy A (2mar sin(a)iz) = —2meorr sin(a )i,
%}éﬁl) = 0 = — mgr sin(a)iz + rRyl3 — rR3lis — mr2w? sin(a)cos(a iz — 2merr sin(a )i, = 0
=R, = mg sin(a)+ mro® sin(a)cos(a), Ry = —2mar sin(a)

3°)- (M/R1)

2 (P/R1)+ P(R/R1)+ P(F /Rl)

P(ﬁ / Rl) = PV(M / Ry) = -mgk, (r' sin(a)iy +F cos(a)/?l) = -mgr cos(a)
P(fi / Rl) =

P(F'e / Rl) = FV(M / Ry) = mra? sin(a )i (r' sin(a)iy + F cos(a)lzl) = mrie® sin®(a)
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E (M/Rl):%mV(M/Rl)Z = EC(M/RI):%mr' »%:mr‘f

= mFi = -mgr cos(a) + mrio® sin®(a) = F - ® sin®(a)r = -g cos(a)

wp® = o sin*(a)—> F —mp’r = —gcos(a) = r(t)= Ae” " + Be™* +&Sz(a)
20}

4°)- x, = rsin(a)—F, = ma*x,i,—> rotF, =0 = F, — Ep,

— Epe = —%mwlez +Cte=Ep, = Lt sin®(a)+ Cte

dEpg = —dW(’3 /Rl) = —:Bda;l = mgkl(dxlil + dyljl + dzllzl): mgdzl
—Epg =mgzy + Cte, z; =rcos(a)=>Epy = mgr cos(a)+ Cte

=E,(M /Ry) = mgr cos(a) —%ma)zr2 sin®(a)+ Cte

dE,(M /Ry)

5°)- si req €st position d'équilibre, on aura : o =0
[=req
— g cos(a) - @°re, sin*(a) =0—>ry = gcosg a)
w? sin*(«)
fog <L gcos(a) s g cos(a) =, g cos(a)
w? sin®(a) Lsin?(a) Lsin?(a)

o L L  gcos(a) 2g cos(a)
6°)--r, L, L__gcoste) ,  [gcosla] _,, 55
) "req 27272 sin®(a) “TV\L sin®(a) ¢ 0

dE,(M /R d*E,(M /R
9Ep (M / Ry) = mg cos(a) - maw?r sinz(a)%M = —mw? sin®(a) < 0
dr er
= |"équilbre est instable
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Examen 7 (Session ordinaire) (durée 2h)

Exercice (5 points)
On considere un point M en mouvement dans le plan xOy d‘un repére O.N.D
%O, i, ],k ). M est repéré dans % par ses coordonnées polaires suivantes: p=a et
Q= ln(1 + bt) ou a et b sont des constantes positives non nulles. On désigne par A la position
de M qui correspond a ¢ = 0.
1. Quelle est I'allure de la trajectoire de M.
2. Exprimer, en fonction du temps, |'abscisse curviligne s de M, comptée a partir du point A.
3. Exprimer dans la base polaire (ép,é(p) , les vecteurs vitesse et accélération de M au point A
par rapport au repére 9.
4. Exprimer dans la base polaire (ép,é(p) , les accélérations tangentielle et normale de M.
5. En déduire I'angle entre les vecteurs vitesse et accélération de M.
6. Le mouvement de M est-il accéléré? Justifier votre réponse.
d In(f(x))  f'(x)
dx f(x)

Rappel :

Probléme (15 points)
On considére le repére fixe %#(0, i, j, k) (repére absolu), (xOy) étant le plan horizontal.

Un cerceau assimilable a un cercle de centre O; et de rayon a, situé dans un plan
vertical, tourne autour d'une de ses tangentes verticales (Oz) avec une vitesse angulaire

constante. On désigne par ﬂ?l(ol,fl,fl,lzl) un repére lié au cerceau (repere relatif) tel que

(x101z;) étant le plan du cerceau, (i ,i;)=(, j;) = ot et k; =K.

Soit un anneau assimilé a un point matériel M, de masse m, se déplacant sans
frottement sur ce cerceau. Il est repéré dans 9 par l'angle ¢ que fait (O;M) avec la verticale
descendante passant par O;, ¢ étant compté positivement dans le sens indiqué sur la figure ci-
joint (page 2/2).

1. Exprimer dans la base (€,,€,,€,) :

a. les vecteurs de la base (i, j;, Ky ).

b. le vecteur vitesse du point M par rapport au repere %, v(M / %,).

c. le vecteur accélération du point M par rapport au repere %, y(M / Ry).

d. le moment cinétique de M au point O; par rapport au repére 9, 501(/‘4/9?1)-

e. le poids de M.

f. les forces d’inertie.

2. Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repere %, E_.(M / 9%,).

3. Calculer, en fonction de ¢, I’énergie potentielle de M par rapport au repere %;, E,(M/ 9y)-
On suppose que E,(¢ = 0)= 0.

4. En appliquant le théoréme de I’énergie mécanique dans le repére %;, déterminer I'équation

différentielle du mouvement vérifiée par ¢
5. En appliquant le théoréme de la quantité de mouvement dans le repére %;, déterminer les

composantes de la réaction R, exercée sur M par le cerceau, dans la base (e,,€,,€,).
6. Etude de I'équilibre relatif :
a. Montrer que I’équation, donnant les positions d’équilibre relatif est :
aw’ (1 + sin(p)) = g tan(p)
b. Quelle doit étre la valeur @, de la vitesse angulaire o pour que la position qui

correspond a ¢ = z/6 soit une position d’équilibre relatif de M. On donne a =0.2m et

g =10m.s?

c. Dans ce cas, cet équilibre est-il stable ? Justifier votre réponse
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Correction d’examen 7 (session ordinaire)

Exercice (5 points)
1. p=a=cte et ¢ = (p(t) = la trajectoire de M est un cercle de rayon a et de centre O.

2. s(t)=agplt)=ainl+bt) (3@t=0:9=0,5s=0)

_ _doM d(aé,) . ab _
3 V(M/m)_dt/m T dt/m %% T 1t o
B, av(M /®) .. 2= ab® ab®
M/R)=——T"Z =4 —ape =- e - €
7/( ) dt/g{ (pe(ﬂ 4 P (1+bt)2 @ (1+bt)2 P

at=0: M=A= V(M/R)=abé, et y(M/R)=-ab’é, - ab’é,

a.; :d||V(M/SR]|;:d_Sf:dZS;:_ ab? . :||‘7(M/93]|2ﬁ:iﬁ: ab? =
‘ dt dt” a2 @+ptp " a a  (1+bt)
. viM/w) L L , ab®> . . .
T=7—F"%,t=€,,7,=7M/R)-y, =- e, > n=-€
A /%)= 7 (L+bt)? " 0
o ab? & 5o ab? 5
(1+bt')2 oren (1+bt')2 g
5.
t w é
n = -
f \WA 17 r () 1 7 3n
/4 - = = == L L2 _2%
2 243
6. \7.77:\7;7t:( ab € j— ab e, |=- a’b <0 = Le mouvement de M est décéléré.
1+bt ” (1+bt')2 ’ (1+bt')3

Probléme (15 points)
1.

a. iy =sin(p)e, + cos(p,, J, = -€,, k; = -cos(pl, + sin(p)E,

R do,M d(ae,) R
b. M m = 1 = p = p
viM / 51,) dt/w, dt/w, %%
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- aviMm /R - 9
C. 7(M/931):‘;(t+m11)=a¢e¢ -agp’e,

d. Go (M/9) = O;M A mV(M /Ry) = aé, A mage, = ma’pe, .

e. p=mg = -mgk, = mg cos(p)e, - mg sin(p)E,

f. o7, = 7(0; /<,)11)+¥Ao1 + QR /m)A(fz(ml /m)Aol—M)

_ doo,  d(ai)

V0L /)= G dt /%,

= awj; = 7(0; / R) = —aw?i; = -aw® sin(pl, - aw’ cos(pl,

dOW, /%) —— =
WAO]_M—O

—_—

QR /R)AOM = wk; A ae, = (— o cos(p)e,, + a)sin(qp)é(p)/\ aé, = -awsin(p)e,

B0, /9 A (A0, /%) A OM)= (- wcoslpe, + o sin(pk, )  ~awwslp),
= -aw’ sin(p)cos(p), - aw® sin(plE,,
= 7 = —(aa)z sin(p) + ao? sinz(go))ép - (aa)z cos(p) + an? Sin(go)COS((p))é(p
= F, = -Mjs = (maa)2 sin(p) + maw? sinz(gp))é . (maw2 cos(p) + maw?® sin((p)cos((p))é(p

= F, = maa? sin(p)1 + sin(p)€, + maa?® cos(p)1 + sin(p)e,

o 7 =20QR, /R)AVM /R, = 2(— o cos(p)e, + a)Sin(gD)é(p)/\ age, = -2anp cos(ple,

- ,Z-C =-my. = 2mawg cos((p)éz

2. E.(M/ 92,) = %mVZ(M/ml): %maz(pz.

3.
o F, = maw?(L+sin(p)sin(p)e, + cos(p,) = maw? (1 + sin(p)),

x; = asinlp) = F. = mo?(@+ x, )iy

o mao?(a + x;
0Xy
rotF, =V A F, = 6L A 0 =0 = F, est conservative dans %, = F, = -gradE
Y1
0 0
0z

E,. énergie potentielle dérivée par F, dans 9 = dE,, = —dw(l-:e /iRl): -F,dO,M

= dEpe = —ma)z(a-i-Xl);l(Xml—l + dyljl +d21/21): —mwz(a+ lejxl
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1 . 1 .
= Epe = -Maw’xy - Ema)lez +cte = Epo = -ma’o® sin(p) - Emaza)z sin®(p) + cte

o dEpg = —dW(ﬁ/le): _F_;dO]_M = mglzl(dxlrl +dy1j1 + lelzl)Z mgd21 = Epg = mgzl +Cte

z, =-acos(p) = E,, = -mgacos(p)+ cte : Energie potentielle dérivée par le poids de M.

= E,(M/ 9,) = Epe +Epy = -ma®a? sin(p) —%maza)z sin®(p) - mga cos(p) + cte

E,(p=0)=0 = cte = mga

= E,(M/ 9,) = -ma*o? sin(p) —%maza}z sin?(p) - mga cos(p) + mga

4. Théoreme de I'énergie mécanique dans le repére %, :

dEn(M / 9)

97, est non galiléen =
dt

= P(ﬁnc /snl)

Fpe =R = R,€e, +R,E, +R,€, =R, €, + R,€, ( mouvement sans frottement : R, =0)

_, dEn(M/ )

= PE /9, )= PR/ %)= Ri(M/%,)=0 S0
En(M/ 92) = E.(M/ %)+ E,(M / 97y) = %maz(pz - ma’w? sin((p)—%maza)2 sin®(p) — mga cos(p)
+mga

_, dEn(M/ )

o = ma®pp — ma*w?¢ cos(p) - ma®w?¢ sin(p)cos(p) + mgag sin(p) = 0

= 4 = 0? cos(p) + w? sin(¢)cos(¢)—%sin(¢) : Equation différentielle du mouvement de M.

5. Théoréme de la quantité de mouvement dans le repéere R, :
9, est non galiléen = my(M /R,)=P +R+F, + F,
=

magé, — magp’e, = mg cos(p)e,, — mg sin(p)e, + R,€, + R,€, + maw” sinlp)l + sin(p)E,

+ maw® cos(p)l + sin(p)E, + 2mawe cos(ple,

®
=

(mg cos(p) + R, + magp® + maa® sin(p)1 + sin(go)))é - (mg sin(p) + mag — maw? cos(p)1 + sin(gp)))é(p
+ (R, +2mawg cos(p)E, =0

mgcos(p) + R, + mag* + maa?® sin(p)1 + sin(p))= 0

= {mg sin(p) + magp — maw? cos(p)1 + sin(p)) = 0
R, + 2maw¢ cos(p) =0

R, = -mgcos(p) - mag® - maao® sin(p)1 + sin(p))
=3R,=0
R, = —2mawgcos(p)
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Composantes de la réaction R, exercée sur M par le cerceau, dans la base (e,,€,,€,).

6. Etude de I’équilibre relatif :

de,(M / 9t,)
do

a. Les positions d’équilibre relatif sont des positions ou =0 c'est-a-dire :

- ma®w? cos(p) - ma®w? sin(p)cos(e) + mga sin(p) = 0
= - aw? cos(p) - aw? sin(p)cos(p)+ g sinlp) = 0 = aw?(-1 - sin(p))cos(p) + g sinp) = 0

sin(p)
cos(p)

= aw’(1 +sinlp)) =g = aw*(l+sin(p)) = g tan(p)

b. La position qui correspond a ¢ = z/6 est une position d’équilibre relatif, donc :

i) sy = s3]0 3o -5 < 20

S | \/KM \/ﬁ L 125

= o, = 4.387rad.s™

C.

®=w = E,(M/9%)=-ma’of sin(p)- % ma’w? sin’(p) - mga cos(p) + mga

de,(M / %
p(d /) -ma’w? cos(p) - ma*w? sin(p)cos(p)+ mga sin(p)
4
d’E,(M / %) . _
= —pdq)z = ma’w? sin(p) - mae? cos?(p) + ma’wi sin®(p)+ mga cos(p)
d’E,(M / %
= 9EW /) = ma®w? sin(fj - ma’*o? cosz[ﬁj + ma’w? sinz(ﬁj +mga cos(ﬁj
do? z 6 6 6 6
"5
d?E,(M / %
_, TE,M /) :lmazwlz—zmazwarlmazwf+£mga
do? . 2 4 4
"5
2 [y
wf:ﬂﬂjw _lma2£2__ma22\/§g 223 g ﬁ
a do? - 9 a 9 a 2
"6
d?E,(M / %
= —P( / 1) —\/Emag(l l+i+1j ﬁmag
do? x 9 6 18 2 2
"5
d?E,(M / %
% = gmag >0 = si w = w,, I"8quilibre en ¢ = 7/6 est stable.
4
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Examen 8 (Session rattrapage) (durée 1h15min)

On considére le repére fixe 92(0,i, j, k) (repére absolu), (xOy) étant le plan horizontal.
Un cerceau assimilable a un cercle de centre O et de rayon R, situé dans un plan
vertical, tourne autour de |'axe vertical (Oz) avec une vitesse angulaire » constante. On

désigne par 9(0, iy, j;,ky) un repére lié au cerceau (repére relatif) tel que (x;0z;) étant le

plan du cerceau, (i ,i;) =@, j,;) = ot et k =k, .
(i, ], 71 et ]1 se trouvent dans le méme plan horizontal (xOy). f)(ﬂz’l/ﬂ?)= ok est le

vecteur de rotation du repére #; par rapport au repere #%).
Soit un anneau assimilé a un point matériel M, de masse m, se déplagant sans

frottement sur ce cerceau. Il est repéré dans 9 par l'angle ¢ que fait (OM) avec la verticale
descendante passant par O, ¢ étant compté positivement dans le sens indiqué sur la figure ci-

dessous.

1). Exprimer dans la base (¢,,€,,€,) :
a. le poids de M, P, et son moment par rapport au point O, rﬁo(ﬁ).
b. la force d’inertie d’entrainement, F‘e , et son moment par rapport au point O, n"’;o(lf'e .

c. la force d’inertie de Coriolis, F‘C , et son moment par rapport au point O, ﬁvo(ﬁc).

2). En appliquant le théoréeme du moment cinétique dans le repére 9, déterminer I'équation
différentielle du mouvement vérifiée par ¢

3). Calculer, en fonction de ¢, I’énergie potentielle de M par rapport au repere %, E,(M/ 9t,) -
On suppose que E,(¢ = 0)= 0.
4). On donne w = 10rad/s, R =0.2m et g = 10m.s 2

a. Déterminer dans ce cas, les positions d’équilibre relatif de M.
b. Etudier leur stabilité.

12“121 Qukl
<~ -
o> g o>
/ ®j1 -
5 >
@
éf/’
. Oz
I —
e
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Correction d’examen 8 (session rattrapage)

a. e p=mg=-mgk, =mgcos(pl, - mg sin(ple,

o My (P) = OM AP = Ré , n (mg cos(p),, - mg sin(p)e, ) = -mgR sin(p)e,

dO(Ry / R)
dt /m
o

QR /R) A OM = wk A Re, = (— a)cos((p)ép + a)sin((p)é@)/\ RE€, = -Rw sin(p)e,

b. ¢j.=70/%R)+ Ao—M+é(m1/m)A(é(m1/sn)Ao—M)

—_—

B, /%) A (B, /%) A OM)= (- wcos(pl, + w sin(p)e, ) » ~Rasin(p)é,
= -Ro?® sin(p)cos(p)e, - Ra® sin®(p)e,,
= je = R’ sin(p)cos(p), - Ro® sin*(p)E,

= F, = mRa? sin®(p)e,, + mRa? sin(p)cos(p)e,

. my, (Fe) — OM A"F, = RE, A (mRa)2 sin®(p)é, + mRaw? sin(p) cos((p)é(/,)
= Mo (I:'e) = mR%w? sin(p)cos(p)e,
C. o7 =20Ry /R)AV(M/R,) = 2(- wcos(p, + wsin(p)e,) n RGE, = ~2Ragp cos(pke,

= F. = 2mRw¢ cos(p)e,

. My (/:C) ~OMA'F, = RE A 2mRag cos(p)e, = —2mR’wg cos(p)e,

déo(M/92,)

2. 9 est non galiléen et O est fixe dans #; = d/ o, - ﬁqo(ﬁ)+ n‘qo(ﬁ)Jr ﬁqo([:'e)+ ﬁ”o(":c)

déo(M/92,)

Go(M/9,) = OM A mv(M /R, )= RE A MR@E, = mR2¢6, =
, 4 dt / %,

= mRz(ﬁéz

R=R,€,+R,E, +R,€, =R,E, +R,€, ( mouvement sans frottement : R, =0)

= o(R)= OM A"R = R, n (R,6, + R,E,) = -RR,é,
- mR?@e, = -mgRsin(p)E, - RR,€, + MR*w? sin(p)cos(p)e, — 2mR*w¢ cos(p)e,,

= §+ %sin((p)— w? sin(p)cos(p) = 0 : Equation différentielle du mouvement de M.

3.« F, = mRo? sin((p)(sin((p)ép n COS((p)é(/,) - mRw? sin(p),, x; = Rsinlp) = F, = mao®x4i;

= rotf, =0 = F, est conservative dans 9% = F, = -gradE .

E,. énergie potentielle dérivée par F, dans %= dE,, = —dw(lf'e /921)= —F,dOM = -ma®x,dx,

= Epe = —%ma)zxf +cte = Epe = _LmR20? sin®(p) + cte

. dEpg = —dW(:B/SR]_): —ﬁdO—M = mgdzl = Epg =mgz, + cte
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z, = -Rcos(p) = E,y = -mgR cos(p) + cte : Energie potentielle dérivée par le poids de M.

= E,(M/ 9)) = Epe +Epg = —%mRza)z sin®(p) - mgR cos(p) + cte
Eylp=0)=0 = cte = mgR
= E,(M/ 9,) = —%mRza)2 sin®(p) - mgR cos(p) + mgR

4. Etude de I’'équilibre relatif : cas ou @ = 10rad/s, R =0.2m et g = 10m.s2

dE,(M / 9;)
do

a. Les positions d’équilibre relatif sont des positions ou =0 c'est-a-dire :

- mR?w? sin(p) cos(p) + mgR sin(p) = 0
g _1
Ro®> 2
5z

T
= p=00uUgp=x ou gng ou (p:?

= sin(p) =0 ou cos(p) =

= 4 positions d’équilibre relatif de M : M;(R,0), M,(R, x), M{R,—j et M4[

en coordonnées polaires.

b. Etude de la stabilité d’équilibre relatif :

d?E,(M / 9%
p; 2/_1) = -mR?w? cos?(p)+ mMR?w? sin?(p) + mgR cos(p)
4
2 g
. d Ep(Mz/ i) = -mR?w? + mgR = -2m < 0 = Equilibre instable.
do =0
2
. d Ep(Mz/ %) = -mR%»% - mgR = -6m < 0 = Equilibre instable.
de ooz
2 § 2 2 2 2
. d“E,(M/ 9;) _-mMR%e . 3mR*w + mgR _ 3m > 0 = Equilibre stable.
d¢2 oz 4 4 2
773
2 y 2 2 2 2
(d°E,(M /o) _ZMR7o”  3mMR7w”  mMgR _ 3. 4 = Equilibre stable.
d(p2 57z 4 4 2
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Examen 9 (Session ordinaire) (durée 2h)

Questions de cours : (3 points)

1) Dans un référentiel galiléen, on considére un point matériel soumis a plusieurs forces,
certaines sont conservatives et d’autres non conservatives. A quoi est égale la variation de
I’énergie cinétique et la variation de |I’énergie mécanique entre deux points arbitraires de la
trajectoire.

2) Montrer que si le module de la vitesse d’'un mobile est constant alors son vecteur vitesse
est perpendiculaire a son vecteur accélération.

3) Montrer que si une force F dérive d’une énergie potentielle Ey(x,y,Zz), alors le travail de

F entre deux points quelconques est indépendant du chemin suivi.

Exercicel : (5 points)
Un point matériel M est en mouvement dans le plan (xoy). Les composantes cartésiennes de
son vecteur vitesse sont : v, = Rw cos(wt) et v, = Rw sin(et) ol R et o sont des constantes

réelles et positives. A l'instant t = 0, le point M se trouve a l'origine 0(0,0).
1) Déterminer les composantes cartésiennes du vecteur accélération.

2) Déterminer les accélérations tangentielle, 7, , et normale, 7,, du point M.
3) Déduire le rayon de courbure, R, de la trajectoire.

4) Déterminer les composantes x(t) et y(t) du vecteur position oM
5) Déduire I'’équation de la trajectoire. Quelle est la nature du mouvement ?

Exercice2 : (6 points)
On considére un point matériel M de masse m astreint a se déplacer, avec frottement, sur un

axe (Ox) horizontal de vecteur unitaire i . Soit ﬁt = —av?i la composante tangentielle de la

réaction R, exercée sur M par l'axe (Ox), a étant une constante positive et v la vitesse
instantanée. A l'instant t = 0, le point M se trouve a |'origine O avec une vitesse v, positive.

1) Déterminer l'unité de c.

2) En appliquant le principe fondamental de la dynamique, montrer que d—‘z/ = —%dt.
v

3) Déterminer I'expression de la vitesse v(t) du point M, en fonction de t, m, « et v,.
4) Déduire I'expression de la position x(t) du point M, en fonction de t, m, « et vy.

5) A quel instant t, le point M @) perdra la moitié de sa vitesse initiale ? b) s’arrétera ?

6) Calculer le travail de la réaction R, lorsque le point M perd la moitié de sa vitesse.
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Exercice3 : (3 points)

Sur la trajectoire de la figure 1, un point matériel M de masse m=3kg est abandonné sans
vitesse initiale du point A et parvient au point B avec une vitesse vg=6m/s. La différence
d’altitudes entre A et B est h=2m. On donne g=10m/s” et on suppose que |’énergie potentielle
est nulle en B.

1) Montrer que M est soumis a des forces de frottement (on calcule I’énergie mécanique en A
et B).

2) Déduire le travail de ces forces entre A et B (on exprime ce travail en Joules).

Exercice4 : (3 points)

Une boite considérée ponctuelle de masse m=5kg se trouve sur un plan incliné faisant un
angle «=30° avec l'horizontale. Le coefficient de frottement dynamique entre les surfaces en
contact est k;=0.3. A partir d’'un point O, on lance la boite vers le haut avec une vitesse initiale
vo=2my/s (voir figure 2). On donne g=10m/52.

1) En appliquant le principe fondamental de la dynamique, calculer en m/s? I'accélération de la
boite.

2) Quelle est, en métre, la distance parcourue par la boite avant de s'arréter ?

3) Quelle est la valeur minimale du coefficient de frottement statique ks pour que la boite, une
fois arrétée, ne reparte pas en arriere?

ZA

<.
|

Figure 1

Q.

Q

Figure 2
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Correction d’examen 9 (session ordinaire)

Questions de cours : (3 points)

1)

- Dans référentiel galiléen, la variation de I’énergie cinétique entre deux points arbitraires de
la trajectoire est égale a la somme des travaux des forces extérieures appliquées sur le point
matériel.

- Dans référentiel galiléen, la variation de |I'énergie mécanique entre deux points arbitraires de
la trajectoire est égale a la somme des travaux des forces non conservatives appliquées sur le
point matériel.

av? - adv

=2Vv—=2vy =0 vy =0 v L
dt a7 = V7 = 4

3) F dérive d’une énergie potentielle E,(x,y,z)—>F = -gradEp

2) V| =cte - ||\7||2 =v2 =cte -

A-B

B B B
W(F) = deOM - j— gradE,dOM = —j dE, = VZ(I—Z) = E,(A) - Ep(B) = le travail de
A A A -

/:_entre deux points quelconques A et B est indépendant du chemin suivi.

Exercicel : (5 points)

1) v, = d(;'/t —Rw? sin(wt) et 7y = dty = Rw? cos(wt)
d||V|| dv|

2) -y, = XZ +v,” =Ro - =0 = j= 0 (accélération tangentielle)

v dt
2 2

“Fn=F -7+ =7 = 7,=-Ra® sin(et)i + Rw? cos(wt)j (accélération normale)

~2 12 —||2
3) 7, PN 174 M R - [ , 7] = Ro?= Re _R%0® g _R (rayon de
Rc Rc I7n Ro?
courbure)
4) -% =V, = Rw cos(at) > x = Rsin(wt) + cte, x(0) =0 >cte=0 = x =Rsin(wt).
dy

Tl = Ro sin(wt) -y = -Rcos(wt) + cte, y(0)=0 > cte =R = y =R[l - cos(at)].

5) x2 +(y - R)? = R?sin?(wt) + R?> cos?(ot) = x% +(y —-R)? = R? : Equation caractéristique

d’un cercle de rayon R et de centre C(0,R) = le mouvement est circulaire (la trajectoire est
un cercle de rayon R et de centre C(0,R)).

Exercice2 : (6 points) - ~

Re K7
T R, " ’;
—y—
1R, =[Re| = av? > [R]= [alv?]= [a] I[RT] R.]=nNet2]="T :[a] /,\:7—522,N=kgsﬂz
Slo]- %9

2) P.F.D = P+R=my—>-mgj+R, +Rt—m7/xl+m7y.]l7/y_0

= Rn - mgj et Rt _myx
dav, dv = dv - + dv 2 dv

(04
==X L LR =m—i=-avi =>m—=-av = = =-—
™ TTae et Tt T a dt V2 m
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3)ﬂz—ﬁdt‘—>v|.—ﬂ=£jdt+cte:l=it+cte,v(0)=v0—>cte=i
v2 m v:i m v m Vo
V. .m Vg
mv v
= v(t)=—°t ou v(t)= 0
m+avo 1+ %yt
v v
4)d—X=v= 0 —>x=.[—°dt+cte = x="In1+ Zvyt)+cte
dt a a a m
1+ —v,t 1+—vyt
m m

x(0)=0>cte=0 = x(t)="0In(1 +%v0t)
o

5) a) M perdra la moitié de sa vitesse initiale c-a-d :v = V?O. Soit t; I'instant ou v = VTO.
v v 1 a 1 1« a
= V(tl)zla—oZ?O—)E|:1+EVOt1:|=1—)E+EEVOt1=1—)EVOt1=1
m
aVO
b) M s’arréterac-a-d: v=0 = Yo 0 = 1+1v0t—>oo = toow
1 +£v0t m
m
6) Soit A la position ou le point M perd la moitié de sa vitesse initiale c-a-d v, = V7°.
Théoreme de I'énergie cinétique entre les points O et A - E-(A) - E-(O) = W(P)+ W(R)
O A O0-A
=  W(R) = Ec(A) - Ec(0) - W(P)
O0-A O0->A
W(P) = J-PdOM - J’-mgj dxi =0 = W(R) = Ec(A) - E-(O)
O0->A o) o) O0->A
1 VO 2 1 2 1 2 D 3 2
E-(A)==m(—=) " ==mviet Ec(O)==mvg = WR)=-=mv
c(A) =5 m2)? = 2 mvg et Ec(0) =5 mv3 V(R) = - mvi
Ou bien, par un calcul direct :
A A A A
W(R) = deOM - I(Rt + R )dxi = Ithxi - j—avzdx
04 b o) 0 0
Yo Vv,
v a m, v m dv = 2 = 1 70
L1+ 2yt 5 x="=In(-%) > dx=-—"" = W(R)= [mvdv = W(R) = {—mvz}
"4 m a 14 a Vv O A h O A 2 Vo
- 3 )
= W(R)=-=mvg
05 A 8

Exercice3 : (3 points)
1) dE, = -dW(P) = -PdOM = mgk(dyj + dzk) = mgdz = E, =mgz +cte
zg =0 et Ep(B)=0=>cte=0 = Ep,=mgz

E,(A) = Ec(A)+ Ep(A) :%mvf\ +mgz, , Za=h,v,=0 = E,(A)=mgh=E_,(A) =60J

E,.(B) = Ec(B) + Ep(B) = %mvg +mgzg,zg =0,vg =6m/s=E,(B) = %mvé:Em(B) =54J

E.(A)#E,(B) = pas de conservation de l'énergie mécanique=présence des forces de
frottement.

33



2) Soit F la résultante de ces forces de frottement —» F est une force non conservative.

Théoréme de I'énergie mécanique entre les points Aet B — E,.(B) - E,,(A) = W(F)
A-B

AN :W(F)=-6J

A-B

Exercice4 : (3 points)

1)P.F.D > P+R-= my = -mg sin(a)i — mg cos(a)j + Iin ] - “ﬁt“f = myxf + m;/y]
7, =0 = |R,|=mgcos(x) et — mg sin(a) - “ﬁtu = my,
Hét“ = ky|R,| — Hét“ = kymgcos(a) = -mgsin(a) -k, mgcos(a) = my,

= 7, = —g|sin(a) + ky cos(a)] A.N: y, =-7.598m /s>

2) Soit A la position ou le point M s’arrétera — v, =0 et d la distance parcourue par la
boite avant de s‘arréter — x, =d

Théoréme de I’énergie cinétique entre les points O et A — E-(A) - E-(0) = W(P)+ W(R)
O0->A O0->A

A A A
= EC(A)—EC(O):J'(é+ﬁ)dOM :J’mydOM :jmyx dx
(0] (0] (o]

= Ec(A)-Ec(0)=my,[ dx = Ec(A)-Ec(0)=my,d

2

v
mi-0 = -tmv2-myd = d--20

A.N: d=0.263m
2 2y,

N|—= o2

1
Ec(0)=5mvs, Ec(A) =

3) Pour que la boite, une fois arrétée, ne reparte pas en arriére, il faut que P+R =0 et
s

e P+R=0 = -mgsin(a)i —mgcos(a)j + ﬁ,,]+”§t“7:f)
= |IR,|| = mgcos(a) et “ﬁt = mg sin(c)
= = ’Qt mg sin(«)
oRt“gksRn = ks 2= = kg>——7-+=
, mg cos(a)

= k> tan(a)

= la valeur minimale du ccefficient de frottement statique ks pour que la boite, une fois
arrétée, ne reparte pas en arriére est ks = tan(a) A.N: ks =0.577
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Examen 10 (Session rattrapage) (durée 1h30mn)

Exercice : (6 points)

Un point matériel M est en mouvement dans le plan (xoy). Les composantes cartésiennes de
son vecteur position sont :x(t)=2 cos(wt), y(t)=2sin(ot) et z(t)=0 ou w est une
constante réelle et positive.

1°/ Quelle est la nature de la trajectoire de M ? Ce mouvement est-il uniforme ? Justifier la
réponse.

2°/ Déterminer le vecteur accélération de M. Préciser son sens.

3°/ Calculer les accélérations tangentielle et normale de M. Déduire le rayon de courbure R. .
4°/ Exprimer, en fonction du temps, I'abscisse curviligne s de M, comptée a partir du point
A(2,0,0).

Probléme : (14 points)
On consideére le repére fixe R(0,i, j, k) (repére absolu), (xOy) étant le plan vertical. Soit une

tige (0;A), faisant un angle 6 constant avec I'horizontale, en mouvement tel que son extrémité

O, astreint a se déplacer le long de l'axe (07) avec 00, :%atzf(a est une constante
positive). On désigne par R.(0;,U,v,w) un repére lié a la tige (repére relatif) tel que

- N -~ N -
(,d0)=(,v)=6 et w=k. Soit un anneau M de masse m (assimilé a un point matériel) se

déplacant sans frottement le long de la tige et repéré dans R; par O;M = r(t)u .
1°/ Exprimer dans la base (u,v,w):
a°/ la vitesse du point M par rapport au repére R;.
b°/ la vitesse du point M par rapport au repere .
c®/ les moments cinétiques 601(M/921)et co(M/R) .
d°/ le poids de M et les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis.
2°/ Calculer I'énergie potentielle du poids de M par rapport au repére R, en fonction de 4.

3°/ Calculer I'énergie potentielle du poids de M par rapport au repere %4, en fonction de 6.
4°/ Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repere R1: E_(M /R, ).

5°/ Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repere ®: E_(M /R).
6°/ En appliquant le théoréme de |I'énergie mécanique dans le repére %1, Montrer que le terme
d?r(t)
dt?
7°/ En appliquant le théoréme du moment cinétique dans le repere R;, déterminer le module
de la réaction R, exercée sur M par la tige.

est constant.

8°/ Application numérique :
Calculer les modules du vecteur accélération relative et de la réaction R.
On donne g = 10 N/kg, m = 100 g, a = 2 m/s* et & = 30°.

A J4

~
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Correction d’examen 10 (session rattrapage)

Exercice : (6 points)

1) e x2 + y? = 4cos?(wt) + 4sin’(ot) = x2 +y? =4 : Equation caractéristique d'un cercle de
rayon R = 2 et de centre C(0,0,0) = le mouvement est circulaire (la trajectoire est un
cercle de rayon R = 2 et de centre C(0,0,0)).

dx . dy dz

R VX :E:_Za) Sln(a)t), Vy :EIZCU COS(COt) et VZ :EZO

=7 = Jvi? +v,? + v, = 20 =cte

= |le mouvement de M est uniforme.

d dvy 2 . dv
2)e y, = dt 2 cos(at) ,y, = p = 2w0° sin(et) ,y, = dtz
= 7 =-20° cos(at)i - 2w? sin(wt)]

=0

° 7= —a)z[z cos(at)i + 25in(a)t)]] - —w?OM = le sens de 7 est opposé a celui de OM
d}v]
dt

«Fn=F -7t =7 = 7,=-2w%cos(at)i -2w? sin(wt)j (accélération normale)

d|| ]

3)e y = / =0 = 7 =0 (accélération tangentielle)

\7||:2

~12 ~|12

.7 :";iﬁ > |74 =w:> Rc = |||| " T [74]| = 20* = R¢ :% = R = 2 (rayon de courbure)
C

4)— V| = 20 =s(t) =20t +cte. At =0:x=2,y=0,z=0=>M= A=s(t =0) =0=cte =0

= s(t) =20t
Probléme: (14 points)

i = cos(0)i +sin(0)j, v =—-sin(0)i +cos(0)j, i =cos()i - sin(OW , j = sin(0)i + cos(V
du ) dv _5 aw ~

0 = ct a__g, , =0, QW /R)=0
€ =Gt/ dt / % dt / % (1 /90)

OM = 00, + O;M = B at? cos(0) + r}ﬁ - % at? sin(o)v

do;M

1) a)-V(M/ml):dt/iR
1

V(M / %) = f

dOM
dt / %

b)-v(M /R) = —ati +fi = V(M /R)=[at cos(0) + Fli - at sin(6)v

€) e Go (M/R1)=OMAmV(M /%R,) = G0, (M/%;)=0
« Go(M/R)=OM AmUM/R) = Go(M/R) = %matzl‘ sin(O)W

d) « Poids : P = mg = -mg sin(6)i — mg cos(6)V

e Force d’inertie d’entrainement : F, = -my,

36



d(Ry / R)
dt /R
=  F, =-macos(6)i + ma sin(6)v

7o = 7(0y / R) + AOM + Ry /R) A [fz(snl / R) A ol—'M] = acos(0)d — a sin(o)v

« Force d‘inertie de Coriolis : F, =-my,., 7. =2Q(R, /R)AV(M/R;)=0 = F.=0

2) dE,(M /%) = -dw(P / R) = _PdOM = mgj[dxf +dyj + dz/Z] =mgdy = E,(M/®)=mgy +cte
y =rsin(6) = E,(M/R)=mgrsin(0) + cte

3) dE,(M /R,) = -dw(P / R,) = -PdO;M = [mg sin(6)d + mg cos(0)V}dri = mg sin(6)dr
= E,(M/%R,)=mgrsin(0) + cte

4) EC(M/sJal):%m||\7(M/snl)||2 = EC(M/sJal):%mr'2

5) Ec(M /%) = %m”\?(M /R = Ec(M /%) - %maztz + 2atf cos(6) + F2]

dE,,(M /Ry)

0 =P(F,., /Ry)+P(F, /Ry)+P(F. /R,)

6) %N, est non galiléen =

« En(M/Ry) = E«(M/%y) + Ep(M /Ry) = %mr‘2 + mgr sin(6) + cte

_ GER(M /%)
dt

eP(F.., /R,)=P(R/Ry)=RV(M/R,).On pose R = Rii + RV + RsW

Mouvement sans frottement = R, =0 = R =R,V +RsW = P(F,o, /Ry)=P(R/Ry)=0

oP(F, / Ry) = FoV(M / Ry) = [- macos(6)id + masin(@)ifi = P(F, /R;)=-mar cos(6)

«P(F. /Ry) = Fo(R/%Ry) = FV(M /%) =0

= mirf¥ + mgr sin() = -mar cos(§) = F =-g sin(9) - acos(8)

. d?r d?r
a, g et fsont des constantes , 7 =—— = le terme —- est constant.
dt dt

= mrf + mgr sin(0)

déo (M/%,)

7) R1 est non galiléen =
) 9 dt /%,

= Mo, (P) + Mg (R) + Mg (Fe) + Mg, (F,)

S0 (M/Ry)
YTt /wmy

=0

Mo, (P)=O;M AP =rii A [— mg sin(6)d — mg cos(&)V] = —rmg cos(8)w

Mo, (F)=O;M AF, =rii [— ma cos(9)u + ma sin(H)V] = rmasin(0)w

n—’lol(/:_c)zolM/\F_c =rin0=0

= IRyW — rR3V — rmg cos(0W + rma sin(@w =0 = R, = mg cos(0) — masin(d) et R; =0

= “ﬁ“ = |Ry| = |mg cos(8) - masin(6)
8) 7, (M /Ry) =Fii = -g sin(0) - acos(9) = |7, (M /Ry)| =g sin(6) + a cos(0)|
R

‘ = |Ry| = |mg cos(6) — ma sin(o)|

Application numérique :
|7, (M /%) =6.732m / 5?

R| =0.766 N
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Examen 11 (Session ordinaire) (durée 2h)

Exercice 1 (5 points)

Soit un champ de force F(M)défini dans un repére R(O,i,j, k) en tout point M(x,y,z) de
I'espace par : F =(yz — axy)i +(bxz — xz)j + cxyE (a,b et c sont des constantes).

1)- Déterminer les valeurs des constantes a, b et ¢ pour que le champ de force I-:(M) dérive
d’une énergie potentielle. Calculer cette énergie potentielle (On suppose que £,(0,0,0) =0).

2)- Calculer le travail de F quand son point d’application se déplace de A(1,1,1) a B(2,2,4).
L'unité de la longueur est le métre, la force est exprimée en Newton
rotF =V AF; V=705, 9%
ox oy oz
Exercice 2 (15 points)

On considére le repere fixe R(O, 7, j, k) (repére absolu), (yOz) étant le plan vertical. Soit un
cerceau (C) de centre O; et de rayon R, en mouvement de translation dans le plan (yOz) tel

que O—Oi = bj +%at212 ((yOz) étant le plan du cerceau, a et b étant des constantes positives

non nulles). On désigne par 9?1(01,71,]'1,/21) un repeére lié au cerceau (repeére relatif) tel que

iy =i, j;=Jj et ky = k. Soit un point M, de masse m, se déplagant sans frottement sur le
cerceau (C) et repéré dans R; par l'angle 6 (voir la figure ci-dessous). On suppose qu’a t = 0,
0=0¢et E,(M/R)=E,(M/%R,)=0.

1)- Exprimer dans la base (€,,€,,€,) :

a) les vecteurs de la base (7, j,, kq).

b) le vecteur vitesse du point M par rapport au repere R, v(M / R) .

c) le vecteur vitesse du point M par rapport au repere Ry, V(M /R,).
doo (M/%Ry)
d) le moment cinétique 601(M/921) et sa dérivée temporelle W

e) le poids de M et les forces d'inertie.
2)- Le repére R; est-il Galiléen ou non Galiléen ? Justifier votre réponse.
3)- Calculer I'énergie potentielle du poids de M par rapport au repere %, E,(M /R).

4)- Calculer I'énergie potentielle du poids de M par rapport au repere Ry, E,(M /R;)

5)- Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repere Ry E_(M /R, ).

6)- En appliquant le théoréme de la quantité de mouvement dans le repére R, déterminer les
composantes de la réaction R, exercée sur M par le cerceau, dans la base (ép,ég,éz ).

7)- En appliquant le théoreme de |'énergie mécanique dans le repere %R, déterminer une
équation différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée paro.

8)- En appliquant le théoreme du moment cinétique dans le repére %Ry, retrouver I'équation
différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée parg.

Ak klu _

v .




Examen 12 (Session rattrapage) (durée 1h30mn)

On consideére le repére fixe %(0, i, j, k) (repére absolu), (yOz) étant le plan vertical. Soit
un cerceau (C) de centre O; et de rayon R en mouvement de rotation propre autour de |'axe
(Ox) avec une vitesse angulaire constante o tel que 0O, = bj+a/2 ((yOz) étant le plan du

cerceau, a et b étant des constantes positives non nulles). On désigne par 921(01,?1,]1,/21) un

repére lié au cerceau (repére relatif) tel que i, =7 et (j,Jj,;)=(k,k;)=wt. Soit un point M,
de masse m, se déplacant sans frottement sur le cerceau (C) et repéré dans ®; par l'angle

0=_j jép) = (IZ1 :ég) (voir la figure ci-dessous).

1)- Exprimer dans la base (€,,€,,€,), le vecteur rotation instantanée de R, par rapport au
repére R, Q2(R, /R).

2)- Exprimer dans la base (ép,ég,éz), le vecteur vitesse du point M par rapport au repéere Ry,
V(M /%Ry).

3)- Exprimer dans la base (€,,€,,€,), le vecteur accélération du point M par rapport au repere
Ry, 7(M/Ry).

4)- Exprimer dans la base (€,,€,,€,), le poids de M, P.

5)- Exprimer dans la base (€,,€,,€,), la force d'inertie d’entrainement, f..

6)- Exprimer dans la base (€,,€,, €, ), la force d'inertie de Coriolis, fc.

7)- Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repere Ry : E (M /R;).

8)- Soit R = R,€, + R,€, + R €, la réaction exercée sur M par le cerceau. Déterminer R tout en

appliquant le théoreme de la quantité de mouvement dans le repére R;.
9)- Calculer la puissance de P par rapport au repére Ry, P(I3 /Ry

10)- Calculer la puissance de R par rapport au repére R, P(ﬁ /Ry
11)- Calculer la puissance de fe par rapport au repéere Ry, P(f?e /Ry

12)- Calculer la puissance de fc par rapport au repéere Ry, P(FC /Ry).

13)- En appliquant le théoreme de I|'énergie cinétique dans le repére %R;, déterminer une
équation différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée par.

KA . R
K, A
¥ot 1
eg =
¢, J1
M
) ot .
S I o > ]
; j
0 ; >
b
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Examen 13 (Session ordinaire) (durée 2h)

Questions du cours (4 points)

1) Montrer que le théoréme de la quantité du mouvement est invariant par rapport aux
référentiels galiléens (principe de l'invariance galiléenne).

2) Montrer que le travail de la force de Coriolis par rapport a un référentiel non galiléen est
nul.

3) Donner la définition de :
a) Plan Osculateur
b) Référentiel de Copernic
c) Référentiel géocentrique
d) Force a distance.

Exercice 1 (6 points)
Un point matériel M décrit une hélice, de pas h, enroulée sur un cylindre de rayon R et
d'axe (Oz2). Ses équations horaires, dans le repere R(Oxyz), sont

:X =Rcos¢;y =Rsinp; z=a¢p oU a est une constant positive et ¢ = (7, OM")y (M' est la
projection de M sur le plan (xoy)).

1) Déterminer dans la base cylindrique (€,,€,,€,) les vecteurs vitesse v(M/®R) et
accélération (M /R) de M.

2) Déduire, dans la base cylindrique(e,,€,, €,),les accélérations tangentielle et normale de
M.

3) Déterminer le rayon de courbure R, de la trajectoire de M en fonction de R et a.

4) Déduire, dans la base cylindrique (€,,€,,€,), les vecteurs de la base de Frenet (1, b)
5) Montrer que I'angle ¢ = (e,,V(M / R) )est constant.

6) Si ¢ = wt (w est une constante), quelle est la relation entre le pas h et la constante a.

Exercice 2 (10 points)

On considére le repére R(Oxyz) (repére absolu), (xOy) étant le plan horizontal. Soit (P) un
plan vertical qui tourne autour de I'axe (Oz) avec une vitesse angulaire constante « . Dans ce
plan (P), un anneau M assimilé a un point matériel de masse m se meut sans frottement, dans
le champ de pesanteur, sur un cerceau (C) de centre O; et de rayon R. La position de O; est
définie par les parametres a et b (a et b sont des constantes), celle de M est définie par I'angle

o(t) (voir figure ci-dessous). On désigne par ®;(0y, i1, j;,ky) un repére lié au plan (P) (repére
relatif) tel que le plan (x;0:z;) reste constamment dans le plan (P) et 121 =k.On suppose que
0=60=0at=0.

1) Exprimer dans la base (/y, j;,k;) :
a) le vecteur rotation de %, par rapport a ®R: 2(R; / R).

b)- la vitesses relative du point M
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c)- les accélérations relative, d’entrainement et de Coriolis du point M.

d) les forces d’inertie.
dc?ol(M / Rq)

e)- le moment cinétique 6, (M/%R,) ainsi que sa dérivée
1 dt/R,

2) Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repére R; . E.(M/R,).
3) Calculer I'énergie potentielle de M par rapport a %, (E,(M /%)) en fonction de 6.

4) En appliquant le théoreme de |I’énergie mécanique dans le repere R, déterminer I'équation
différentielle du mouvement de M.

5) Déduire une relation entre 8 et 4.

6) En appliquant le théoreme du moment cinétique dans le repére %R;, retrouver |'équation
différentielle du mouvement de M.

7) En appliquant le théoréme de la quantité du mouvement dans le repére %R,, calculer les
composantes de la réaction R dans la base (€,,¢€,,€,).
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Examen 14 (Session rattrapage) (durée 1hi15mn)

Exercice 1

On considére un point matériel M en mouvement dans le plan (O, i, j) d’un repére orthonormé

direct ®(0,7,j, k). La position de M est repérée par les coordonnées polaires données par :
p =1+ cos(p) et ¢p = wt ( west une constante positive).

1- Déterminer l'allure de la trajectoire de M.
2- Exprimer dans la base polaire (€,,€,) la vitesse V(M / R) et I'accélération (M /R) de M.

3- Déterminer le rayon de courbure R. de la trajectoire.

4- Calculer la longueur L parcourue par Mentre t =0 et t = z.
(4]

Exercice 2
Dans le repére ®(Oxyz) muni de la base OND (7, ], IZ) ,on considére une particule M qui se
déplace dans le champ de force conservatif suivant:

F =(2x+6y+22)7+(6x-y+3z)]+(2x+3y—z)/€.

Calculer I'énergie potentielle,E,(x,y,z), dérivée par F (on donne E,(0,0,0)=0).

Exercice 3

Soit une particule M de masse m en mouvement, dans le plan xOy (plan vertical), sans
frottement sur une tige circulaire de rayon R. La position instantanée de M est définie par
I'angle ¢ (voir figure ci-dessous). Initialement, M est laché du point A sans vitesse initiale.

1- Calculer I'énergie potentielle du poids de M en fonction de ¢ .

2- Calculer I'énergie cinétique de M.

3- Déterminer I’'équation différentielle du mouvement de M, vérifiée par ¢, par application du
théoréme de I'énergie cinétique.

4- Calculer la vitesse de M au point B.
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Examen 15 (Session ordinaire) (durée 1h30mn)

Exercice 1 (5pts)
Soit un champ de force F(M)défini dans un repére %(0,i,j, k) en tout point M(x,y,z) de
I'espace par : F = A(yz - 2xy)i + A(xz — x2)j + Axyk (A est une constante).

1)- Montrer que ce champ de force dérive d'une énergie potentielle. Calculer cette énergie
potentielle.

2)- Calculer le travail de F quand son point d’application se déplace de A(1,1,1) & B(1,0,2).
L'unité de la longueur est le métre, la force est exprimée en Newtons.

Exercice 2 (15pts)
On considére le repére fixe R(O, i, j, k) (repére absolu), (xOy) étant le plan horizontal. Soit

une tige homogéne (0;A) de longueur/, en mouvement autour de I'axe (OIZ) avec une vitesse
angulaire constante . On désigne par R:(0s, /, J;, k; ) un repére lié a la tige (repére relatif) tel

que le plan (x;0,y;) reste constamment paralléle au plan (xOy) et /21 k. L'origine O; de R, se

déplace le long de l'axe (O/E) tel que 00, =%at2l3. Soit un point M, de masse m, se

déplacant sans frottement sur la tige (O1A) et repéré dans ®; par O;M = x,(t)/; .
(a et w étant des constantes positives).

1)- Exprimer dans la base (i, j;, k; ) :
a) la vitesse du point M par rapport au repéere R.

b) la vitesse du point M par rapport au repere R;.
c) le moment cinétique &OI(M/ml) .

d) le poids de M et les forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis.
2)- Calculer I'énergie potentielle de M par rapport au repére R.
3)- Calculer I'énergie potentielle de M par rapport au repére R;.
4)- Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repere Ry : E_(M /R, ).

5)- En appliquant le théoréme du moment cinétiqgue dans le repére 9%, déterminer les
composantes de la réaction R, exercée sur M par la tige, dans la base (71,]1,k1).

6)- En appliquant le théoréme de I|'énergie mécanique dans le repére R;, déterminer une
équation différentielle du second ordre en t vérifiée par x; .

wt 11

-~
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Examen 16 (Session rattrapage) (durée 1h15 mn)

Exercice 1 (10pts)
Un point M de masse m, est astreint a se déplacer sur I'axe (Ox) d'un Référentiel galiléen

R(0,7, j,k)(xOy étant le plan horizontal). Il est soumis, dans la direction (Ox), a la force

F=-Am (%) i, ol x=OM et A est une constante positive. A l'instant t = 0, M se trouve en O

et possede le vecteur vitesse v, = v4i avec vy >0.

1)- Déterminer I'’équation horaire x(t) du mouvement en fonction de v, et A.

2)- Déduire les expressions des vecteurs vitesse v et accélération 7, de M par rapport au
repére R, en fonction du temps (t), v, et 1.

3)- Exprimer les vecteurs vitesse v et accélération 7 en fonction de x, vy et A

4)- Le mouvement de M, est-il accélére, retardé ou uniforme ? Justifier votre réponse.

Exercice 2 (10pts)
On considére un point M en mouvement dans le plan (xOy) d'un Référentiel galiléen

R(0,i,j, k). M estrepéré par ses coordonnées polaires définies par les équations suivantes :
p=2ACOS(¢p) ; p=wt/2 (A et o sont des constantes positives)

1)- Déterminer I’'équation cartésienne de la trajectoire de M.

2)- Représenter cette trajectoire dans le plan xOy.

3)- Déterminer dans la base polaire (€,,€,) la vitesse v et l'accélération 7 de M en fonction
de A, wet ¢.

4)- Préciser la nature du mouvement de M.

5)- Soit P un point repéré par les coordonnees cartisiennes (xp,=A,yp=0, z,=0).

a)- Calculer dans la base polaire (ép,é(p), les composantes du vecteur PM en fonction de A
et o.

b)- Déduire une relation qui lie PM et 7 . Commenter ce résultat.
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Examen 17 (Session ordinaire) (durée 2h)

Exercice 1
On considére le repére R(Oxyz) (repére absolu) muni de la base O.N.D (7, i, E), (xOy)

étant le plan horizontal. Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse
angulaire constante . On considere le repere R1(Ox1y1z:) (repére relatif) muni de la base OND

(71,]1,121) tel que (x;0z,) se trouve constamment dans le plan (P) et k = 121 (voir figure).

Soit (4) une tige (de vecteur directeur unitaire u,) passant par O, constamment contenue
dans le plan (P) et faisant un angle a constante avec I'axe (0Oz;) ((lZl,Ul) = a = constante)

Un anneau M de masse m (assimilé a un point matériel) se meut sans frottement le long de
la tige (4). La position de M sur la tige est définie par : OM = At)u, .

Le point M qui est en mouvement dans le champ de pesanteur g est soumis en plus a la
force F = -KA(t)u, (k est une constante positive) et a la réaction R, exercée par la tige.

Soient U, un vecteur unitaire, contenu dans le plan (P) et perpendiculaire a u,, et u; un
vecteur unitaire tel que la base (u,, U, , U5 ) est OND.
1°)- Exprimer dans la base (i, j, k) les vecteurs i, et j, .
2°)- Exprimer dans la base (71,]1,121) :

di, dj, L _ dii, di, di,
a)- et . b)- les vecteurs u,, u, et u;. c)- , et
) dt/R ~ dt/R ) LR 3+ €) dt/R' dt /R ~ dt/R
du du du
d)- L, Z_ e 3 _ e@)- la vitesse de rotation de R, par rapport a R,
> Gt/R dt/R, gt/ R 1 Par rapp
Q (R, /R)-

f)- la vitesse relative du point M. g)- la vitesse d’entrainement du point M.

h)- I'accélération relative du point M. i)- I'accélération d’entrainement du point M.

j)- l'accélération de Coriolis du point M.

k)- le moment cinétique 5,(M/R,) ainsi que sa dérivée M

dt/R,
3°)- Calculer I'énergie cinétique de M par rapport au repére
Ri: E.(M/R,)-

4°)- En appliquant le théoréme de |I’énergie cinétique dans le Zﬂ‘z1
repere R;, déterminer I'équation différentielle, du
mouvement de M, vérifiée par A(t).

5°)- En appliquant le théoréme du moment cinétique dans le
repere R;, déterminer les composantes de la réaction

R dans la base (u,,u,,us;).

/(A)

Exercice n°2
Dans le repere R(Oxyz) muni de la base OND (17,],1;) ,on considére une particule M qui se
déplace dans le champ de forces suivant:
F=02x+6y+22)i +(6X-y+32)j+(2x +3y - 2)k.
1°)- Montrer que le champ de force F dérive d’un potentiel.
2°)- Calculer I'énergie potentielle,E,(x,y,z), dérivée par F (on donne E,(0,0,0)=0).

45



