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Examen 1 (Session ordinaire) (durée 2h) 
 
Exercice 1 :(8 Ppoints) 

 On considère un point M en mouvement dans le plan ( )j,i,O
rr

 d'un repère orthonormé 

direct ( )k,j,i,O
rrr

ℜ . Le point M est repéré par ses coordonnées polaires suivantes : 

( )[ ]ϕρ cos
2

 += 1
1

 où πϕ ≤≤0  et 0>ϕ& . On désigne par )e,e( ϕρ
rr

 la base polaire. 

1) Quelle est l’allure de la trajectoire de M ? 

2) Montrer que le vecteur vitesse de M dans ℜ peut s'écrire dans la base )e,e( ϕρ
rr

 sous la 

forme: ( ) 















+








−








=ℜ ϕρ

ϕϕϕ
ϕ ecosesincos/Mv

rr
&

r

222
 

3) Déduire ( )ℜ/Mv
r

 le module du vecteur vitesse ( )ℜ/Mv
r

. 

4) En déduire τ
r
 le vecteur unitaire tangent à la trajectoire dans la base )e,e( ϕρ

rr
. 

5) Exprimer da la base )e,e( ϕρ
rr

, les accélérations tangentielle, tγ
r

, et normale, nγ
r

, de M. 

6) En déduire le rayon de courbure Rc de la trajectoire ainsi que le vecteur unitaire normal n
v
. 

7) Exprimer, en fonction de ϕ, l’abscisse curviligne s de M, comptée à partir du point 
correspondant à ϕ = 0. On donne ( ) .s 00 ==ϕ  

8) En déduire la longueur totale de la trajectoire décrite par M. 
 
 
Exercice 2 : (12 Ppoints) 

Un point matériel M de masse m est suspendu à un fil inextensible de longueur L. 

L'autre extrémité O1 du fil se déplace horizontalement le long de l'axe ( )jO
r

 d'un repère O.N.D 

( )k,j,i,O
rrr

ℜ  fixe tel que jt
a

OO
r

2
1

2
=  (a est une constante). Soit ( )k,j,i,O

rrr

1111ℜ  un repère 

O.N.D tel que 1ii
rr

=  et 1jj
rr

= . On supposera que le fil reste tendu en mouvement, le système 

oscille en permanence autour de l'axe ( )kO
r

1  et que les frottements sont négligeables. 

1) Exprimer dans la base ( )k,j,i
rrr

, les vecteurs vitesse et accélération de M par rapport à ℜ. 

2) Exprimer dans la base ( )k,j,i
rrr

, le vecteur moment cinétique de M en O1 par rapport à ℜ. 

3) En appliquant le théorème du moment cinétique dans ℜ par rapport au point O1, déterminer 
l'équation différentielle du mouvement de M vérifiée par ϕ. 
4) En appliquant le principe fondamentale de la dynamique par rapport au repère ℜ, 
déterminer l'intensité T de la tension exercée par le fil sur M. 
5) Le repère ℜ1 est-t-il galiléen ? Justifier votre réponse. 

6) Exprimer dans la base ( )k,j,i
rrr

, les forces d’inertie. 

7) Déterminer en fonction de ϕ, l'énergie potentielle de M par rapport au repère ℜ1. 
8) Déterminer l'énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1. 
9) En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1, retrouver l’équation 

différentielle du mouvement de M. 
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Correction d’examen 1 (session ordinaire) 
Exercice 1: 
1) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2) ρρeOM
r

= → ρϕ e)cos(
2

OM
r

+= 1
1

, ( ) ( ) ϕρ ϕϕϕϕ e)cos(
2

esin
2/dt

OMd
/Mv

r
&

r
&

r
++−=

ℜ
=ℜ 1

11
 

( ) 















=

22
2

ϕϕ
ϕ cossinsin , ( ) 








=+

2
21 2 ϕ

ϕ coscos   ⇒  ( ) 















+








−








=ℜ ϕρ

ϕϕϕ
ϕ ecosesincos/Mv

rr
&

r

222
 

3) ( ) 















+








−








=ℜ ϕρ

ϕϕϕ
ϕ ecosesincos/Mv

rr
&

r

222
 

πϕ ≤≤0  et 0>ϕ&  → 







=








22

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ coscos &&    ⇒   ( ) 








=ℜ

2

ϕ
ϕ cos/Mv &

r
 

4) 
( )
( )


























+








−









=
ℜ

ℜ
=

2

222

ϕ
ϕ

ϕϕϕ
ϕ

τ
ϕρ

cos

ecosesincos

/Mv

/Mv

&

rr
&

r

r
r

   ⇒   ϕρ
ϕϕ

τ ecosesin
rrr








+








−=

22
 

5) 
( )( )

τγ
r

r
r

dt

/Mvd
t

ℜ
= , 

( )( )








−








=

ℜ

222

2 ϕϕϕ
ϕ sincos

dt

/Mvd &
&&

r

 

⇒  















+








−




















−








= ϕρ

ϕϕϕϕϕ
ϕγ ecosesinsincost

rr&
&&

r

22222

2

 

( )
ℜ

ℜ=
/dt

d
/Mvn

τ
γ

r
rr

, 

ϕρ

ρϕϕρ

ϕϕϕϕ

ϕ
ϕ

ϕϕϕ
ϕ

ϕϕτ

esinecos          

ecosesinesinecos
/dt

d

r&r&

r
&

r&r
&

r&
r









−








−=









−








−








−








−=

ℜ

22

3

22

3

222222
 

→ 















−








−








= ϕρ

ϕϕϕϕϕ
ϕγ esinecoscosn

r&r&
&

r

22

3

22

3

2
  ⇒  
















+
















−= ϕρ

ϕϕϕϕ
γ esinecoscosn

rr&r

2222

3 2

 

6) 
( )

n
R

/Mv

c
n

r
r

r
2

ℜ
=γ  → 

( )
n

R

/Mv

c
n

r
r

r
2

ℜ
=γ  → 

cR

cos

cos










=






 2

22

3
22

2

ϕ
ϕ

ϕϕ
&

&
   ⇒  








=

23

2 ϕ
cosRC  

( )
















+
















−=








=



















=
ℜ

= ϕρ
ϕϕϕϕϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

γ esinecoscosncosn

cos

cos

n
R

/Mv

c
n

rr&r
&

r
&

r
r

r

2222

3

22

3

23

2

2 2
2

22
2

 

⇒  















+








−= ϕρ

ϕϕ
esinecosn
rrr

22
 

7) ( ) 







=ℜ=

2

ϕ
ϕ cos/Mv

dt

ds
&

r
  →  ϕ

ϕ
dcosds 







=

2
 → ctesins +








=

2
2

ϕ
 

( ) 00 ==ϕs   →  0=cte      ⇒   







=

2
2

ϕ
sins  

8) La longueur totale de la trajectoire décrite par M : ( )πϕ == sL  ⇒ mL 2=  ( [ ] [ ] m,rad == ρϕ ). 

0

0.5

1

-0.5 0 0.5 1

M

ϕ

ρ

x

y
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Exercice 2: 

1) ρeLj
at

MOOOOM
rr

+=+=
2

2

11 → ( ) ( )jsinLicosLj
at

OM
rrr

ϕϕ ++=
2

2

 

( ) ( ) ( )jcosLisinLjat
/dt

OMd
/Mv

r
&

r
&

rr
ϕϕϕϕ +−=

ℜ
=ℜ      ⇒   ( ) ( ) ( )[ ]jcosLatisinL/Mv

r
&

r
&

r
ϕϕϕϕ ++−=ℜ  

( ) ( )
ℜ

ℜ
=ℜ

/dt

/Mvd
/M

r
r
γ          ⇒      ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]jsinLcosLaicosLsinL/M

r
&&&

r
&&&

r
ϕϕϕϕϕϕϕϕγ 22 −+++−=ℜ  

2) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ][ ]jcosLatisinLmjsinLicosL/MvmMO/MO

r
&

r
&

rrrr
ϕϕϕϕϕϕσ ++−∧+=ℜ∧=ℜ 11

 

→ ( ) ( ) ( ) ( )[ ]kcosLcosatLsinLm/MO

r
&&

r
ϕϕϕϕϕσ 2222

1
++=ℜ     ⇒   ( ) ( )[ ]kcosatLLm/MO

r
&

r
ϕϕσ +=ℜ 2

1
 

3) 
( ) ( ) ( ) ( )ℜ∧ℜ+=
ℜ

ℜ
∑ /Ov/MvmFm

/dt

/Md
ext

O

O 11

1
rrr

r
σ

 

- 
( )

( ) ( )[ ]ksinatLcosaLLm
/dt

/Md O
r

&&&

r

ϕϕϕϕ
σ

−+=
ℜ

ℜ
21  

- ( ) ( )jsinTicosTimgTPFext

rrrrrr
ϕϕ −−=+=∑  ⇒ ( )[ ] ( )jsinTicosTmgFext

rrr
ϕϕ −−=∑  

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]jsinTicosTmgjsinLicosLFMOFm extextO

rrrrrr
ϕϕϕϕ −−∧+=∧= ∑∑ 11

 

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]ksincosTLcossinTLsinmgLFm extO

rr
ϕϕϕϕϕ −+−=∑1

 ⇒  ( ) ( )ksinmgLFm extO

rr
ϕ−=∑1

 

- ( ) ( ) ( ) ( )[ ][ ] jatjcosLmatmisinLm/Ov/Mvm
rr

&
r

&
rr

∧++−=ℜ∧ℜ ϕϕϕϕ1  

⇒   ( ) ( ) ( )ksinatLm/Ov/Mvm
r

&
rr

ϕϕ−=ℜ∧ℜ 1  

→ ( ) ( )[ ] ( ) ( )ksinatmLksinmgLksinatLcosaLLm
r

&
rr

&&& ϕϕϕϕϕϕϕ −−=−+2  

( ) ( ) 02 =++ ϕϕϕ sinmgLcosamLmL &&          ⇒  ( ) ( ) 0=++ ϕϕϕ sin
L

g
cos

L

a
&&  : Equation différentielle 

4) ( )ℜ=+=∑ /MmTPFext γ
rrrr

 

→     ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]jsinLcosLamicosLsinLmjsinTicosTmg
r

&&&
r

&&&
rr

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ 22 −+++−=−−  

→
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )





−+=−

−−−=−

ϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕ

sinLmcosLmmasinT

mgcosLmsinLmcosT

2

2

&&&

&&&
   ⇒   ( ) ( )ϕϕϕ sinmacosmgLmT −+= 2&  

5) ( ) jatOv /

rr
=ℜ1  → ( ) cteatOv / ≠=ℜ1

r
 → ℜ1 est en mouvement de translation par rapport à 

ℜ. ⇒  Le repère ℜ1 est non galiléen. 

6) ( ) 01

r
=ℜℜ /Ω  → ( ) ja/Oe

rrr
=ℜ= 1γγ  et 0

rr
=cγ ⇒ jmafe

rr
−=  et 0

rr
=cf  

7) ( ) 0
rr

=efrot  →  ef
r

 dérive d’une énergie potentielle PeE  

11 madyMOdfdE ePe =−=
r

→ ctemayEPe += 1  

P
r

 est conservative → 11 mgdxMOdPdEPg −=−=
r

→ ctemgxEPg +−= 1  

→ ( ) ctemgxmayEE/ME pgpep +−=+=ℜ 11  

( )ϕcosLx =1  et ( )ϕsinLy =1    ⇒   ( ) ( ) ( ) ctecosmgLsinmaL/MEp +−=ℜ ϕϕ  

8) ( ) ( )11
2

1
ℜ=ℜ /Mvm/MEc

r
 ⇒ ( ) 22

1
2

1
ϕ&mL/MEc =ℜ  

9) ℜ1 est non galiléen → 
( ) ( )1

1 ℜ=
ℜ

/FP
dt

/MdE
nc

m
r

 

( ) ( ) ( ) ctecosmgLsinmaLmL/MEm +−+=ℜ ϕϕϕ 22
1

2

1
&  

→ ( ) ( ) ( )ϕϕϕϕϕϕ sinmgLcosmaLmL
dt

/MdEm &&&&& ++=
ℜ 21 ,     ( ) ( ) 011 =ℜ=ℜ /T/FP nc

rr
 

→ ( ) ( ) 02 =++ ϕϕϕϕϕϕ sinmgLcosmaLmL &&&&&    ⇒   ( ) ( ) 0=++ ϕϕϕ sin
L

g
cos

L

a
&&  
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Examen 2 (Session rattrapage) (durée 2h) 

 
Exercice 1 :(6 Points) 

 On considère un point M en mouvement dans le plan ( )j,i,O
rr

 d'un repère orthonormé 

direct ( )k,j,i,O
rrr

ℜ . Le vecteur positon de M est donné par:  ( ) jt
t

itOM
rr











++++=

2

1

2
22

2

. 

1) Déterminer l'équation caractéristique de la trajectoire de M. Quelle est sa nature ? 
2) Calculer les vecteurs vitesse et accélération de M par rapport à ℜ. 

3) Exprimer les normes des accélérations tangentielle, tγ
r

, et normale, nγ
r

, de M. 

4) En déduire le rayon de courbure Rc de la trajectoire en M. 
 
Exercice 2 : (14 Points) 

 On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), ( k,j,O

rr
) étant le plan vertical. 

Soit une tige (AB) de longueur l , en mouvement par rapport à ℜ de telle façon que le point A 

se déplace sur l’axe vertical ( kO
r
) et le point B se déplace sur l’axe horizontal ( jO

r
). Soit 

)w,v,u,A(
rrr

1ℜ  (repère relatif) un repère orthonormé direct lié à la barre tel que AB/ABv =
r

, 

iu
vr

=  et vuw
rrr

∧= . On pose tωα = (ω est une constante positive) l'angle entre les axes (AO) 

et (AB) comme le montre la Figure ci-dessous. Un anneau M de masse m (assimilé à un point 

matériel) se meut sans frottement le long de la tige (AB) tel que v)t(rAM
r

= . 

1) Exprimer dans la base )w,v,u(
rrr

, les vecteurs j
r
 et k

s
. 

2) Exprimer dans la base )w,v,u(
rrr

, le vecteur de rotation de ℜ1 par rapport à ℜ. 

3) Exprimer dans la base )w,v,u(
rrr

, les vecteurs OA  et OM . 

4) Exprimer dans la base )w,v,u(
rrr

, les vecteurs vitesses relative et d'entrainement de M. 

5) Exprimer dans la base )w,v,u(
rrr

, les vecteurs accélérations relative, d'entrainement et de 

Coriolis de M. 

6) Exprimer dans la base )w,v,u(
rrr

, le poids de M et les forces d'inertie. 

7) En appliquant le principe fondamental de la dynamique par rapport à ℜ1, déterminer 

l'équation différentielle du mouvement de M et exprimer dans la base )w,v,u(
rrr

, la réaction 

R
r

 exercée par la tige sur le point M. 
8) En appliquant le théorème de l'énergie cinétique par rapport à ℜ1, retrouver l'équation 

différentielle du mouvement de M. 

9) Exprimer dans la base )w,v,u(
rrr

, le vecteur moment cinétique de M en A par rapport à ℜ. 

10) En appliquant le théorème du moment cinétique dans ℜ par rapport au point A, retrouver 

l’expression de la réaction R
r

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

α  

M  

B  

A  

O  

w
v

 

v
r

 

k
v

 

j
r

 

iu
rr

=  
• 

g
r

 

j
r
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Correction d’examen 2 (session rattrapage) 
Exercice 1: 

1) ( ) jt
t

itOM
rr











++++=

2

1

2
22

2

→ 22 += tx , 
2

1

2

2

++= t
t

y  

→
2

1
x

t =+ , ( ) ( )22 1
2

1
12

2

1
+=++= ttty ⇒ 

8

2x
y = → parabole  

2) ( ) ( )jti
/dt

OMd
/Mv

rrr
12 ++=

ℜ
=ℜ      →    ( ) ( )

j
/dt

/Mvd
/M

r
r

r
=

ℜ

ℜ
=ℜγ  

3) 
( )( )

τγ
r

r
r

dt

/Mvd
t

ℜ
= , ( ) ( ) 22

2514 ttt/Mv ++=++=ℜ
r

→
( )( )

225

1

tt

t

dt

/Mvd

++

+
=

ℜ
r

 

→ τγ
rr

225

1

tt

t
t

++

+
= ⇒

225

1

tt

t
t

++

+
=γ

r
 

( ) nt/M γγγ
rrr

+=ℜ → ( ) 1
222 =+=ℜ nt/M γγγ

rrr
→

2

22

25

4
1

tt
tn

++
=−= γγ

rr
⇒

225

2

tt
n

++
=γ

r
 

4) 
( )

n
R

/Mv

c
n

r
r

r
2

ℜ
=γ  → 

( )
c

n
R

/Mv
2

ℜ
=

r
r
γ  → 

cR

tt

tt

2

2

25

25

2 ++
=

++
 ⇒ ( )2

3
225

2

1
ttRC ++=  

( )
( ) ( )

( )2
3

2

3
2

3

25
2

1

2

25
tt

k

tt

/M/Mv

/Mv
Rc ++=

++
=

ℜ∧ℜ

ℜ
= rrr

r

γ
 

 
Exercice 2: 

1) ( ) ( )wcosvsinj
rrr

αα +=  , ( ) ( )wsinvcosk
rrr

αα +−=  

2) ( ) i/
r

&
r

αΩ =ℜℜ1   ⇒  ( ) u/
r

ωΩ =ℜℜ1  

3) ( )kcosOA
r

l α= ⇒ ( ) ( ) ( )wcossinvcosOA
rr

ll ααα +−= 2
 

( ) ( ) ( ) vrwcossinvcosAMOAOM
rrr

ll ++−=+= ααα 2 ⇒ ( )( ) ( ) ( )wcossinvcosrOM
rr

ll ααα +−= 2  

4) ( ) ( ) vr
/dt

AMd
/MvMv r

r
&

rr
=

ℜ
=ℜ=

1
1  

( ) ( ) ( ) AM//AvMve ∧ℜℜ+ℜ= 1Ω
rr

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) wsinvcossinksin
/dt

OAd
/Av

rrrr
lll 2αωααωαω −=−=

ℜ
=ℜ  

( ) wrvruAM/
rrrr

ωωΩ =∧=∧ℜℜ1     ⇒     ( ) ( ) ( ) ( ) wsinrvcossinMve

rrr
ll 





 −+= 2αωωααω  

5) ( ) ( )
vr

/dt

/Mvd
Mr

r
&&

r
r

=
ℜ

ℜ
=

1

1γ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]AM//
/dt

/d
/AMe ∧ℜℜ∧ℜℜ+

ℜ

ℜℜ
+ℜ= 11

1 ΩΩ
Ω

γγ
rr

r
rr

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )wcossinvcoskcos/A
rrrr

lll ααωαωαωγ 2222 −=−=ℜ  

( )
01
r

rr

=
ℜ

=
ℜ

ℜℜ

/dt

id

/dt

/d ωΩ
, ( ) ( )[ ] vrwruAM//

rrrrr
2

11 ωωωΩΩ −=∧=∧ℜℜ∧ℜℜ  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )wcossinvrcosMe

rrr
ll ααωωαωγ 2222 −





 −=  

( ) ( ) ( ) vru/Mv/Mc

r
&

rrrr
∧=ℜ∧ℜℜ= ωΩγ 22 11   ⇒  ( ) wrMc

r
&

r
ωγ 2=  

6) ( ) ( )wsinmgvcosmgkmggmP
rrrrr

αα −=−==  

( ) ( ) ( )wcossinmvcosmrmmf ee

rrrr
ll ααωαωωγ 2222 +





=−= − ,     wrmmf cc

r
&

rr
ωγ 2−=−=  
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7) ( ) ce ffRP/Mm
rrrrr

+++=ℜ1γ → 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) wrmwcossinmvcosmrmwsinmgvcosmgvrm
r

&
rrrrr

&& ll ωααωαωωαα 22222 −+




+−= −  → 

( ) ( ) ( )

( ) ( )








+=

=

+−+−=

− 222

2

0

20

αωωα

ωααωα

cosmrmcosmgrm

R

Rrmcossinmsinmg

u

w

l

l

&&

&

→ 

( ) ( ) ( )

( ) ( )








+=

=

+−=

− 222

2

0

2

αcosωωrαcosgr

R

ωrmαcosαsinωmαsinmgR

u

w

l

l

&&

&

 

⇒ ( ) ( )222 αωωα cosrcosgr l&& −+=   et   ( ) ( ) ( ) wrmcossinmsinmgR
r

&
r

l 




 +−= ωααωα 22  

8) ℜ1 est non galiléen → 
( ) ( ) ( ) ( )111

1 ℜ+ℜ+ℜ=
ℜ

/fP/RP/PP
dt

/MdE
e

c
rrr

 

( ) ( ) 2
1

2
1

2

1

2

1
rm/Mvm/MEc
&

r
=ℜ=ℜ → 

( )
rrm

dt

/MdEc &&&=
ℜ1  

( ) ( ) ( )αcosrmg/MvP/PP &
rrr

=ℜ=ℜ 11 , ( ) ( ) ( )222
11 αωω cosmrmrr/Mvf/fP ee

&&
rrr

l−=ℜ=ℜ  

wRvRuRR wvu

rrrr
++= , sans frottement 0=vR → wRuRR wu

rrr
+= → ( ) ( ) 011 =ℜ=ℜ /MvR/RP

rrr
 

⇒ ( ) ( )222 αωωα cosmrmrrcosrmgrrm &&&&&& l−+= ⇒ ( ) ( )222 αωωα cosrcosgr l&& −+=  

 

9) ( ) ( )ℜ∧=ℜ /MvmAM/MA

rr
σ  

( ) ( ) ( )( ) ( ) wsinrvcossinrvv/Mv er

rr
&

rrr
ll 





 −++=+=ℜ 2αωωααω  

→ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) usinmrmrwsinmmrvcossinmrmvr/MA

rrr
&

rr
lll 





 −=










 −++∧=ℜ 222 αωωαωωααωσ  

⇒ ( ) ( ) usinmrmr/MA

rr
l 





 −=ℜ 22 αωωσ  

10) 
( ) ( ) ( ) ( )ℜ∧ℜ+=

ℜ

ℜ ∑ /Av/MvmFm
/dt

/Md
extA

A rrrr
σ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ucossinmrsinrmrmr
/dt

/Md A r
&&

r

ll 




 −−=

ℜ

ℜ
ααωαωω

σ 22 22  

( ) ( ) ( )( ) ( )usinmrgwsinmgvcosmgvrPAMPmA
rrrrrr

ααα −=−∧=∧=  

( ) ( ) urRwrRwRuRvrRAMRm wuwuA
rrrrrrr

+−=+∧=∧=  

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ucossinrmsinrm

ucossinmcossinrmcossinmsinrm

usinrcossinucossinrsinm

wsinvcossinwsinrvcossinrm

/Av/Mvm

r
ll&

r
llll&

rr
&

rrrr
&

rr

llll

llll





 −−=





 +−−−=






 −−+−=






 −∧













 −++=

ℜ∧ℜ

ααωαω

ααωααωααωαω

αωωααωααωαω

αωααωαωωααω

22

32223222

22

22

 

→
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )ucossinrmsinrmurRwrRusinmrg

ucossinmrsinrmrmr

wu

r
ll&

rrr

r
&& ll

ααωαωα

ααωαωω

22

22 22

+−+−−=






 −−

 

→

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )





−−+−=−−

=

ααωαωαααωαωω cossinrmsinrmrRsinmrgcossinmrsinrmrmr

R

w

u

2222 22

0

ll&&& ll

( ) ( ) ( ) wrRsinmrgcossinmrrmr +−=− αααωω 22 l&  

⇒ ( ) ( ) ( )ααωωα cossinmrmsinmgRw
22 l& −+=     ⇒ ( ) ( ) ( ) wrmcossinmsinmgR

r
&

r
l 





 +−= ωααωα 22  
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Examen 3 (Session ordinaire) (durée 2h) 
Questions de cours : 

1)- Que désigne les vecteurs bn,
rrr

 et τ  de la base de Frenet.  

2)- Dans le référentiel d'étude, les normes de la vitesse et de l'accélération d'un point matériel 
sont constantes au cours du temps et non nulles. Quelle est la nature du mouvement ? 

 

Exercice 1 : 
Les coordonnées cartésiennes d’un point matériel M dans un repère orthonormé direct 

)k,j,i,O(
rrr

ℜ  sont données en fonction du temps par : x(t) = 0.3 cos(ωt), y(t) = 0.3 sin(ωt) et 

z(t) = 0.1 ωt (ω étant une constant positive). 

1)-  Exprimer dans la base ( )k,j,i
rrr

, les vecteurs vitesse )( ℜ/Mv
r

et accélération )( ℜγ /M
r

. 

2)- Exprimer dans la base ( )k,j,i
rrr

, les accélérations tangentielle, tγ
r

, et normale, nγ
r

, de M. 

3)-  Exprimer dans la base ( )k,j,i
rrr

, les vecteurs de la base de Frenet ( )b,n,
rrr

τ . 

4)- Calculer le rayon de courbure Rc de la trajectoire par deux méthodes différentes. 
5)- Exprimer, en fonction du temps t, l’abscisse curviligne s(t) de M, comptée à partir d’un 

point qui correspond aux coordonnées cartésiennes (x = 0.3, y = 0 et z = 0). 
 

Exercice 2 : 

On considère le repère fixe )( k,j,i,O
rrr

ℜ  (repère absolu), ( j,i
rr
) étant le plan horizontal. 

Soit une tige horizontale (OA), en mouvement autour de l’axe (O k
r
) avec une vitesse angulaire 

constante ω. On désigne par ℜ1(O, ze,e,e
rrr

ϕρ ) le repère lié à la tige (repère relatif). Soit un 

anneau assimilé à un point matériel M, de masse m, se déplaçant sans frottement sur la tige 
(OA) et repéré dans ℜ par ses coordonnées polaires ρ et ϕ (voir la figure ci-dessous). On 
suppose que 00)( ρρ ==t  et 00)( ==tρ& . 
 

A- Etude dans le référentiel ℜ1 : 

1)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ) : 

    a)- les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repère ℜ1. 
    b)- le moment cinétique en O par rapport au repère ℜ1. 
    c)- le poids de M et les forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis. 
2)- Quelle est l’allure de la trajectoire de M dans ℜ1. 
3)- Calculer les énergies cinétique et mécanique de M par rapport au repère ℜ1. 
4)- En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1, déterminer les 

composantes de la réaction R
r

, exercée sur M par la tige, dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ). 

5)- En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1, déterminer l’équation 
différentielle du mouvement de M. 

 

B- Etude dans le référentiel ℜ : 

1)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ) : 

    a) les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport à ℜ. 
    b) le moment cinétique en O par rapport au repère ℜ. 
2)- Quelle est l’allure de la trajectoire de M dans ℜ. 
3)- Calculer les énergies cinétique et mécanique de M par rapport à ℜ. 

4)- En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ, 

retrouver les composantes de la réaction R
r

, exercée sur M par la 

tige, dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ) 

5)- En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère 
ℜ, retrouver l’équation différentielle du mouvement de M. Donner 

la solution de cette équation en fonction de 0ρ etω . 

6)- Maintenant l’anneau est soumis à une force de rappel par l’intermédiaire d’un ressort de 
raideur k, de masse négligeable et de longueur à vide 0ρ . Le ressort est enfilé sur la tige, 

une extrémité est fixée en O et l’autre est attachée au point M. En appliquant le principe 
fondamental de la dynamique dans ℜ, établir la nouvelle équation différentielle du 
mouvement de l’anneau lors de la rotation de la tige en fonction de ρ&& , ρ , 0ρ , k, m et ω . 

ϕe
r

 

tωϕ =  

k
r

 

ρe
r

 

j
r

 

M  

ze
r

 

O  

A  
i
r
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Correction d’examen 3 (session ordinaire) 
 
Questions de cours : 
1)- τ

r
 : vecteur unitaire tangent à la trajectoire en M et de même sens que le mouvement. 

n
r
 : vecteur unitaire perpendiculaire à τ

r
 est dirigé vers le centre de courbure de la trajectoire.  

b
r
: vecteur unitaire perpendiculaire au plan formé par τ

r
et n

r
.  

2)- est un mouvement circulaire uniforme. 
 
Exercice 1: 

1)-  Expression dans la base ( )k,j,i
rrr

, des vecteurs vitesse )( ℜ/Mv
r

et accélération )( ℜγ /M
r

 : 

-
ℜ

=ℜ
dt/

OMd
)( /Mv

r
       ⇒        k.j)tcos(.i)tsin(./Mv

rrrr
ωωωωω 103030)( ++−=ℜ  

-
ℜ
ℜ

=ℜ
dt/

)(vd
)(

/M
/M

r
r
γ        ⇒        j)tsin(.i)tcos(./M

rrr
ωωωωγ 22 3030)( −−=ℜ  

2)- Expression dans la base ( )k,j,i
rrr

, des accélérations tangentielle, tγ
r

, et normale, nγ
r

 : 

- τγ
r

r
r

dt

/Mvd
t

)( ℜ
=  ,   ω10)( ./Mv =ℜ

r
     ⇒     0

rr
=tγ  

- nt/M γγγ
rrr

+=ℜ)(  → n/M γγ
rr

=ℜ)(             ⇒     j)tsin(.i)tcos(.n

rrr
ωωωωγ 22 3030 −−=  

3)-  Expression dans la base ( )k,j,i
rrr

, des vecteurs de la base de Frenet ( )b,n,
rrr

τ  : 

- 
)(

)(

ℜ

ℜ
=

/Mv

/Mv
r

r
r
τ                     ⇒     k.j)tcos(.i)tsin(.

rrrr
10103103 ++−= ωωτ  

- ( )
44444 344444 21

rr

321
r

4434421

r
r

rr
1

0

2

0

2

30
)(

=−−
>

>

−−=
ℜ

=

j)tsin(i)tcos(

n j)tsin(i)tcos(.n
Rc

/Mv

ωω

ωωωγ    ⇒     j)tsin(i)tcos(n
rrr

ωω −−=  

- nb
rrr

∧= τ                                     ⇒      k.j)tcos(.i)tsin(.b
rrrr

1031010 +−= ωω     

4)- Calculer le rayon de courbure Rc de la trajectoire : 
1ère méthodes :  

)()(

)(
3

ℜ∧ℜ

ℜ
=

/M/Mv

/Mv
Rc

γ
rr

r

, k.j)tcos(.i)tsin(./M/Mv
rrrrr

333 090030030)()( ωωωωωγ +−=ℜ∧ℜ  

→ 31030)()( ωγ ../M/Mv =ℜ∧ℜ
rr

  → 
3

3

1030

1010

ω

ω

..

..
Rc =      ⇒  

3

1
=Rc  

2ère méthodes :  

n
Rc

/Mv
n

r
r

r
2

)( ℜ
=γ  → 

Rc

/Mv
n

2
)( ℜ

=

r
r
γ  → 

2

2
2

30

10)(

ω
ω

γ .

./Mv
Rc

n

=
ℜ

= r

r

  ⇒  
3

1
=Rc  

5)- Expression , en fonction du temps t, l’abscisse curviligne s de M : 

ω10)( ./Mv
dt

)t(ds
=ℜ=

r
 → 010 st.)t(s += ω  

0=s au point de coordonnées 30.x = , 0=y et 0=z c'est-à-dire à 0=t → 00 =s  ⇒ t.)t(s ω10=  

 
Exercice 2: 
A- Etude dans le référentiel ℜ1 : 

1)- On exprime dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ) : 

a)- les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repère ℜ1 : 

-
11

1
dt/

ed(

dt/

OMd
)(

ℜ
=

ℜ
=ℜ

)
/Mv

ρρ
r

r
       ⇒        ρρe/Mv

r
&

r
=ℜ )( 1  

-
11

1
1

dt/

ed(

dt/

)(vd
)(

ℜ
=

ℜ

ℜ
=ℜ

)/M
/M

ρρ
γ

r
&

r
r

       ⇒        ρργ e/M
r
&&

r
=ℜ )( 1  

b)- le moment cinétique en O par rapport au repère ℜ1 : 
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ρρ ρρσ eme/Mvm/MO

r
&

rrr
∧=ℜ∧=ℜ )(OM)( 11      ⇒    0)( 1

rr
=ℜ/MOσ  

c)- le poids de M et les forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis. 

- gmP
rr

=  ⇒ zemgP
rr

−=  

- ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
44444444444 344444444444 21

rr
r

rr

r
0

11
1 OM//OM
/dt

/d
/Oe ∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ= ΩΩ

Ω
γγ  

( ) ze/
rr

ωΩ =ℜℜ1 , ρρeOM
r

=  → ρρωγ ee

rr 2−=  , ee mF γ
rr

−=     ⇒ ρρω emFe

rr
2=  

- ( ) ( ) ϕρωΩγ e/Mv/c

r
&

rrr
22 11 =ℜ∧ℜℜ= , cc mF γ

rr
−= ,  ⇒ ϕρω emFc

r
&

r
2−=  

2)- l’allure de la trajectoire de M dans ℜ1 est la droite (OA). 
3)- Energies cinétique et mécanique de M par rapport au repère ℜ1 : 

- ( ) ( )211
2

1
ℜ=ℜ /Mvm/MEc

r
 ⇒ ( ) 2

1
2

1
ρ&m/MEc =ℜ   

- 0
rr

=eFrot  → Pee EF →
r

 

( ) ( ) ρρωϕρρρω ϕρρ dmedzededemOMdF/FdwdE zeePe
22

1 −=++−=−=ℜ−=
rrrrrr

→ CtemEPe +−= 22

2

1
ρω  

( ) ( ) mgdzedzededemgOMdP/PdwdE zzPg =++=−=ℜ−=
rrrrrr

ϕρ ϕρρ1    , 0=dz    → CteEPg =  

⇒   ( ) Ctem/MEp +−=ℜ 22
1

2

1
ρω  

( ) ( ) ( )111 ℜ+ℜ=ℜ /ME/ME/ME pcm     ⇒    ( ) Ctemm/MEm +−=ℜ 222
1

2

1

2

1
ρωρ&  

4)- Application du théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1 : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )cOeOOO

O FmFmRmPm
/dt

/Md rrrrrrrr
r

+++=
ℜ

ℜ

1

1σ
 

( ) ( ) ϕρ ρρ emgemgePOMPm zO

rrrrrr
=−∧=∧=  

zzeReReRR
rrrr

++= ϕϕρρ  , mouvement sans frottement   →   0=ρR   →  zzeReRR
rrr

+= ϕϕ  

( ) ( ) ϕϕϕϕρ ρρρ eReReReReROMRm zzzzO

rrrrrrrr
−=+∧=∧=  

( ) 02
rrrrrr

=∧=∧= ρρ ρωρ emeFOMFm eeO  

( ) zccO ememeFOMFm
r

&
r

&
rrrr

ωρρωρρ ϕρ 22 −=−∧=∧=  

( )
0

1

1
rr

=
ℜ

ℜ

/dt

/Md Oσ ⇒ 02
rr

&
rrr

=−−+ zzz emeReRemg ωρρρρρ ϕϕϕ    ⇒ 0=ρR , ωρϕ &mR 2=  et mgRz =  

5)- Application du théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1 : 
( ) ( )1

1 ℜ=
ℜ

/FP
dt

/MdE
ncon

m
r

 ,  ( ) ( ) ( ) 0)( 111 =+=ℜ=ℜ=ℜ ρϕϕ ρeeReR/MvR/RP/FP zzncon

r
&

rrrrrr
  

( )
0

2

1

2

1

2

222

1 =−=








+−

=
ℜ

ρρωρρ
ρωρ

&&&&

&

mm
dt

Ctemmd

dt

/MdEm ⇒ 02 =− ρωρ&&  Eq. diff du mvt. 

 
B- Etude dans le référentiel ℜ : 

1)- On exprime dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ) : 

a)- les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repère ℜ : 
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-
ℜ

=
ℜ

=ℜ
dt/

ed(

dt/

OMd
)(

)
/Mv

ρρ
r

r
       ⇒        ϕρ ρωρ ee/Mv

rr
&

r
+=ℜ)(  

-
ℜ

+
=

ℜ
ℜ

=ℜ
dt/

d(

dt/

)(vd
)(

)ee/M
/M

ϕρ ρωρ
γ

rr
&

r
r

       ⇒        ϕρ ωρρωργ ee)(/M
r

&
r

&&
r

2)( 2 +−=ℜ  

b)- le moment cinétique en O par rapport au repère ℜ : 

)emem(e/Mvm/MO ϕρρ ρωρρσ
rr

&
rrr

+∧=ℜ∧=ℜ )(OM)(      ⇒    zO em/M
rr

ωρσ 2)( =ℜ  

2)- l’allure de la trajectoire de M dans ℜ est une spirale. 
3)- Energies cinétique et mécanique de M par rapport au repère ℜ : 

- ( ) ( )2
2

1
ℜ=ℜ /Mvm/MEc

r
 ⇒ ( ) 222

2

1

2

1
ωρρ mm/MEc +=ℜ &   

- ( ) mgdzedzededemgOMdPdE zzPg =++=−=
rrrrr

ϕρ ϕρρ    , 0=dz    → CteEPg =  ⇒   ( ) Cte/ME p =ℜ  

( ) ( ) ( )ℜ+ℜ=ℜ /ME/ME/ME pcm     ⇒    ( ) Ctemm/MEm ++=ℜ 222

2

1

2

1
ωρρ&  

4)- Application du théorème du moment cinétique dans le repère ℜ : 
 

( ) ( ) ( )RmPm
/dt

/Md
OO

O
rrrr

r

+=
ℜ

ℜσ
 

( ) ( ) ϕρ ρρ emgemgePOMPm zO

rrrrrr
=−∧=∧=  

zzeReReRR
rrrr

++= ϕϕρρ  , mouvement sans frottement   →   0=ρR   →  zzeReRR
rrr

+= ϕϕ  

( ) ( ) ϕϕϕϕρ ρρρ eReReReReROMRm zzzzO

rrrrrrrr
−=+∧=∧=  

( )
z

O em
/dt

/Md r
&

r

ωρρ
σ

2=
ℜ

ℜ
⇒ zzz emeReRemg

r
&

rrr
ωρρρρρ ϕϕϕ 2=−+    ⇒ 0=ρR , ωρϕ &mR 2=  et mgRz =  

5)- Application du théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ : 
 

( ) ( )ℜ=
ℜ

/FP
dt

/MdE
ncon

m
r

 ,  ( ) ( ) ( ) ρωρωρ ϕϕρϕϕ R)ee(eReR/MvR/RP/FP zzncon =++=ℜ=ℜ=ℜ
rr

&
rrrrrr

)(   

( ) 22 ωρρ &
r

m/FP ncon =ℜ  et 
( )

ρρωρρ
ωρρ

&&&&

&
2

222

1 2

1

2

1

mm
dt

Ctemmd

dt

/MdEm +=








++

=
ℜ

  

→ 22 2 ωρρρρωρρ &&&&& mmm =+ → 22 2ρωρωρ =+&&  ⇒ 02 =− ρωρ&&   

La solution de cette équation est sous la forme : tt BeAe)t( ωωρ −+=  

00)( ρρ ==t  et 00)( ==tρ& → 0ρ=+ BA  et 0=− ωω BA → 
2
0ρ== BA → ( )tt ee)t( ωωρ

ρ −+=
2
0  

⇒ )t(coh)t( ωρρ 0=  

6)-  Application du principe fondamental de dynamique dans ℜ : 

)( ℜ=++ /MmFRP γ
rrrr

 

zzeReRR
rrr

+= ϕϕ   (réaction de la tige sur M) zemgP
rr

−=  (poids de M) 

ρρρ e)(kF
rr

0−−=  :force de rappel (force appliquée par le rerssort sur M)( 0ρρ −=ld ) 

→ ϕρρϕϕ ωρρωρρρ eme)(me)(keReRemg zzz

r
&

r
&&

rrrr
22

0 +−=−−++−  

→ ωρϕ &mR 2=  et mgRz =  et )(m)(k 2
0 ρωρρρ −=−− &&  

⇒ 0
2 ρρωρ

m

k
)

m

k
( =−+&&  : la nouvelle équation différentielle du mouvement de l’anneau lors de 

la rotation de la tige lorsque M soumis à une force de rappel par l’intermédiaire d’un 
ressort de raideur k, de masse négligeable et de longueur à vide 0ρ . 
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Examen 4 (Session rattrapage) (durée 1h30min) 
 

Exercice 1 : 

Les coordonnées cartésiennes d’un point matériel M dans un repère orthonormé direct 

)k,j,i,O(
rrr

ℜ  sont données en fonction du temps par : x(t)=t2-4t+1, y(t)=-2t4 et z(t)=3t2. 

Dans un deuxième référentiel ),,,( 11 kjiO
rrr

ℜ , elles ont pour expressions : 

X1(t)=t2+t+2, y1(t)=-2t4+5 et z1(t)=3t2-7 

1)- Déterminer les expressions des vecteurs vitesses )( ℜ/Mv
r

 et )( 1ℜ/Mv
r

. 

2)- Exprimer )( ℜ/Mv
r

 en fonction de )( 1ℜ/Mv
r

. 

3)- Exprimer le vecteur accélération )( ℜγ /M
r

 en fonction du vecteur accélération )/( 1ℜγ M
r

. 

4)- Quelle est la nature du mouvement du 1ℜ  par rapport à ℜ  ? Justifier votre réponse. 

5)- Supposons que ℜ  est galiléen. 1ℜ  est-il aussi galiléen ? Justifier votre réponse. 

 

Exercice 2 : 

Un point matériel M, de masse m, se déplaçant sans frottement sur le plan horizontal 

( j,i
rr
) d’un repère )( k,j,i,O

rrr
ℜ . Un opérateur applique une force de module F dirigée 

constamment vers le point O. Le point M est repéré dans ℜ par ses coordonnées polaires ρ et ϕ 

(voir la figure ci-dessous). 

On suppose que 00)( ρρ ==t , 00)( ρρ && ==t , 00)( ϕϕ ==t , 00)( ϕϕ && ==t . 

1)- Représenter sur un schéma les forces appliquées sur M. 

2)- Appliquer le principe fondamental de la dynamique dans ℜ et en déduire les deux équations 

suivantes : ( )2ϕρρ &&& −−= mF  (1) et 02 =+ ϕρϕρ &&&&  (2). 

3)- En utilisant l’équation (2), montrer que A=ϕρ &2  où A est une constante à déterminer. 

4)- On suppose que 00 =ρ& , 00 =ϕ&  et F est constant. 

      a)- Etablir l’équation horaire ( )tρ  du mouvement du point M. 

      b)- Calculer le temps t1 qu’il faut à M pour arriver au point O. 

5)- On suppose que 00 ≠ρ& , 00 =ϕ&  et 0=F . Etablir l’équation horaire ( )tρ  du mouvement du 

point M. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ϕe
r

 
ϕ  

k
r

 

ρe
r

 

j
r

 

M  

ze
r

 

O  

i
r

 

ρ  
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Correction d’examen 4 (session rattrapage) 

 
Exercice 1 : 

1)- ( ) ktjt-i-t
/dt

OMd
/Mv

rrrr
6842)( 3 +=

ℜ
=ℜ , ( ) ktj8t-it

/dt

MOd
/Mv 3

rrrr
612)(

1

1

1 ++=
ℜ

=ℜ  

2)- i-/Mv/Mv
rrr

5)()( 1ℜ=ℜ  

3)- kj4t-i
/dt

/Mvd
/M

rrrr
r

622
)(

)( 2 +=
ℜ
ℜ

=ℜγ , kj24t-i
/dt

/Mvd
/Mv 2

rrr
r

r
62

)(
)(

1

1

1 +=
ℜ

ℜ
=ℜ  

→ )()( 1ℜ=ℜ /M/M γγ
rr

 

4)- ( ) 01

rr
=ℜℜ /Ω → 1ℜ  est en mouvement de translation par rapport à ℜ  

( ) MO/
/dt

MOd
/Ov

/dt

MOd

/dt

OOd

/dt

OMd
/Mv 11

1

1

1

11 )()( ∧ℜℜ+
ℜ

+ℜ=
ℜ

+
ℜ

=
ℜ

=ℜ Ω
rrr

 

→ i-/Mv/Ov/Mv/Mv
rrrrr

5)()()()( 111 ℜ=ℜ+ℜ=ℜ → i-/Ov
rr

5)( 1 =ℜ → cte/Ov ==ℜ 5)( 1

r
 

→ 1ℜ  est en mouvement de translation uniforme suivant i
r
 par rapport à ℜ  

5)- Siℜ  galiléen, 1ℜ  est aussi galiléen. Car 1ℜ  est en mouvement de translation uniforme par 

rapport à ℜ . 

 

Exercice 2 : 

1)- Les forces appliquées sur M sont : 

- kmg
rr

−=P  : Poids de M 

- 
zZ

RkRR
rrr

==  : Réaction exercée par le plan (x, y)  

        ( 0==
yx

RR  : Mouvement sans frottement) 

- ρeFF
rr

−=  : Force appliquée par un opérateur. 

 

2)- Principe fondamental de la dynamique dans ℜ : 

)( ℜ=∑ /MmF
ext

γ
rr

→ )( ℜ=++ /MmFRP γ
rrrr

 

ρρeOM
r

= → ϕρ ϕρρ ee/Mv
r
&

r
&

r
+=ℜ)( → ( ) ( ) ϕρ ϕρϕρϕρργ ee/M

r
&&&&

r
&&&

r
++−=ℜ 2)( 2  

→ ( ) ( ) ( ) ϕρρ ϕρϕρϕρρ ememeFR
Z

r
&&&&

r
&&&

rr
++−=−+− 2emg 2

z  

→ ( )
( )








=+

−−=

=

02

mg
2

ϕρϕρ

ϕρρ
&&&&

&&&

m

mF

RZ

→
( ) ( )

( )







=+

−−=

202

12

ϕρϕρ

ϕρρ

&&&&

&&&mF

 

3)-.(2) → 02 =+ ϕρϕρ &&&& → 02 2 =+ ϕρϕρρ &&&& → 
( )

0
2

=
dt

d ϕρ &
→ A=ϕρ &2  (A est une constante) 

à 0=t , on a 0ρρ =  et 0ϕϕ && =  → 0

2

0ϕρ &=A  → 0

2

0

2 ϕρϕρ && =  

 

 

z
R
r

 

F
r

 

P
r

 

M  

( )ρe,k
rr

Plan  
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4)- On suppose que 00 =ρ& , 00 =ϕ&  et F est constant. 

a) 00 =ϕ&  → 02 =ϕρ & → 0=ρ  ou 0=ϕ& . Or t∀  on a ( ) 0≠tρ  → 0=ϕ&  

Remplaçant 0=ϕ&  dans (1) on trouve : ρ&&mF −=  → 
m

F
−=ρ&&  avec cteF =  

→ 1Ct
m

F
+−=ρ&  → ( )

21

2

2
CtCt

m

F
t ++−=ρ  

00)( ==tρ& → 01 =C  → ( )
2

2

2
Ct

m

F
t +−=ρ  

00)( ρρ ==t  → 02 ρ=C  → ( )
0

2

2
ρρ +−= t

m

F
t  

b)- à 1tt =  : OM ≡  → ( ) 0
2

0

2

11 =+−= ρρ t
m

F
t  → 

F

m
t 02

1

2 ρ
=  → 

F

m
t 0

1

2 ρ
=  

 

5)- 00 =ϕ&  → 02 =ϕρ & → 0=ϕ&    (1) → ρ&&mF −=  → 
m

F
−=ρ&& , 0=F  → 0=ρ&&  

→ 1C=ρ&  → ( ) 21 CtCt +=ρ  

( ) 010 ρρ && === Ct , ( ) 020 ρρ === Ct  → ( ) 00 ρρρ += tt &  
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Examen 5 (Session ordinaire) (durée 2h) 
 

Exercice : (5 points) 

Les coordonnées d’un point matériel M dans un repère orthonormé direct )k,j,i,O(R
rrr

 

sont données en fonction du temps par : x(t)=2t+1, y(t)=4t(t-1) et z(t)=0. 
1. Déterminer l’équation de la trajectoire de M. 

2. Exprimer dans la base ( )k,j,i
rrr

, les vecteurs vitesse et accélération de M. 

3. Déduire le rayon de courbure Rc de la trajectoire en fonction du temps. 

4. Déterminer les vecteurs de la base de Frenet ( )b,n,
rrr

τ  

5. Exprimer dans la base ( )b,n,
rrr

τ , les accélérations tangentielle, tγ
r

 et normale, nγ
r

 de M. 

 
Problème : (15 points) 

On considère le repère fixe R(Oxyz) (repère absolu) muni de la base O.N.D ( )k,j,i
rrr

, (xOy) 

étant le plan horizontal. Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse 
angulaire constante ω . On désigne par R1(Ox1y1z1) le repère relatif muni de la base O.N.D 

( )111 k,j,i
rrr

 tel que (x1Oz1) se trouve constamment dans le plan (P) et 1kk
rr

=  (voir la figure ci-

dessous). 

Soit (∆) une tige de longueur L (de vecteur directeur unitaire 1u
r

) passant par O, 

constamment contenue dans le plan (P) et faisant un angle α constant avec l’axe (Oz1) (0<α<π/2). 
Un anneau M de masse m (assimilé à un point matériel) se meut sans frottement le long de 

la tige (∆). La position de M sur la tige est définie par : 1u)t(rOM
r

= . 

Soient 2u
r

 un vecteur unitaire, contenu dans le plan (P) et perpendiculaire à 1u
r

, et 3u
r

 un 

vecteur unitaire tel que la base ( 1u
r

, 2u
r

, 3u
r

) soit O.N.D. 

 

1°)- Exprimer dans la base )( 111 k,j,i
rrr

 : 

a)-les vecteurs 1u
r

, 2u
r

 et 3u
r

. 

b)- les vecteurs vitesse et accélération du point M par rapport au repère R1.  
c)- le poids de M et les forces d’inertie. 

2˚)- Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère R1. 
3˚)- Calculer, en fonction de r, l’énergie potentielle de M par rapport au repère R1. 
4˚)- En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère R1, déterminer l’équation 

différentielle, du mouvement de M, vérifiée par r. 
5˚)- En appliquant le principe fondamental dans le repère R1, déterminer les composantes de la 

réaction R
r

exercée par la tige dans la base ( )321 u,u,u
rrv

. 

6˚)- Etude de l’équilibre relatif : 
a)- Montrer qu’il ne peut exister une position d’équilibre eqr  de l’anneau sur la tige que si 

la vitesse angulaire ω est supérieure à une valeur limite 0ω  que l’on déterminera. 

b)- Déterminer la position d’équilibre 1r  de l’anneau sur la tige pour une vitesse angulaire 

01 ωω ≥ . 

c)- Etudier la stabilité de l’équilibre. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

tω  

1z  

O  

1y  

1x  

2u
r

 

x  
P  

y  

z  

α  

M 
1u
r

 
1k
r

 

1i
r

 

k
r

 

1j
r

 

i
r

 

j
r

 

(∆) 
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Correction d’examen 5 (session ordinaire) 
 

Exercice : 

1. 12tx +=  → 
2

1-x
t =  ⇒ 342 +−= xxy  

2. ( ) ( )jti
R/dt

OMd
R/Mv

rrr
482 −+==  ,    ( ) ( )

j
R/dt

R/Mvd
R/M

r
r

r
8==γ  

3. 
( )

( ) ( )R/MR/Mv

R/Mv
Rc

γ
rr

r

∧
=

3

, ( ) ( )2
1

2 516162 +−= ttR/Mv
r

, ( ) ( ) 16=∧ R/MR/Mv γ
rr

 

⇒
( )

2

51616 2

3
2 +−

=
tt

Rc  

4. 
( )
( )R/Mv

R/Mv
r

r
r
=τ  ⇒ 

( ) ( )
j

tt

t
i

tt

rrr

2

1
22

1
2 51616

24

51616

1

+−

−
+

+−

=τ  

( )xoyM ∈ ⇒  kb
rr

=   , τ
rrr

∧= kn  ⇒  

( ) ( )
j

tt

i

tt

t
n

rrr

2

1
22

1
2 51616

1

51616

42

+−

+

+−

−
=  

5. 
( )

τγ
r

r
r

dt

R/Mvd
t =  ⇒ 

( )
τγ
rr

2

1
2 51616

1632

+−

−
=

tt

t
t , 

( )
n

R

R/Mv

c
n

r
r

r
2

=γ  ⇒

( )
n

tt

n

rr

2

1
2 51616

8

+−

=γ  

 

Problème : 

1°)-  

a)- ( ) ( ) 111 kcosisinu
rrv

αα += , ( ) ( ) 112 ksinicosu
rrv

αα +−=  et 13 ju
rv

−= . 

b)- ( ) ( ) ( ) ( ) 11
1

1

1
1 kcosrisinr

R/dt

urd

R/dt

OMd
R/Mv

r
&

r
&

r
r

αα +===  

  ( ) ( ) ( ) ( ) 11
1

1
1 kcosrisinr

R/dt

R/Mvd
R/M

r
&&

r
&&

r
r

ααγ +==  

c)- 1kmgP
rr

−=  

ee mF γ
rr

−= , ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) 1
2

11
1 isinrOMR/RR/ROM

R/dt

R/Rd
R/Oe

rrr
r

rr
αωΩΩ

Ω
γγ −=∧∧+∧+=  

( ) 11 kR/R
rr

ωΩ =    ⇒ ( ) 1
2 isinmrFe

rr
αω=  

cc mF γ
rr

−= , ( ) ( ) ( ) 111 22 jsinrR/MvR/Rc

r
&

rrr
αωΩγ =∧=  ⇒ ( ) 12 jsinrmFc

r
&

r
αω−=  

2˚)- ( ) ( )211
2

1
R/MvmR/MEc

r
=  ⇒ ( ) 2

1
2

1
rmR/MEc
&=  

 

3˚)- ( )αsinrx =1 → 11
2 ixmFe

rr
ω= → 0

rr
=eFrot  ⇒ Pee EF →

r
 

( ) ( ) 11
2

11111111
2

1 dxxmkdzjdyidxixmOMdFR/FdwdE eePe ωω −=++−=−=−=
rrrrr
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→ CtexmEPe +−= 2
1

2

2

1
ω ⇒ ( ) CtesinrmEPe +−= αω 222

2

1
 

( ) ( ) 111111111 mgdzkdzjdyidxKmgOMdPR/PdwdEPg =++=−=−=
rrrrr

 

→ CtemgzEPg += 1 , ( )αcosrz =1 ⇒ ( ) CtecosmgrEPg += α  

⇒ ( ) ( ) ( ) CtesinrmcosmgrR/MEp +−= αωα 222
1

2

1
 

4˚)- 
( ) ( )1

1 R/FP
dt

R/MdE
nc

m
r

=  

RFnc

rr
= , 332211 uRuRuRR

rrrr
++= , 01 =R  (sans frottement) ⇒ ( ) 01 =R/FP nc

r
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) CtesinrmcosmgrrmR/MER/MER/ME mmm +−+=+= αωα 2222
111

2

1

2

1
&  

⇒
( ) ( ) ( ) 0221 =−+= αωα sinrrmcosrmgrrm
dt

R/MdEm &&&&&  

⇒ ( ) ( ) 022 =−+ αωα sinrcosgr&&  Equ. Diff. du mvt 

5˚)- ( )1R/MmFFRP ce γ
rrrrr

=+++  

( ) ( ) ( ) ( ) 1111
2

33221 2 kcosrmisinrmjsinrmisinmruRuRkmg
r

&&
r

&&
r

&
rrrr

αααωαω +=−+++−  

⇒ 01 =R , ( ) ( ) ( )ααωα cossinmrsinmgR 2
2 += , ( )αω sinrmR &23 −=  

6˚)-  

a)- si eqr  est position d’équilibre, on aura : 
( )

0
1

=
= eqrr

p

dr

R/MdE
 

→ ( ) ( ) 022 =− αωα sinrcosg eq → ( )
( )αω

α
22 sin

cosg
req =  

Lreq ≤ → ( )
( )

L
sin

cosg
≤

αω

α
22

→ ( )
( )α
α

ω
2sinL

cosg
≥ ⇒ 

( )
( )α
α

ω
20

sinL

cosg
=  

b)- la position d’équilibre 1r  pour une vitesse angulaire 01 ωω ≥  est : 
( )
( )αω

α
22

1

1
sin

cosg
r =  

c)- 
( )

( ) ( )αωα 221
sinrmcosmg

dr

R/MdEp
−= →

( )
( ) 022

2

1
2

<−= αω sinm
dr

R/MEd p
 

⇒ l’équilbre est instable quelque soit eqr  
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Examen 6 (Session rattrapage) (durée 1h30min) 
 

Exercice : (4 points) 
Un point matériel M est en mouvement dans le plan (xoy). Les composantes 

cartésiennes de son vecteur position sont : ( )( )btlncosa)t(x += 1 , ( )( )btlnsina)t(y += 1  et 0)( =tz  

où a et b sont des constantes positives non nulles.  
1. Exprimer, en fonction du temps, l’abscisse curviligne s, comptée à partir du point A(a,0,0). 

2. Déterminer les modules des accélérations tangentielle, tγ
r

 et normale, nγ
r

. 

 
Problème : (16 points) 

On considère le repère fixe R(Oxyz) (repère absolu) muni de la base O.N.D ( )k,j,i
rrr

, (xOy) 

étant le plan horizontal. Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse 
angulaire constante ω . On désigne par R1(Ox1y1z1) le repère relatif muni de la base O.N.D 

( )111 k,j,i
rrr

 tel que (x1Oz1) se trouve constamment dans le plan (P) et 1kk
rr

=  (voir la figure ci-

dessous). 

Soit (∆) une tige de longueur L (de vecteur directeur unitaire 1u
r

) passant par O, 

constamment contenue dans le plan (P) et faisant un angle α constant avec l’axe (Oz1) 
(0<α<π/2). 

Un anneau M de masse m (assimilé à un point matériel) se meut sans frottement le long de 

la tige (∆). La position de M sur la tige est définie par : 1u)t(rOM
r

= . 

Soient 2u
r

 un vecteur unitaire, contenu dans le plan (P) et perpendiculaire à 1u
r

, et 3u
r

 un 

vecteur unitaire tel que la base ( 1u
r

, 2u
r

, 3u
r

) soit O.N.D. 

1°)- Exprimer dans la base ( )111 k,j,i
rrr

 

a)- le moment cinétique de M au point O par rapport à R1. 
b)- le poids de M. 
c)- les forces d’inertie. 

2˚)- En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère R1, déterminer la réaction 

R
r

exercée par la tige sur le point M. 
3˚)- En appliquant le théorème de l’énergie cinétique dans le repère R1, déterminer l’équation 

différentielle, du mouvement de M, vérifiée par r. Donner la solution de cette équation. 
4˚)- Calculer, en fonction de r, l’énergie potentielle de M par rapport au repère R1. 

5°)- Montrer qu’il ne peut exister une position d’équilibre relatif eqr  de l’anneau sur la tige que 

si la vitesse angulaire ω est supérieure à une valeur limite 0ω  que l’on déterminera. 

6°)- Quelle doit être la valeur de ω  pour que 2/Lr =  soit une position d’équilibre relatif. Etudier 

la stabilité de cet équilibre. 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

tω  

1z  

O  

1y  

1x  

2u
r

 

x  
P  

y  

z  

α  

M 

1u
r

 
1k
r

 

1i
r

 

k
r

 

1j
r

 

i
r

 

j
r

 

(∆) 
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Correction d’examen 6 (session rattrapage) 

 
Exercice : 

1. 222 ayx =+ → la trajectoire de M est un cercle de rayon a et de centre O . 

( )btln += 1ϕ → ( ) ϕadtds = → ( ) cteats += ϕ  

0=→≡ sAM , 0== AA y,ax → 0=ϕ → 0=cte → ( ) ϕats = ⇒ ( ) ( )btlnats += 1  

2. ( ) ϕe
bt

ab
R/Mv

rr

+
=

1
→ ( )

bt

ab
R/Mv

+
=

1

r
→

( )
( )2

2

1 bt

ab

dt

R/Mvd

+
−=

r

 

( )
( )

ττγ
rr

r
r

2

2

1 bt

ab

dt

R/Mvd
t

+
−== ⇒

( )2
2

1 bt

ab
t

+
=γ

r
 

( )
n

R

R/Mv

C
n

r
r

r
2

=γ , aRc = →
( )

n
bt

ab
n

a

bt

ab

n

rrr

2

2

2

1

1

+
=










+
=γ ⇒

( )2
2

1 bt

ab
n

+
=γ

r
 

Problème : 

1°)-  a)- ( ) ( )11 R/MvmOMR/MO

rr
∧=σ ,  1urOM

r
= , ( ) 11 urR/Mv

r
&

r
=  ⇒ ( ) 01

rr
=R/MOσ  

b) 1kmgP
rr

−=  

c)- ee mF γ
rr

−= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )12

0

11
1 isinrOMR/RR/ROM

R/dt

R/Rd
R/Oe

r

44444444444 344444444444 21

rr
r

rr

r

αωΩΩ
Ω

γγ −=



 ∧∧+∧+=  

( ) 11 kR/R
rr

ωΩ =  → ( )12 isinre

rr
αωγ −=      ⇒ ( )12 isinmrFe

rr
αω=  

cc mF γ
rr

−= , ( ) ( ) ( ) 111 22 jsinrR/MvR/Rc

r
&

rrr
αωΩγ =∧=  ⇒ ( ) 12 jsinrmFc

r
&

r
αω−=  

2°)-
( ) ( ) ( ) ( ) ( )cOeOOO

O FmFmRmPm
R/dt

R/Md rrrrrrrr
r

+++=
1

1σ
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 31111 usinmgrjsinmgrkmgkcosrisinrPOMPmO

rrrrrrrr
αααα −==−∧+=∧=  

332211 uRuRuRR
rrrr

++=  mvt sans frottement → 01 =R → 3322 uRuRR
rrr

+=  

( ) ( ) 233233221 urRurRuRuRurROMRmO

rrrrrrrr
−=+∧=∧=  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3
22

1
22

1
2

11 ucossinmrjcossinmrisinmrkcosrisinrFOMFm eeO

rrrrrrrr
ααωααωαωαα −==∧+=∧=  

( ) ( )( ) ( ) 231 22 usinrrmusinrmurFOMFm ccO

r
&

r
&

rrrr
αωαω −=∧=∧=  

( )
0

1

1
rr

=
R/dt

R/Md Oσ ⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) 02 23
22

23323

rr
&

rrrr
=−−−+− usinrrmucossinmrurRurRusinmgr αωααωα  

⇒ ( ) ( ) ( )ααωα cossinmrsinmgR 2
2 += , ( )αω sinrmR &23 −=  

3˚)- 
( ) ( ) ( ) ( )111

1 R/FPR/RPR/PP
dt

R/MdE
e

c
rrr

++=  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ααα cosrmgkcosrisinrkmgR/MvPR/PP &
r

&
r

&
rrrr

−=+−== 11111  

( ) 01 =R/RP
r

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )αωαααω 22
111

2
11 sinrmrkcosrisinrisinmrR/MvFR/FP ee

&
r

&
r

&
rrrr

=+==  
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( ) ( )211
2

1
R/MvmR/MEc

r
=  ⇒ ( ) 2

1
2

1
rmR/MEc
&=  →

( )
rrm

dt

R/MEc &&&=1  

⇒ ( ) ( )αωα 22 sinrmrcosrmgrrm &&&&& +−= ⇒ ( ) ( )ααω cosgrsinr −=− 22&&  

( )αωω 222
0 sin= → ( )αω cosgrr −=− 2

0
&&  ⇒ ( ) ( )

2
0

00

ω

αωω cosg
BeAetr

tt ++= −  

4˚)- ( )αsinrx =1 → 11
2 ixmFe

rr
ω= → 0

rr
=eFrot  ⇒ Pee EF →

r
 

( ) ( ) 11
2

11111111
2

1 dxxmkdzjdyidxixmOMdFR/FdwdE eePe ωω −=++−=−=−=
rrrrr

 

→ CtexmEPe +−= 2
1

2

2

1
ω ⇒ ( ) CtesinrmEPe +−= αω 222

2

1
 

( ) ( ) 111111111 mgdzkdzjdyidxKmgOMdPR/PdwdEPg =++=−=−=
rrrrr

 

→ CtemgzEPg += 1 , ( )αcosrz =1 ⇒ ( ) CtecosmgrEPg += α  

⇒ ( ) ( ) ( ) CtesinrmcosmgrR/MEp +−= αωα 222
1

2

1
 

5˚)- si eqr  est position d’équilibre, on aura : 
( )

0
1

=
= eqrr

p

dr

R/MdE
 

→ ( ) ( ) 022 =− αωα sinrcosg eq → ( )
( )αω

α
22 sin

cosg
req =  

Lreq ≤ → ( )
( )

L
sin

cosg
≤

αω

α
22

→ ( )
( )α
α

ω
2sinL

cosg
≥ ⇒ 

( )
( )α
α

ω
20

sinL

cosg
=  

6˚)- -
2

L
req = →

( )
( )αω

α
222 sin

cosgL
= → 

( )
( )α
α

ω
2

2

sinL

cosg
=  ⇒ 02ωω =  

( )
( ) ( )αωα 221

sinrmcosmg
dr

R/MdEp
−= →

( )
( ) 022

2

1
2

<−= αω sinm
dr

R/MEd p
 

⇒ l’équilbre est instable 
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Examen 7 (Session ordinaire) (durée 2h) 
 

Exercice (5 points) 
On considère un point M en mouvement dans le plan xOy d’un repère O.N.D 

ℜ(O, k,j,i
rrr
). M est repéré dans ℜ par ses coordonnées polaires suivantes : a =ρ  et 

( )tbln += 1ϕ  où a et b sont des constantes positives non nulles. On désigne par A la position 

de M qui correspond à ϕ = 0. 
1. Quelle est l’allure de la trajectoire de M. 
2. Exprimer, en fonction du temps, l’abscisse curviligne s de M, comptée à partir du point A. 

3. Exprimer dans la base polaire )( ϕρ e,e
rr

, les vecteurs vitesse et accélération de M au point A 

par rapport au repère ℜ. 

4. Exprimer dans la base polaire )( ϕρ e,e
rr

, les accélérations tangentielle et normale de M. 

5. En déduire l’angle entre les vecteurs vitesse et accélération de M. 

6. Le mouvement de M est-il accéléré? Justifier votre réponse. 

Rappel : 
( )

)(

)()(

xf

xf

dx

xflnd ′
=  

 
Problème (15 points) 

On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), (xOy) étant le plan horizontal. 

Un cerceau assimilable à un cercle de centre O1 et de rayon a, situé dans un plan 
vertical, tourne autour d’une de ses tangentes verticales (Oz) avec une vitesse angulaire ω 

constante. On désigne par ℜ1(O1, 111 k,j,i
rrr

) un repère lié au cerceau (repère relatif) tel que 

(x1O1z1) étant le plan du cerceau, tj,i,i ω==
∧∧

)j()( 11

rrrr
 et kk

rr
=1 . 

Soit un anneau assimilé à un point matériel M, de masse m, se déplaçant sans 
frottement sur ce cerceau. Il est repéré dans ℜ1 par l’angle ϕ que fait (O1M) avec la verticale 
descendante passant par O1, ϕ étant compté positivement dans le sens indiqué sur la figure ci-
joint (page 2/2). 

1. Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ) : 

a. les vecteurs de la base ( 111 k,j,i
rrr

). 

b. le vecteur vitesse du point M par rapport au repère ℜ1, )( 1ℜ/Mv
r

. 

c. le vecteur accélération du point M par rapport au repère ℜ1, )( 1ℜ/Mγ
r

. 

d. le moment cinétique de M au point O1 par rapport au repère ℜ1, )( 1
1

ℜσ M/O

r
. 

e. le poids de M. 
f. les forces d’inertie. 

2. Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1 , )( 1ℜ/MEc . 

3. Calculer, en fonction de ϕ, l’énergie potentielle de M par rapport au repère ℜ1, )( 1ℜ/MEp
. 

On suppose que Ep(ϕ = 0)= 0. 
4. En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1, déterminer l’équation 

différentielle du mouvement vérifiée par ϕ. 
5. En appliquant le théorème de la quantité de mouvement dans le repère ℜ1, déterminer les 

composantes de la réaction R
r

, exercée sur M par le cerceau, dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ). 

6. Etude de l’équilibre relatif : 
 a. Montrer que l’équation, donnant les positions d’équilibre relatif est : 

( ) )()(12 ϕϕω tangsina =+  

b. Quelle doit être la valeur ω1 de la vitesse angulaire ω pour que la position qui 
correspond à 6πϕ =  soit une position d’équilibre relatif de M. On donne m.a 20=  et 

210 −= s.mg  

c. Dans ce cas, cet équilibre est-il stable ? Justifier votre réponse 
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Correction d’examen 7 (session ordinaire) 
 

 

Exercice (5 points) 

1. ctea ==ρ  et ( )tϕϕ =  ⇒ la trajectoire de M est un cercle de rayon a et de centre O . 

 

2. ( ) ( ) ( )tblnatats +== 1ϕ  (à 000 === s,:t ϕ ) 

 

3. ( ) ϕϕ
ρ ϕ e

bt

ab
ea

/dt

)ea(d

/dt

OMd
/Mv

rr
&

r
r

+
==

ℜ
=

ℜ
=ℜ

1
 

 

( ) ( )
( ) ( ) ρϕρϕ ϕϕγ e

bt

ab
e

bt

ab
eaea

/dt

/Mvd
/M

rrr
&

r
&&

r
r

2

2

2

2
2

11 +
−

+
−=−=

ℜ

ℜ
=ℜ  

à t = 0 : AM ≡  ⇒ ( ) ϕeab/Mv
rr

=ℜ  et ( ) ρϕγ eabeab/M
rrr 22 −−=ℜ  

 

4. 
( )

( )
ττττγ
rrr&r

r
r

2

2

2

2

1 bt

ab

dt

sd

dt

sd

dt

/Mvd
t

+
−===

ℜ
= , 

( )
( )

n
bt

ab
n

a

s
n

a

/Mv
n

rr&r
r

r

2

22
2

1 +
==

ℜ
=γ  

( )
( ) ϕτ e

/Mv

/Mv r
r

r
r

=
ℜ

ℜ
= , ( )

( ) ργγγ e
bt

ab
/M tn

rrrr

2

2

1 +
−=−ℜ= ⇒ ρen

rr
−=  

⇒ 
( ) ϕγ e

bt

ab
t

rr

2

2

1 +
−= , 

( ) ργ e
bt

ab
n

rr

2

2

1 +
−=  

5.  

 
 
 
 
 

                                                        ( ) 1==
n

t
tan

γ

γ
α r

r

⇒ 
4

π
α =  ⇒ 

4

3

42

πππ
γ =+=






 ∧ rr
,v  

 
 
 
 

6. 
( ) ( )

0
111 3

32

2

2

<
+

−=














+
−








+

==
bt

ba
e

bt

ab
e

bt

ab
v.v t ϕϕγγ

rrrrrr
 ⇒ Le mouvement de M est décéléré. 

 

Problème (15 points) 

1.  

a. ( ) ( ) ϕρ ϕϕ ecosesini
rrr

+=1 , zej
rr

−=1 , ( ) ( ) ϕρ ϕϕ esinecosk
rrr

+−=1  

 

b. ( ) ϕ
ρ ϕea

/dt

)ea(d

/dt

MOd
/Mv

r
&

r
r

=
ℜ

=
ℜ

=ℜ
11

1
1  

ϕ  

ρe
r

 

i
r

 O  

M  

v
r

 

γ
r

 
tγ
r

 nγ
r
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c. ( ) ( )
ρϕ ϕϕγ eaea

/dt

/Mvd
/M

r
&

r
&&

r
r 2

1

1
1 −=

ℜ

ℜ
=ℜ  

d. ( ) z1O emaemaea/MvmMOM/
r
&

r
&

rrr
ϕϕℜσ ϕρ

2
11)(

1
=∧=ℜ∧= . 

 

e. ( ) ( ) ϕρ ϕϕ esinmgecosmgkmggmp
rrrrr

−=−== 1  

 

f. • ( ) ( ) ( ) ( )( )MO//MO
/dt

/d
/Oe 1111

1
11 ∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ= ΩΩ

Ω
γγ

rr
r

rr
 

( ) 1
1

11
1 ja

/dt

)ia(d

/dt

OOd
/Ov

r
r

r
ω=

ℜ
=

ℜ
=ℜ  ⇒ ( ) ( ) ( ) ϕρ ϕωϕωωγ ecosaesinaia/O

rrrr 22
1

2
1 −−=−=ℜ  

( )
01

1
r

r

=∧
ℜ

ℜℜ
MO

/dt

/dΩ
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) zesinaeaesinecoseakMO/
rrrrrrr

ϕωϕωϕωωΩ ρϕρρ −=∧+−=∧=∧ℜℜ 111  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ρϕ

ϕρ

ϕωϕϕω

ϕϕωϕωΩΩ

esinaecossina                                     

eaωωsiesinecosMO// z

rr

rrrrr

222

111

−−=

−∧+−=∧ℜℜ∧ℜℜ
 

⇒ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ϕρ ϕϕωϕωϕωϕωγ ecossinacosaesinasinae

rrr 22222 +−+−=  

⇒ ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ϕρ ϕϕωϕωϕωϕωγ ecossinmacosmaesinmasinmamF ee

rrrr
22222 +++=−=  

⇒ ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ϕρ ϕϕωϕϕω esincosmaesinsinmaFe

rrr
+++= 11 22  

 

• ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) zc ecosaeaesinecos/Mv/
r

&
r
&

rrrrr
ϕϕωϕϕωϕωΩγ ϕϕρ 222 11 −=∧+−=ℜ∧ℜℜ=  

⇒ ( ) zcc ecosmamF
r

&
rr

ϕϕωγ 2=−=  

 

2. ( ) 22
1

2
1

2

1

2

1
)( ϕℜ &

r
ma/Mvm/MEc =ℜ= . 

 

3. 

• ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 1
22 11 isinmaecosesinsinmaFe

rrrr
ϕωϕϕϕω ϕρ +=++=  

( )ϕsinax =1  ⇒ ( ) 11
2 ixamFe

rr
+= ω  

( )

0

0

0

1

1

1
2

1

rrrr
=

∂

∂

∧
∂

∂

+
∂
∂

=∧∇=

          
z

          
y

xam         
x

FFrot ee

ω

 ⇒ eF
r

 est conservative dans ℜ1 ⇒ pee EgradF −=
r

 

peE  énergie potentielle dérivée par eF
r

 dans ℜ1 ⇒ ( ) MOdF/FdwdE eepe 11

rr
−=ℜ−=  

⇒ ( ) ( ) ( ) 11
2

11111111
2 dxxamkdzjdyidxixamdEpe +−=+++−= ωω

rrrr
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⇒ ctexmxmaEpe +−−= 2
1

2
1

2

2

1
ωω  ⇒ ( ) ( ) ctesinmasinmaEpe +−−= ϕωϕω 22222

2

1
 

• ( ) ( ) 1111111111 mgdzkdzjdyidxkmgMOdP/PdwdEpg =++=−=ℜ−=
rrrrrr

 ⇒ ctemgzEpg += 1  

( )ϕcosaz −=1  ⇒ ( ) ctecosmgaEpg +−= ϕ  : Energie potentielle dérivée par le poids de M. 

⇒ ( ) ( ) ( ) ctecosmgasinmasinmaEE/ME pgpep +−−−=+= ϕϕωϕωℜ 22222
1

2

1
)(  

( ) 00 ==ϕpE  ⇒ mgacte =  

⇒ ( ) ( ) ( ) mgacosmgasinmasinma/MEp +−−−= ϕϕωϕωℜ 22222
1

2

1
)(  

 

4. Théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1 : 

ℜ1 est non galiléen ⇒ ( )1
1)(

ℜ= /FP
dt

/MdE
nc

m
rℜ

 

zzzznc eReReReReRRF
rrrrrrr

+=++== ρρϕϕρρ  ( mouvement sans frottement : 0=ϕR ) 

⇒ ( ) ( ) ( ) 0111 =ℜ=ℜ=ℜ /MvR/RP/FP nc

rrrr
 ⇒ 0

)( 1 =
dt

/MdEm ℜ
 

( ) ( ) ( )

mga                                                  

cosmgasinmasinmama/ME/ME/ME pcm

+

−−−=+= ϕϕωϕωϕℜℜℜ 2222222
111

2

1

2

1
)()()( &

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) 0
)( 222221 =+−−= ϕϕϕϕϕωϕϕωϕϕ

ℜ
sinmgacossinmacosmama

dt

/MdEm &&&&&&  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )ϕϕϕωϕωϕ sin
a

g
cossincos −+= 22&&  : Equation différentielle du mouvement de M. 

 

5. Théorème de la quantité de mouvement dans le repère ℜ1 : 

ℜ1 est non galiléen ⇒ ( ) ce FFRP/Mm
rrrrr

+++=ℜ1γ  

⇒  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) z

zz

ecosmaesincosma                                                 

esinsinmaeReResinmgecosmgemaema
r

&
r

rrrrrr
&

r
&&

ϕϕωϕϕω

ϕϕωϕϕϕϕ

ϕ

ρρρϕρρϕ

21

1

2

22

+++

++++−=−
 

⇒ 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )( ) 02

11 222

=++

+−+−++++

zz ecosmaR                                                                                         

esincosmamasinmgesinsinmamaRcosmg
r

&

r
&&

r
&

ϕϕω

ϕϕωϕϕϕϕωϕϕ ϕρρ  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( )









=+

=+−+

=++++

⇒

02

01

01

2

22

ϕϕω
ϕϕωϕϕ

ϕϕωϕϕ ρ

cosmaR

sincosmamasinmg

sinsinmamaRcosmg

z &

&&

&

 

( ) ( ) ( )( )

( )








−=

=

+−−−=

⇒

ϕϕω

ϕϕωϕϕ

ϕ

ρ

cosmaR

R

sinsinmamacosmgR

z
&

&

2

0

122
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Composantes de la réaction R
r

, exercée sur M par le cerceau, dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ). 

 

6. Etude de l’équilibre relatif : 

a. Les positions d’équilibre relatif sont des positions où 0
)( 1
=

ϕ

ℜ

d

/MdEp
 c'est-à-dire : 

( ) ( ) ( ) ( ) 02222 =+−− ϕϕϕωϕω sinmgacossinmacosma  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) 022 =+−− ϕϕϕωϕω singcossinacosa  ⇒ ( )( ) ( ) ( ) 012 =+−− ϕϕϕω singcossina  

⇒ ( )( ) ( )
( )ϕ
ϕ

ϕω
cos

sin
gsina =+12     ⇒    ( ) )()(12 ϕϕω tangsina =+  

 

b. La position qui correspond à 6πϕ =  est une position d’équilibre relatif, donc : 

)
6

()
6

(12
1

ππ
ω tangsina =








+  ⇒ 

3

1

2

1
12

1 ga =







+ω  ⇒ 

3

3

2

3 2
1 ga =ω  ⇒ 

a

g

9

322
1 =ω  

⇒ 
a

g
32

3

1
1 =ω  ⇒ 3

3

10
310

3

1

20

10
32

3

1 2
1 ===

.
ω  

 ⇒ 1
1 3874 −= s.rad.ω  

 

c.  

1ωω =  ⇒ ( ) ( ) ( ) mgacosmgasinmasinma/MEp +−−−= ϕϕωϕωℜ 22
1

22
1

2
1

2

1
)(  

( ) ( ) ( ) ( )ϕϕϕωϕω
ϕ

ℜ
sinmgacossinmacosma

d

/MdEp
+−−= 2

1
22

1
21)(

 

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )ϕϕωϕωϕω
ϕ

ℜ
cosmgasinmacosmasinma

d

/MEd p
++−= 22

1
222

1
22

1
2

2

1
2 )(

 

⇒ 







+








+








−








=

=
6666

)(
22

1
222

1
22

1
2

6

2

1
2

ππ
ω

π
ω

π
ω

ϕ

ℜ

π
ϕ

cosmgasinmacosmasinma
d

/MEd p  

⇒ mgamamama
d

/MEd p

2

3

4

1

4

3

2

1)(
2
1

22
1

22
1

2

6

2

1
2

++−=

=

ωωω
ϕ

ℜ

π
ϕ

 

a

g

9

322
1 =ω ⇒ mga

a

g
ma

a

g
ma

a

g
ma

d

/MEd p

2

3

9

32

4

1

9

32

4

3

9

32

2

1)(
222

6

2

1
2

++−=

=
π

ϕ
ϕ

ℜ
 

⇒ magmag
d

/MEd p

2

3

2

1

18

1

6

1

9

1
3

)(

6

2

1
2

=







++−=

=
π

ϕ
ϕ

ℜ
 

0
2

3)(

6

2

1
2

>=

=

mag
d

/MEd p

π
ϕ

ϕ

ℜ
 ⇒ si 1ωω = , l’équilibre en 6πϕ =  est stable. 
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Examen 8 (Session rattrapage) (durée 1h15min) 
 
 
 

On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), (xOy) étant le plan horizontal. 

Un cerceau assimilable à un cercle de centre O et de rayon R, situé dans un plan 
vertical, tourne autour de l’axe vertical (Oz) avec une vitesse angulaire ω constante. On 

désigne par ℜ1(O, 111 k,j,i
rrr

) un repère lié au cerceau (repère relatif) tel que (x1Oz1) étant le 

plan du cerceau, tj,i,i ω==
∧∧

)j()( 11

rrrr
 et 1kk

rr
= . 

( 11  et ji,j,i
rrrr

 se trouvent dans le même plan horizontal (xOy). ( ) k/
rr

ωℜℜΩ =1  est le 

vecteur de rotation du repère ℜ1 par rapport au repère ℜ). 
Soit un anneau assimilé à un point matériel M, de masse m, se déplaçant sans 

frottement sur ce cerceau. Il est repéré dans ℜ1 par l’angle ϕ que fait (OM) avec la verticale 
descendante passant par O, ϕ étant compté positivement dans le sens indiqué sur la figure ci-
dessous. 

 

1). Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

ϕρ ) : 

a. le poids de M, P
r

, et son moment par rapport au point O, ( )PmO

rr
. 

b. la force d’inertie d’entraînement, eF
r

, et son moment par rapport au point O, ( )eO Fm
rr

. 

c. la force d’inertie de Coriolis, cF
r

, et son moment par rapport au point O, ( )cO Fm
rr

. 

 
2). En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1, déterminer l’équation 

différentielle du mouvement vérifiée par ϕ. 

 
3). Calculer, en fonction de ϕ, l’énergie potentielle de M par rapport au repère ℜ1, )( 1ℜ/MEp

. 

On suppose que Ep(ϕ = 0)= 0. 
 

4). On donne rad/s10=ω , m.R 20=  et 210 −= s.mg  

a. Déterminer dans ce cas, les positions d’équilibre relatif de M. 
b. Etudier leur stabilité. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

k
r

 

ϕe
r

 

ϕ  

1j
r

 

tω  

g
r

 ω
r

 

k
r

 

⊗  

O  

ρe
r

 

1i
r

 

1i
r

 

i
r

 

1j
r

 

j
r

 

ρe
r

 

ϕe
r

 ϕ  

ω
r

 

O  

M  M  

tω  

1k
r

 1k
r

 

ze
r

 •  
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Correction d’examen 8 (session rattrapage) 
 

1.  

a.  • ( ) ( ) ϕρ ϕϕ esinmgecosmgkmggmp
rrrrr

−=−== 1  

• ( ) ( ) ( )( ) ( ) zO esinmgResinmgecosmgeRP¨OMPm
rrrrrrr

ϕϕϕ ϕρρ −=−∧=∧=   

b.  • ( ) ( ) ( ) ( )( )OM//OM
/dt

/d
/Oe ∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ= 11

0

1 ΩΩ
Ω

γγ
rr

444444 3444444 21

r
rr

r

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) zesinReResinecoseRkOM/
rrrrrrr

ϕωϕωϕωωΩ ρϕρρ −=∧+−=∧=∧ℜℜ1  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ρϕ

ϕρ

ϕωϕϕω

ϕωϕωϕωΩΩ

esinRecossinR                                     

esinResinecosOM// z

rr

rrrrr

222

11

−−=

−∧+−=∧ℜℜ∧ℜℜ
 

⇒ ( ) ( ) ( ) ρϕ ϕωϕϕωγ esinRecossinRe

rrr 222 −−=  

⇒ ( ) ( ) ( ) ϕρ ϕϕωϕω ecossinmResinmRFe

rrr
222 +=  

• ( ) ( ) ( ) ( )( )ϕρρ ϕϕωϕω ecossinmResinmReRF¨OMFm eeO

rrrrrr 222 +∧=∧=  

⇒ ( ) ( ) ( ) zeO ecossinmRFm
rrr

ϕϕω22=  

c.  • ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) zc ecosReResinecos/Mv/
r

&
r
&

rrrrr
ϕϕωϕϕωϕωΩγ ϕϕρ 222 11 −=∧+−=ℜ∧ℜℜ=  

⇒ ( ) zc ecosmRF
r

&
r

ϕϕω2=  

 • ( ) ( ) ( ) ϕρ ϕϕωϕϕω ecosmRecosmReRF¨OMFm zecO

r
&

r
&

rrrr 222 −=∧=∧=  

2. ℜ1 est non galiléen et O est fixe dans ℜ1 ⇒ ( ) ( ) ( ) ( )cOeOOO
O FmFmRmPm

/dt

M/d rrrrrrrr
r

+++=
1

1)(

ℜ
ℜσ

 

( ) zO emRemReR/MvmOMM/
r
&

r
&

rrr
ϕϕℜσ ϕρ

2
11)( =∧=ℜ∧=  ⇒ z

O emR
/dt

M/d r
&&

r

ϕ
ℜ
ℜσ 2

1

1)(
=  

zzzz eReReReReRR
rrrrrr

+=++= ρρϕϕρρ  ( mouvement sans frottement : 0=ϕR )  

⇒ ( ) ( ) ϕρρρ eRReReReRR¨OMRm zzzO

rrrrrrr
−=+∧=∧=  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ϕϕ ϕϕωϕϕωϕϕ ecosmRecossinmReRResinmgRemR zzzz

r
&

rrrr
&& 2222 2−+−−=  

⇒ ( ) ( ) ( ) 02 =−+ ϕϕωϕϕ cossinsin
R

g
&&  : Equation différentielle du mouvement de M. 

3. • ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1
22 isinmRecosesinsinmRFe

rrrr
ϕωϕϕϕω ϕρ =+= , ( )ϕsinRx =1  ⇒ 11

2 ixmFe

rr
ω=  

⇒ 0
rr

=eFrot  ⇒ eF
r

 est conservative dans ℜ1  ⇒ pee EgradF −=
r

 

peE  énergie potentielle dérivée par eF
r

 dans ℜ1⇒ ( ) 11
2

1 dxxmOMdF/FdwdE eepe ω−=−=ℜ−=
rr

 

 

⇒ ctexmEpe +−= 2
1

2

2

1
ω  ⇒ ( ) ctesinmREpe +−= ϕω 222

2

1
 

• ( ) 11 mgdzOMdP/PdwdEpg =−=ℜ−=
rr

 ⇒ ctemgzEpg += 1  
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( )ϕcosRz −=1  ⇒ ( ) ctecosmgREpg +−= ϕ  : Energie potentielle dérivée par le poids de M. 

⇒ ( ) ( ) ctecosmgRsinmREE/ME pgpep +−−=+= ϕϕωℜ 222
1

2

1
)(  

( ) 00 ==ϕpE  ⇒ mgRcte =  

⇒ ( ) ( ) mgRcosmgRsinmR/MEp +−−= ϕϕωℜ 222
1

2

1
)(  

4. Etude de l’équilibre relatif : cas où rad/s10=ω , m.R 20=  et 210 −= s.mg  

a. Les positions d’équilibre relatif sont des positions où 0
)( 1
=

ϕ

ℜ

d

/MdEp
 c'est-à-dire : 

( ) ( ) ( ) 022 =+− ϕϕϕω sinmgRcossinmR  

⇒ ( ) 0=ϕsin  ou ( )
2

1
2
==

ω
ϕ

R

g
cos  

⇒ 0=ϕ  ou πϕ =  ou 
3

π
ϕ =  ou 

3

5π
ϕ =  

⇒ 4 positions d’équilibre relatif de M : ( )01 ,RM , ( )π,RM2 , 







3

3
π

,RM  et 







3

5
4

π
,RM  

en coordonnées polaires. 

 

b. Etude de la stabilité d’équilibre relatif : 

( ) ( ) ( )ϕϕωϕω
ϕ

ℜ
cosmgRsinmRcosmR

d

/MEd p
++−= 222222

2

1
2 )(

 

• 02
)(

22

0

2

1
2

<−=+−=

=

mmgRmR
d

/MEd p ω
ϕ

ℜ

ϕ

 ⇒ Equilibre instable. 

• 06
)(

22

2

1
2

<−=−−=

=

mmgRmR
d

/MEd p ω
ϕ

ℜ

πϕ

 ⇒ Equilibre instable. 

• 03
24

3

4

)( 2222

3

2

1
2

>=++
−

=

=

m
mgRmRmR

d

/MEd p ωω

ϕ

ℜ

π
ϕ

 ⇒ Equilibre stable. 

• 03
24

3

4

)( 2222

3

5
2

1
2

>=++
−

=

=

m
mgRmRmR

d

/MEd p ωω

ϕ

ℜ

π
ϕ

 ⇒ Equilibre stable. 
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Examen 9 (Session ordinaire) (durée 2h) 

 
 
Questions de cours : (3 points) 
1) Dans un référentiel galiléen, on considère un point matériel soumis à plusieurs forces, 
certaines sont conservatives et d’autres non conservatives. A quoi est égale la variation de 
l’énergie cinétique et la variation de l’énergie mécanique entre deux points arbitraires de la 
trajectoire. 
 
2) Montrer que si le module de la vitesse d’un mobile est constant alors son vecteur vitesse 
est perpendiculaire à son vecteur accélération. 
 

3)  Montrer que si une force F
r

dérive d’une énergie potentielle )( z,y,xEP , alors le travail de 

F
r

entre deux points quelconques est indépendant du chemin suivi. 

 

 

Exercice1 : (5 points) 
Un point matériel M est en mouvement dans le plan (xoy). Les composantes cartésiennes de 
son vecteur vitesse sont : )( tcosRv x ωω=  et )( tsinRvy ωω=  où R et ω sont des constantes 

réelles et positives. A l’instant t = 0, le point M se trouve à l’origine O(0,0). 
 
1) Déterminer les composantes cartésiennes du vecteur accélération. 
 
2) Déterminer les accélérations tangentielle, tγ

r
, et normale, nγ

r
, du point M. 

 
3) Déduire le rayon de courbure, Rc, de la trajectoire. 
 

4) Déterminer les composantes x(t) et y(t) du vecteur position OM   

 
5) Déduire l’équation de la trajectoire. Quelle est la nature du mouvement ? 

 

Exercice2 : (6 points)  
On considère un point matériel M de masse m astreint à se déplacer, avec frottement, sur un 

axe (Ox) horizontal de vecteur unitaire i
r
. Soit ivRt

rr
2α−=  la composante tangentielle de la 

réaction R
r

, exercée sur M par l’axe (Ox), α étant une constante positive et v la vitesse 
instantanée. A l’instant t = 0, le point M se trouve à l’origine O avec une vitesse v0 positive. 
 
1) Déterminer l’unité de α.  
 

2) En appliquant le principe fondamental de la dynamique, montrer que dt
mv

dv α
−=

2
. 

 
3) Déterminer l’expression de la vitesse v(t) du point M, en fonction de t, m, α et v0. 
 
4) Déduire l’expression de la position x(t) du point M, en fonction de t, m, α et v0. 
 
5) A quel instant t, le point M a) perdra la moitié de sa vitesse initiale ? b) s’arrêtera ? 
 

6) Calculer le travail de la réaction R
r

, lorsque le point M perd la moitié de sa vitesse. 
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Exercice3 : (3 points) 
Sur la trajectoire de la figure 1, un point matériel M de masse m=3kg est abandonné sans 
vitesse initiale du point A et parvient au point B avec une vitesse vB=6m/s. La différence 
d’altitudes entre A et B est h=2m. On donne g=10m/s2 et on suppose que l’énergie potentielle 
est nulle en B. 
 
1) Montrer que M est soumis à des forces de frottement (on calcule l’énergie mécanique en A 
et B). 
 
2) Déduire le travail de ces forces entre A et B (on exprime ce travail en Joules). 

 

 

Exercice4 : (3 points) 
Une boîte considérée ponctuelle de masse m=5kg se trouve sur un plan incliné faisant un 
angle α=30° avec l’horizontale. Le coefficient de frottement dynamique entre les surfaces en 
contact est kd=0.3. A partir d’un point O, on lance la boîte vers le haut avec une vitesse initiale 
v0=2m/s (voir figure 2). On donne g=10m/s2. 
 
1) En appliquant le principe fondamental de la dynamique, calculer en m/s2 l’accélération de la 
boîte. 
 
2) Quelle est, en mètre, la distance parcourue par la boîte avant de s’arrêter ? 
 
3) Quelle est la valeur minimale du coefficient de frottement statique ks pour que la boîte, une 
fois arrêtée, ne reparte pas en arrière? 
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Correction d’examen 9 (session ordinaire) 
 
Questions de cours : (3 points) 
1)  
– Dans référentiel galiléen, la variation de l’énergie cinétique entre deux points arbitraires de 
la trajectoire est égale à la somme des travaux des forces extérieures appliquées sur le point 
matériel. 
- Dans référentiel galiléen, la variation de l’énergie mécanique entre deux points arbitraires de 
la trajectoire est égale à la somme des travaux des forces non conservatives appliquées sur le 
point matériel. 

2) ctev =
r

   →   ctevv == 22 rr
   →   022

2

=== γ
rr

r
r

r

v
dt

vd
v

dt

vd
   ⇒   0=γ

rr
v    ⇒   γ

rr
⊥v  

3) F
r

dérive d’une énergie potentielle )( z,y,xEP → PEgradF −=
r

 

∫∫∫ −=−==
→

B

A

P

B

A

P

B

A
BA

dEOMdEgradOMdF)F(W
rr

   ⇒   )()()( BEAEFW PP
BA

−=
→

r
   ⇒   le travail de 

F
r

entre deux points quelconques A et B est indépendant du chemin suivi. 
 
Exercice1 : (5 points) 

1) )(2 tsinR
dt

dv x
x ωωγ −==  et )(2 tcosR

dt

dvy
y ωωγ ==  

2) - τγ
r

r
r

dt

vd
t = , ωRvvv yx =+= 22r

   →   0=
dt

vd
r

   ⇒   0
rr

=tγ  (accélération tangentielle) 

- γγγγ
rrrr

=−= tn    ⇒   j)(i)( 22
rrr

tcosRtsinRn ωωωωγ +−=  (accélération normale) 

3) 
n

C
C

n
C

n

v
R

R

v
n

R

v

γ
γγ r

rr
rr

r
r

222

=⇒=→= , 2ωγ Rn =
r

⇒
2

22

ω

ω

R

R
RC = ⇒ RRC =  (rayon de 

courbure) 

4) - cte)()( +=→== tsinRxtcosRv
dt

xd
x ωωω , 00)0( =→= ctex    ⇒   )( tsinRx ω= . 

- cte)(y)( +−=→== tcosRtsinRv
dt

dy
y ωωω , Rctey =→= 0)0(    ⇒   [ ])(1 tcosRy ω−= . 

5) )()()( 222222 tcosRtsinRRyx ωω +=−+    ⇒   222 )( RRyx =−+  : Equation caractéristique 

d’un cercle de rayon R et de centre C(0,R)   ⇒   le mouvement est circulaire (la trajectoire est 
un cercle de rayon R et de centre C(0,R)). 
 
 
Exercice2 : (6 points)  
 
 
 
 
 

1) [ ] [ ][ ] [ ] [ ]
[ ]2

22

v

R
vRvRR t

ttt =⇒=→== ααα
r

, [ ] [ ]
2

2
2et

s

m
v  NRt == ⇒ [ ]

2

2

m

Ns
=α ,

2s

m
kgN =  

⇒ [ ]
m

kg
=α  

2) P.F.D   ⇒   jmimRRjmgmRP yxtn

rrrrrvrr
γγγ +=++−→=+ , 0=yγ     

⇒   imR    jmgR xtn

rrrr
γ==  et  

22 v
dt

dv
mivi

dt

dv
mR

dt

dv

dt

dv
t

x
x ααγ −=⇒−==→==

rrr
    ⇒   dt

mv

dv α
−=

2
 

 

P
r

 

tR
r

 

nR
r

 
R
r

 j
r

 

i
r

 v
r
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3) cte
1

cte
22

+=⇒+=−→−= ∫∫ t
mv

dt
mv

dv
dt

mv

dv ααα
 , 

0
0

1
)0(

v
ctevv =→=     

⇒   
0v

11
+= t

mv

α
 

⇒   
tvm

mv
tv

0

0)(
α+

=    ou   

tv
m

v
tv

0

0

1

)(
α

+
=  

4) ∫ +
+

=→
+

== cte

11 0

0

0

0 dt

tv
m

v
x

tv
m

v
v

dt

dx

αα
   ⇒   cte1 0 ++= )tv

m
n(

m
x l

α
α

 

0cte0)0( =→=x    ⇒   )1()( 0tv
m

n
m

tx l
α

α
+=  

5) a) M perdra la moitié de sa vitesse initiale c-à-d :
2
0v

v = . Soit t1 l’instant où 
2
0v

v = . 

⇒   11
2

1

2

1
11

2

1

2
1

)( 101010
0

10

0
1 =→=+→=








+→=

+
= tv

m
tv

m
tv

m

v

tv
m

v
tv

ααα
α

    

⇒   
0

1
v

m
t

α
=  

b) M s’arrêtera c-à-d : 0=v    ⇒   0

1 0

0 =
+ tv

m

v

α
   ⇒   ∞→+ tv

m
01

α
  ⇒   ∞→t  

6) Soit A la position où le point M perd la moitié de sa vitesse initiale c-à-d 
2
0v

v A = .  

Théorème de l’énergie cinétique entre les points O et A → 
AOAO

CC RWPWOEAE
→→

+=− )()()()(
rr

  

⇒    
AO

CC
AO

PWOEAERW
→→

−−= )()()()(
rr

 

∫ ∫ =−==
→

A

O

A

O
AO

idxjgmOMdPPW 0)(
rrrr

   ⇒   )()()( OEAERW CC
AO

−=
→

r
 

2
0

20

8

1
)

2
(

2

1
)( mv

v
mAEC ==  et 2

0
2

1
)( mvOEC =    ⇒    2

0
8

3
)( mvRW

AO

−=
→

r
 

Ou bien, par un calcul direct : 

∫∫∫ ∫ −==+==
→

A

O

A

O

t

A

O

A

O

nt
AO

dxvidxRidxRROMdRRW 2)()( α
rrrrrrr

 

tv
mv

v
0

0 1
α

+=    →  )( 0

v

v
n

m
x l

α
=   ⇒ 

v

dvm
dx

α
−=    ⇒   ∫=

→

2
0

0

)(

v

v
AO

dvmvRW
r

 ⇒ 
22

0

0
2

1
)(

v

vAO

mvRW 







=

→

r
 

⇒   2
0

8

3
)( mvRW

AO

−=
→

r
 

 
Exercice3 : (3 points) 

1) dzgmkdzjdykmgOMdPPdWdEP =+=−=−= )()(
rrrrr

   ⇒   cte+= zgmEP  

0cte0)( et 0 =⇒== BE     z PB    ⇒   zgmEP =  

AAPCm mgzmvAEAEAE +=+= 2

2

1
)()()(  , hzA = , 0=Av  ⇒ mghAEm =)( ⇒ JAEm 60)( =  

BBPCm mgzmvBEBEBE +=+= 2

2

1
)()()( , 0=Bz , s/mvB 6= ⇒ 2

2

1
)( Bm mvBE = ⇒ JBEm 54)( =  

)B(E)A(E mm ≠  ⇒ pas de conservation de l’énergie mécanique⇒présence des forces de 

frottement. 
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2) Soit F
r

 la résultante de ces forces de frottement   →   F
r

 est une force non conservative. 

Théorème de l’énergie mécanique entre les points A et B   →  
BA

mm FWAEBE
→

=− )()()(
r

 

A.N :
BA

JFW
→

−= 6)(
r

 

 
Exercice4 : (3 points)  
 
 
 
 
 
 
 
 

1) P.F.D   ⇒   γ
vrr

mRP =+    ⇒   jmimiRjRjcosmgisinmg yxtn

rrrrrrrr
γγαα +=−+−− )()(  

0=yγ     ⇒   )(αcosmgRn =
r

 et xt mRsinmg γα =−−
r

)(  

ndt RkR
rr

=    →   )(αcosgmkR dt =
r

 ⇒   xd mcosgmksinmg γαα =−− )()(  

⇒   [ ])()( ααγ cosksing dx +−=     A. N :   25987 s/m.x −=γ  

 
2) Soit A la position où le point M s’arrêtera   →   0=Av  et d la distance parcourue par la 

boîte avant de s’arrêter   →  dxA =  

Théorème de l’énergie cinétique entre les points O et A   →   
AOAO

CC RWPWOEAE
→→

+=− )()()()(
rr

  

⇒   ∫∫∫ ==+=−
A

O

x

A

O

A

O

CC dxmOMdmOMdPROEAE γγ
rrr

)()()(  

⇒   ∫=−
d

xCC dxmOEAE

0

)()( γ    ⇒   dmOEAE xCC γ=− )()(  

2
0

2

1
)( mvOEC = , 0

2

1
)( 2 == AC mvAE   ⇒  dmmv xγ=− 2

0
2

1
   ⇒  

x

v
d

γ2

2
0−=  A .N : m.d 2630=  

 

3) Pour que la boîte, une fois arrêtée, ne reparte pas en arrière, il faut que 0
rrr

=+ RP  et 

nst RkR
rr

≤  

 
 
 
 
 
 

• 0
rrr

=+ RP     ⇒    0
rrrrrrr

=++−− iRjRj)cos(mgi)sin(mg tnαα   

⇒    )(αcosmgRn =
r

 et )(αsinmgRt =
r

 

• nst RkR
rr

≤     ⇒    

n

t

s
R

R
k r

r

≥    ⇒   
)(

)(

α
α

cosmg

sinmg
ks ≥  

⇒    )(αtanks ≥  

⇒   la valeur minimale du cœfficient de frottement statique ks pour que la boîte, une fois 
arrêtée, ne reparte pas en arrière est ks = tan(α)   A. N :    ks = 0.577 
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Examen 10 (Session rattrapage) (durée 1h30mn) 
 

Exercice : (6 points) 

Un point matériel M est en mouvement dans le plan (xoy). Les composantes cartésiennes de 

son vecteur position sont : )(2 tcos)t(x ω= , )(2 tsin)t(y ω=  et 0)( =tz  où ω est une 

constante réelle et positive. 

1°/ Quelle est la nature de la trajectoire de M ? Ce mouvement est-il uniforme ? Justifier la 

réponse. 

2°/ Déterminer le vecteur accélération de M. Préciser son sens. 

3°/ Calculer les accélérations tangentielle et normale de M. Déduire le rayon de courbure Rc . 

4°/ Exprimer, en fonction du temps, l’abscisse curviligne s de M, comptée à partir du point 

A(2,0,0). 

 

Problème : (14 points)  

On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), (xOy) étant le plan vertical. Soit une 

tige (O1A), faisant un angle θ constant avec l’horizontale, en mouvement tel que son extrémité 

O1 astreint à se déplacer le long de l’axe (O i
r
) avec iatOO 2

r

2

1
1 = (a est une constante 

positive). On désigne par ℜ1(O1, w,v,u
rrr

) un repère lié à la tige (repère relatif) tel que 

θ==
∩∩

)()( v,ju,i
rrrr

 et kw
rr

= . Soit un anneau M de masse m (assimilé à un point matériel) se 

déplaçant sans frottement le long de la tige et repéré dans ℜ1 par utrMO
r

)(1 = . 

1°/ Exprimer dans la base )( w,v,u
rrr

: 

a°/ la vitesse du point M par rapport au repère ℜ1. 

b°/ la vitesse du point M par rapport au repère ℜ. 
c°/ les moments cinétiques )(M/O 1

1
ℜσ

r
et )(M/O ℜσ

r
. 

d°/ le poids de M et les forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis.  

2°/ Calculer l’énergie potentielle du poids de M par  rapport au repère ℜ, en fonction de θ. 

3°/ Calculer l’énergie potentielle du poids de M par rapport au repère ℜ1, en fonction de θ. 
4°/ Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1 : )/M(Ec 1ℜ . 

5°/ Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ : )/M(Ec ℜ . 

6°/ En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1, Montrer que le terme 

2

2 )(

dt

trd
 est constant. 

7°/ En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1, déterminer le module 

de la réaction R
r

, exercée sur M par la tige. 

8°/ Application numérique :  

Calculer les modules du vecteur accélération relative et de la réaction R
r

.  

On donne g = 10 N/kg, m = 100 g, a = 2 m/s2 et θ = 30°. 
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Correction d’examen 10 (session rattrapage) 
 
 
Exercice : (6 points) 
 

1) • )(4)(4 2222 tsintcosyx ωω +=+  ⇒  422 =+ yx  : Equation caractéristique d’un cercle de 

rayon R = 2 et de centre C(0,0,0)   ⇒    le mouvement est circulaire (la trajectoire est un 
cercle de rayon R = 2 et de centre C(0,0,0)). 

• )(2 tsin
dt

dx
v x ωω−== , )(2 tcos

dt

dy
vy ωω==  et 0==

dt

dz
v z   

⇒ ω2222 =++= zyx vvvv
r

=cte 

⇒   le mouvement de M est uniforme. 
 

2) • )(2 2 tcos
dt

dv x
x ωωγ −== , )(2 2 tsin

dt

dvy
y ωωγ −== , 0==

dt

dv z
zγ   

⇒    jtsinitcos
rrr

)(2)(2 22 ωωωωγ −−=  

• [ ] OMjtsinitcos 22 )(2)(2 ωωωωγ −=+−=
rrr

⇒ le sens de γ
r
 est opposé à celui de OM  

 

3) • τγ
r

r
r

dt

vd
t = , ω2=v

r
   →   0=

dt

vd
r

   ⇒   0
rr

=tγ  (accélération tangentielle) 

• γγγγ
rrrr

=−= tn    ⇒   jtsinitcosn

rrr
)(2)(2 22 ωωωωγ −−=  (accélération normale) 

• 
n

C
C

n
C

n

v
R

R

v
n

R

v

γ
γγ r

rr
rr

r
r

222

=⇒=→= , 22ωγ =n

r
 ⇒ 

2

2

2

4

ω

ω
=CR  ⇒ 2=CR (rayon de courbure) 

 

4) ω2== v
dt

ds r
 ⇒ ctetts += ω2)( . A t = 0 : 002 === z,y,x ⇒ AM ≡ ⇒ 00 == )t(s ⇒ 0=cte  

⇒  tts ω2)( =  

 
Problème: (14 points)  
 

jsinicosu
rrr

)()( θθ += , jcosisinv
rrr

)()( θθ +−= , vsinucosi
rrr

)()( θθ −= , vcosusinj
rrr

)()( θθ +=  

cte=θ  ⇒ 0
rr

=
ℜ/dt

ud
 , 0

rv

=
ℜ/dt

vd
 , 0

rr

=
ℜ/dt

wd
 , 0)( 1

rv
=ℜℜ /Ω  

vsinaturcosatMOOOOM
rr

)(
2

1
)(

2

1 22
11 θθ −








+=+=  

1) a)-
1

1
1)(

ℜ
=ℜ

/dt

MOd
/Mv

r
     ⇒    ur/Mv

r
&

r
=ℜ )( 1  

 

b)- uriat
/dt

OMd
/Mv

r
&

rr
+=

ℜ
=ℜ)(       ⇒     [ ] vsinaturcosat/Mv

rr
&

r
)()()( θθ −+=ℜ  

 

c) • )()( 11
1

ℜ∧=ℜ /MvmMOM/ 1O

vr
σ     ⇒   0)( 11

rr
=ℜ/MOσ   

 

• )()( ℜ∧=ℜ /MvmMOM/O

vr
σ    ⇒    wsinrmatM/O

r
&

r
)(

2

1
)( 2 θσ =ℜ  

 

d) •  Poids : vcosmgusinmggmP
rrrr

)()( θθ −−==  

 

• Force d’inertie d’entraînement : ee mF γ
rr

−=  
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[ ] vsinaucosaMO//MO
/dt

/d
/Oe

rrrr
r

rr
)()()()(

)(
)( 1111

1
1 θθΩΩ

Ω
γγ −=∧ℜℜ∧ℜℜ+∧

ℜ

ℜℜ
+ℜ=  

⇒      vsinmaucosmaFe

rrr
)()( θθ +−=  

• Force d’inertie de Coriolis : cc mF γ
rr

−= , 0)()(2 11

rrrr
=ℜ∧ℜℜ= /Mv/c Ωγ     ⇒   0

rr
=cF  

 

2) [ ] mgdykdzjdyidxjmgOMdP/Pdw/MdEp =++=−=ℜ−=ℜ
rrrvrr

)()(  ⇒  ctemgy/MEp +=ℜ)(  

)(θsinry =   ⇒  ctesinmgr/MEp +=ℜ )()( θ  

 

3) [ ] drsinmgudrvcosmgusinmgMOdP/Pdw/MdEp )()()()()( 111 θθθ =+=−=ℜ−=ℜ
rvrrr

    

⇒  ctesinmgr/MEp +=ℜ )()( 1 θ  

4) 
2

11 )(
2

1
)( ℜ=ℜ /Mvm/MEC

r
  ⇒  2

1
2

1
)( rm/MEC

&=ℜ  

5) 
2

)(
2

1
)( ℜ=ℜ /Mvm/MEC

r
    ⇒   [ ]222 )(2

2

1
)( rcosrattam/MEC

&& ++=ℜ θ  

 

6) ℜ1 est non galiléen  ⇒ )()()(
)(

111
1 ℜ+ℜ+ℜ=

ℜ
/FP/FP/FP

dt

/MdE
cencv

m
rrr

 

• ctesinmgrrm/ME/ME/ME pcm ++=ℜ+ℜ=ℜ )(
2

1
)()()( 2

111 θ&  

⇒  )(
)( 1 θsinrmgrrm

dt

/MdEm &&&& +=
ℜ

 

• )()()( 111 ℜ=ℜ=ℜ /MvR/RP/FP ncv

rrrr
. On pose wRvRuRR

vrrr

321 ++=   

Mouvement sans frottement ⇒ 0=1R   ⇒   wRvRR
vrr

32 +=   ⇒  0)()( 11 =ℜ=ℜ /RP/FP ncv

rr
 

• [ ] urvsinmaucosma/MvF/FP ee

r
&

rrrrr
)()()()( 11 θθ +−=ℜ=ℜ     ⇒   )cos(rma)/F(P e θ&

r
−=ℜ1  

• 0)()()( 111 =ℜ=ℜ=ℜ /MvF/RF/FP ccc

rrrrr
 

⇒ )()( θθ cosrmasinrmgrrm &&&&& −=+   ⇒  )()( θθ cosasingr −−=&&  

a, g et θ sont des constantes , 
2

2

dt

rd
r =&&      ⇒    le terme 

2

2

dt

rd
 est constant. 

7) R1 est non galiléen  ⇒ )()()(
)(

1111

1

1

1

cOeOOO

O
FmFm)R(mPm

/dt

M/d rrrrrrrr
r

+++=
ℜ

ℜσ
 

• 0
)(

1

11
r

r

=
ℜ

ℜ

/dt

M/d Oσ
 

• [ ] vrRwrRwRvRurRMORmO

rrrrvrrr
32321)(

1
−=+∧=∧=  

• [ ] wcosrmgvcosmgusinmgurPMOPmO

rrrvrrr
)()()()( 11

θθθ −=−−∧=∧=  

• [ ] wsinrmavsinmaucosmaurFMOFm eeO

rrrvrrr
)()()()( 11

θθθ =+−∧=∧=  

• 00)( 11

rrvrrr
=∧=∧= urFMOFm ccO  

⇒  0)()(32

rrrrr
=+−− wsinrmawcosrmgvrRwrR θθ   ⇒  )()(2 θθ sinmacosmgR −=  et 03 =R  

 

⇒  )()(2 θθ sinmacosmgRR −==
r

 

8) )()()( 1 θθγ cosasingur/Mr −−==ℜ
r
&&

r
 ⇒ )()()( 1 θθγ cosasing/Mr +=ℜ

r
 

    )()(2 θθ sinmacosmgRR −==
r

 

Application numérique : 

• 2
1 7326)( s/m./Mr =ℜγ

r
  

• N.R 7660=
r
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Examen 11 (Session ordinaire) (durée 2h) 
 

 
 
Exercice 1 (5 points) 

Soit un champ de force )M(F
r

défini dans un repère ℜ )k,j,i,O(
rrr

 en tout point M(x,y,z) de 

l’espace par : kxycjxxziaxyyzF
rrrr

+−+−= )(b)( 2  (a,b et c sont des constantes). 

1)- Déterminer les valeurs des constantes a, b et c pour que le champ de force )M(F
r

 dérive 

d’une énergie potentielle. Calculer cette énergie potentielle (On suppose que 0000 =),,(Ep ). 

2)- Calculer le travail de F
r

 quand son point d’application se déplace de A(1,1,1) à B(2,2,4).  
L’unité de la longueur est le mètre, la force est exprimée en Newton 

k
z

j
y

i
x

  ; FFrot
rrrrrrr

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
=∇∧∇=  

 
Exercice 2 (15 points) 

On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), (yOz) étant le plan vertical. Soit un 

cerceau (C) de centre O1 et de rayon R, en mouvement de translation dans le plan (yOz) tel 

que katjbOO 2
rr

2

1
1 +=  ((yOz) étant le plan du cerceau, a et b étant des constantes positives 

non nulles). On désigne par ℜ1(O1, 111 k,j,i
rrr

) un repère lié au cerceau (repère relatif) tel que 

ii
rr

=1 , jj
rr

=1  et kk
rr

=1 . Soit un point M, de masse m, se déplaçant sans frottement sur le 

cerceau (C) et repéré dans R1 par l’angle θ (voir la figure ci-dessous). On suppose qu’à t = 0, 
0=θ  et 01 =ℜ=ℜ )/M(E)/M(E pp . 

1)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ) : 

a) les vecteurs de la base ( 111 k,j,i
rrr

). 

b) le vecteur vitesse du point M par rapport au repère ℜ, )/M(v ℜ
r

. 

c) le vecteur vitesse du point M par rapport au repère ℜ1, )/M(v 1ℜ
r

. 

d) le moment cinétique )(M/O 1
1

ℜσ
r

et sa dérivée temporelle 
1

11

ℜ

ℜ

/dt

)(M/d Oσ
r

 

e) le poids de M et les forces d’inertie. 
2)- Le repère R1 est-il Galiléen ou non Galiléen ? Justifier votre réponse. 
3)- Calculer l’énergie potentielle du poids de M par  rapport au repère ℜ, )/M(Ep ℜ . 

4)- Calculer l’énergie potentielle du poids de M par rapport au repère ℜ1, )/M(Ep 1ℜ  

5)- Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1 : )/M(Ec 1ℜ . 

6)- En appliquant le théorème de la quantité de mouvement dans le repère ℜ1, déterminer les 

composantes de la réaction R
r

, exercée sur M par le cerceau, dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ). 

7)- En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1, déterminer une 
équation différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée parθ . 

8)- En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1, retrouver l’équation 
différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée parθ . 
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Examen 12 (Session rattrapage) (durée 1h30mn) 
 
 

 On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), (yOz) étant le plan vertical. Soit 

un cerceau (C) de centre O1 et de rayon R en mouvement de rotation propre autour de l’axe 

(Ox) avec une vitesse angulaire constante ω tel que kajbOO
rr

+=1  ((yOz) étant le plan du 

cerceau, a et b étant des constantes positives non nulles). On désigne par ℜ1(O1, 111 k,j,i
rrr

) un 

repère lié au cerceau (repère relatif) tel que ii
rr

=1  et t)k,k()j,j( ω==
∧∧

11

rrrr
. Soit un point M, 

de masse m, se déplaçant sans frottement sur le cerceau (C) et repéré dans ℜ1 par l’angle 

)e,k()e,j( θρθ
rrrr ∧∧

== 11  (voir la figure ci-dessous). 

 

1)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ), le vecteur rotation instantanée de ℜ1 par rapport au 

repère ℜ,  )/( ℜℜ1Ω
r

. 

2)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ), le vecteur vitesse du point M par rapport au repère ℜ1, 

)/M(v 1ℜ
r

. 

3)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ), le vecteur accélération du point M par rapport au repère 

ℜ1, )/M( 1ℜγ
r

. 

4)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ), le poids de M, P
r

. 

5)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ), la force d’inertie d’entraînement, ef
r

. 

6)- Exprimer dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ), la force d’inertie de Coriolis, cf
r

. 

7)- Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1 : )/M(Ec 1ℜ . 

8)- Soit zzeReReRR
rrrr

++= θθρρ  la réaction exercée sur M par le cerceau. Déterminer R
r

 tout en 

appliquant le théorème de la quantité de mouvement dans le repère R1. 

9)- Calculer la puissance de P
r

 par rapport au repère ℜ1, )/P( 1ℜ
r

Ρ . 

10)- Calculer la puissance de R
r

 par rapport au repère ℜ1, )/R( 1ℜ
r

Ρ . 

11)- Calculer la puissance de ef
r

 par rapport au repère ℜ1, )/f( e 1ℜ
r

Ρ . 

12)- Calculer la puissance de cf
r

 par rapport au repère ℜ1, )/f( c 1ℜ
r

Ρ . 

13)- En appliquant le théorème de l’énergie cinétique dans le repère ℜ1, déterminer une 
équation différentielle du mouvement de second ordre en t vérifiée parθ . 
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Examen 13 (Session ordinaire) (durée 2h) 
 

 

Questions du cours (4 points) 
 
1) Montrer que le théorème de la quantité du mouvement est invariant par rapport aux 

référentiels galiléens (principe de l’invariance galiléenne). 
 
2) Montrer que le travail de la force de Coriolis par rapport à un référentiel non galiléen est 
nul. 
 
3) Donner la définition de : 

a) Plan Osculateur  
b)  Référentiel de Copernic  
c)  Référentiel géocentrique 
d)  Force à distance. 

 
 
Exercice 1 (6 points)  

Un point matériel M décrit une hélice, de pas h, enroulée sur un cylindre de rayon R et 
d’axe (Oz). Ses équations horaires, dans le repère ℜ(Oxyz), sont 

: ϕϕφ az;sinRy;cosRx ===  où a est une constant positive et )( MO,i ′=
r

ϕ  (M ′  est la 

projection de M sur le plan (xoy)).  
 

1) Déterminer dans la base cylindrique )( ze,e,e
rrr

ϕρ  les vecteurs vitesse )( ℜ/Mv
r

 et 

accélération )( ℜ/Mγ
r

de M. 

 

2) Déduire, dans la base cylindrique )e,e,e( z

rrr
ϕρ ,les accélérations tangentielle et normale de 

M. 
 
3) Déterminer le rayon de courbure Rc de la trajectoire de M en fonction de R et a. 

 

4) Déduire, dans la base cylindrique )e,e,e( z

rrr
ϕρ , les vecteurs de la base de Frenet .b,n, )(

rrr
τ  

 

5) Montrer que l’angle ))(( ℜ= /Mv,e
rr

ϕθ est constant. 

 
6) Si tωϕ =  (ω  est une constante), quelle est la relation entre le pas h et la constante a. 

 
 

Exercice 2 (10 points) 

On considère le repère ℜ(Oxyz) (repère absolu), (xOy) étant le plan horizontal. Soit (P) un 
plan vertical qui tourne autour de l’axe (Oz) avec une vitesse angulaire constante ω . Dans ce 

plan (P), un anneau M assimilé à un point matériel de masse m se meut sans frottement, dans 
le champ de pesanteur, sur un cerceau (C) de centre O1 et de rayon R. La position de O1 est 
définie par les paramètres a et b (a et b sont des constantes), celle de M est définie par l’angle 

)t(θ  (voir figure ci-dessous). On désigne par ℜ1(O1, 111 k,j,i
rrr

) un repère lié au plan (P) (repère 

relatif) tel que le plan (x1O1z1) reste constamment dans le plan (P) et kk
rr

=1 . On suppose que 

0== θθ &  à t = 0. 

 

1) Exprimer dans la base ( 111 k,j,i
rrr

) : 

 

a) le vecteur rotation de ℜ1 par rapport à ℜ: ( )ℜℜ /1Ω
r

. 

 
b)- la vitesses relative du point M 
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c)- les accélérations relative, d’entraînement et de Coriolis du point M. 

 

d) les forces d’inertie. 

e)- le moment cinétique )( 1
1

ℜM/Oσ
r

 ainsi que sa dérivée 
1

1)(
1

ℜ

ℜ

dt/

/Md Oσ
r

 

 
2) Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1 : )( 1ℜ/MEc . 

 
3) Calculer l’énergie potentielle de M par rapport à ℜ1 ( )( 1ℜ/MEp ) en fonction de θ . 

 
4) En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1, déterminer l’équation 

différentielle du mouvement de M. 

 

5) Déduire une relation entre θ  et θ& . 
 

6) En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1, retrouver l’équation 
différentielle du mouvement de M. 

 

7) En appliquant le théorème de la quantité du mouvement dans le repère ℜ1, calculer les 

composantes de la réaction R
r

 dans la base ( ze,e,e
rrr

θρ ). 
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Examen 14 (Session rattrapage) (durée 1h15mn) 
 

 

Exercice 1 
 

On considère un point matériel M en mouvement dans le plan )( j,i,O
rr

 d’un repère orthonormé 

direct ℜ(O, k,j,i
rrr
). La position de M est repérée par les coordonnées polaires données par : 

)(1 ϕρ cos+=  et tωϕ =  ( ω est une constante positive). 

 
1- Déterminer l’allure de la trajectoire de M. 
 

2- Exprimer dans la base polaire ( ϕρ e,e
rr

) la vitesse )( ℜ/Mv
r

et l’accélération )( ℜ/Mγ
r

de M. 

 
3- Déterminer le rayon de courbure Rc de la trajectoire. 
 

4- Calculer la longueur L parcourue par M entre 0=t  et 
ω
π

=t . 

 
 

Exercice 2 

Dans le repère ℜ(Oxyz) muni de la base OND )k,j,i(
rrr

,on considère une particule M qui se 

déplace dans le champ de force conservatif suivant:  

kzjzizyxF
rrrr

)3y(2x)3y-(6x)262( −++++++= .  

 

Calculer l’énergie potentielle,Ep(x,y,z), dérivée par F
r

 (on donne Ep(0,0,0)=0). 
 
 
Exercice 3 
Soit une particule M de masse m en mouvement, dans le plan xOy (plan vertical), sans 
frottement sur une tige circulaire de rayon R. La position instantanée de M est définie par 
l’angle ϕ (voir figure ci-dessous). Initialement, M est lâché du point A sans vitesse initiale. 
 
1- Calculer l’énergie potentielle du poids de M en fonction de ϕ . 
 
2- Calculer l’énergie cinétique de M. 
 
3- Déterminer l’équation différentielle du mouvement de M, vérifiée par ϕ, par application du 
théorème de l’énergie cinétique. 

 
4- Calculer la vitesse de M au point B. 
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Examen 15 (Session ordinaire) (durée 1h30mn) 
 

 

Exercice 1  (5pts) 

Soit un champ de force )M(F
r

défini dans un repère ℜ )k,j,i,O(
rrr

 en tout point M(x,y,z) de 

l’espace par : kxyjxxzixyyzF
rrrr

λλλ +−+−= )()2( 2   (λ est une constante). 

1)- Montrer que ce champ de force dérive d’une énergie potentielle. Calculer cette énergie 
potentielle. 

2)- Calculer le travail de F
r

 quand son point d’application se déplace de A(1,1,1) à B(1,0,2). 
         L’unité de la longueur est le mètre, la force est exprimée en Newtons. 
 
Exercice 2 (15pts) 

On considère le repère fixe ℜ(O, k,j,i
rrr
) (repère absolu), (xOy) étant le plan horizontal. Soit 

une tige homogène (O1A) de longueur l , en mouvement autour de l’axe (Ok
r
) avec une vitesse 

angulaire constante ω. On désigne par ℜ1(O1, 111 k,j,i
rrr

) un repère lié à la tige (repère relatif) tel 

que le plan (x1O1y1) reste constamment parallèle au plan (xOy) et kk
rr

=1 . L’origine O1 de ℜ1 se 

déplace le long de l’axe (O k
r
) tel que KatOO 2

r

2

1
1 = . Soit un point M, de masse m, se 

déplaçant sans frottement sur la tige (O1A) et repéré dans ℜ1 par 111 )( itxMO
r

= . 

(a et ω étant des constantes positives). 
 

1)- Exprimer dans la base ( 111 k,j,i
rrr

) : 

     a) la vitesse du point M par rapport au repère ℜ. 
     b) la vitesse du point M par rapport au repère ℜ1. 
     c) le moment cinétique )(M/O 1

1
ℜσ

r
. 

     d) le poids de M et les forces d’inertie d’entraînement et de Coriolis.  
 
2)- Calculer l’énergie potentielle de M par  rapport au repère ℜ. 

 
3)- Calculer l’énergie potentielle de M par rapport au repère ℜ1. 

 

4)- Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère ℜ1 : )/M(Ec 1ℜ . 

 

5)- En appliquant le théorème du moment cinétique dans le repère ℜ1, déterminer les 

composantes de la réaction R
r

, exercée sur M par la tige, dans la base ( )111 k,j,i
rrr

. 

 
6)- En appliquant le théorème de l’énergie mécanique dans le repère ℜ1, déterminer une 

équation différentielle du second ordre en t vérifiée par x1 . 
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Examen 16 (Session rattrapage) (durée 1h15 mn) 
 
 
Exercice 1  (10pts) 

Un point M de masse m, est astreint à se déplacer sur l’axe (Ox) d’un Référentiel galiléen  

ℜ )( k,j,i,O
rrr

(xOy étant le plan horizontal). Il est soumis, dans la direction (Ox), à la force 

i)mF
rr

dt

dx
(λ−= , où x=OM et λ est une constante positive. A l’instant t = 0, M se trouve en O 

et possède le vecteur vitesse ivv
rr

00 =  avec 00 >v . 

 
1)- Déterminer l’équation horaire x(t) du mouvement en fonction de v0 et λ. 
 
2)- Déduire les expressions des vecteurs vitesse v

r
 et accélération γ

r
, de M par rapport au 

repère R, en fonction du temps (t), v0 et λ. 
 
3)- Exprimer les vecteurs vitesse v

r
 et accélération γ

r
 en fonction de x, v0 et λ. 

 
4)- Le mouvement de M, est-il accélère, retardé  ou uniforme ? Justifier votre réponse. 

 
 

Exercice 2 (10pts) 
On considère un point M en mouvement dans le plan (xOy) d’un Référentiel galiléen 

ℜ )( k,j,i,O
rrr

.  M est repéré par ses coordonnées polaires définies par les équations suivantes : 

 

               22 /t       ;      )(COSA ωϕϕρ ==       (A et ω sont des constantes positives) 

 
1)- Déterminer l’équation cartésienne de la trajectoire de M. 
 
2)- Représenter cette trajectoire dans le plan xOy. 

 

3)- Déterminer dans la base polaire ( ϕρ e,e
rr

) la vitesse v
r
 et l’accélération γ

r
 de M en fonction 

de A, ω et ϕ. 
 
4)- Préciser la nature du mouvement de M. 
 
5)- Soit P un point repéré par les coordonnees cartisiennes (xP=A,yP=0, zp=0). 
 

 a)- Calculer dans la base polaire ( ϕρ e,e
rr

), les composantes du vecteur PM  en fonction de A 

et ϕ. 
 

 b)- Déduire une relation qui lie PM  et γ
r
. Commenter ce résultat. 
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Examen 17 (Session ordinaire) (durée 2h) 
 

Exercice 1 

On considère le repère R(Oxyz) (repère absolu) muni de la base O.N.D ( )k,j,i
rrr

, (xOy) 

étant le plan horizontal. Soit (P) un plan vertical qui tourne autour de (Oz) avec une vitesse 
angulaire constante ω . On considère le repère R1(Ox1y1z1) (repère relatif) muni de la base OND 

( )111 k,j,i
rrr

 tel que (x1Oz1) se trouve constamment dans le plan (P) et 1kk
rr

=  (voir figure). 

Soit (∆) une tige (de vecteur directeur unitaire 1u
r

) passant par O, constamment contenue 

dans le plan (P) et faisant un angle α constante avec l’axe (Oz1) ( constante)( 11 == αu,k
rr

)  

Un anneau M de masse m (assimilé à un point matériel) se meut sans frottement le long de 

la tige (∆). La position de M sur la tige est définie par : 1)( utOM
r

λ= . 

Le point M qui est en mouvement dans le champ de pesanteur g
r
 est soumis en plus à la 

force 1)( utKF
rr

λ−=  (k est une constante positive) et à la réaction R
r

, exercée par la tige. 

Soient 2u
r

 un vecteur unitaire, contenu dans le plan (P) et perpendiculaire à 1u
r

, et 3u
r

 un 

vecteur unitaire tel que la base ( 1u
r

, 2u
r

, 3u
r

) est OND. 

1°)- Exprimer dans la base )( k,j,i
rrr

 les vecteurs 1i
r

 et 1j
r

. 

2°)- Exprimer dans la base )( 111 k,j,i
rrr

 : 

a)- 
R/dt

id 1

r

 et 
R/dt

jd 1

r

. b)- les vecteurs 1u
r

, 2u
r

 et 3u
r

. c)- 
R/dt

ud 1

r

, 
R/dt

ud 2

r

 et 
R/dt

ud 3

r

 

d)- 
1

1

R/dt

ud
r

, 
1

2

R/dt

ud
r

 et 
1

3

R/dt

ud
r

 e)- la vitesse de rotation de 1R  par rapport à R, 

Ω
r

)( 1 R/R . 

f)- la vitesse relative du point M. g)- la vitesse d’entraînement du point M. 
h)- l’accélération relative du point M. i)- l’accélération d’entraînement du point M. 
j)- l’accélération de Coriolis du point M. 

k)- le moment cinétique )( 1M/ROσ
r

 ainsi que sa dérivée 
1

1)(

dt/R

R/Md Oσ
r

. 

3˚)- Calculer l’énergie cinétique de M par rapport au repère 
         R1 : )( 1R/MEc

. 

4˚)- En appliquant le théorème de l’énergie cinétique dans le 
repère R1, déterminer l’équation différentielle, du 
mouvement de M, vérifiée par )(tλ . 

5˚)- En appliquant le théorème du moment cinétique dans le 
repère R1, déterminer les composantes de la réaction 

R
r

 dans la base ( 1u
r

, 2u
r

, 3u
r

). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Exercice n°2 

Dans le repère R(Oxyz) muni de la base OND ),,( kji
rrr

,on considère une particule M qui se 

déplace dans le champ de forces suivant:  

kzjzizyxF
rrrr

)3y(2x)3y-(6x)262( −++++++= . 

1°)- Montrer que le champ de force F
r

 dérive d’un potentiel. 

2°)- Calculer l’énergie potentielle,Ep(x,y,z), dérivée par F
r

 (on donne Ep(0,0,0)=0). 
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