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OPTIQUE GEOMETRIQUE

Chapitre I : Principes de Voptique géoméirigue

A~ APPRUKIMATION DE L'OPTIQUE GEOMETRIQUE
En passant & wravers un disphragme de diamétre 2, la lumidze de tongoeur d'onde 4,

. . . . A
subit ane dispersion angulaire 4 o = ;;.

Lorsque Ao est faible, on dit gu'on
est dans  Papproximation de
Poptigue glométrigue. Pour cela, il
faut gue I longuenr &
Faible $F RER
dizaph
towjours vérifié en optigue, car
longueurs d'onde sont comprises
entre 0.4 pm et 0,8 i,

Moyennant cetie approximation, dans un milisy homogbaoe, Iz fomidre se propage en
ligne droiie suivant des rayons lumineux perpendicnlaires sux surfaces donde.

B~ CHEMIN OPTIQUE ET PRINCIPE DE FERMAT,
1% Chemin optigue ;

On appelle chemin optigue L = (AB), entre denx points 4 et B, le long d'une courbe
F rinmégrale curviligne : : »

&:j nds
JE

nest Vindice de réfraction du miliey considérs.

4§ est Péiément de longuenr de Ia cowbe &

$i Ia lumidre waverse un ensemble de milicux homogénes d'indices ny, ny, ..
suivant les tajeis t AM, MM, , ..., My 1B le chemin optique (AB) est:

(AB} = (AMy) + (M M) + oot (Mp; B)

.y ﬁp
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A g

'*:

Mpﬂl

w //)MMM” /M:‘;

{AB) = ny AM; + oy M Mg cohn, My B
e N — B
{AB) = myuy . AM; + ny - MMy + .+ ny up Mp. 8
,..4,9, * . o . 3
wp sont les vecteurs unitalres dirigés dang le sens de propagation de Tz lumitre,
2% Principe de Permat ¢

"L trajet réelloment suivi par o lumibre pour aller d'un point A & o point B fixes,
correspond 3 wrcheminoptiguesiationnalrs.”

£}

3% Constquence du principe de Permat

Le principe de Fermat parmet de retronver

* La propagation rectiligne de Ia lumibre, dans un milieu homogine entre denx
poinis 4 et B, car le chemio optique est statlonnalre (minimal} lorsgue lo trajer AB
sgt une droile.

# La loi du retour inverse de Ia lumidre 1 (AB) = (BA) . Entre deux poinis A et B le
trajet de Ja lomidre ne depend pas du sens de parcouss,

* 1 es lois de Descartes velatives & la réflexion et & la réfraction,
~ THEOREME DE MALLUS.
19} Burfaces d'onde ;

Soit § une source ponctuelle, la surface d'onde est le Hieu géométique des points
atieints an mBme instant par les ondes issaes de §.

Lorsque la surface est sphérigue, on dit que Ponde est sphérique, sil sagit dune
surface plane, on dit que onde est plane.
2°) Théordme de Winllas ¢

Dang un systbme optique, aprés va nombre quelcongue de réfractions et de réflexions,
ies rayons lumineux issus d'une méme source poncivelle sont perpendiculaires aux
surfaces d'onde.
Le théoréme de Mallus, entraine l'égdhté des chemins optiques entré deux surfaces
donde.




12 OPTIGUE

Chapitre T1: Notions de stigmatisme - Approximation de Gauss

A - ESPACES OBJET ET IMAGE.
1°) Bystéme optigue ©
Un sysiéme optique est constitué d'un ensemble de miliewx d'indices différents. On
distingue deux catégorics de sysikmes optigues
Les sysiémes dioptiques composés de milieax of 1a lumidre ne pent sublr gue des
réfractions,

Les systdmes catadioptiques contenant des miliens ol Ia lumitre subit un certain
nombre de réfractions et une réflexion.

On appelle sysidme optique centré, un systéme of tous les éiéments sont centrés sur
un mbme axe nommd | axe optigue do sysime,

27y Motions d'image ¢

Soit A une source luminense envoyant des rayons sur un sysibme optique (5). §i
5 ravons issus de A, convergent en un point A7 aprds Is raversée de (5), on dit

R EAY

wage de A parrapoort & {5,

de 2

: tour inverse de la lomidee, on it alors gue 4
sont conjugnds & iravers (5

373 Espaces objed of image

Un obiet est réel ou virtoel o1 une bmage est réells on virtuelle suivant loprs
pogitions par rapport 3 la face d'entrde e de sortie du systéme optique.

§.es deux figures suivanies donnent les dilférents découpages

BU— i PRI 1313
\%‘ XS g \S
Espace objet | Espace ohjet wirtuel Espace image virtuel J  Espace imags
réel ~ xéel

B STIGMATIEME
1°) Stigmatisme rigoureny :
On dit quil y a stigmatisme rigoureux, si tout rayon passant par A converge en A
apris la traversée du sysibme optique. Le stigmatisme rigoureux se traduit par le fait
gue le chemin optique reliant A et A’ est constant quelque soit le wajet emprunté par
1a lumidre.
2% Stigmatisme approché :
Pour des raisons pratiques {usinage, polissage...) le stigmatisme rigoureux est. -
gifficilernent réalisable.
Nous avons stigmatisme approché pour un sysme optique (5}, lorsque le chemin
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optique relatif aux deux points conjugués A et A", est constant au 28ordre prés.
3°%) Condition 4" Abbe : Aplanétisne :

Boient 4 ei A’ un couple de pmms con;ugucz; dang un systéme optigue (%), on dit
gue A et A” sont aplanétiques 8'il existe deux poinis B el B' iels que, 'objet AB et
lxmage A'B’ sont perpendiculaires 3 Iaxe optigue. Clest ce qu'on appelle condition

d'Abbe, qui se traduit par 1a formule suivanie nAB sinu s n AB sinu'

P

W'“M '
/ﬁf A

A n 5 o

Ll

4% &g}gﬁ?@%imﬁﬁﬁﬁ de Gauss :

m f{}m aver Vax
conditi

Chapitre JI1: Eléments dicpirigues

A - DIDPTRE SPHERIGUE
1%} Défimition ¢

Un dioptre sphérique est Fassociation de o #
deux milieux d'indices différents, séparés e
par une surface spherique, de centre C et de
sommet §,

8 est Yaxe optigue du sysibme. n et n’ €

sont les indices de réfraction des denn

milieux.

27y Etude du diopire sphérique dans les conditions de Ganss ;
a) Formule de conjugaison.

Clest Ia relation Hant nun point objet 4 of son image A" ;

L. 7 n n—n
ONZIne au sommet 2 T e IR mp S
SA SA sC
.. # # n~-n
origing as cenlre | e e

CA CA  C§
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b} Foyers objet et image.

Lorsque A" tend vers i;i};fii‘ii; 4 se rouve au foyer objet F SF = = m”n, SC

. G e e s . . . ot n o
Lorsque A tend vers Finfini, 4° se trouve au foyer image F ;. 5F = - 5C

¢} Formule de Newton.
Clest la formule de conjugaison avec origines aux foyers;  FA . FA4" = §F, Sp°
d) Grandissements,

% Grandissement linéaire

C'gst le rapport de ia taille de I'image 4 la wille de Pobjer = ﬁ&%
4
CA

& Cirandizsement axial

51 on déplace T'obiet smivant Taxe optique d'une quantisé dp, Vimage sé déplace de 4

X . ) ﬁﬁ'! # '{f’ ez o , o
Lo grandisserent axial est donaé par 2 g = gg = averp = SAp = BA

# est toujours posiil pour un dioptre sphérigue © Pobjet et Uimage se déplacent dans
le méme sens,

% CGrandissement angulaire |

) s . . u
Clest le rapport entre les deux angles #” e u (voir figurs suivanig) 1 G = o

2} Formule de Lagrange — Helmholtz,

B
! B

l : I AP e
e I u

A A

La formule de L.H est donnée par : ndBu = n'ABu’

On peut vérifier aisément que ; gGsy
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B DIOPTRE PLAN
¢ Le diopire plan est un dioptre sphérigque de

rayon infini.
s conditions de Gauss, Is formule

Dans les co

&

conjugaison es
L L.y
HA HA"

Dang la figure ci-contre A est réel, A" virtuel,
Sta'>n, il v a éloignement apparent de

Tobjet.
Sin’<n, il y a rapprochement.
n  HA'
Yoo T
o HA

@ Le grandissement linéaire est
H est le sommnet du dioptre plan, i joue e 10le de § dans un dioptee sphérique.

La figure ci-conire, suppose que ia lame
baigne dans Usir. Les rayons incidents et

émergents sont donc parallidles.

Les
grandissements ont pour valewr g= 1, ¥ = L,

H i

EH

Ag

Chapitre 1V : Eléments réfléchissants,

A - MIROIR SPHERIQUE,

17} Définition ¢
Un mirpir sphérique est une surface réfléchissanie de forme sphérique.
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51 1a surface réfléchissante se wouve A Yextérleur de la sphire, lo miroir est convexe,
1 est concave dans le cas contraire,

2% Etude du mireir sphérigue dans les conditions de Gauss:

a) Formules de conjugaison,

ki i
i e Ky
& origine au sommet : b 4 < = oSo (]
A SA7 SO

5 objer ef image.

En fadsant iendre 4 ou A vers Vinfing, & partir de {17 on obtien: SF 3

Dgns we mirolr sphédaue, les foyers objet ¢t image sont confondns of situés gy
milien de 5.

¢} Formule de Newion,

Clest la formulde de conjugaison avec origine an fover:  F4 L FA" = §FZ
d) Grandissements,

% Grandissement lindairs

Clest le rapport de la taille de Fimage 2 la wille de Pobjet:

origing au sommet: y = - 4 origine au centre
SA
s ine s foyer - A SF
origine au foyer : Yoo St e
SF FA

@ Grandissement axial .

$i 'objet subit un déplacement dp suivani Taxe optigue, I'image en subit dp’. Le
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3

grandissement axial est el que: g = - 1}2”'"" avee p o= SA P SA’

&8

Onremarque guona: g = -y2

Dans un miroir sphérigue, le grandissement axial est loujours négatif, cela se waduit
par le fait que Pobjet et Timage se déplacent en sens contraires.

¢) Relation de Lagrange — Helmholtz.

Les mémes notations pour le diopire sphérique, conduisent 4 1a relation :

v o B
ABu = « ARy

| et .
On aboutit 3 1a relation e \ o
L : I

Y . /’"
Gestle gﬂm{iismmcm angulaire,

>

2

.

Eri g 0 g}t uvent 8ire obienues
Pk

Remargue ¢ Toutes les formules du mirpir
partir de celles du diopt wrigue en remplags

R PLAN.

17 Deéfimition ¢

sphér
W

Un mirodr pi‘m est wne surlace réfléchissante plane, On pest aussi dire, gu'un miroly

plan est un mirodr sphérique de rayon infinl,

2%y Caractéristigues ;

- Btigmatisme © Le mirolr plan est le seul sysibme optigue, rigoureusement
stigmatigue poar tous les poinis de Tespace, 51 A est un point objet son hnage 47
est syméirique de A par rapport au plan du mirolr,

~ Rotation : Lorgu'on fait woumer un mirolr plan d'un angle o autour d'un axe

guelcongue, un ravon réfléchd issu d'un incident guelconque tourme d'un angle 2o
sutonr do méme axe ¢t dans le méme sens,

- Transiation : 51 on déplace un objet d'une distance 4, Uimage se déplace dola méme
guantitd, mais dans le sens convaire,

— Association : L'association de deux miroirs plans falsant enire eux un angle de mvg,
donne d'un point objet A | (Zg — 7 } images distincies.

Chapiire V : Systdmes cenirés dans 'approximation de Gauss

A~ SYSTEMES CENTRES DIOPTIQUES.
1°) Bléments cardinauy d'un systtme cenlré

- Foyers : Le foyer image F7 d'on systbme centrd, est le conjugnéd d'un point objet
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s
situé 2 Pinfini. Le foyer objet F est le point admettant pour conjugué, un point 2
Vinfini,

~ Plans principaux @ Ce sont deux plans corxj;zg,uég Poet P iels que lewr
grandissement lindalre est égal 3 1. Leag plans pnn{,zpaux sont perpendzcu}azres aTaxe
optique et passent par les points principaux objet et image H,H. On appelle
distances focales objet ef image :

FeHF 3 f'= HF

- Plans 3nng}rmmpa1;x Ce sont deux p?cms smxjugués dont e gz’andissgmem
aﬂgulmze est égal 3 —1. i on note 4 et A" les points antiprincipaux objet et image :

A = HF ; FA = HF

Les plans antiprincipanx sont perpendiculaires b Yaxe optique et passent par A ei”
A
— Plans nodaux : Ce sont deux plans conjugués el gue leur grandissement angulaire

est égal & 1. Les plans nodaux soni perpendicalaires 3 Paxe optique et passent par les
points nodaux objet of imags M, N,

Mousg avons :

went éﬁ‘i%’{l}

Yoints &m‘zm)dam
s s “ﬁi:i sdants,

LA Y

CL)

song symériques des points nodauy par rapport aux fovers

w2

2%y Construction géoméirique ;

"“’S

Eandben il 4

i

!

\

& ;

N 1

. :

, i
<

. H
{

i

\§
%M

~

PR RIS I

j

i

I

e |
: |

z

A vn rayon incident paralléle & Paxe optique correspond un emergent passant par I,
Ie lien dintersection de ces deus rayons définit le plan principal image. D'ane fagon
similaire on obtient le plan principal objet.

A tout rayon incident passant par N correspond un émergent qui Jul est paraligle et
passant pac N1

MNotons bien qu'on a toujours HN = H
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3} Formules de conjugaison ~ Grandissemenis

L - HE HE . HF 7
@ Crigine aux plans principagy 1 8 4 === o ] AVEC  rmmome
HA H& HF n
7 et #' soni les indices des milieux objet of image.
. .
N I # #
On obtient e o e o e

HA&  HA  HF

@ (randissement linéaire ; Yo ﬁ; . y—:»'éw
. ROHA

Avec les mEmes définitions gu'en dioptre sphérique, ona: Y= gl

¢ Origine aux foyers FA. FA =HF HF e ¥ o ﬁm;fy = m!;:ifza
FA HF

B - ASSOUIATION DE DEUX BYSTEMES CENTRES,

Les foy i systbme Squive

5 e les points p

3

aver 4=

qu'on appelle intervalle optiaue.

-

. s - P s "
On peut aussi écrire © Ce Of + 5~ "] 40, Formule de Gullstrand

avec ¢ = Hy'M,, N indice du miliey intermédiaire,

. N n n’ N o ]
Crerpre = Oy = e (O gont los vergences des systdmes 1, 2 et du
1 7 ) 2
/i i I/

systéme Eguivalent. n et 2" sont les indices des milioux extrémes,

C - SYSTEME CATADIOPTIQUE,
Un systbme catadioptique est une sulte de surfaces dioptignes et dun wiroir de
sommet § et de cenpre C,
Tout systéme catadioptique est équivalent & un miroir sphérique de sommet Tet de
centre §2

Sommet I c'est Vimage du sommet § du mirolr réel & rravers le gystéme dioptrique,
dans le sens de la lumidre éfléchie,

Centre £2: Clest I'image du centre £ du miroir réel & wavers le sysidme diopirique,
dang le sens de la Jumiére réfléchie.
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O - LENTILLES.
19 Lentilies épuisses

Une lentille épaisse est Fassoclation de deux dioplres dont Tun au moing est
sphiérique, la distance séparant les sommets des deux dioptres est quelconque.

La leniille épaisse, se traite comme l'association de deux sysitmes centrés. Nous
n'étudierons que les lentilles pour lesquelles les milicux extrémes sont identigues.

On appelle cenire optique d'une lentille épaisse, le point O tel gne pour toul rayon
intérieur 2 la lentille o1 passant par O, correspond un incident el un £mergent
paralidles,

Le centre opligque est repéré par lus

relations ;
05, _ 556, _ 0%
08, 5, 0,

£ *

£y, Oy song les contres des dioptess.

e

i

Une lentille est constdérde comme mince,

Ti existe deunx types de lentilles minces
15 lentilies minces convergentes, pour lesquelles les foyers sont réels,
1 o3 lensilles minces divergentss, powr lesquelles les foyers sont viriuels.

La formule de conjugaison, dans les deux cas, est donnée par:

[ I R NN
oA OA OF  OF

Le grandissement linéaire est 17 = wfw
~ OA
0 éant le centre opligue, gui est confondu avec #, H =N

Chapitre VI: MNotions de photométrie

1°y FLATE L?JMINEBK

Toute source § rayonne ane certaine guaniiié dénergie par seconde, La puissance
véhiculée par rayonnement dans un faiscean s'appelle flux luminewx.
Digns le systeme ME.S.A Tunité do flux lyrmineux est Ie tumen (Im).




RESUME DU COURS . 23

2°) INTENSITE D'UNE SOURCE,
Soit une source ponctuelle O o un élément 45 d'une sowrce dmettant un flux de
dans one direction 4 astowr d'un angle solide €2 L'intensité de la source dans la
direction A est donnée par :

fiie} e
d{ﬂ ,MM‘?‘E A
Iom oo O 3
a0 — 7
MMMW
S——

51 Vintensiié ne dépend pas de la direction, on dit goe I'émission est isotrope.

L'unité de 7 dans Ie sysibme MEKL.3.A est le candela (cd).

37y LUMINANCE,
Soit un iément de source 45, 1a luminance dans une disection faisant Pangle & avec
ale A S est: L e S
‘ fanormalehdSest: L= T

4% BCLAIREMENT.

éclpiroment £ duns surd

Dans le systbme MLELS AL Vontié de Véolairement est te fux ().

5 ETENDUES D'UM PINCEAU LUMINEUX,

Congidérons un lément de surface 45 &mattant vers un Slément de surface 457 (voir
figure). L'étendue géométrigue du pinceas issu de 45 et s'sppuyant sur d8 est

P25 = A8 005 8. 45 cos 87

”

Céendue optique est 0P =2 @&

O # est Vindice de réfeacton du milien
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67 EMITTANCE LUMINEUSE.
d¢

L'émittance M d'une source 48 émettant un flux dpest: M= Bf';;:
o

Dans fe sysibme m.K.S.A. 'unité de M est le lumen par mitre careé (ln/m?),

OPTIQUE PHYSIQUE

Chapitre 1. Interférences lumineuses.

A - ONDES LUMINEUSES,
1°)y Définitions ;

Une onde lumineuse est une vibration sinusoidale, dont Ia loi de variation svec e

lemps o8l w3 05 i

maghdilgua,

5+ dlongation qui représente lo champ destrigue ©

a : Ampliuds.

) e e c o BE
ar: pulsation de Vonde, qul est weliée a la période par Te =
i

L état de vibration dun pot M situé 3 une disiance 4 de la sourcs est donné par ¢
2yl

8 =g con (i~ @l avec @ =
A

Ag = 7 et la longuenr donde dang le vide,
no= = oy est Ia vilesse de propagation dans la milien dindice n.

2%y Buperposition de deux vibrations lumineuses :

Boient deux vibrations lumineuses de Ia forme |

4 M

X = A jEO8 ( - ‘5)1) ! %"“""““"“"’”“WW~~%MM.
s >

Xy = Aycos (01~ i~ 8 ‘ -

On suppose que X, e X, vont se superposer en
un méme point M.

h
I.avibmation résultante en M est: X = X, + X, S /
Sy

On monire que U'amplitude résulianie est donnée
par A tel que

A% = A% 4 AL £ 24,4, cos 9
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avec ¢ = @, — @, + B qui représente le déphasage entre les deux ondes au point A1,

@, — ¢, est un déphasage dii 2 la position de M par rapport 3 §; et S.
#est un déphasage dil & I'émission de la lumiére par S, et 5.
Suivant les modes d'émission de §; et S, on distingue deux cas :

a) Sources cohérentes.

Les deux sources S; et §, sont cohérentes lorsque le mécanisme d'émission de Ia
lumitre entre elles, n'est pas aléatoire, dans ce cas, @ est une constante, qu'on peut

prendre nulle si §; et S, vibrent en phase : =0 ¢

b) Source incohérentes.

Lorsque §; et S, émettent d'une fagon aléatoire, on dit que les deux sources sont
incohérentes. Dans ce cas I'amplitude résultante est en moyenne : A? = A%+ A3

B - NOTIONS D'INTERFERENCES.
1°) Interférence de deux ondes:

Lorsque Ies deux sources sont cohiérentes, l'intensité résultante (proportionnelic 4 A%)
est donnée par : I'=(A;~A;)2 +4AA; cos? %

Dans le cas ol les sources sont synchrones et cohérentes, on dit qu'on a interférence
entre les deux ondes car I'intensité 7 va dépendre de ¢, c'est-a-dire de la position du
point M.

Zﬂﬂ(d?—d]) 27[5
= — = -3 = 2/
¢ =@-@ % Py p

¢ différence de phase entre les deux sources cn M.
& différence de marche entre les deux sources en A,

[ .
= — :estiordre d'interférence au point M.

P

L'intensité maximale est : I = (A; + AR

elle s'obtient pour . o=2kn, 8=kly; p=k; keZ
L'intensité minimale est Iy = (A~ AP

clle sobtient pour ¢ = (2k + I)n ; 3=(Zk+])% : p=k+~§—_
& Onremarque que pour A; = A, = A :[=4Azcosl’g— gy =4A2 =0

2°) Interférences non localisées :

Elles se réalisent par division du front d'onde d'une source ponctuelle, on cbticnt
deux sources synchrones et cohérentes qui voni interférer dans le domaine de ’
superposition des deux ondes : ce sont des interférences non localisées.



24

OPTIQUE

Dans la majorité des cas on se raméne 3 la

figure ci-contre. MO
A6
$S;=a; HO=D ; OM=x
En supposant que 3 est loin par rapport & 4
§,. 5, nous avons : 54
] =5 différence de marche au point A : H a4 o
d'abscisse x. :
L'interfrange est la distance qui existe :
entre deux franges consécutives de méme |
. AD S,
nature : i = T *

* Dispositifs donnant des interférences non localisées :
Trous d'Young — Bilentilles de Billet — Biprismes de Fresnel — Miroirs de Fresnel —

Miroir de Lloyd...

3°) Interférences localisées :

On obtient des interférences localisées par division d'amplitude, 2 partir d'na faisccan
incident unique. La division peut se faire par réflexion ou transmission suivant le

dispositif utilisé. Le faisceau incident, peut provenir d'une source étendue, qui donne
des interférences dont le lieu de localisation est une surface.

* Dispositifs donnant des interférences localisées :
Anneaux de Newton - Lame 2 faces paralleles — Coin d'air — Interférométre de

Michelson...

Chapitre 11 : Diffraction

A ~ PRINCIPE D'HUYGENS ~ FRESNEL.

Tout élément dS entourant un point P d'une surface S, atteint par la lumiére, diffracte
une onde dont I'amplitude est proportionnelle A dS et de phase identique 2 celle de
l'onde incidente en P. Les éléments dS jouent le rOle de sources secondaires qui
interférent entre clles.

B - DIFFRACTION A L'INFINI.

1°) Définition :
Lorsque la source diffractante et le plan d'observation se trouvent & une distance

infinie {ir&s grande) par rapport i la source d'émission, on dit que nous sommes dans
les conditions de diffraction & I'infini ou de Fraunhofer.

2°) Diffraction par une ouverture rectangulaire :
Pour une surface diffractante rectangulaire de cotés a, b l'intensité diffractée dans la
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-
direction # de cosinus directenrs o, fl, vest donnée par

( \ ( rf;ﬁ\

A
zfgﬁ mp
A A /
En faisant U'observation dans le plan focal d'une lentille convergente L de distance
focale fona: X' =af vy =ff.

o~
a5 4L o
/ P
18 //y/ M
%
e 3 %'
- i
! - o - //V'
b
§ &
b O j IO TURTY .

Pour Yétude de Fen fonciion

3% Diffraciion pov une fents o

Loraque les dimensions du rectangle sont telles
largewr o dont Viniensiid sulvant o est

>, On aurp une fente de

qui présente un maximum principal au voisinage de o= 0, entourd de franges de
diffraction, dont Vintensité diminue quand on s'éloigne du centre,
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OPTIQUE GEOMETRIQUE

1 - Ondes électromagnétiques - Etude du prisme.

On considére une gnde plane monachromatigne dont ln longuenr d'onde dang le vide est
Ry= 3890 4 (o= 3.70° ms),

A/ Cette onde se réfracte sur un dioptre plan air-verve (n = 1,545 sous une ineldonce
i 58° (fig I},

1%) Donner Vexpression Hiférale du champ decirigue E en notation complexe,

27, &

2% Calealer numériguement dans le mifiey aiv - 4 [

J{ﬁ
39 Calowler numériguement dans le mitiey verve - 1K 1, ko By By, A, v

. 0T , . .
4 Déduire des composanies de k|, Pangle ds réfraction r,

B ! Le diopire ci-dessous constitue ln face entrée d'un prisme dangle A (fig.2),

5% Eerive Ies rebations Hants : § ef roietytp A et et DT et A (D déviation
introduite par le prisme). ; .

' 6 En dérivani les expressions précédenies, montrer que I3 présente un minimum pour
EXEE TN . _ ]

7% Calouler Vangle du prisme (4) Bour que i, = @? % Calculer alors D, (dévigtion
minimum), : - .

, P .
89 Moutrer gue sin {%’m} oy sifzf%‘-

9°) On écloire au voisinage du minimum de déviation avee e donblet du sodium (3, et
ﬁ”i = ;{a + A/U.

=¥
Sackant gue n = q +“{;L%- {5.0), caleuler pAD,, pour A) =64,

10°) Quelle sera la distance enire les images formdes dans Ie plan focal d'une lentitle
placée perpendiculairement au fuiséean émergent (f7 = + S0 cm) P
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ns= 1,54

A
\‘*-.\ ~ -
A
o / e

fig2

Marrahech, MP2 - PC2. Juin 1985,

-3

—
7 @ position considérée b padir de O {fig. 1), 1 le tomps, By 1 vecteur consnt,

Tapeis Ia figure 1, Ia scule composante non nulie de £ est dirigée sulvant Oz

&

23 Dans le milien air nows avons © kgl

bl
T 25

"

- s )
Drapeds la figore 1 - by = Wieglsiniy hy, = Wl cos i by =0

]

£

. 2n
La pulsation de Ponde est donnée par: @ = g

AN Ag=5890 A i=57 o= 3108 m/s

Y ‘
lepll = 10,6710 " 5 k= 895108 m™ 5 &y = 581105 m k= 0 0 = 3,2.108 rd/s.

s
3) Dans le milieu verre nous avons © ki

Détermination des composantes &, , &, &, ¢

o
| = altkl =

2rn

()

e
Levectenr donde £ se trouve dans le plan dincidence, done: &, = 0.
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ek N 2 A vy
D'autre part, W= 4 i w( )
" )‘{} //
S
Or, & la traversée du dioptre Ia composante tangentielle du vecteur d'onde est conservde :
ko= ky

4 } 102
Par conséquent : ky = [(‘%%7 - !cﬁé} .

Détermination de 4 of v

Sgit T'la périede de 'onde considérée

Dans Vair : -
Dans le verre A wmyl

- [ R 4 .
Orfn=s ) Doa: A==t . y o=t
k v a ]

*,

De la méme fagon qu'en ) on peut éerire dans le milisy v

Ao
Hou €os r =gt
& Fn

AN A= 5BI0.00Wm k= 1378300 m T ;. = 1,54

B/~ 5) Relations du prisme :
Les relations de Descartes donnent

Sni=nsiny {1

sini=nsnr 21

Dang le triangle (1 FA)Yon :

N
A

\E;-i’]+ {?—r'}%f& = 5

Soit r+rmA %

R O8
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Dansle tangle T B)ona:
(-~ (m-IN=w

Done De=isi’-A 4]

%) Biude de la déviation D en fonction de &

Dians cetie question, nous supposons que langle et Nindice du prisme sont constants.

En différentiant les formules précdédentes, nous avons ©
cosidi=ncosrdr {11
cos i 4’ =ncosr dr 2%
dradr=0 [3r
a0 = di + g’ : 47

S . 4D di’

Diaprés [4] T + F1l

neest cosi

neosroosi

(37 et 27 donment

en Slovant an card et en transformant ;{1 — sin? 2w ain? D (1~ i ) (L= sin® £
Trapres (1] e {23 S e sind = O 7
Do i= i ' ) "/
Le cas, i =~ e8t & rejeter, car § sntraine rvm;«-z{, 508 A = 0.

La solntion acceptable est done . T=i"=1i,.

1 g'agit un mintmum car, daprés les Tésultats du cours, A0/ est négative pour { < i, puis
positive pour £ >4, .

73 Au mindmum de déviation nous avons @ {=1"= i, etdaprds [ et [2r=r=r,.

Les formules du prisme deviennent donc ©

sini, =nsinr, {51
A=2r, : 161
D= 20,-A 7

Détermination de A et D2

Diapeas [5] ot [6] on 2 : A =7 Arc sin {ﬂé’ff&}
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D, est donnde par {7].
AN: =87 n=154
A=66 7 D,=48°
#) En tirant r,, de [6] et ,, de [7] et en les remplagant dans |51 nous oblenons :

(ADRY _ A
sm( 3 )wnsmz (8]

9} Le prisme est dispersif, c'est-&-dire que pour chague radiation il admet un indice
différent, en différentiant [8], nous obienons

A+ D A+ D >ﬁ.. {ﬁ}
O3 <Mm2 }(i WZ = §in 3 dn

L'angle A du prisme est suppnsé constant, en utilisant {8’} :

LO¥ {m> % = étwmmm
. 2 2
- ? / )

o Z Cobde
Seit A e S pg iy EM% a3
a bdd
. dn 21 4. 157
Qp ez e S gy CONBEGUENT | 4Dy, = g iy 44
di A nA?

7

AN: n=154: A=4y=5890A : Al=6A:i=57° AD, = 1,2?.;5?3%

Remarque : Dans lapplication numérique en prenant A; au Heu de Ay on wouve le méme
régultal.

18) A la sortie dp prisme les deux rayons font

enlre eux 'Lm angle A, ; 1:,;1 distance fh’ ere plan focal

fes deux images est.donnde par la figure ci-
contre.

Nous avons pris le rayon de longueur d'onde
A; confondu avec Paxe optique de Ia lentille
AD,, est trds faible, nous avons done

[ =1 a0,)

AN fr=50cm; AD, = 1,170 «d

|2 = 0,059 mm |
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Z = Chemin optique, stigmatisme approché, miroir sphérique.

@ Soit un miroir sphérigue concave de
sommet 8, de centre C, de rayon R,
plongé dogns Vair. Un rayoen iummem
paraxial Al (A appartient & Paxe
optique) se réfléchit en I sur le mirolr
et coupe 'nxe au poing \A .

Solt H la projection de 1 sur I'axe
optigue.

— = .
% el i verinnrs uniiaires.

- o . o
Onpose CA=p; CA =p", C¥ =R ;80T = w(irés petis).

a) Calvuder le chemin eptigue L = [AIA’] ent fonction de p, p’, Retw

B} En appliguant la condition géndrole de sigmatisme approché établic la relation de
confugaison du mivoir sphérigue avec ovigine au centre C.

épmw fzfm Déerire Vimage qus donne an mirelr sphévigue concave (rayon de courbure
. 5’ 3 hauteyr placd perpendiculairement & Paxe o aiigue ef siiné

Hxeralt, Cosablaren I, PU2, Mai 1986

2} Chemin optigae @

e g e
Le chomin oplique est: L=nu . Al +n & L JA", or o mivodr est plongé dans Valr d'indice

3 3
un Lo u Al 4w A=A+ TAT avee Al =1l /N A = iiA

: @
Dans le triangle CIA, ona: Al ° = R? + p? — 2pR cos @ = (R - pJ? + 4pR smz e

2 12 n ey g B
Die méme pour (74" JAR = R4 p'dpR cosm = (R —p'F + 4p'R sin’ z
p # PP+ 3
- I E 12
. | N Py :
Dol Ll (R-pP v dpR sint =t +(R—-p¥F +4pR sin 1]

b} La condition générale de stigmatisme approché, implique gue [ est proche de §, clest-he
dire que @ est faible. ’ﬁans oo cas, le chemin optique JAIA™] est constant au deuxidme ordre
prés en @

. g ,
En prenant sznzv?? = dapras {17 :
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c Ry 1+ - —BE
L={R p)\i}%(xwp)?»m? + (B-pD I+(R~p,)2a¥
En effectuant un développement limité au deuziéme ordee
{ 2R PR e B
(R N oL S—— PR ST L S—p; 2
L= (R p}{\}»i»‘?(Rlva)zm’} 4+ (R-p )\1 *2(1%»;:')2(0}
L={R-p)+(R !}’HkRqup?R—p' W

Pour que le chemin optique soit constant en quairidme ordre prds en ¢0, il Taut gue

s

R )

R—-p R-p
L . L Il 2 .
Dron la relation de conjugaison t b = %
p_ g R

Femargue : La relation [21, est la formule de conjugaison d'un mimir sphbrique, cOnVess
on concave dans les conditions de Gauss.

@ Application

Soit

le grandissement intare ost 1 | Y= £

A Rw«f@m@&ﬁm;p:«xij’:{émﬁii}cm:

= CA’= 120 cm : e 3_3%

L'tmage est viruelle, situés & 60 cm de §, elle est droite et rols fois plus grande que Pobjet.
¢ Construction géoméirigue

Daprés 1o relation 2] on voil que Ies @
foyers du miroir, sont confondus au .
milien de C3.

Le rayon 1 paraliele & Vaxe optique et
passant par B converge ea FY

Le rayon 2 qui passe par F ot B émerge €))
paralidlement & l'axe optigue.

Le prolongement des rayons réfléchis
correspondants 2 1 et 2 ont pour
insersection le point B image do B 1 A7
g'obtient par projection orthogonale sur
Paxe optique. Dol limage A8’ de AB. ‘ "
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3 - Dioptre plan, Dioptre sphérique.

Tout le probldme sera traité duns le cas de lapproximation de Gauss.

19 a) Donner, sans démonstration, o formule de conjugaison du diaptre plan, Préciser
la signification des notations utilisées.

B) Déduire de ceite formule la position de Vimage A'B* d'un objet AR lorsque cet ohjet et
situé dans un plan pavalléle au plan du divptre.

29 a) Damz)er, sans démonsiration, la formule de conjugaison du dioptre sphérigue.
Préciser In signification des notations utilisdes,

b) En déduire Uexpression des distances focales image f ' ef objet f de ce dioptre.

3% Un eylindre de verre, dindice

a, de rayon R limité a Vune de ses - .
extrémivés par une face plane ¢ 4 R ™

A

|

Pautre extrémitd par une foce L
hémisphérigue convexe constitne 5 H .

wn systéme optigue., Un ‘
observatenr examine, & ravers oo i B
systtme des obfets plans, en - .
appliguant la foce plane sur g he
pinn des oi

a) Ouelle doit 8tre In position de Vlmage intermddinive A" por rappert ot divpire
sphidrigue (fave de soviie) pour que ve systhime opligue donng une imoge définitive 478"

i il
b En déduire, comple tenue ge la premiére question, la longueur L gue doit avoir lo
partie eylindrigus, povr gue Vimage fingle AVB" d'un objet AB se forme 41 nfind.

¢} Constraire Tes rayons luminenx gul forment cette imoge. Application nmérigue (pour
les questions b ol ¢ senlement) s n= 15, R = § em.

Fatralt, Téienan, PLZ,

19y 2) Formule de conjugaison du dioptre plan ¢

n "
}//
H : Bommet du diopure e <
.
netn': indices des milienx objet e
ot image e axe oplicque
Lafigure est tzacée avec n< i’ A A H

Dians las conditions de Gauss, ¢'est-i-dire Jorsque le point dincidence [ n'est pas trés loin do
point 1, le point objet A simé sur Taxe optique & powr image A” tel que:

L Ly (11
HA  HA’
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b) En conservant le stigmatisme approché on peut wiliser [1] pour une position K, ce qul
donne :

B est Vimage de B.

Donc, A8 2 pour image A8 dontla position est daprés {1

Remargue ; On constae quil y a 8l
séparation gl n < n” (cas dos Digores proe

o mJJ»

2} a) Formule Q%: conjugaison du dioptre sphérique :

Soitun @mpm‘, sp‘imwguﬁ de mmmet . de centre ¢, dont le miliey objet 8 a pour indice n et
1e milien image 3 ponr indice #”. Un objel A8 px:ammm!:zz?mw A ia’w optique admel une
image A'B perpendicalaire & Uaxe optique, red que

s 31
SA  SA’ SC

ou bien B m’;}w« - ]
CA” CA

{31 : Formuls de conjugaison aver origine au sommet.
{41 : Formule de conjugaison avec origine au centre,
b) Déduction des distances focales :

1.3 distance focale image est obtenue Jorsque A est b Pinfind.

n i .
(37—t = ez B foyer image
SF° sC 4 &
Soit fi= m; sC

Lorsque Vimage A’ est rejetée 3 Vinfini, l'objet se wouve au foyer objet F.
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B & =5
VR SC
doi f= ﬁ«;; 5C 5]

Remarquee : Les distances focales image et objel, sont détermindes & partir des points
principaux correspondants, or les points principaux d'un dioptre sphérigue, sont confondus
avec §, ¢'est pourguoi nous avions pris Ia formule [3] au leu de [4],

3%y g} L'image A'B’ donnée par le dioptre plan, joue le 16le d'un pbiet pour le dioptre
sphérique. D'aprés 2°) b), il fapt que A7 soit situé dans le plan focal objet du diopire
sphérique, pour avoir une image définitive 478" & Vinfind,

{n doit avolr daprés [6]: SA'= ;—5&? sC 7

by Longeeur du cylindre L= |CH [:

O, dane d

L'image 48

AVOITr SH = SAT
: “;’é est donnd par [7]

_— T ip

Sait CH zﬁé% et L= wﬁiw
g ] i
AN: [l =5cm ; n=15
[L=10cm]

) Construction gdométrigue ¢
Positionsde F, 7 Dapeds [5l et 6] SF' = TS:“; s S}“w ijw? 56

En prenant comme sens positif celul de propagation de la hamidre, §C=~R.
AN:R=5cm ; n=15

Swl—’-'z i0cm ; gt;:w -15 e,
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s
A"B" 3 en
.

S

Le rayon issu de B ot parallele & Faxe optique converge en . Le rayon issu de B et passant
par C w'est pas dévig, on voit gue dans le milieu image, ces deux rayons ne concourent pas,
A"B" est dong rejetée 4 Vinfint

4 - Etude d'une lentille boule avec milieux extémes différents.

Sott une lentitle boule de centre O, d¢ rayon B ot dindice n. Fite 2si baignde & pauche par
Pgir et 4 drofte par un liguide d'indice v’ (fig).

1% Eiudier cetite lentille dans e

5
a

g
A o,

de Gouss, en détermingni . e “, .

. . o )/ ¥ %, i
@} son gentre pprigue, / \

i B
st N §
b} ses polnis nodonx, ’ %
5312‘ 0 .
¢} ses foyers, ¢t \ /
. AN J
4} se8 plans principaur. 5 S M
ig g

Tionner los distances fovales f el 77,

2% Etudier le cos particulier 6 w'= 1, n= 43 et B = § cm.

3% Un objet esi & trente ventimétres (30 em) de Ia lentifle boule baipnée par Vair (n'= 1),
Calculer In position de Pimage donnde par ceite lentille:

a) En la considérant comme 1 taesociation de dewy diaptres sphiérigues ;

B En utilisant les diéments cardinaux déterminds dans fn guestlons 2°).

Exirait, Fés, Mai 1987,

1°y a) Cenire opligue :

Un rayon incident passant par le centre O de la boule ne subit ancune déviation, et émerge,
par conséquent, paralltle d lui-méme. Le centre optigue est donc situé en O.

b) Points nodaux

Le rayon incident envisagé en a) ne subit ni déplacement ni déviation. Les points nodayx
objet ot image (N, V') sont donc confondus en O:N=N=0.

¢) Détermination des foyers : k

Pour la détermination des fsyaré, nous sllons chescher Ja formule de conjugaison de la
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lentille boule en Ia congidérant comme association de deux diopires sphériques de
sommets 5, , 5.

Le centre O est commun asux doux dioptres, nous appliguerons donc, la formule de
conjugaison avec origine au centre,

(1) () -
A sy C B ::iw; a gé:mgm (13
OA OAy 08,
523; w».«f.ii? N S W . 121
OAg OA 08,
En multipliant [1] par 2" et en additonnant & [2] : men = M S ont 3

0A OA 03, 05,

avee 08, = - 57;"2 = R

% Lo foyer mage se déduit de [3] en faisant tendre OA vers Vinfini -

(4]

@ Le loyer objot

AF o e
2o’ —aln’ +1}

{41 et [5] donnent les positions des foyers image et abjel par rapport au point O,
i} Plans principanx

& Plan principal image © FN=HF , or N=0O , donc:
FO=H0+0F , OH=0F +OF

o A AsTE . , ﬁgn L
Soit d'aprés {41 et 51 Ot = e a D 6]
Le plan passant par /" et perpendiculaire & 'axe optigue
@ Plan principal objet : FN' = HF , Or
FO =HO+0OF ¥ 0F
soit ) H = H mn

Les plans principaux sont confondus. Leur posit
Distances focalesf, 5 '

HF = FN
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HE = FN done f’xw@“
On détermine £ et f d'aprés [4] et [51:

o nR . . R
Ul ey oy 8 = rman -

On vérifie que fif "= ~1n’.

2%y Cas particulier :n'=1; n=4/3; K=5om

% Le centre optique &t les poinss nodaux se tropvent toujours en O,

% Foyers: Daprés [4] et [5]: OF =10cm ; OF = - 10 cm.
% Plans principaux : Dapds [6]et{7]: H =H =0

Les plans principaux sont confondus avec e plan passant par O &1 perpendiculaire 3 Taxe
optique.

# Digtances focales : Dapsds [Blet [0l F=—10cm | f = 1lom,

Péndier est b Interstice nul

5wy Yl o 3 I s
g un tel svstér fes qu

3 formule de

considérant 1a lentille comune Passociation de deux diopires
iungaison est donnée par [3] en prenant p’w 11

sphérigues

Ao ooa _p-l o ion
OA  OA as,

! 1
e R
OA" 04

443 5 R=5cm,

Clest une image réelle, siizség
b} Utilisation des éiéments
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Lintersection du faiscean incident paralidle & laxe opiique, et du rayon émergent
correspondant, se frouve au plan principal image.

Le faisceau incident qui se dirige vers O, ne subit pas de déviation car V = N'=0.
Lintersection du faiscean 1 et 2 donne Vimage de B,

Liimage do AB est réelle et renversée. D'aprés Féchells, on vérifie que OA = 15 cm,

j 5 . Dioptre sphérique - Systéme catadioptrique - Lentille demi-boule.

¥/ QUESTION DE COURS :

Solent n et 0’ les indices des miliewyx objet et image d'un dioptre sphérigue de sommel 5.

Us objel AR ef son image A'R sont repérés par les abseisses : x = Sherx'=

19 Ouelle velation existe-t-11 gnire x, 37, n ¢f n' ¢ la convergance ' du diepire sachant

| - X
gue; U= ;;:»; P A fgi\%ﬂtf@ Jovale~image,

iinduire 7y »
Pour guelle position de Pobjet A, ces denx grondissements sont-ils égaus 7
(Nota : pour fous lzs caleuls, on se place dons les conditions de Gouss).

I ) Dans le systéme ci-contre, In lumidre
praverse un diopire sphérigue de royon

convexe de ravon STy = Ry, of fraverse 4

nouveny lo dioptre sphévigue. Ty

Soit A un point objet sur P'axe et A" son
image dons le systéme, on pose !l

SA=x ot SA'=3

1% Eiablir une refation enire x , %', Ry, Ry et i,

29 En déduire que le systéme est dquivalent & un mirpir sphévigue unigue dont on
déterminera o sommet, Je vavon de courbure en fonction de Ry Ry, n et Ia nature.
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It 1 On considére une lentille demi~-boule, en
verre d'indive u = 312, de rayon R, de centre C
¢t de sommel 8.

—mrj‘war bey

Son épaisseur ¢ est égale & R (fig).

19 Déterminer l¢ cenire optigne O de la
Tentille, en déduire les points nodaux N e? N du
systéme.

3
w

2 Situer les plans principaux P et P’ et les
Joyers abjet ot image F, ¥’ de Ia lentille.

3% Donner une construction géoméirigue pour un phjet réel AR perpendiculuire & laxe
optique (C5).

Fés, MP2, PC2, Mai 1985,

1YQUESTION DE COURS
1% Relation de conjugaisen d'un dioptre sphérique :

Drans les sonditions de Gauss, Ja xmmia%c de coni xgm son dun dioptre sphfvigue de sommet

§
S b
#
;Zi’
o
—
e}
e

2°3 Lorsque Tobjet se déplace, le long de Taxe optigue, de dx faible, Vimage subit a?e}m R
déplacement dx’. La convergence C est constante, en différentiant [Zjona:

dx’ dx,
7 w 0
" s +oa T
done dx’ = ”‘ﬁmi dx , (3]
. o n X’“ .
3 Grandissement axial g
2 & opx?

'z 5 ER R 4
D'aprés [3] 8 ol [4
Grandissement linéairve v:

Pour un dioptre sphérique, le grandissement finéaire est donné par 1 ¥y = ’55« L. 5
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Relation entre Ie grandissement axial et Hoéaire

D'aprés [41 et [S] nous avons: | g = wf;myz

Remargue : Nous consiatons que, pour le dioptre sphérigue, le grandissement axial est
toujonrs positif ¢ lorsque e plan objet se déplace le long de T'axe optigue, le plan image se
déplace dans le méme sens (avec une discontinuité lorsque le plan objet passe au foyer
objet).

Position de Pobjet A lovsque y=g.

Daprés [4let 5Ly = g enuaine X = x
Pour x = x"[1] impliquﬁg = SA' = §0

Lo geandissements yet g sont Sgaux forsque Yobjet A est en £, centre du diopire sphérique.

- 7
Dans cette position, nous avons : y= g =" .

1/ RELATION DE CONJUGAISON DU SYSTEME :

o

Yoot A 3 evosee o
el A 2 Mavers e

Boit A, Vimage de Vobjet Ay & vravers le mirolr sphérigoe

i I 2 :
H

b 4. s g

Shy A, SC

Soit enfin A Iimage de Tobjet 4, A tavers ke dioplre sphétique, dans le sens de la lumitre
. . n i 7 1
réfléchie ; I B 2}

e - 3]
SA; SA SC,

1 fant Sliminer A, ef A, entre les relations {11, [21, {31
] -

M+ a2 Loy 2o Izn, 20
SA SA; 8¢, 8C;

En ntilisant [3] : - é;m 4:‘;@ = éﬁ%& e %ﬁw 4]
84 BA SC; 3G,

. T 1 2(-mR +2nR,
Dol 3 PR = ok, {51

2} Miroir éguivalent ¢
D'aprés [4] on remargue que ke sysibme est équivalent & un miroir sphérique de sommet § et

de centre 2 el que L. Ao 2
50 §C4 5C,
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Rayon de courbure du miroir Equivalent ! S =R

RR

R=0 0k, v R,

Mature du mirolr équivalent:
11 s'agit de wouver le signe de K.
e

1-n<0 ; Ry<0 ; R,<0 donc: R >0 par conséquent fe miroir sphérique Squivalent
€51 CONVEXS.

Remarque : On laisse au lecteur lo soin de montrer gu'on arrive an méme résulial en
utilisant le théoreme entre I'éguivalence d'un systme catadioptrique et d'un miroir,

$11) 1°) Détermination du cenive optique de Ja lentille :

Spit O e centre optique de Ja Jentiile | son expression est donnée par {voir rappels) :

der diontee @ de mbme pour 55, O
1 s 8 i Z

ey i O I . \ .
H utifizant [1] ¢ ”é;:v tenet vers Tinfind ; par conséguent O est confondy aves 5,
08
+
P s

TN
\

£
T \S

C ‘g\m\

Tout yayon passant par O ressorl paralizlement & sa direction d'incidence.
Déduction des points nodasx M, N*:
Dans les conditions de Gauss O est Vimage de N & uavers le premior diopire. .

1 formule de conjugaison du dioptre plan donne ¢ g"ﬁ o
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OrO=5 ,donc CN = "fi 2]
AN: n =32

Dans les conditions de Gauss N’ est Timage de O 2 travers le deuxidme diopre.

La formule de conjugaison du dioptre sphérique avec origine au centre donne :

L L 2D)

CN' (O cs

Soit CV' = R| , N'=§ 3]

Le point nodal image est confondn avec 5,

2°) Plans principaex P et P71

o e milienx extr

PR P
=i, GOHC

incipaux sont done confondus avec les

Mous avons done daprés 2T et 310 {;E{ = M} = j? W e =8

Les plans principaux £ ei P, sont les plans perpendiculaires & Taxe optique el passant par
les points principaux correspondants,
Foyers objet ef image ¥, F7:

MNous allons chercher 1a relation de conjugaison de la lentitle demi-boule,
Spit A un point objet admettant Ay pour image A travers le dioptre plan :

de L Lo g 4]
CA Chg
Le point A, admet pour image A’ 3 travers le dioptre sphérique ; Ja formule de conjugaison

- 1 n_ l-n
avec origine au centre donng @ = - s 5]

CA, CA C§

v 1.
[4] + n5] entraine - Loom _nldom (6]
CA  CA’ s

% Le foyer objet s'obtient pour CA'tendant vers 'infini : 5’; == ;ﬁ{&"}'
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& Lg foyer image s'obtient pour (EX tendant vers Vinfind : CF' = ;%
AN n=3/2
Done E}m%& : CF'=3R

3°%) Construction géoméirique :
Prenons un objet AB réel situé entre C et £, avee, par exemple, CA = ~&/2  son image est

virtpelle welle que CA"= -1 ,8 B, On pewt vérifier cela & partir de [6].

Pour la construction géomérrique, on a considéré un faiscean incident paralldle & Faxe
optique, qui converge en £, le point [ ast pratiquement confondu avec P, car nous sommes
dans les conditions de Gauss.

Le deuxieme rayon issu de B semble se diriger vers N, donc il se réfracie sur 1a face plane et
passe par O, par conséguent il va émerger paralitlement & sa direction d'incidence.
Le woisidme faiscean est issu de A et confondu avec Vaxe optigue. Pour racer limage il

suffit de chercher Uinterseciion 87 des pro mgemfzms des deux ravons issus de B, puis de
racer ia drolle passant par 87 et perpendiculaire & Taxe optigue © on obtient une lmage droiie

6 - Lentille cylindrique.

{Jﬁ systbine opligue centré est constitué A'un cylindre en verve d'indice n = 1,5 limisé par

du cylindre est Paxe principal du systdme, Sy 24 §, sont distonis de ¢ 1 5,5, = ¢.
La lumibre arvive du cfté de 5, L'étude se fait dans les conditions de Gauss,

1) Déterminer les positions des foyers Fy, By, Fp, F ot des points principaix Hy, Hl) H,,

H des dieptres (S Ty ¢f (S5 Co). Foire un schema et ptmer tous ces poinis ; pronde
¢ = 4R ef comme unité sur Vaxe une longueur égale 4 R, Aucune démonsiration des
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formules utilisées n'est exigée.

2) Caleuler In position des foyers objet F et image F' du systdme, i
Focale §* Préciser la nature des foyers. Plocer les foyers F, F’ ef les points principoux H
et H sur le schéma précédent. La formule de Gulistrand peut éire utilisée, 31 nécessaire,
sans qu'elle soit démontrée.

3} Sans caleul, indiguer en s'aidant d'une figure, comment pent—on déterminer
directement les points antinodaux v et V',

Placer ces points sur le schéma de In Tére question, En déduire que les points nodaux
sont confondus avec los sommets des dippires,

4) Un objet tumineux AB est plocé perpendiculnirement & Uaxe principal du systéme, A

dtant sur U'axe, & une distance x de 8; ; S;A = ~x avee x positlf. Calculer
In position de V'image A’ en fonvtion de x, n et B, On prendra ¢ = K.

5) Quellz condition doit satisfaire e, R of n posr que Je sysidme solf afocal ?
Fxtraif, Apadir, PCZ, Janvier 1987,

17y Btode du dioptre (S, 02 * ye

onmde G L

QA;C;
Pusitions @% foyers:

8

Lowsque A; est A Vinfint, 4] =F) |, [1] donne

Lorsgue A; = F alors A/ est & Vinfini, [1] donne 5Fy =

Position des points principaux

Les points principaux sont les poinis pour lesquels le grandissement transversal est £gal &
it
En prenant la formule de conjugaison avec origine au centre ;

-1 n C )
AT e — gz ef Y = = ] -
CHY GH, OS5 C,H,
Ces deux relations donnent | H, =H =5
Eiude du dioptre (5, 0)) ¢
e e o _ e &G T om ,
D'une fagon similaire, on trouve : §F; = 7% - 5oy = == 5205 [31
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etpuis Hy =l =35,

AN: n=15 ; ST{?;»R §;5;me

S Py =-2R ;3 SiFy =3R ;. SFy= 3R i SFy=0R

[t

w
N
s
2
<

B { 5 G F ‘ o B
H s
!

v B
=
o

figure 1

2°) Positions des foyers F, ¥/
& F et Iy sont

conjugnds 3 travers le premier diopue. La formule de Newion donne

/-

Lre-fr

St

% F', et F' sont conjuguds & travers le deoxidme dioptre.

T e BE
Lo formule de Newton donne s Fofy, Fif'=f'f;  Foll =- 2z
S NEXS)
Do Fof " s oo
: Ho—e~f
AN: fi=-2R ; f' =3R ; p=-3R ; f =28 ; =4k
FF=3 | 13 ; Fif'=-3R | [6]

Détermination de la distance focale 57

HiH,
Daprds la formude de Gullstrand: C= () + G — ﬁ%& i
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: { [ 7 ¢ a1 [N ——
soit: FEIme e = o HiHy = 55, = e
R R o 5 1ty 15y = e
Dok f‘m@%
Ay +fi -

AN: [F=3&] (71

MNature des foyers :

Draprés [3]: 5,7 =R, le foyer objet F se trouve dans 'espace ohjet viruel 5 F est donc
virtuel,

Daprés [6] : S;—" =« & o foyer image F' se trouve dans P'espace image virtuel ; 7~ est
done virtuel

{51 e1 [6] nous permetient de placer F el F'. (fig. 1),

Point principaux 5, 1’

Dlaprs (7], HF =3 R | or les milieux exirBmes sont identiques, done HF = -3 B,

Pogr les positions de H, H voir figure 1.

¥

33 Polnts antinodaux v, v':

B

Pour wut myon incident, faisant wn angle » avec Yaxe optique, of passant par ke point
antinodal objet v, correspond un rayon dmergent, fatsent un angle o = —u svee |

opigue, of passant par le point antipodal mage v

Compte tenu de la syméirie du systbme érudié, on remarque qu'un ravon incident passan
par F.(voir fig 2} traverse lo cylindre parallBlement 3 Taxe optigue, ef émerge du sysibme

Foliv =F, et y'=Fy

TMM“"" 3
e,

?y 8y .

figure 2
Déduction des points nodaux &, A",

Les points nodaux M et N” sont syméiriques des points antinodaux v et v’ par mpport aux
foyers correspondants,

Parconséguent: N=5, ; N'=§ {figure 1,
4°) Position de V'image A’ 3 travers le systéme
Nous alions supposer gue A donne une image Ay par rapport au premier diopire :
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f -l E.Lf’, 8]
§ IA Ay ;Ag ) 1€: 1

Etque Ay donne 'image A” par rapport au denxiéme dioptre ©
R 9)

SAg SAT 5G

Do b n(5,Cr+ SA (n-1) nel
AT 5SS+ SAm-M+a SASC, 50

Aves ST;E;&%:%;%R %m?@, $A mex 3 =15

TA - 4R+ 1)
ST sy 4R

On frouve

5 Conditlon pour un systbme aforal

un CORVETEE 80 175, ponir

4 o
passe par Fo. On doltt done avair )" s Py |
! ; H b

&

Solt 4= 0 cequl donne dapris 147 {21 31 Ty

¢ T - Association lentille convergente, miroir concave.

Soif un systéme optique constitud par une lentille mince convergente L, de centre optigue
O et de distance focale £ et d%un mivolr concave M dont le centre C est confondu avec Ie
cenire optique O de In lentille. Le vayon R du mirvoir est égal 4 . L'axe principal du
wiroir et Paxe optigue de ln lentille sont confondus.

1) Faive le schéma du systéme el constraive Vimage A'B’ de Fobjet AR perpendiculaive &
Paxe, 08 s¢ trouve-t-elle ; guelle est la nature de cette image 7

2} Déterminer les grandissements lindaire ¢t angulpire du systéme.
3) Montrer qu'd tons rayon incident sur le systéme Iyl corvespond un émergent parailéle.
) Extrait, Tétonan PC2, Janvier 1984,

1°) Construction géomdirigue :
Le sommet du miroir sphérigue est confondu avec Fl,car R=f7,

4 Soit BY un rayon incident paralldle 3 Taxe optique, Il converge en F', et se réfléchit
symétriguement 2 IS par rapport & Vaxe du systdme. A la fin i ressort parallélement & Taxe
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optique.

% Le rayon 80 passe par le centre optigue de la lentille, il n'est donc pas dévié, en éram
confondn avec la normale au miroir, il revient done sur ful méme.
Les prolongements de ces deux rayons se cotpent en B', image de B. L'image A'B est

&5

symémque de AB par rapport 4 O, f*ile est virtuslle ef renversée (hgme 3

Méthode nlpébrigue,

La lumibre raverse
'image s:§f A fa frave

5 o3

te nouveas la lentlle. ?{}i»ﬂaiﬁig
sl miroir et A7 Vimage ds 4,

ssivement, la lentille, le miroly
g lentille, ;%,, age 4e Ap B wave

Fn combinant les relations [1], [21, (3], on obtient: 04 =-0A" | AF et AR sont par
congéguent situds A égale distance (Ef* part et daute de O,

2% & Grandissement lnéaire :

Solent v, %%, 7 . los grandissements associfs successivement aux couples de poinis définis
par {11, [2], [3]. Le grandissement ¥ du systéme est donné par

Od, 04, OA OA
sl Sl e o e
rEnEE = " 0h, 0A,  OA

Donc

@ Grandissement angulaive

La relation de Lagrange-Helmholts domne : Gy = -1

Soit gauﬂi@:( L4 )= QM;“W)
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On peunt vérifier le résuliat en tracant sur la figure le rayon incident A/, auguel va
correspondre un rayon émergent parailele ef semblant provenir de 47,

3%} A tout rayen incident faisant un angle ¥ avec I'axe optique, correspond un rayon
émergent faisant l'angle »" avee l'axc optique avee G =uu ,or G =1, doncusu'; par
conséquent les deux rayons sont paralizles.

Remarque ; Le systbme éudié porte e nom de cataphots, son intérét réside dans le fale
qu'un rayon incident est toujours renvoyé parallzlement & lui méme,

8 . Systbme catadioptrique épals - Eléments cardinaux
d'un systéme ceniré,

EXERCICE N°I ; e

On considére un systéme catadioptrigue i
constitué d'une lentitle plan-convexe /’
d'indice n dont le veatre L du dioptre de {

rayon K esi au sommet du diopire plan,
aceolde 4 un mivoir @gz}?erggiée mmew

de rayon BY, Entre lg mirpiv of lo lent!
o8 a versé un Hguide indice N (7

Daleuler le rayon B & dovner gl mirelr dans les dewy cos su

1% Pour gue e mirplr éguivalent solf congave de vayon 91,

2% Pour que le centre du mirolr dguivalent soif refosé & Finfinl. 00 se troavent glors Jeg
Soyers du sysidme ?

EXERCICE N ;

Sur Paxe d'un systéme cenivé, on choisit une origing arbitraive O 4 partiv de laguelle sn
comptle les nbscisses des différents points de Faxe. On constate gue ls point dabscisse x, a
pour image ke point dabscisse xy', gue le point d'abscisse x, est § Wwi-méme son Image,
ainsi give Ie point d'abscisse %3,

17) Dérerminer Ies nbscisses des foyers du systbme.
AN xyy=2emx) =0 em; w76 0m ) xy= 15 om.

2% Le grandissement an point x; est . Déterminer los distances focales f et 7 o1 tous
les éléments cardinaux du systéme centré,

AN, :p= 2,75, On fera un croguis du systéme.

3% Mentrer gue ln condivion récessaive er suffisante pour gue lo sysidme cenivé soit
Squeivalent & un diopire zu’!gzse es! gue les grandissements lindaires aux polnly x, ef x,

solent respectivement I er;;-; (et n* étant les indices des mifienx exirémes.)

Fag, MP2, PCZ, Tuin 1987,
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EXERCICE N°L:

Un sysidme catadiopirique est Squivalent & un mirodr unique dont les caraciéristigues sont
les suivanies

% Sommet du miroir Squivalent : Clest Je conjugué du zommet € du miroir réel 3 ravers le
systbime dioptrique dans le sens de Ia lumibre réfléchie, C est son propre conjugué 2 travers
le diopwre sphérique, le sommet du miroir équivalentest donc:  I=(

@ Centre du mirolr quivalent : Clest le conjugué du centre du miroir réel O & wavers le
systéme diopirique dans le sens de Ia lumidfe réfléchie,

; i s . W 7
Soit £, le conjugué de O & wavers le diopwe plan wlgi:" e sz {) 1]
Co Ly
Soit £2 1o conjugué de £2; & wavers le diopire sphérique. La formule de conjugaison avec
origine au cenire donne ke L i:w 2

cG, Co  C5

)
b7y R 1. S

N:Kf%{;wf”)f?f‘f

Soil

Diaprég le
nositif,

2% Le centre du miroir équivalent st & Vinlind,

€ doit donc tendre vers Vinfini, soit ; MR+ {(L—wynR =0
NE
D'od R s v
-1

On voit que B a le signe de R (positif) don ga marche,

Blous gvons un systdme afocal, ses foyers sont dong rejesds & Ninfin,

EEERCICE M2

1%y Abscisses des foyers ;

La formuoles de Newton pour un couple (4, A') donne FA . FA = i
(FO + OA) . (FO + OA") = ff°

En app iquant cette formule aux trols expériences, ona
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(1= OF) . (1) — OF) = ff*
(i ~OF) . (5 ~OF) = ff’

(x; ~OF) . (x5 wé};’) = ff

D’aprés‘ [11et {2} OF {0y =) 4 OF {x; ~ X2} mx;xi‘—mxg
Diaprés [2] et [3] : OF + OF =x,+ 3
{47 et I5) donnent : OF = Tl 2z A Lnde

Xy — Xy

i g - X~ X3} ¥ Kok

OF = Y
Ky Xy

AN xy=dem; x =1%cm; x =780m; x = 15 o

2%y Elgments cardinany du systéme 3

La grandissement est donnd par. = —

Soient f=1p (OF - 04); f'=(0F - OA )%
Donic f= g Lxs ”xxf };Xli = Xz} fr = (g = x)(x;" ~ x93
R |

Yolxs o~ xy)

Les points principaux sont tels que ; HF = HO + OF gt HF = H'O + OF

Dol OH=0F -HF : OH =0F -HF

Les points nodaux véﬂfiezm: HN =HN =HF + }FF’; par cmséquem:

ON=HF +OF ; ON'=HF+0F
AN f=-362¢em ; f'=3,17Tem

OH = 9,90 ¢y ; O = 13,5¢em ON =945 cm ; ON' = 12,70 o,

O Ay F oAy N H NH AR

A
]

¥ ¥ L ¥

| A B,
{croguis)

¥
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3% 4 Soit un dioptre sphérique de centre C et de sommet 8, les deux poinis doubles sont ¢

; s gy . 4
et §, pour kesquels les grandissements linéaires sont respsctivement 3, = ;’1: % = f’: ey
!(.
CA
¥ gf = 1. % correspond & xy alors que ¥, correspond & x,.

¢ 1 faut monirer Vinverse, c'est-d-dire que si un sysibme optigue posside deux points
doubles dont les grandissements sont 1 et afn’ ; alors il est équivalent 3 un diopire
sphérique

Au point 4, d'abscisse x, le grandisssment est % = 1, 4; est donc confondu avec le plan

:

e 7
principal, or 1 Gy = P el Gy = §
Dol n8 = 1’8" qui est Ia Joi de Descartes en A..

, 7 . . ..
Anpointdy, % = el soit Gy = 1, un rayon qui pagse par A n'est done pas dévié,
Conséguence @ Le systbroe ot équivalent 3 un diopire sphériqee de sommet 4, &1 de centre
Az

- 9 - Systeme catadioptrigue - Aberration chromatigue,

I 1% Un diopére sphévigue concave de sommet § gf de cenive { et constitné J'une
surface sphévigue sépavant dewy milisuy transparenis ke premier est Ugir i le dewxidme
diindice n supéricur & 1. Montrer gue, dans les vonditions de Gauss, ln formule de
conjugaison pour ce diopire 5°derip

7 i 7 ]
I
S4°  SA S
Donner les positions des foyers objet F ef bmage F’. Préciser ln noature de ces foyers et
Juire e caleud pour n s 1,5 of pour un rayon de 50 cm.

ol A" ext I'image d'un point objet A de Uaxe.

27 On associe au dioptre précddent un autre diopive sphérigue de sommer 87 ot de cenire
o pour Jalre une lengille. mince de distance focale 25 pm. La lumiére grrive du cfié du
premior dipptre (8, ), Déterminer Iz rayon du denxidme diogire pour gue

o) La lenfille soit conyergente,

&) La tentille soit divergente, m@«w -

3% On forme un systéme catodioptrigue & Paide \ =
du dioptre précédent ef d'un miroir sphérigue de ; ; . S
méme rayon gue le diopire {figure ci~contre), de =
sommet 87 et de centre C'; ’ -

Onpose: 88 =q=25cm
Dégerminer la position du point A gui est Iimage de lul-m8me dans ce systéme
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OPTIEVE

4% Un systéme optique est formé de deux lentilles minces, tailldes dans le méme verve,
centrées sur le méme axe, séparées par lo distance e et ayant pour distances focales

images i el 15"

a) Caleuler la distance focale du systéme et la position de ses foyers et de ses plans
principaux, Faire un dessin du systéme ef dire si les fovers sont rdels ou virtuels, On
donne :e=dem,f;' =5 cmetfy’ = 3 cm.

B Caleuler Ig distance ¢ en fonction de §;" et f3' pour gue la distance focale du systéme
demeure indépendante de Uindice au voisinage immédiar d'une certgine coulenr.
Calculer et placer les éléments du systéme constitud par deux lentilles identigues de § cm
de distance focale pour In couleur considérée,

Extralt, Agadir, PC2, Mai 1986,

1%} Formule de conjugaison

Usn rayon issu du point objet A,
rencontre le diopire au point J
avee un angle dindice £ il s
réfracte avec un angle r dans le

e e
£

ive Paxe of
prolongement  du
réfracts. Dans les trinngles C74
st CTA on g

n e

CA IA CA 1A

s s s L 2
SERE gimog FIAY sipo

En falsant le capport
CA . snr _IA
SA T simi
Or, Ia loi de Descartes donns

figure 1

sini=nsinr

CA CA’
e R

oo

Dlob

“TA A

Cette quantiié se conserve & I3 traversé d'un dioptre : Clest l'invariant fondamental,
Les conditions de Gauss entrainent que 7 est proche de S, nous avons done d'aprds 2]

sa s

SA-SC . SA - SC
SA Cosa
n i

Par conséauent S, e o
S4" 84 sC

“%
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Position des foyers :

4 Le foyer objet F s'obilent lorsque A” est & Vinfind SF = ?2-%
¢ Le foyer image /' s'obtient lorsque A est & Vinfini SF7 = ;ﬁ? SC .

D'apres le sens positil (figure 1) '{E{ 0, or n>1 parconséguent: SF>0 : SF <0
Le foyer objet se wouve dang Pespace objet virtuel, il est donc virtuel (figure 2),

Le foyer image se trouve dans T'espace image virtuel, il est done virtuel (figure 2),
Lorsque les deux foyers sont vinuels, le dioptre sphérique est divergent,
AN:SC=-50cm ;n=15

SF=100cm; SF=-150cm

&
e "o —
1 e I e
e
Ao - wﬂw,‘w*““m
o ’X
-~ 1
- i B
i W
{ K -
Py Al e
S
oo # . .
el figure 2

27} Mous cherchons la formule de conjugaisen de ta lentille mince, en remarquant qu'slle est
I'association de deux diopues sphérigues de rayons SC 2 57C°. Lindice du miliey
intermédiaire est i,

i -
4 Un point objet A a pour image Ag 2 travers le ler dioptre é: S o i‘ii}t.‘ii
54 Sy SC

& Le point Ap est un ohjet par rapport sy 28me dioptre ; son lmage est A telle que

(3

b . e o Bl 4]

A, SA  SC

La lentitle est supposée mince 1 S = §' = 0

En ajoutant [3] et 4] : I S A 1 (= S }
OA 04’ sc 5C

Détermination du rayon du 28me dioptre : Lorsque A tend vers Vinfini, A" = F7



kL OPTIQUE

! ]
) [ -
OF ’c" s¢

"‘;‘(“:,, . 7w ] (}F' . 5:5
=D OF-5C

ey

Soit

a) La lentille mince est convergente. Dans ce cas sa distance focale i image est positive (en
supposant que le sens positif est confondu avee le sens de propagation de la lamidre).

AN: OF= 25em 5C =50 cm ;o= 18 ®

Tocwmiin i

on irouve $C =-10em . ]

5C < (3, d'ob e schéma,

Clest un méaisque A bords minces,

b) La leniille mince est divergente, Dang

A0 f}s"';"’“ 25 e o= LS

On wouve : ST = 1667 em ‘

- ¢ f o

S0 >0, dob te schéma | - P -

Clest un minisque & bords épats l\

3°) Recherche du point double

1%¢ Widthode ;

On se propose de chercher la relation lant le point 4 aves son image A* 3 iravers 1e systime,

o " Lo . I n_ len

50it Ay Nimage de A 3 travers le dioptre Sphérigque @ st e o e {51
A S84y SC

B . . - s 1 7 2

Ag 2 powr image & wavers le misoir sphérique, A el gue: st 4 b o of {61

§4,  SA4, T

Dans le sens de la lumisre ré0échie, A, a pour image A" wavers le dioptre sphérigue «

£ L _n-l 7
SA, & 3¢

{51 et [7] donnent éf:é; et ?E? en les reportant dans [6], car KAy S-’§ + 92; :

Ay = 58+ 84, nous avons 1a relation entre 4 et 47



PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIGUE 58

SC+(n— 1)SA . SC+n - ISA’
nSA SC+55 | SC+(n-1GA | nSASCHSS [SC +in- 1A' |
Lorsque 4 est image de lui méme , 4 = 4",

En remplacant dang lexpression précédente |, avec SC=8§C =-R : §5=—a

, avons - T R@-R)
Mous avons © 84 = R D iR

28me Wigthode :
Le systeme étudié esi catadioptrique, il est donc éguivalent 3 un mirolr sphéa’iqme ds
sommiat £ et de contre £2, A et A" sont done reliés par Ia relation : e e e

Lorsque A = A, cela entrgine A= 0
i

1i suffit donc de chercher le centre du mirolr dqudvalent. £2 est Vimage da centrs du miroir
i e

it g iy

S

réel & travers le dioptre sulvast le sens de In lumidre r&{ldchio .

BYEC
BYEC

THHIS AVORS | S

{it M{rﬁt ga Ak

Ce gl est en accord aver la 1ere méthode,

AN a=28cm ; F=50cm ; a=13

O wronve 3@5 = 20 om

Le point A se wouve entre S ot O
4% a) Calenl de Ia distance focale ¢

La formule de Gulistrand appliquée anx deux lentilles donne e

e
= T e e
f I O Y

Soit From ;;7‘%%;’:“? 18]

4 Position des foyers ¢
“ Solent £ le foyer image du systdme, F,” celul de la premide lentille, Frest Vimage de 7y

& wravers Ia deuxidme lentille ; Ia formule de Newton doone : 7, Wy P E PY O A

or FiFy=A =F0; +0,0; +O0F; =—f) +e~fy



60 OPTIQUE

D'oi FyF S 9]
BT O Tew

* Solent F le foyer objet du sysibme | F, celui de 1a deuxidme lentille. & 2 est Pimage de F 3

travers la premigre lentille. La formule de Newton donne ,f:;}: . Fﬁ; = fp 2
e Nk
Dol FiF m et 10]
! fi—e+fy Lol

& Plans principau

+ FF L ordaprds [8]:

2

Le plan principal image est repéré par 1 tel que - HF =

fr= HF

Do FyH' = FyF - HF {11

Les relations [8], 91, [101, [11], [12] donnent : f*= HF =375 cm; Fyf s

fad

#

25 cm

Fof = 625¢m o FyH'=-8cm

Construction géométrigue

N 4
AN e =
\ 7 M% - Fll ?E'

Oy H > O P 3] B,

¥y I~

2 SN
S

g \\ u:::;:wwwwm

Pour positionner F et I on peut lo faire 2 partir de O 5 on vérifie que 07% = 1,25 om ;

5;};’” 3 cm.
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Pour Fexplication du tracd voir probléme n° 11, L
Le foyer objet est virtuel, car il se trouve dans Pespace objet virtuel,
Le foyer image est réel, puisqu'il se wouve dans Tespace image réel.

b} Les deux lentilles sont millées dans le méme verre, nous avons donc |

w{w—mmml)ﬁ}; '"'j;'m{nwl)Kg avec K; et K,
7 5

des constantes dépendanis des 1ay00S de courbure deg icmxl}eq Pour que Ia distance focale ne

dépende pas de Vindice, on doit avoir df "= 0, s0it  d (7" SR

1. I / ] 4n" 0y a4 df"
A= dim) +d T~ d () = - s o e TFET b T
<f) {fl} {fi} g (f}fz) P *e(f; A A )
af; dn af dn
aven g Ky (e : e s Ko s e
! V7 T )Y 57 SR U
Par conséguent d{;'*;) %}}' + - e §m = {}

on c:%mzammiigu@,

Application ¢ 5 By
H=h=5ometdapds {(3le=5em. e R |
\’%"
D'aprés Ia figare on constate que : ~ 5 R
i:“’»ﬁf;"i’g{j? . o= f} 01 : H ’””f'zl”“ 0i 61 . (}?
i, \%
H=F=0, . ‘

Les milicux extsémes sond identiques, donc
les plans nodaux, sont confondus avec les
plans principaux correspondants.

¥ 10 - Lunette astronomigque,

On considire wune lentille mince convergente L, de distance focalé
Ji' = 56 em

1% Construive Vimoge A'B® d'un objet AR = ] mm placé 4 10 cm de cette lentille,
déterminer la position de A'B’,

29 Caleuler le grandissement vy de I lentille. (On rappelle gue AR o5t perpendiculaire 4
Foxe dy sycteme)

‘1”") On yent Mm‘mzi une lunelte asironomique, pour cela on utilise In Iemdi‘e précédente
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Ly comme objectif et une antre lentille Ly convergente de distance focale f,= 2 em comme
oculaire. Donner schémuatiguement la position de Ly par rappert i Ly lorsque la Tunette
o5t réglée & Uinfini,

4% Dessiner la marche d'un faisceau lumineux issu @une étoile supposée & Pinfini,

59 Quel est le grandissement angulaire de In lunette (rapport de angle sous lequel
Fimage d'un objet est vue & travers la lunetie & Pangle sous leguel Fobjet est vu & Poell
nu) ?

6% La Iuneite obtenue & partir de Ly et Ly donne une image renversée par rapport &
Pobjet, on désire redresser cette imags. Pour vela une troisidme lentille convergente I; de
distance focale f; = 2 tm gst introduite entre Ly ot L. Celle-ct donne de Vimage fournie
par Ly une image réelle renversée par rappors & la premitre image ; Ly est déplacée pour
donner Vimage définitive & Uinfini. Dessiner lo marche d'un faiscean lumineny
provenant d'un point sitné & Vinfini,

Extrait, Tétouan, MP2, PC2, Janvier 1988.

17} Censtruction géométrigue de Pimage :

Pour trouver Vimage du point
B, on considére le ravon 3 A
paraildle & Taxe optigue @

y mae B2 v 1 pomuerne e
ant par B ;i converge s

F .
Le rayon passant par O, ot 8
n'est pas dévié. L'intersection
des prolongements des ravons

I et 2 dopne Uimage B N
Llimage de A se trouve sur Paxe N
optigue el gue AR est \
paralidle & A8,
¢  Détermination de Ia
position de 48",
La formule de conjugaison d'une lentille mince donne :
i i
..".....m"‘"{“"'._."" - ."“"""""“'mi,._. = “‘4’:“;_»""’-.":"" AvVer Ggﬁ 1 =F ;l
A O OF;
S 04
Dol 0,47 = M
f;’ + Q[:‘@

Al 5;;{ =~10cm 4 fi'=530cm

OA'= 12,5 cm
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2°) Caleu! du grandissement 7

AN Z}:X% =125 cm O;Awm -1 cm

On trouve Y= 225 .‘

La taitle de Vimage est done 1 AB = v, AB = 125 x 1= 1,25 mm.
Conclusion ¢

Nous avons une image A'B’ qui est viruelle, droite(y> 0) et plus grande que l'objet (> 1)
Cetie lentille est utilisée alors, comme une loupe.

3%y Lorsque la lunette est réglée & Vinfini, un sayon incident qui vient de Vinfini, sort &
Vinfini. Pour réaliser celn, il faut que le fover image de L, soit confondu avec le foyer objet
de L, (voir figure suivante). Le systbme Ly, Ly est alors afocal.

4% Construction géométrigue.

Pinfini, son image & rav

toile est supposde &

st afoesle, Pimage définitive se forme done 3 Tinlind
i 1 )
B e P
o, ;/’
- o
. ",
. | /
S ] .

57 Grandissement anguiaire

11 est donné par g = %

Dans les triangle O,F /B, et 0, F,B, ona: F/B,=8.0F, | F/By=8.0.0,
car §et & sont petits,

s0it & _Z. 51? ; = Wf'll
8 o5 0 |f T F

AN:ff=50cm ; f =Z2om
Done ]
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&%) Le faiscean incident issu de I'infini donne une image réelle F,'B, & wavers L), cette
image se trouve au plan focal mage de L. Pour que Ly donne de 7,8, un image réelle
reaversée, il faut que F,'B, soit situd avant Fy |, foyer objet de Ly, Lorsque l'image finale est
& l'infini, Vimage & travers Ly doit 8tre sitoée dans le plan focal objet de L.

En conclusion e foyer image F,"de L, et le foyer obiet F, de L, doivent Bire conjuguds par
rapport & Lg

11 - Etude d'un doublet - Association : lentille ¢3 lindrigue,
lentille mince, miroir plan.

F7 Un ovulaire est constitué par Passociation de deny lentilles vonvergente L, et L,
supposées minces, de méme axe principal, de distonces focales hmages respectives
fi'mdemeat £ = 1 om, distanies de ¢ = 2 om, .

1} PQuelle st ln notarion symboligue de ce doublet ?

2 ) Béterminer In position du foyer image F' de cei oculaive par rapport an point O
centre optique de Ly,

3 } Déterminer la position du foyer objet F por vappors au point O : centre optigne de L,
4 ) Caleuler la distance focale image de cet oculaive en wiilisant ln formule de Gullsirand,

§ ) Déduire des résultnis précédents fn position des plans principeux par rapport & Oy et
Oz

§ ) Vérifier ces résulinis par ung construction géoméirigue & Péchelle,
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IF{ On véalize le moniage suivant ;

s

O, ¢

{/ne cuve dont une des faces est une calotie sphérigue de cenive U de sommed 8, ¢f de
rayon de conrbure R = 10 em contient de Ueau d'indice 5= 4/3.

Une source luminguse ponctuelle A est situde dans Peeau, sur Vaxe principal C5, & 50 cm
de 5. La cuve est placée dans Velr diindice n" = 1.

Une [fentille mince divergente L de centre optigue 0, de convergence
O 2,5 dioptries exi disposée & 1,20 m de § sur le méme axe principal,

Un mivoir plan M inclind 4 45° sur vof exe, coupe colui-ci & 50 cm en greiére de 1,

1) Quelles sont ley disiances foenles ohjet ¢f mage du diopire sphirigue de sommet 5
23 A gueile distunce de 8§ se frowve Umoge de A donnée par le diopire sphiérigue 7

3) O se formera Pimage définitive de A foursde par Uensemble dy systdme constitud par
o cuve, ln Fentille ef le mirgir 7 (Donner ses coordonnées dons le repére Ox, Oy : Ox
sutvant Vaxe principal, Oy sulvand L divigé vers le han).

Ouelle est lo nature de pelte imoge 7

4 ) La lentifle 1. est éguiconcave (Les deyx foces sphérigues ont le méme rayon de
courbure pj tofllide dans un veree d'indice ny = 1,6, Calenler le rayon de conrbure p.

Bxtrall, Cosa I, MPZ, Mai 84,

1/ 1) Symbole du doublet
Le symbole du doubler est définit par les trois nombres algébriques p, ¢, 7 tels que :

i«{mm gf = “’%—“, par conséguent , ke symbole est (3,2, 1)
14

2y Béteymination du foyer image F' du doublet :

Soit £} le foyer image de L, . Dans le doublet, F” est le conjugué 7 4 travers Ly !

A e o
OF  OF;  OFy
I ! I

e m——————— e
021‘7’ ()20; ka O;Fgg 02}’“3’
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Y N
02}:" -»£+f1' J‘:?l
. Je— ey
Sait O, F = Mﬁ"‘“
it fy e
AN: fi'=3ecm; f=lem; e=2cm
Diob O,F = 0,5 cm - {13

3} Détermination du foyer objet F du doublet :

Soil Fy le foyer objet de Ly . Dans le doublet, Fy est le conjugué de F A travers Ly
) I i

Soit 2]
4} Caleul de Ia distance focale image J '
, ! i 1 2
1 a formule de Clullsirand pour le doublet st o e ot
e ' pon PR R TR
; ‘. 5

soit f R tf -e
AM: f=3cm: fy=1om; e=20m

’ 3

51 & Position du plan principal image H :

HF = HO, + OF

Soit O = OF — HF
Or HF = 7 et O.F estdonnée par [1]

AN (S’;?’ =, 5em; HF = 1,5cm
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@‘mwicm

% Position du plan principal objet # ¢

HF = I}—é, + 5;1: = HF puisque fes milieux exuBmes sont identigues.
Par conséquent (;;‘1 = () F o+ HF

(3;5 egt donnée par [2]

N: é;}w =150m; HF' = 1,5 em

5&&3{;&1

£ Constraction gloméirigue

Trans la figure suivante nous avons placé
@é{)m@ﬂ({%&m i, NOUS Pouvons
Pour le rayon mm{z k1, m, 3

yezien
rapeanivant

& les polmts F, F° daprds [2] oo [1]
@mﬁsm‘ s pami Mlez H el

y 4 Qg‘s%b{g?ﬁ; Rt

::é
Fr, Llintersection ente
e plan @HPMQ&% inage, é’za F

&
dmergent passant gw" 57’ fiﬁfsmi ]
Poar te plan principal M};m on prockde de la méme maniér

L) )

Remargue : Nous constatons que I est virtuel, parce qu'il se wouve dans l'espace objet
virtuel, alors que F” est véel,

11 /1) Calenl des distances focales

La formule de conjugaison d'un dioptre sphérique avec origine au sommet est dounée par .
Lo Lo 2R 1]
SA  SA SC

4 Lorsque A se trouve & Linfind A est dans lo plan focal objet, donné par
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L g = 222
5F SC
T, —
Doit SF == SC

& Lorsque A se trouve & linfin A’ est dans le plen focal image donné par £

»

L. Al

s §C
Soit 5F = ﬁ,ﬁm - 5C

AN: n=df3; a=1; SC=-10cm

O rouve ¢ SF =-d0cmi; SF = 30 cm
5 Ddtermination de Ulmage de d.
3 F ¥
. X 1 Il !
Diaprds (170 e m:ﬁ e {
sS4 AL 5A

Sg’ = 150 cm

3) fmage de A b travers ke systéme :
I

1 ! ,
- — e L
oar o4 [

& Solt A" Pimage de A'3 travers fa femilie L :

1+04.C

Soit oA = w8204

14 (05 SX;) O

AN: D8 =-12m; SA'=1,5m; C=-2,58

OA" =12m

& Soit B Timage de A" & travers le miroir. B est done te symétrique de A par rapport &
(M. .
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@ Construction géométrique
A" joue e 1le d'objer virtuel pour (M), son image est gitude en B telle que MA” = MB.

MA" 21 MB sont perpendiculaires, car le miroir est incliné de 45° par rapport & U'axe optigne.
par 1appo plag

% Coordonnées de B

i =OM =05m

Va = MB = MAY = MO 4+ DA =05+ 1.2 =07 m.

Done B a pour coordonnées (50, 70) en cm.

@ Mature de Mmpge délinitive B,
AT

" gst un abjet virtuel pour (M) ; son Fuage est done delle, par conséauent B st réelle,

4) Rayon de conrburs p de In lentille

&
. 2 e . s W, e a
La lentilic est schématisde par 1a figare cl-contye. 5, el
5, sont confondus en O car Ia lenulle ost mince.
La formule de conjugaison appliguée successivement o -
pour le ter diopire et le second donne ! h =
i 7 I -n S 16}
T g car A it Ay
S:A B 5,0,
ny i ny ~ 1 50,
s QAT Ay et A

5545 54 5C
En ajoutant les deux relations | avec S, =8 =0 :mfmr - w{_m = % 4 iiwx{-;{a
) 04 04 §0 5C;

$i A tend vers Tinfini, O =f'= %
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Avec le sens positif choisi: 5,0 =-p 3 Sy=p

la relation {21 donne [ B

AN: ny=1,6 :C=-258

O trouve

12 - Tmage & travers un doublet - Etude des lentilles d'un doublet.

7/ Une lentilie mince convergente, placée dans Fair, donne d'un objet réel ponctuel A
pris sur Paxe optigue de ln lentille une image réplie A’ siiude & 20 e de In lentille. et
recuellfie sur un éoran, :

A dgale distonce de tn lentille convergente ¢f dg U'éeran on place une lentille mince
divergenie dont Paxe opiigue eotneide avee celul de lo Tentille convergente. Duelle est ln
sale Tmage de vetle 1 divergente sachani gu'lf faut veculer Pécran de

RN
A .

36 ¢ pour vecueillir Pimage »

377 Solent ) leniilles minces Ly ot Ly, Chacuneg de ces lentilles minges Lyl =1, 2) est
caraetérisde par son conlre opiigue O, yon foyer objer By, som foyer fmage Fy', su distance
Sfoeale image f;'.

On considére un doublst constitué par 'ass clation des 2 lentilies Ly et Ly placdes dany

Pair, distantes de e = 00, el ayant leur axe optique qui colncide. La fumidre atieint fr
lentille Ly en premivr, ce doublst g5t curactérisé par son foyer objel F son Jover image F'

ot sa distance focale image ¢ On pose 4 = FiF, .L'indice de Vair sern pris dpald 1.

1) Etablir les formules exprimant FIF, FoF et f en fonction de fi, fed .

2) C¢ doublet et el que deus expériences distinctes dennent les résulints suivanis :

Tere expérience : Un objet 4,8y réel placé dans un plan de front Ay sur Paxe O, 4
46 e en avani de lo lentille Ly a une image At 1 véelle situde & 12 cm apres la Tentille
L;. Le grandissement linégive est ¥y = ~1,2.

2eme expérience : Un objet Ayl réel placé dans un plan de front Ay suv Taxe 0,0, 4
50 em en avant de la lentille Ly donne une image ALBG de grandissement linéaire
¥ =5,

g} Onpose 3= 5;}7 ety a@?«‘f En utitisant les formules de Newlon nppliquées ay
doublet, calculer la valour de x, ¢ el Y.

&) Grice aux formules étabiles & in guestion 1) s oux voleurs de %, y ¢ o’ obtenues 4 ln
guestion précédente calculer In valewr de 6, §7 e f3.
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¢) Quel st Je symbole de ce doublet ? Donner la nature (réelle ou virtuelle) des foyers F
et F' du doublet.

Extrait, Casablanca I, PC 2, Janvier 85,

1/ Soient 0 le centre optigue de la leniille convergente L), (; celui de la lentille divergente
Ly.
Le sens positif correspond au sens de propagation de la lumiére.

A’ image réolle par rapport 4 L, 2 5;4" =20 cim,

On place L, 4 égale distance de Ly et A”: 6;;%,“ = 10 e

A’ jous le rble d'objet virtuel par rapport & Ly, A" est P'image réelle & travers Ly tolle que

Drow Tex

A Oy = 15 o
&
i
S T
e %‘*m
- o m’““'::'":,‘”_"”""%.w
Ey T T,
Oy G, A A
Vi Ly

13/ 1% Expressions de Fol”, FiF et o'

Dans un doublet 7 et F sont conjugués par rapport & Ly @ la formule de Mewion donne :

FF} . Bl == fy?

£ ‘
Soit FoF = %@» {1
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Drans un doublet et F, sont conjugués par tapport & Ly : EE . FH";!}'; =
A, avaee f ! T2 §
d'of FF o= - - 12
Pour Ia déermination de ¢, on appligue la formule de Gullstrand : L -’L + -L R
PO A S
)
A AR
or A= FF, =Fj0; + 0,0, + OFs =—f{~fr +e
'
done D s e e 3
P A 31
2y ) Pour un couple (AB, AR’ les formules de Wewton applicuées au doublet sont
Fay = FOy+ OA; =~y +12.
Lumité est e centiméire,
T S
On en déduit: (x+ 4002y )= ¢'? 14
1,206+ 40) = ¢ 15
Jime expérience : % wggm ; }ﬂ:f@; :!36; + (ZXZ s x 60
Féh,
or B =-05, donc g =05 &+ 60) [al

Détermination de x, ¢/ el y
151,161 1,20c + 40) = 0,5(x + 60)
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Soit X - }%@, om {7

En reportant fa valew de x dans [6] g = = om 81

Drapsis [4] on a donc =z om 91

by Détermination de g,/ f'

B £

Draprés [1]: FoF o FoO b O = fy’ by m —

pres [1] 2 30 + 0y Bty TR T
en wilisant 1912 GOy v fy ~e)=7f {e—f1) 110
Diapres [2] T = F, + OF =i+ S

i 2l LT L S o X omm s

e ! e e—fi' -1
en wiilisant [7]: B0, + i ~e) =Ty ~e) [

Drapres 151 g e

-

L i fant sésoudee fe systéme (307, (110, 1120

(1017 {12] entrdine (133
1111/ [12] entraine PR [14]

en reportant [13] et {141 dans [12] on a 2, puls on réutilisant (137 et [14], on détermine /7,
5

Dol : : e=30cm; fi'=20cm; frl=-60om]

Traprés les signes de f;” et ', on voit goe la premitre lemille est convergente, alors que la
deuxieme est divergenie.

¢} Symbole du doublet
Le symbole dun doublet est Tensemble de trols nombres algébriques (p, ¢, 7) tels que s
il _e B
p g r

Cn en déduit gue le symbole est: i (2,3, ~ 6) 3

Mature des foyers F , F'

* 5}? . }%{l cm ; le foyer obiet appartient i Tespace objet réel, done F est réel,
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* {}gx‘?: 5 %Q» ¢ ; Te foyer mage appartient & Pespace image virtuel , donc £ est virtuel,

¥ £y

g 3 3 ¢ 23 £
o £ pa i %mw ;ﬁu ﬁ;‘ 3“’# de

comvergence é{“ ; ef %‘" Er wgmms & une

wilien sliud entre les deuy lesiilles et pr ¢ comme peulaire powr

£ K ,\ £
ohserver les @iﬁ}esﬁ@ izmzmms{: de eouleur ?ﬁf{mﬁfa& Lez indices ny M iy Elant j‘bwiﬁaﬁ de I
longuenr d'onde X, les coractéristigues du doublet en dépendent aussl. Solt A (i= 1, %)

e variotion de n; dans le domaine vistble. On poze §; mm?;;m el onm assimile Aw; & wne
g

varigtion infinitésimale (n; est la valenr de Pindice pour une longueur d'onds moyenne,

B est appelé le pouvoir dispersif du verre).

a) Eiablir, & parfir de lg formule exprimant In convergence d'une lentille mince, i
relution : AC;= Oy fri =1, 2),

b} Grdce a la formule de Gullstrand, montrer gue la convergence € du doublel ne dépend
pas de la Jonguenr d'onde A & condition que les quansités §, B;, €y, €y et d solens

Ciff + Ca,

CyC(By + Ba)
de Ramsden (3, 2, 3) avec des lentilles faftes d'un méme verre satisfoni-ils pette relation ?

Extraif, Cosablanca I, MP2, Juin 1984,

fides por In relotion suivanie > d = s des doubleis de Huygens (3,2, 1) et

a) La convergence dune lentille mince d’indice n; es de rayons de courbure R, et Ry; est

donnég par : Ciw (- 1} :‘E;: - E;: [1

Les rayons de courbure sont indépendants de la longuenr d'onde.

Ean considérant A comme une variation Infinitésimale, nous avons d'aprds [1]:
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1 i
AC; = dn; <131§ B Rz;}

Tin réuilisant {115 AC; = an ”""**,ﬁ K
Soit ac; = -

Remargue : Dans la notation R et Ry, Ry et R, sont les rayons de courbure de la
premitre lentille alors que Ry, Ry sont ceux de la deuxidme lemtille. Ceg rayons de
courbure sont compiés algébriquement et lowrs signes définigsent 1a nature de Ia lentille.

La formule [1] suppose que la lumidre waverse le dioptre de rayon Ky putis celul de rayon
Ry

5) Lindice du milieu situé entre les deux lentilles minces est égal & un, La formule do
Cullstrand §'6crit done sous Ia forme 1 O = C) + Cy ~dC L, i3]

En supposant toujours A comme une variation infiniésimale, on 2 daprés 371
A = e{ng o ﬂ(:g - dCJAECg - dC_géﬁC; {‘3}

A une faible variation de Ia longueur donde correspond une faible variation de Pindice, 4
canse de 1o dispersion, Pour que la convergence du doublet ne dépende pas de la longueur
dionde A, il faut done que AC

. T,
Diaprés [4] et [2] - I S It vt S
b B i
OBy + 08
ok " W L. {51
CiCo (B + By
Application 1 Pour des lentitles faites d'on vere dindice # 1 Bi=fh = ﬁé;;{'
51 devient 1t G
{51 devient 36,6 b
b i iy ‘
Ori, = =21 Oy = 23 Dol d iz e— 5]
S A 2 ’

4 Doublet de Huygens 1 (3.2,1)

Hexigie nn réel g tel que s fy = 3asd =2a; i/ = a; on véifle que:

fir ' Ja+a
5 # 5 = Jawd

s doublet vérifie done la relation [6].
@ Doublet de Ramsden : (3,2,3)
Tiexiste un 1éel btel que s fy = 3b ; d = 2b 1 f3'= 3b; onyemarque que:

SR 3b+3b
T2

= 3b#d , card=2b. Ledoublet de Ramsden ne vérifie pas [6].
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% Conclnsion 3

Lorsque fa convergence d'une lentille varie en fonction de 1s longuenr d'onde, on dit quil y
“a sberration chromatique longitudinale, Cette aberration se traduit par le fait qu'on a aotant

de positions du plan focal image que de radiations.

La formule [5] montre gu'on peut associer convenablemant deux lentilles pour éviter le

problzme d'aberration. ‘

Enfin, on a montré que le doublet de Huygens (3,2,1) est en accord avec 16] alors que celud

de Ramsden (3,2,3) ne Test pas.

OPTIQUE PHYSIQUE

» 14 - Expérience des trous de Young.

On considére fe montoge clossigue des trous d'Voung placé duns le vide o représentd par
e figure ci-dessous. Un plan P muni de devy ouveriuves civenloires 8; 01 5, de fribles
dimansions, ldentigues, distoniss & une longueur o st doleiré por wn foiscenn Inmineuy
émis par une source ponctueile §. Les deux ouverfures oni respectivewment los

coordonnées sulvamntan s g{“; 8, 0); Sy, O, §) duns e aysiéme de covrdenndées
4 2

{0, X, Y, Z).

Un éervan dobservation ¥ esi dispesd parpllélement 4 P 4 une disiance OO

O = D ww 0. La sonrce § émeat ung lnmiére monochromatigue de longueur d'onde Ay

dans le vide.

1
5. . *"’Lg O

s

|
1 s, é;},ﬂ ,o} T

1% Donner les congitions nécessaives ef suffisantes pour ohienty un phénoméne
d'interférance sur Pécran E.

2% Soit Moun point de Véeran B, On pose 8 M = ry, 5:M = ry. Donner Pexpression de la
différence de phase en M des ondes émises par (S et (5;) en fonction de vy, vy ef A

3%a) Caleuler Pexpression de Vintensitd lumineuse I au point M de Pdevan E en fonction
dea, X, Det Ag. )
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&) Donner la ff}rme des franges sur cet éeran.
¢} Représeanter graphiguement Vintensité 1 en fonction de X,
dj Caleuler Ay si Vinterfrange i = 0,20 mm ; D=1 m ; a=3 mm.
Extrait, Tétouan, PC2,

1%} Pour avoir un phénoméne dinterférence sur Pécran £, il faut que les deux sources 51, 5
sotent cohérentes et synchrones. Ces conditions sont réalisées car les deux sonrces sont
issues de la mBme source 5.

2%} Caleul de In différence de phase.

L'expression de la différence de marche entre les dewx rayons qui inter{irent on M est

& (S5 — (88,8 ) = (5550 + (5,M) — (55,) ~ (5, M)
or {§5,) = {55;) et puisgue Vexpdrience a e dans le vide d'indice £gal & un

P o=

s 2
Dol ¢ = ()

3% a) Expression de Vintensité 1(X) au point M.

Les deux sources ont la méme amplitade, on pant done éorire

[ = Iy cos? :’? mfgwszgé ;
L Ao

aves §y = cste, S
8y R

La différence de marche en M est ¢ %”\”\“‘”"’“'" - :;/

N S "g\x //»’”’W o

S " o M’X @ o
6ma6w£§~ car D> a N
B ;
\ W,
Dod (%) = 1, cos? ZEX sf -
Al 5

b} Forme des franges,
On obtient des franges d'interférence rectilignes et paralldles 3 OT.
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¢) Représentation graphigue.
I ) = By o8 o
00T D

m .

. . . D
La fonction est paire, de période = ——qui est Vinterfrange.

. ma¥ z AsD .

HX) =0 s . WD = {2k+1} 3 : st(;’kfi} *ré"a"f"* ke d
nak Al

HX} =1, s s . o35 s Xy ke kek
(X} =1y y 8 WD 4 & "

A

e

Oy remargue gue la frange cenirale est britlante. De part et daute de Ia frange cenirale, on
P " “ " T '&
ahserve des franges alismativement sombies ot brillaptes.

&) Caleul de Ay
: AoD : PR . N
Lingerfrange i = - consiltue une périodici spatiale ponr fa figure dinterférence, c'est

1a distance qui existe entre deux franges sucoessives de mbme intensité (mbme nature).

_ia

D
AN i=02mm; a=3mm; D=lm o gﬁgmﬂ,égxa

/7 1S - Miroir de Lloyd : interférences avec deux radiations - utilisation
S/ ‘ : d'une source étendue,

L.

On éclaive un mireir de Lioyd AD par une source §
ponctuelly ¢f monechromatigue de longueur d'onde 5
A= 0,54m,. La source § est située & une hauteur “
vy = 1 mee dy plan du mireir. {In pbserve des franges o 1
dinterférences suy un éeran E perpendiculaire au plan
du miroir.

A 0
G e e~ PR TCTITTTTY
o L

e ®
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On donne : 5A = 10 em 1 50 =30 ¢m.

19 a) Représenier graphiquement le champ d’interférences.

b) Représenter les dewx vayous lamineux gui inferfévent en un point M du champ
I £ SR S

$8IRICrIerenCes.
Pourquoi pbserve~i~on des franges dinterférences sur 'dcran ?

2% g Caleuler In largeur du champ d'interférences et Vinterfrange.
Combien de fravges brillantes observe—t—on sur Uécran ?

b) Bonsner Fexpression de Uintensité I{x) en fonciion de Vinterfrange en un point M de
Péeran sitné & nne disiance x de O,

39 La source § émet maintenant une radiotion rouge de longueur d'onde Ay = 0,7 pim

¢t une radintion verte de longueur donde A = 0,5 pm.,

@) ﬁé?crs’re Iz phénomene obgervé sur I'écran.

) Déterminer les positions x, pour lesquelies on observe un phénsméne de bronillage.
Crlculer los positions du pr nier af du demzﬁr Brouillage,

4% On remplace la source ponctuelle § par une source monochromatiue éfendue de
for ‘

pueur donde A= 8.5 pm of de largewr 2e. Le cenire de cells st
2 {37 g‘svga@\fwn?w}

a} Duelly et Plntensisd downde par

une lorgeuy dy de lo source (situde i

i yne distance v de () en un poing 3

M de Vdovan ? i
H

B) Calewler Pintensitd lumineuse I L .
sur Péeran donnde par loute lo dy=sg
souree. af ;
Montrer git e!!f peaz §écrire sous L
lo forme s . {

= Ie 1~V cos {2;:»«)1 ®

Que représentent ipet V' 7

¢} Représenter gmpkzqmmem V en fonotion de x o8 Interpréter bridvement (sans foire de
caleul) Jo vésuling obienn.

Préciser numériquement les positfions x, des minimums de netieté pour une source de
lorgeur 3¢ = 0,0 mm.

N.B. Les questions 3°) et 4% sont indépendantes.

Meknis, PC2, Mai 197,

%
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1°) Représentation graphique da champ d'interférences 3 %

a} § a pour image ' qui ki
est symbirique par yapport ag
miroir ; d'oll la représen-
tation ‘

La zone d'interférence est
délimitée par le rayonm
réfléchit sur A, et le rayon
réfléchit sur O,

b) Les deux rayous lamineux qui interferent en M sont constitués par le rayon qui arrive
directement sar M o1 celui qui y parvient aprés réflexion sur le miroir : c'est le rayon qui
semble provenir de &,

Mong avons réalisé un dispositif permettant la supergosition ds denx faisceaux : I'un
provenant de 8, I'antre de 37, puisque S ot ¥ somt cohérentes et synchrones, on observe donie
des franges dinterféeence dans le domaine de superposition (zone hachurte).

47y a3 Largeny da

chamyp §'interfivence 1

yp eut tsbs faible par rapport & 54 et 50, on peat done éorire !

SA=0A=1; S0=00=D, doi Lo (D~ 1) 2L

ANty = mm; Do 30 cm f=1cm

¢ Calewl de Fluterfrange.

Compie tenu du fait que 2y, <« D, 1 différence de marche géométrique en M est 2yl
or 1a réflexion sur le mircir introduit un déphasage de #0 donc une différence de marche

supplémentaire A/Z, d'oli : = %@5 * %f kN i

Lorsque & varie de A, alors x varie dune interfrange, ce qui donae : 48 = 2,}%% SOiL:

LY
290

P

{2

AM.: A=00um; D=30cm; = 1 .
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i= 7,510 mm i

% Nembs"@ de franges brillantes observées.

PR s (11 8 o &
Le rapport ~:" = 26,7, Or pour x = @, d'aprés [1] 6 =7 cela correspond A une frange
sombre, . ’
Le nombre de franges brillantes observées sur P'éeran est done [rz = 27 §

h) Expression de Vintensité I{x).

290
D’&I?ﬁé‘s ies vésuliats du cours, nous avons | fx) =1, (J + o8 ...,.;;.... ); Iy est une constante.

En utifisant [1] et (2], 0na:  |H(x) =1, {J - cos 2m 425} 3]

On remarque que powr x = §, /(0) = 0, donc 1a frange

Sur Vécran, en un point dopné, lorsqu'ene frange brillanie (resp. sombre) @une radiation
coincide avee une frange brillante {resp. sombre) de Uautre, on sura cofncidence entre fog
deux sysibmes de franges,

Aux positions de Pécran pour lesquelles une frange brillante d'une radintion cofncide aver

une frange sombre de Pautre, on ana un bmmaiage c'esi Vanticoincidence entre les deux
systémes de franges. - -

Rappei@m Gue pm:s’ sne Trange britlanie, Torded

frange sombre, Yorde zﬁ%erférmﬁcmwmiﬁ

b} Positions des brouillages,

Solent pifx) ot pa(x), les ordres d'interférence pour A, et Ay

4 } 7y .
pifx) xﬁi‘{gf A R ) m-ji% + é;

Pour les positions de bmniiiag& &l p,{x}’c stentier, alors que po{x) est demi-cotier et
inversement. On doit done avoir pg(x) - p (%) Sgale 8 un demi-entier

’

p;(x} p;(x) ﬁ: +§ 1 ke N

Soit
3« g f’a»z 7})0

La position de x, doit toujours apparienir au C%mmp d’mmricmncc
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AN A =07 m; Ay = 0.5 um; Q 3cem; Yo = 1 mm,

xk~026<$.+ ){mm) ke IV

Premier brovillage : k=0, xy=013mm,

Dernier brouillage : 1 correspond 3 la vaieur maximale de &, telle que x, L. Gn frouve.
k=7, s0il xy = 1,95 mm,

4°) Soit un lément de la source dépms%ua dy siwé 3 la distance y de &, celui-¢i en donne
une image symétrique par rapport au miroir,

a) En un point M de Técran, d'abscisse x, Uiniensité émise par un lément dy de la source,
sié A une distance yde O7est: =K (1 - GO m} dy avec f = %gv :

K v constante.

Soit i = K[ 1 - cos ==L\ 4
o ¢ ( cmw}y 4}

obtient en remarguant que les sources Siémentaires de la fents do
nies, par conséguent on les ajoute

oy e

] - cos ?a’éﬁ”}j&}?

KD T . 4n , A .
Hx) = 2ek - sin ka2 { s E) - i (Y - 8
b 4%% %ﬁ D Yo WD {¥o )WJ

KD oy
) = 2K - 52 sin 22 cos N
TS D

AD
enposant tip = 5o 6t Iy = 2K
) “Yo
L _ sin (2mxelyol} 3};}
Jix) = dfge 3:] (2mxelygio) £o8 ing
On peut donc écrire /{(x) sous la forme

3 ) »? . . i 3
1) = e {? ~V cos fﬂ] avec V= SLGECDd0)
iy {2mxetyoio)

. 4B . . o ) ;

iy 5—}-;; représente Tinterfrange cbienne par upe source ponctuelle placée b une distance ¥y
de 0", V représente le factour de visibitué des franges.

¢) Représentation graphique de ¥V en fonction de 2.

o .
Vi) = 54 (Mme:‘fsjﬁgﬁg
(2%6’]}’910)
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Clest Ia représentation graphique de sin XX avec X = Z}_}g{g

ol
SV(X) =1 si el

SV[X} =0 si X=kn ke NV

©V(X) a des exirema secondaires pouwr X = (Z2k + | } Z. k€ N, ce dernier résultat s'obtient

graphiquernend. v

Les fraﬁges sont neties lorsque Vo= ]
(X< ?} On obtient des franges brouiliées

pour des facteurs de visibilité nuls.
D¥aprés la courbe, on voit qu'on a une
périodicité de la visibilité, mais avec uae
dimimsion du contraste,

.8

Pogitions des minimumy de nelleté ¢

soi ~ 2| i =
sl Ky = de ! AP 1p =

avee x, 5 1 f: NS St e A

%

+ 16 — Trous de Young, déplacement des franges.

Par un dispasiiif ap;;w;yrié, on phtient d'ung source § deux images réeiles §; et 8,
distantes Pune de Pautre de o = 4 mm,

Lobservation des Jranges s¢ Jait &
sur un éoran (E) & D = 40 em de e

55, . //“"/ i
19 Calenler Pinterfrange pouy S

une lumitre d¢ longueur d'onde e o)

A= 8,6 pm, s @</{u U
29 8,8, est v de § sous un angle ‘4\ ’ =y
o de 6,002 vadign, cet angle M
Iimite awnssi le champ ? T T

",
T, 12

dlinterférence. Combien de R
Sfranges brillanies compie—t-0n . p—
sur I'égran 7 -
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3% Devani 8y, on ploce une mince Jame de verve d'indice 58 il ge produit dans ()
une wranslation du sysiéme de franges damplitude 5 inderfranizes, Quelle est épaisseure
de la Jame ? ,

H

EY Jadide, PC2, Juin 1987,

17} Le dispositif utilisé €5t similaire & cebul des fentes de Young, L'espacoment entrs ies
denx sources est irds Faible par rapport A I'écran d'observation (D> »a). Linterfrange est donc:

AN A=006um; D=40cm =4 mm

.
O déduit ; iif 0,06 mm§
2°} Pour calenler le nombre de franges visibles ur Péeran, il fau déterminer an pgéaiapﬁe la
targeur du champ Ginterférence. Pulsque o Himite le champ dinerférence, nous avons :

S— ) i
Soii §f, = g + &g 5

AR SR
. B - . v o gy o e }'ﬁjg
Le nombre dinterfianges obser S, ‘”\‘NQ\QQ

L —
vables sur Uécran et s n = 5 R
~3,

AN o=0002rd; D=40cm;
g =4 mim,

Onwovve L =4,8mm; =80

A point F la différence de marche st nulls, on & done une frangoseniale brillants.

On observe par conséquent 40 frangés de part et d'autre de la frange contrale. Au total,
Técran contient 81 franges brillantes.

3%} L'épaisseur iraversée par la lumitre dans ln lame est B pen prés égaig a ¢, car les rayons
qui Iz fraversent, ont une faible inclinaison. Soit M un point du champ dintertérence tel

que 1M = x.
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"Fn I'absence de 1a lame, la durée du trajet e
; : 0 2 [ er""“
dang une fpaisseur e direst: [ 4 = | 4{%/»»“ /
R NN &
84
s » e
Dians Pépaissewr ¢ du verre la dorée est P

W)

f= 006 mm . a=4dmm = U5 D=4l om,

O grouve @

Remargane : Les interiérences pormetient o mesure de faibles £paissenrs en lo
simplement a2 recensement 'on certain nombre de franges gui défilent sur 1o

17 - Miroirs rectangulaires.

On gensidére, dans Pair dont Vindice

sera pris dgal & 1, denx mirolrs plans M;

et M; formani an didédre daréte A of e
1l

7 ;

dangle gma (aver o petit), Une W

source luminense §, ponciuelle, mono v};%f

chromatique (de foaguewr donde ), ;

5 substity
5

T
5L

est placde dans le plan bissecteur du 1
diddre formé par les wirelrs, & une i
distance B de Paréte {volr figure). On i
diudie les interfbrences entre les 2 ondes
réfléchies deux fols, la premidre por M,
puis B, I seconde par My puis My, Le P UEUUN—-

plan d'observation P est un dovan ' z

perpendiculeive an plon bissecieur du
diddre, poralldle & son aréte A of siiué &
la distance 2 ds A (z > B).
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1% Déterminer, 4 Paide d'une construction géoméirique soignée In région dans Ioguelle
on peut observer des phénoménes d'interférences. En déduive ln distance entre les 2
sources cobdrentes gul produisent les interférences.

2% Calculer Vinterfrange, la largenr du champ d’interférences et le nombre de franges
brillantes observées suchant gue :
Awm 0,6 pm ;B =10 om ;7= 70 com et o= 2,007 radian.

39 La source § n’est pus en réalité parfaiiement monochromatigue. Sachant qu'a partir
d'une distance Ry = 20 cm on w'observe plus de phénoménes d'interférences ; donner un

prdre de prandeur du jemps de cohérence de la source §
Bxtralt, Casablonea I, MFZ, Janvier 1986,

1°) Zone d'interférence ¢

¢ Réflexion My, M.

Limage de $ 3 travers M, est 57, qui est symétrique de § par sapport 3 AM,. Dans le cas oft
M, est perpendiculaire 3 M, il donnerait de §; une image située en 0. O et § sont
symétsiques par tapport & A, Lorsqu'on fait tonmer M, de o, son image toums de 2o, donc:

.,“"VA\
$A0 = 2o
¥ Réflexion M, M.
- » m
Le méme raisonnement donang : 0AS; = 2¢
Moeus avons donc S;XEZ = Ao
L& champ d'interférences est donné par la région comnune ou denx faisceanx (voir figure),

Distance 5;5,.

En supposant of pegit
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2°) & Interfrange :
Les deux sources secondaires §; et 5, vont interférer sur le plan (P), on y observe des
. . : . 007
franges rectilipnes, paralidles 2 Fardie A. Linterfrange est: /= T35
3
Az + R)
40R

% Largeny du champ d'interférences
La largevr du champ d'interférences est: L= PP, , soit: L=4a 'ﬂj

@ MNombre de franges brillantes : Solf N =L /{ le nombre d'interfranges
AN: A=06um ; z=T0¢m ; B=10em ; a= 2107 d

3 \
; = (.6 mm j; ; % = 5, .5 mm 2 ; W=92 ;onobserve douc n = 9 [ranges

trillantes, car Ia fms}ge wmmie est briliante,

3%y Tomps de coblrence,

Soit o ta distance entve 5 21 5 tello que B = #y e Aoify
temnps de cohiérence 1, estrehié haparter, =4 o o estla vitesse de la lumigee
Aol
& o

i

AN o= 210%d ; Ey=200m ; c=3 108w

g T o= 593,1{}“& i
Remargue : On voit que §,5; = 40, est 1a valeur maximale de Tespacement entxe Jes deux
images pour continuer & observer des interférences.

« 18 - Bilentilles de Billet.

Bilentilles de Billet :
Deux demi-lentilies Ly ei L, oblenues & partir d'une lentille mince convergenie de

distance fecale{? " w £ sont doartbes d'une faible distance ¢, A Unide de ce sysfeme, o
obtient dewx sources secondnires cohérentes 8y e1 5, & partir d'une source primaire §

ponetuelle de lumiére monochromatique de longueur d'onde A,

Donner en fonction des paramétres correspondants, In distance b des sources 5y 01 5,
Pexpression de Pinterfrange i, ef décrire le champ d'interférences.

Le plan d°chservation est perpendiculaive en 0° & Paxe 1'%, soll O le cenire du systéwme
p perpe
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Forié par les deux demi-lentilles. On pose : 50 =4d, 00 = | {figure}

%L;
%

- O o

figore

Eviralt guestion de cours, Fés, PC2, Juin 1988,

"

Finde du systéme J'interférence

5, e1 &, sont les images apgmximatives donndes par les deux demi-lentilles Ly et Lg. 51, 53

sont syméiriques parrapport & 22,

L85 deux sources secondaires sopt cohfsentes of syﬂc‘ss*ﬂncq car elles sont issues de la méme
source § ¢ sur un écran (E) perpendiculaire 3 2z, elles vont pmdmre: des franges
Finterférences non localisées.

La zone hachurée, correspond au lien de superposition des deux famwux relatifs L, st £y,

et 1a zone d'interférence,

Pour observer les franges dinterférence, Pécran (E) ne doit pas &tre placé avant L

Calcul de 5,8, = b
Leg triangles 80,0, i 85,5, sont semblables

S5 00 5o o 5y Y2
55 50 50
or § est Timage de § & travers les bilentilles :
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L Ll GFaf 05 =-d 05 = A

0§ 05 OF a7
—— (= . =) oo -
bt 8152 = NSO + 03} g D 0,0;=¢
“ SO
Par conséquent ; .8 =b = dé’f;”

Bxpression de Uinterfrange { :

Le systeme est équivalent, an point de vue t,aim % cehui des fentes d'Young placées & une
distance 50" de V'écran,

. ) ) . ASO
Llimterfrange st par conséquent donnéapar: | = o
f {132
avec $,85,=b ; 850 =850+00 =1 ;gfw‘;?
e

met une frange centrale (07

_e champ d'interférence esi symétrique par sappost & 27z, i a
gl a pour différence de marche & = 0, elle est done %}ﬂiwm
centrale, on cbhserve des franges aliernativement sombres #f
denx franges successives de méms} nature est égale 3 4,

mﬂimﬁm m ﬁmmm, w*mwn*

Remargue : Sur la Hgure 2 g;mim H correspond A un changement de pente dans le champ
dimerférence. Pour calouler la largeur du gh’sm dlinterférence, on doll savelr st (B) sat
enie | et H ouzu-deli de H.

19 - Coin de verre - Biprisme de Fresnel,

On ponsidére, plongds dans Pair dont on prendra Findice égole 4 1, les objets suivanis
- Une source ponctuelle (8) monpchromatigue de longueyr #onde Ay dans le vide.
& Une lentille mince convergente (L) de centre optigue O, de distance focalz image §°,
- 2 petits prismes (P} ef (Py) identigues, en verre d'indice n inconny accolés pav lewr
base et dangle au sommes 8 1wég petlt, inconmy, (Fy) et (P;) constifuent un biprisme (P).

- {n éeran (E) plan,
On se propose de déterminer Uangle 6 ot la valeur de Uindice n(Ay) du biprisme grice
aux deux expbriences suivantes * )

1% Jére expérience : In source (8) est placée au foyer prmczpaf objet de la lentille de sorie
gue le iprisme soit éolaivé sous incldence normale. (voir figure 1}

~



90 OPTIRUE

Lo ObSETVBIOUT

© ®
figure 1
Diécrive bridvement lz phénomene d'interférences dez “coins de verre™ vu par un

abservateur siiué derviére lg biprisme : leu de lpcalisetion ¢t forme des franges 7
-Exprimer d'interfrange i, en fonction de 2y, n{ly) et 6,

2% 2éme expérience (Velir figure : 2)
&

&

[E——

éﬂﬁwﬂ«c SO 4

i D

i figure 2

Par rapport & la source (8) placée sur Foxe de In lentille ef prise comme origine deg
abscissey, ley positions respectives de la lentilie (1), du biprisme (P} ot de Péoran (E) soni :
i, d, D, Le montage admet pour axe de syméirie, Vaxye optigus de la lentilfle,

a) La lentitle (L) donne de Ia source (8) une image (S°) situde gntre In lentille ¢t le
biprisme, Déterminer lg position de (8°) pav vappor: 4 (5) en fonction de et ',

b) Chacun des prismes (Py) et (F;) donne de (8') une image (5] ) et (83 ) cohérentes entre
elles, En supposant gue (87 ), (53 ) et (S%) soiemt & deale distance de (8), calenler In
distance 5355 en fonction de d, L, £°, #{2y), 61 6,

¢) Des franges d'inrerférence sont recueilfies sur Uécran (E). Donner yne bréve
description du phénoméne observé sur Pécran, Exprimer Pinterfrange Iy en fonction de
D, g, &, n{Ag), Bet]

3% Quelle est Ja valeur de Pangle 8{exprimée en radion) ef de Pindice n(iy) du

biprisme sachant que :
Je=60004; I1=2"; d=8f; Dulgf’; iy=1mm;i,=9mm.

4% En réalité In radiagion de longuenr d'onde Ay nw'est pas rigoursusement
monochromatique ; elle a une durée de cokérence A= 10712 seconde,

En reportant dans Pexpression de 5385 (Question 225) les valenrs de 8, n(2,) , d, et
ealeulées ou donndes & ln guestion précédente, calenler ln valeur limite de f* afin de
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pouvolr-obtenir des interférences dans In deuxibme expérience. La vitesse de propagation
de lg inmideg dans Pair sera prise égale 4 3.16% mis.

Exirait, Casablanca I, MPZ, Mai 1985,

1%} Nous avons le phénoméne d'interférences produiis par un coln de verre. Les franges
sont localisées sar le biprisme, elles sont rectilignes et paralitles A Uardte du biprisme,

La différence de marche entre les deux rayons gul interf2rent
est$=2ne avec e=x0,d'ob §=2nbx

Lorsque, la différence de marche wvarie de Ay, alors x varle
d'une interfrange.

Soit ij kS 20 H}
2n{Ag)8
27y u) Position de §7:
P . e I ] I R .
Festleconjuguéde S hoavers L~ — o w2 08 = -1, done
o5 05 1

b} Détermination de S5 ¢

On suppose que 87 est assez Sloignée de (P) powr pouvolr supposer petits les angles
dingidence sur le biprisme. Dang ce cag, 13 dévistion o = (n — 1) 8 est constante.

&

™

On a donc 5,5, =20(d~55]
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Soit $15 = 2n 1 }ﬁgd ?%w} 2]

)8}, 55 jouent le rble de dewx sources secondaires qui vont interférer sur Vécran E, la zones
dinterférence est hachurde sar la figare, Le dispositif 2 rédult & celui des trous d'Young
disiants de §75; ot e trouvant 3 §°F de Iécran. On observe des franges rectilignes

) " S AeSE
perpendiculaires au plan de Ia figure. Linterfrangeest & = ﬂJ%W
BIb
’ . I
SE = D55 = DWW
Dl —f ')+
o o Jal@ i 1)+ Pl 4
2n—1}01d(l~f )~ F]
3y Calenlde 8, m e
AN AewmGOU0A | I=3f o d=8" ; D=18" ; =lmm ; =9mm
ob
.
Par consbouent
4°) Valeur limite de /7
et représente la longuewr de cohérence, Pour quiil y ait inerfrence, il fant qoe
818 < o 41

AN a=15 3 8=210%; d=8": I=2  ; c=3100mf; A=10"7s

On aura daprds [2] et 4] = %m
ie

20 - Franges d'égale inclinaison par réflexion.

Une source dtendue monochromatigue S, émetiant i lg longueur d'onde 2 éclaire une
lame & faces paralidles d'épaisseur ¢ ot Findice n. Un rayon incident Ry donne aprés
réflexions ef réfravtions deux rayons émergents Ry ef By, qui vont ingerférer. On suppose
que Fangle d'incidence esi assez petit.
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1) Pourquol peat-on uiiliser une source { ! Ry

dtendue ? .

2) a) En quel point sz coupent les rayons By of \\

B) O se trouve done localisé Te phénoméne n

d'interférence ?

3) On place une lentille convergente de disiance focale £ parailélement & I lume, of on /

observe le phénombne d'interférence dans son plan focal image.
) Donper Fexpression de lp différence de marche entre Ry et Hy,

_ b) Déérire fe phénoméne observé sur l"gemﬂ E.

gy diel est ordre 4 m!erférmce i {’e?iii‘e, et & une distance d du centre 7 Comment
varie § ardze d’mterfergme guand on s i’l’k’)iﬁ‘ﬁif dx; cenm de I figurs d ‘interférence 7

d} Comment cholsir i’épggmgw ede ln sfamg pour gue lo fipure &'interférence admeite un
_cenire Briftant ? ffa!mlw dans ce cos le rayon a:sgumw du X”’“ anneny priflani.

&) ﬁe combien sﬁmmm Juaire varier I gmgiww de in emgafzg ,gwsfr &M;s;mw une frange
é‘@mﬁw & mng mmgﬁ briltante.

posmant le p
s N, ploncde ﬁma é‘"@

une lentille d'in
danth-reflet & usne fonguenr d'onde A
{

Exgrait, £1 Jodide, PCZ, Mai 1988,

B

1y Les rayons B el Ky gui vont interférer proviennent du méme rayon incident Ry ; cels
nous permet dono d'utiliser une source

29y a) Les vayons R, et B, sont paralidles, par
conséguent ils se coupent A Vinfind,

B) Le phénomdne dinterférence est done dit,
localisé a Minfind,

3% #) La différence de marche entre R; et Ry est

. A
donnée par § = 2Znecosr+

A . Lo
ieeme 5 provient de 1a réflexion alr-verre.

, v A e
7 est petit, done &= 2ne (i MJ;;,:} +
avee i = nr k e
. A 72 /
Soit S=2ne + 7 — Laal ; 1}
Z # #

B) L'écran £ placé dans s plan i‘(}gfai image de la lentille, est o lieu de localisation du
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phénoméne d'interférence. On y observe des anneaux sliernativement sombres et brillants,
Ce sont des anneaux d'égale inclinaisen. ~ ~ L -

£) ¢ Ordre d'interférence au centre 1

. L8 ane 1 4 4

Draprds [1): o sr e g eemes o . e A

apris [1] p=g =S 21
R . 2ne i t

Aucentre i =0, S0it pC:T +3

& Ordre d'interférence & & du centre, Nous avons d = if car QF =f, F'M =d en
e d? - k
= P - 3}
p =P PSR

remaplagant dans [21 , il vient:

Y

S, i
; P I S " : T
Lorsqu'on s'éloigne du centre, d augmienis gar conséguent, ('aprds {31, Yordee

dinterférence diminune, ,

d} & Pour que 1a figore d'interférence admetie un Centye riflant, il faut que g, soit entier

ER

v & i

; R Y
Hoit 2 é\& - 41
% Rayon du Ko anneau brillent . p dimimee b partir du cenire, Loordre dinterférmnce du

Jewe gnnean brillant egt done : pep - K s B K

D'aprés {211 K- [

Soit ;m’J:M*
. I R

¢ s donnée par [4].

nis,

¢} Lorsque Vordre d'interférence passe dun entier & un demb-gntier, alors nous avons

substituer wne frange sombre & une frange briflante, On doit avoir : 4p =7, dapres 21

Zn i# i
. w B Ag e Ap ow T
AP =TT
, nA
Soit Ae = W

4°y Couche anti-reflel

La réalisation d'une couche anti-reflet suppose que P'énergie wransmise par T est maximale.
1l faut done que R; et Ky interférent destructivement, {voir figure suivanie).



PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 95

En supposant 1 < n < IV, les denx réflexions seront de
méme nature, oi 4 donc en incidence normale :

" N R, R, Ry
¥ e

- - R ¢ F Y o 1 y
6w2ne-(2k+1)2 - (2k+})4ﬂ i ,«f

' A

R A k)
L'épaisseur minimale est donnée par € =7
N i T

Remargue : 11 faut aussi réaliser la condition d'6galité des amplitudes correspondant 3 R ef
Ra. ~

Fresnel 2 monué qu'en incidence normale, cette condition est donnée par :
n~1  Nen

n+l  Naan I,SSQH?Z mﬁ

27 . Anmeaux de Mewion,

Unz lentille de varre minge et plan-convexe de gromd voyon R o5t pusée sur un plan de
verre horizonial (Fig.). Ce montage wst écluiré en incidence normale, en fumidre
monachromatigue de longuenr d'onde ) = 0,546 pm, pour obsarver par véflexion les
annenns de Newion. -

R . 2
19 a - La différence de marche 5 dtant: 8= 2g + U2, monirer que : =755 + &

avee (= AM = UN, ¢y = AD et 3’%” k= CD)

x est fe rayon d’un annean donné, Je point C est la projeciion orthogonale du point N sur
Iz digmbdtre DB. On note gue lovsque Iu lentille est en contact avee Ie pluen de verve eg= 0,

b} Pour ég-ﬁ 0, déterminer lo noture du centre ef le vayon de Panvean d'ordre 912, lorsque
R =20 m. o ¥ - -

¢} Calculer le nombre n d'anneauy sombres gue 'on verra disparafire qu centre aif Cours
d'un déplacement du plan par rapport @ lo lentille entre les positions Himifes eg= 0 &
ey=lmm. T

29 On suppose gue la lentille est maintenue ¢ une disiance ey # 0 du plan de verre. Les
rayons du premier ¢t du dixidme gnneau sombre sont respectivement x; = 2 mm of
xyp= 12 mm. Caleuler le rayon de courbure R de In face convexe de fa Jensille.
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&I

Fytrait, Cosablanca 1, MP2, PC2, fnin 1988,

Doy le wiangle ONC, nous avons |
ONE = OC2 ¢ W2
R = (0D -~ CDJ + AM?
R (R~ hj% P
2w R g B2 2RE v
B -2Rh+ % =0

- X AV
Soit 2Rk {z QR> =0
orh << B, done D B+ 58 el

par conséquent © i = /2R

On voit aisément sur fa figue que ¢ -2y = A
ol ¢ = Tt e

$?
b) Powr gy = {0, nous avons e ==

Soit &= i’g‘“ 48U CeRITR X = O .done &, =3 d'of Tordre dinterférence p, = %

La figure d'interférence est i centre noir.
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" . 22 7
Lordre dinterférence en un point quelconque est: = g

AR
Soit: X = ‘\J (p« é;))lﬂ

x est ke rayon de annean d'ordre p,

AN pm%; A=0546um ; KR=2m.

On wouve g %= 6,6 mm !

¢) Pour ¢4 0, Pordre dlinterféronce au centiz est: p, mkﬁ}iﬂ + %;-

A

Lorsgu'on passe de g9 = 0 3 ¢;= 1 mm Tordre d'interférence varle de Ap, tel que:

24¢
S

A Aey= 1 mm

O verra done tsparativs n = 3663 anneaux sombres.

2 Pour ¢, # 0 Vordre dimerférence en un point quelcongue est donné par
5

P

&y mr,,%-ﬁ\" Py H~

. o L ;
Lorsque Pannean est sombre . p=a K+ 7 K& N

« . 7 " .
Le premier anneau sombre 2 pour ordre p, = K, + 3o daprés (1] on voit que p augments
b partir do cenfre. Par consbquent le deuxidme anneau sombre a pour ordre

i N . . /
prEp ] =K+ 1+ 5 Le méme raisonnement nous permet d'éerire  prp = K, + 9 A

Dol Pio—pr =
x5 ¥
Draprds {1 N T N
apres {11 (ﬁw ?c) (m ﬁ’)
2
Soit R = oK
O 91

AN: x=2mm ; xp=12mm ; A=0546 pm

%Rn?&ﬁ m!
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22 — Franges d'égale inclinaison par transmission,
interférences 4 ondes multiples.

s considére une lame d'air & faces povalidles, d"épaissenr e, comprise enire denx fatmes
de verre lgérement prismatignes of (&' épaissenr négligeakles. On éclaire Ia lame par gng

source étendue monschromatigue de longueur d'onde A

PREMIERE PARTIE : 8y

Us rayon incident doune naissance i
aux rayons fransmis J, 75 et 1,7, :
repréventds sur lo figure ci-contre

§

i fl
1% O ef comment peui-on observer o i o

le phénoméne d'intorférence produit : z'\\§/

par les couples de rayous tels gue J

j;Tg @f,fgg‘; 7 ’ f;'ﬁ' ™,
R 1

29 Caleuler ke diffdrence de marche B
enire ces deux rayous 7 Quelle est ln o,
naiure des frangpes oitenues 7

3% Calenler ley angles | supposds petiis corvespontants |
— A divections dans lesquelles on pbsgrypsng frunge ?}zaw e,
-~ Aux diree ;‘zmzs dans lesguelies on observe une fronge sombre.

4% Caleular iﬁe comtraste des franges en foncion de B ; K font le pouvelr de réfiexion de
clucune des surfuces internes de sdparation verre-ui ir gu dgir-veree,

DEUXIEME PARTIE -

En réatité le vayon émi@mé

8K donne naissgnee 4 une
infinité de rayons transmis

legwh ];;Tg, jjTj von COmMme I
monire I figure suivante : \
1% Montrer gue i"@pmxi»

mation de la premidre partie 52 33 1@\

st valabie si R est faible. | \ \ \

2% Celenler Pamplitude de la
vibratiow transmise résultanie T T2
dans la divection L

3°) Montrer que Vinfensité I (dons Ia direction i) est donnde pav
S Iy

AR L
(,g R)Z nemmemas Gy S 5

¥ om

o : désignant la différence de phase entre deux ra ymss :mzresmis conséeutifs dons le
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directivn i
By @ étant Vintensitd maximnle.

49 Calculer fa demi-lorgeny Ay d'un anneau brillant. Discuter la finesse des
annecux en foncgion de M. ’

Casablanca I, PC2, Mal 1987,

PREMIERE PARTIE : ‘ 0;
AT

1°3 Les deux rayons ransmis sont paralidles,
ils vont donner liew 2 un phénomdne o
dinterférence localisé 3 Uinfini. Pour ramener

Is lieu de localisation b une distance finie, on \

interpose une lentille convergents sur le trajet 5 I
des deux rayons transmis. Adosi, ils vont X
interférer au plan focal image de la lentilie
comme Vindique Ia figore ch-contre

Lentille e

COTVETRERRE

¢ les doun
M point ou interfirent

o deun rayons

Aux points J; e 7, les deux réflexions sont de méme nature, il wly a donc pag de déphasage
supplémentaire. { ot r sont petits, on peut donc éorire

Dol §= 2ne - %— . ‘ 1]

& Nature des franges ¢

Pour une inclinaison donnée (i = cie) la différence de marche est constante. Par symétrie on
remarque gue le lien du point M pour [ = cte est un anngau cenlrg sur O, Nous oblenons
done, des franges qu'on nomme © anneaux d'égale inclinaison,

3°) Direction des franges brillantes :

Cela Sobtient pour § = klavec ke IV

s T gt
d'aprés [1] 2ne — = kA

Soit §y = '\[;,;2 "ﬁ"'}i
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Direction des franges sombres

. A
Nous avons des franges sombres pour § = (2% + 1) 5 ke W

T
Soit iy = '\j 27 (2k+ 1) 5
o P !M - Im o y
4°) Le facteur de contrasie des franges est donné par @ £ == 7 , aves Ty Vintonsié
Mo

maximale et /,, Vintensité minimale, ransmises par Ia lame, ‘

Pour cela, on a besoin de calculer Fintensité 7 ransmise par le systéme,

Soit @ Tamplitude du rayon S,. Appelons ¢ et r les ceefficients de transmission ef do
réflexion en amplitades,

LesayonJ,T, apowr amplitnde 5, = g = af
Lerayon ;75 2 pow asoplimde 5, = atrried® = gTRe .
avec T 2 R o= r2 7T et R sont los pouvoirs de iransmission et de réflexion, @ ot lo

déphasage entre les dewx rayons J, 7, , 1, T

%

Lamplitade résultanie

3t

§ = 8y + 5, 4ol correspond A Vintensite

le caleul et on remarguant goe &% +

{1+ RB% 4 2Reos o}

On fEouve

On a donc Ly = @®T2 1+ R4 2R} 5 4, -
o X 4R
On déduit C =R

DEUXIEME PARTIE »

1%} Dans la premitre partie, nous avons négligé les rayons ransmis 1 75, T, ... celg est
Iegitime st R est faible, en effel les amplitudes correspondant avx différents rayons sont
al’; atR ; aTR? ;...

On voit donc que si R ost faible, on peat e restreindre aux deux premiers rayons ), 15,

27 Ampliiude résuliante

Rayons Ty ' Ty Ty e T,
Ampliydes art arr? at? at’y? at® =)
Déphasages 0 @ 20 3o (n~1op

Les amplitudes complexes sont © 5, = al';s5;= alRe”?5;= oTRZ 20 ; ..
8y = QIR g-iln-lp

L'amplitade constante est s=al(l + Red® s+ Rre¥9 & 4 goigiiniin
; : g ] ’ 208
Lorsqu'on fait tendre n vers infini —ar__ it

avec @ =

5= T Rev 2
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2
Iy k e pri i
3°) Intensité résultante R i Réf‘j‘°')(z’ »mRel'@’}
- a7’ N AT?
T TR _R( el T 2R cos @+ B2
Enprenant cos ¢ = 1 -2 2 : 11 = iy o
2 }
] &+ wnm«fuﬁw sin? .gg
R

a?i? L ,
on T = W . qui g'obtient pour @ = 2kn

4°y Au voisinage d'un maximum, nous avons @ = 2k + Ag avec Agp faible. La demi-largewr
Agest définie pour [ = [5/2 | en remplagant dang [2], on obtient

a2 B8 (L-RP
2 a8

) . I-R
Soit A = W;m%

YR

ANOHEE

Lo catlicient de finew:

i donmd par [ et

e 2@ .
8i Ao < g, done 8 F st "grand”. Or < B « 1, par conséguent nous avons une grands
finesse des anneaux si £ 'approche de Yunié,

Remargue © Le coflicient de i
finesse mesure la proportion
enire 1a largeur d'un annean
beillant et iz distance entre
deux anncanx  brillanis
successifs ; cetter comparaison
est faile en termes de phase.

Les anneaux sont d'autant plus

fins que Agp est faible par , @
rapport & 7. La figure donne 12k {2k +2m
Pintensité transmise en ]

fonction du déphasage. 259

23 - Diffraction a V'infini.

3

Une pupille vectangulaire est dcigirée par une onde plane monochromaiique
(A = 05 um).
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)
s s o e s

plan P Lo plan w

Liobservation est foite dans e plan n (repére ¥’y conjondu avec le plan focsl Image
d'une lentitle de projeciion Ly (fy’ = 13 cm),

Léplntrement en un point M de 5 8"eris

1
P

i LA |
” | mhsinp |
A N 4 Vi

§%) Exprimer le rappori 11T, en fonctipn des variables ¥° ¢ ¥ av voisinage de 0 (angles i
#é |7 petits}

2% Exprimer g rapport Iy povr les points de Paxe dez ¥'.
Donwer graphigremens Pallure de ce vapport, Préciser la position des minimea (zenes
noires).

3% Culenler les dimensions du vectungle dans lequel $'inscrit In tocke centrale de
diffractionfa = 0,5mm ; b=2mm ; [’ =13 cm)

Extrait, Marrokech, MP2, PCE, Mai 1985,

1%} Expression de I/l,

Lorsgue et j’ sont petits, nous avons ;. sini =i" | snf ~j
Ordanswona: ¥=ify Yy =il

En remplacant dans Pexpression de J(7', /)«
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il S . - [t]
ECC AN A ,
. ] { A

) ) ) )
2%} Rapport I/, powr M e O'z":
SIM e 0%, alors ¥ = 0, par conséquent le deuxibme terme de [1] est égal 4 Tunié.

Loy Ae
N , 0
Dol iy = MW
TR

Q M)

AN “ #~
% Adture de Iy
i, e8t postiif, i est done minimal §i§{?ki§‘;ﬁi€:{”i§:‘” mkr hel”

) Hig
SO
Pourk=0, Hy=1 !
Lallure est donnde par Ja
courbe ci-congre ¢
La courbe admet un J
maximum  principsal
centré sur O, celui-cl est
deux fois plus large que
les maximuoms
secondaires, .
1
F

Le maximum principsl a

2y
&

pour dimension - |

O M mgy
E a

3°3 51 on pread un point de 0% nows awons Ia méme chose gu'en 2°) en changesnt g en b

stx'eny’: i

Sur Péeran 7 la tache centrale est un reciangle de dimension ?m%ﬁ?,, suivant 0%y s %:gg:_

suivant O, ;
Ax' = ”2""1&“ AT = z%m

ANA=0S5pm ; a=05mm , b=2mm ; f'=13cm
AX = 026 mm 1 AY = (0,065 mm
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I - ELECTROSTATIQUE DES MILIEUX DIELECTRIQUES

© Un miliey didlectrique st un isolant électrigue. Ce milieu peut ire
3 1) M* £

- Mon polaire : Sous U'action d'on champ £, chague molécnls se comporte comma
un dipble car les barycentres des charges positives et négatives de la molécule ne
coincident plus comme c'est 1o cas en Tabsence de champ.

- Polaire : Méme en I'absence de champ, chague molécule se COMporie comme nn

. b
dipdle et Taction d'ua champ E st essenticliement dorienter ¢e dipble,

D'un point de vue macroscopique, chague élémens de volume dv du milien

a 3 0 3 + wm}
diélectrique est portewr d'un moment &lectrigue dipolaire dp donné par ;

& g \\’
3 3 = dp |
dp= P dz P S f
dr. j
ot P oest le vectenr nolarissiion umoment dipolaive par anltd de volume),
¥ S H :

de charg

o

- En volome | Pus = —div P
. 3
- En surface Tue = P g

e .
ol estle vecienr unitaire normal ay diglectrique dirigé vers P'extérienr.

. 3 o W}
% On définit le vecteur excitation (ou déplacement ou induction) Slectrique I
E
. 3 - -3
par D = g E + P
B Pug T P =
Ona: div B = SELLClbe & Ay D = pyp,.
&

7
, .| ,

53 § est une surface formée enfermant un volume V, la dernifire relation permet
décrire, en utilisant le théordme de Ia divergence ; ’

e T
ff D485 = j j'f Plivee 47 = (e,
J Js v
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Cest le théorbme de Gauss généralisé, qui est plus intdressant & wiliser aver D

BN
guaves E car les seules charges qui interviennent alors sont les charges Hbres.

% Au pussage entre doux milieux dlﬁuems 1 et 2, les conditions suivanies de
continuité sont respectdes :

......}
- 8i Eyest la composanie Lzmgemieiig de £

- N
- 81 Dy eat la composante normale de D sur Paxe dirigé de 1 vers 2:
{QNQ - DN; = Tiibre

% Dang les milicux didlectriques linéaires, homogines et isolropes (LHLL), dig
encore parfaits ou declasse A, ona:

- - -3 d
Dw=e kE el Pe=gy kb
&
susceptibiliié Electrioue du milisn. Notas gue dans un el milien, la der

slﬂmﬁ’ange de charges lides W st nulle si et seulersent st 1y densité volumigue de

charges Hbres Piaee

et putie. On aen effer: pee = £ e ) Ditpre ™~ & ¥ Privre

& 1.'¢nergie potentielle contenue dans un volume V de didlecirigue ob rbgnent les

3 3 L —p 3
champs E et D ost: w=3 v{}f g0 dr

rd
wl

e qui correspond & une densité volumique d'énergie: | w =

o

4

Si le milieu est LA, w =»§~ s E?

La force agissant sur un volume V de dilecirique est:

P [ - [f]5as

é‘{;iig
5i e milien est LHL, F = fj:f x grad (*W){!T

% Nous avons parlé jusq'a présent do champ Slectrique moyen total régnant dans le
gidiectrique ; on Pappelle champ macroscopigue. Ce chamyp est différent du
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-
champ dit champ locsl £, qui est e champ agissant en moyenne sur une

3 - :.g
molécule. En général, on a ; Eioe = E + b ;;*

ol b est une constante gui dépend dﬁvéi«émwiquﬂ en question. (Par exemple, b =

£ fomet

pour un diglectrique isotrope),

% On définit la polarisabilité o par (W est te nombre de molécules par upité de

R~ ) ey
volume) : P o= NaF,,

Plusiewrs contributions sont & noter

fo e . , - M £-¢
& Polarisation électronigee on onigue @ o m Seee “*wmmﬁ“*
AP €+l

® Polarisation par ovientation : Blie dépend de Ta wempdeature (Sguation de
Langevin). Dans le cas des champs faibles etfon des températures dlevies

)
PEAT <« 1, ob p = PIN 25t 1o moment dipolaire moléculaire), ona: o= ?%
ek

I »@MAGNET@SE‘&TK{};{}E DES MILIEUX AIMANTES

% Un milieu magnétique est caractériss par son moment magnétique par unitd de

3 -
volume, ou simantaiion = Hm , 0t dm est le moment magnétique
T

élémentaire porté par 'élément de volume dr, Cette aimantation 4 son origine
mricroscopique dans fes boucles de courant atom ique. On distingue les milienx :

- diamagnétiques, ol les moments &iémentaires sont induits par le champ
magnétique appliqué. L'aimantation est en sens inverse du champ.

- paramagnétiques, oft les moments éldmentaires existent en Tabsence de champ
appliqué mais sont orientés au hasard, ce qui donne une aimantation nulle, tour
comme pour les diamagnétiques. Mais ici, l'effer d'up champ est surtout de provoquer
lalignement des moments selon Ia direction du champ ; cette aimaniation par
orientation est contrariée par Vagitation thermique, .
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- ferromagndiiques, ol 'aimantation, qui est importante dang ces milieux,
subsiste méme guand on supprime le champ Payant créée.

4 D'up point de vue macroscopigue; une aimantation A-; pmduii un champ
magnétique qui peut se calculer, en un point siué aussi bien 3 Pexiérieur qul
Vintérieur du milicu, en remplagant ce dernier par les distributions de courants dits
d'aimantation suivanies :

. . B I S

- Densité surfacique ky = M A o»n
. X e e

- Densité volumigue : Jo = ot M

b .
ot # est le vecteur unitaire normal & la surface et dirigé vers Vextéricur,

e
% On définit le vectewr excitation {ou induction) magnétique H par

—d mg
H o= = . M
Hp

Iy
4

e
Jeong €5t e vectear densiid de courants de conduction, 81 f e4t un contour fermé
définissant une sorface 5, 1a deridee relation permet d'éerive, en gillisunt le théotme

de Stokes : g Eidi :«J{j j,j,éa%“ Z
r 8

. -

C'est le théorbme d Amplre généralisé, gui est done plus intéressant & uidliser avec o
R

gu'aves le champ magnétigue B puisque les seuls courants qui interviennent sont les

courants de condoction,

¥ Au passage entre deux milieux différents 1 et 2, les conditions suivantes de
continuitd sont respectées

_;
~ §i By est la composante normale de B ¢ & By, iy

. wd - 3 -3
- 8i Hy et Ia composante normale de H ¢ Hyy=Hpy= kaon |,

ol k est In densité de courants libres 3 la surface et n ie veclenr umitaire nofmal & la
surface ef dirigé de 1 vers 2.

% Dans les milieux linéaires, homogenes ot isotropes (LH.L), on a:

-3 ~3 -3 ~3
B = uH et M = 3y H
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N g
Hy

soutl respectivement a perménbilité et la

v est négatif pour les dimagnétiques &t

A

susceptibilité magnétigue du milieu.
positif pour les paramagnétiques ; dans les deux cas, << 1.

. . — 3 3 )
Dans les ferromagnétiques, les relations entre B, M et H ne sont généralement plos
linéaires ; cependant, on peut définir une perroéabilité et une susceptibilité dépendant
de H. Les valeurs de y pour un ferromagnétique sont généraloment uds dlevées:

== 1000,

Dans un milien L.H.1, notons que les coursnts d'simantation sont nuis si et
sealement si les couranis de conduction le sont, On a en effer:

e -3
jgz = (w& ~1 \jwnd *
oo

% L'énergie potentielle magnélique contenue dans un volume V ob régnent les

—-— ﬂ;}
champs B

-~ N

Ce qui correspond b une densiié volumiqoe d

51 e miliey est LELL, w o e f2
2

La force agissant sur un volume ¥ de milieu magnétique sst:

- 3 .
F = ﬁj zwaﬁg(mgmw dr.
¥ o

iy

. . . g B2
51 le milien est LEHI, F = x grad ( ol 117
’ y L 2Hy

© An nivean microscopique, on ne différencie le champ local et le champ exidrien
que dans le cas des ferra-magnétiques. Pour les dia et parg-magnétiques, le champ
Incal, fe champ macroscopique et le champ extérienr sont pratiquerent confondus,

Le diamagnétisme est un effet indépendant de la température, alors. que Is
paramagnétisme en dépend. Un milicn ferromagnétique est caractérisé par une
sempérature Te dite de Curie. Pour T < T, i s'é1ablit un ordre magnétique grice 3
Vinteraction entre moments ; pour T > T, Tagitation thermique déirit cet ordre et fe
milien se comporie comme un paramagnétique.

& Circuits magnétiques : Ce sont des circuits ol "clreule” e flux magnétigue.

("est possible grice aux matdriaux ferro-magnétiques qui canalisent les lignes de
champ. Dans un el circuit, on 8 Péquivalent de la loi dOhm d'électrocindiigue .
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_—
;r Ad =R

g wep
of j H.dl estlaforce magnéiomotrice, 9 le {lux magnétique et R Ia

réluctance donnde par R = j % ot df est le déplacement éiémentaire e long

du circuit, § Ja section droite du circuit, el ¢ la perméabilité magnétigue do milien,

IIL - COURANTS ALTERNATIFS (en régime lentement variable)

Lorsque les champs dlectromagnétiques dépendent du temps, 1 faut avant wout tenir
compte du phénoméne de Ulnduction électromagnétique : si le flux
magnétigue ¢ 3 travers un clrenit varde avec le temps, i apparait une force

2

Electromotrics el un courant induits dass o chronit,

Le deuxidme phinoméne domt il fandrall tealr gompie e phinnméne de
propagation : les elfors d'une charge ob d'un cowrant Slectriques en un point d
ne sonl pas instantands il vy & propagstion des champs 3 partir de la sowrce.

Cependant, en réghme lentement variable, on néplige Ia propapation,

@ Courant alternatif sinusoidal:
On applique aux bomes d'un circuil comporiant des résisiances, des bubines

{gventuelloment couplées par une induciance mutuelle) o1 des condensateurs, vno
ension slternative sinuscidale de la forme

ult) = Up cos{on + @}
Uy est Pamplitude du signal ; @ sa phase & Vorigine ; @ est la pulsation du

. : 2 . - . X
signal 3 @ = o= 27f, olt T {1esp,f) est Ia période (resp. la fréguence) du signal,

& Intensiié et fension efficaces

La puissance moyenne dissipée dans une résistance R parcourue par un courant

Bif
sinusoidal damplitude 7, est ; ‘ mw*éﬁw = RP 4
" e Iy
L ost Tintensité efficace ; Ly = .\E
Uy

On définit de méme I tension efficace : Uy = v:Jm-
2
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& Lois 4'Ohm en courant aliernatif. Impédance. Déphasage

Toutes les lois d'Ohm vappliquent aux variables instantanées.

U 4
Impédance Z d'une portion de circuit: | Z = =8 . Ll
£ Togr

Elle généralise la notion de résistance.

Déphasage @ 51 i) = Iy coswt et uft)= Up d cos(wt + @), on dit que gestle
déphasage entre 1a tension et le courant, Par exemple, 1a tension est en avance sur
le courant pour ¢ > 0.

Exemples @

Résistance : ut) = Ri(t) L=R; =0
-
Bobine : Wy =15 Z=Lo ;  g=+%
. ; ”
ensateur : NI P S _x
Condensateur u(t) p ;g ide o Z P p=-y

Trang Péwde des clreuits, on pent uiliser pow los caleuls, & pan la méthode
a méthode vectorielle de Fresnel o fa méthode symboligue des nombreg

Widthode de Fresnel o

Oin associe b toute grandeur sinuscidale f; cos{ax + ) un

vecieur wourmant, de norme Jp Pour @ fixd, il spffi de o e
représenter les vecteurs B ¢ = 0. L'angle que fait alors ¢o yd
vocleur avec Faxe dos origines est ¢ /“’g @

wsthade des nombres complexes |

{"est essentietlement celle-ci qu'on utilise en régime sinusoidal. On associe & woule
. #, ¥ e " e 5
fonction it} = I cos(ax + @) un nombre complaze [ = gl e 9 (2= 13, Atoul

instant, i(1) = Re(i).

On définit Fmpédance complexe . Z = %

Limpédance réelleest: | Z =1 2l = -5
2

Lo déphasage que présente la tension sur le courant est @=arg Z

Exemples ¢

Réaistance : Z=R K d'ob Z= R el p=0)

Bobine : 'Z?:::'jLw K d'od Z=lm el o= +§;
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) . }" -
Condensateur Z = e o dol Z = L gL o=
jew o 2

: Les impédances complexes s'ajouient @
Z = z Z;
i

Eléments en paralldles : Les admittances complexes (% }s’ajcumnt:

<,

{

1

:
R - . [ et o (7 I
Llimpédance 21 Lw f B | Ly~ o=
NI )

Lo fps o o

_om

Le déphasage pde usur i @ = arctan

.. . 1

Fréquence de résonance f s
2mlLC

A la fréguence de résonance, 7 est minimum ef Z= R . Le courant passe par un
maximuom. Le déphasage est alors nul,

Pont de Wheatstone :
Lo pont est équilibeé pour

2% = 4 24

Puissance

Soit use portion de circuit parcourue par un courant i(1) = Iy cosa et alimenté par
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ane tension u{t) = Uy cos(wt +B)

J— TR
La puissance complexe est F = % * : complexe conjugué)
, , e Udy
1.8 puissance moyenpe relic est P Rel P)= 5 cOSP = Upd g co59

{Ine bobine ou un condensalenr ne CONSOMMCRAL pas dénergic en moyenne | st R est

1a résistance totale du circuil, 1a puissance peut encort gécrive 1 |F

i = E!zgﬁ%

IV - PROPAGATION DES ONDES ELECTROMAGNETIQUES

o Equations de Maxwell qui contiennent sout Télecuromagndtisme, relient entre sux

tigues 5, la donsilé volumigue de charges libres gy et la de

e
conduction) §; . Ces (guate) &guations sont

W

;u..;} 'V}
- 9D
2 rorb=- 25 @ roudt = g o+ 22
{2] - E Ty ) o o

{2 waduit les phénomeénes dinduction ;
4y taduit le théordme d'Amptre

(1) traduit e théorbme de Cianss ghnéralisé ;
(3} traduit 1a conservaiion du fux magnétique ;
géndralisd,

o
& Les équations de Maxwell condulsent sux équations de propagation des champs £

v.}
on B, qui gécrivent, en Pabsence de sources (p;=0 et j=0) et dans un milien
LHL:

— 2% =
AY - gﬂ-mwé?:«m 0 (X = £ ou #)

o

£oam ST
Veu

% Placons-nous dans le vide. Une famille importante de solutions de Véquation de

La vitesse de propagation ¢ de la phase dans le milien est:

ot
propagation est composée des endes planes, de direction ¢ par exemple, qui soni
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des ondes dont les vecteours champs associés ne dépendent, outre du temps, que d'une

seule variable spatiale, 7 dans lexemple.

. . . e A ¢ .

De telles ondes sonl transversss, c'est-d-dire gue £ et B sont respectivement
. o . -y e

orthogonaux & la direction de propagation, De plus, E ¢t B sont orthogonaux entie

. e
eux. On a la relation ¢ B o= =z E

. . N e I .
cest-d-dire que I tiddre (£, B, ey ) est direct.

@ Les ondes planes monochromatiques sont caraciSrisées par une pulsation @,
P I

2 . \ .
un vecteur d'onde fc = “}:" u= g oof A est la longuewr donde, ¢ la vilesse de
. - .
propagation et ¥ la direction de propagation.
On utilise souvent dans ce cas la nowation complexs, Powr une grandeur

3 R— _,;a o
= e jK ot =i koA X

.
<} B
Joor g

@ Au passage enire deux milienx différents 1 et 2, fos conditions de continuiié 3
surface sont les mimes gue dans les cas des phénombnes indépendants du temps

Eg,~Ep, =0
Dy, - Dy, = 0y
By By, =0

3 B
HN; Mh‘yl = kg A

oi1 o et 1a densité superficielle de charges libres portée par Ia surface de séparation,

’—é . -*‘9 - a N
&, la densité de couranis lbres & la swriace et 2 le vectenr unitaire normal & la
surface et dirigé de 1 vers 2.

) - =3 -
% On définit le vecteur de Poynting F = £ A H qui est e vecteur densité de

i s . e e 1 y i
courant d'énergie. La conservation de Pénergle s'écrit, siw = 5 £E? ¢ 5:*,111{2 gst la

N . . 2 7w
densité d'énergie div P + = = 0

ou encore, si § est une surface fermée limitant un volome V' ©

TR
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. 3 .
cest-a-dive que le flux sorant de F & wavers soute surface fermée est égal 3 la
dirinution par units de temps de Iénergie contenue dans le volume limité par 5.

APPLICATIONS
4 Lignes de fransmission :
e sont 2 conducteurs allongés dans une direction donnée, Ox par exemple, le cas is
plus usuel &tant celui de la ligne coaxiale, obt les deux conducienrs sont deux
cylindres de méme axe séparés par un diglecirique. On monire que chague élément de
longueur dr de la ligne est gquivalent au réseau suivant (On suppose la ligne sans
pertes, c'est--dire que les conducteurs sont supposés parfaits, ainsi que le didlectrigue
les séparant) .
{2 bobine 2 une inductance et i(x o+ d3,0)

égale 3 A dx, o4 A est Vinduc- S—— W e

tance par unité de longueur de :
la ligne ; le condensateur 4 une Ads -

capacité égale 2 I'dx o I est 1 WD fax wix 4 di)

la capaciid par unité de lon-
oueur de 1a ligne. Les lols de

Wirchhofl conduisent & o
g2y
AfS e = O i
7
3 P & ey oy 3 » . Ea P * 1
g somt des éguailong de propagation, 2 Ia vilpsse ¢ = oymmEE
Al
Pans te cas usuel, le régime est sinuoidal { VoV e g T ey,
On définit impédance caraciéristique Z, de laligne: (£, = ? m }:
/
Pourr une ligne coaxiale de rayon i, ¢t Ry Ly = *’;%"* L Lan Ryl
Ine

& Cuides d'ondes © c'est un matériay rmétallique creux, allongd dans une direction
donmée, Oz par exemple. La propagation dune onde Slecwomagnétique dans cetle
enceinte, selon la direction du gnide, est possible par suite des réflexions sur les
parpis. Ditféronis Lypes d'ondes peuvent 58 Propager

. Les ondes transverses électrigues, ol le champ &lectrigue est orthogonal & la
direction de propagation.

. Les ondes fransverses magnétiques, ob clest le champ magnétique qui est
{TAnsverse.

- Les ondes fransverses $lectrigues et magnéiigues, ol les champs
Slectrigues et magnéiiques Sont Fansverses sous les deux. Pour toutes ces ondes, Jes
conditions aux lmies imposent que {les conducteirs 500t supposés parfaits) :

. Composante tangentielle £y = 0

. Covanosants normale Hy = 0
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wr
I - ELECTROSTATIQUE DES MILIEUX DIELECTRIQUES

1 — Cylindre polarisé uniformément selon son axe.

Un barrenu didlecirique a la forme d'un cylindre de longuenr L dont Ia
section circulaive @ pour rayon R. Il est polarisé wniformément, parailéle.
ment § som axe.
1) Montrer que le dispositif est éguivalent & deux disgues distonts de L
chargés uniformément avec des densités gue Pon calcnlera.
2} Déterminer Ie ckszmp dlectrigue résultunt en un point de Paxe du
barreau.

Exiralt, Feés, MP2, Janvier &4,

1°) Le diclectrique polarisé uniformément est éguivalent A une distribution de charges ©

—~ volpmigue, de densitd

Ps = - div P o= O

- Surfacique, de densiid -

A . L e
gy = £ o8, on a estls normale soriante. Aingl, pour toule Ja surface latrale, oy = 0.

Pour la face 1{voir figure}, on a: c&;@é ? Jom m%é,t our la face 2, on 2| oy, 2] =
P

Lo disposiul est done équivalent 3 2 :};sqssw de rayons R, distanis de L, aharge% 4veC UnRe
densiié uniforme superficielle valant o7/ ) = ~ P powr Ton et o(2) = + P pour Yantre,

2%} Calentons d'abord le champ Slecirigque réé par un disque chargé uniformément avec upe
densitd superficielle o en vn point P de son axe. Par raison de syméirie, le champ est porté
par laxe du disque E=E E gy {voir figure). Chaque surface éémentaire 45 contribue au
champ par

oft 442 (resp. £2) est I'angle solide sous lequel
on voit & partir de P la surface 45 (resp. le
disque entier),
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Onaﬂ Zuw(l —cos o). En effet :

’ Qw ﬁig dS::;aa _
dilggue !

doy d
Origo = 4 {OF = 2}, tlong s = ﬁ Comme cos o = z
? cost o z e
S \

e 27zpdpmsa

"

disgue

, i vient:

2 = ng}% v sin prde = 291 - cox o),
o }

Apg; iguons ce résuliat A co probléme; i fm.zt :13013161’ Zm 2 Lhamps créés par les disques 1st
% Danslazonel,ona:

P
Epo oo { = Zap (1 co5 Op) + 2u(] ~ cos o
7 o { 5 0y} %({ ~ cos 0’;)}

= %ms 25 = COF 5,’,35;}?0%] Jyfm

vone H

i os 0y~ C08 0 )
2 & . <
& Zone I : Eyp e "'M“{\ FR(F ~ 008 ) ~ IH AT — 005 0y) \}
4ot
;.)‘
2 e (D 0O DYy~ 205 Olg)
frf"f'
—3
Ly = ;ﬁ”(,? — €05 O — £O5 Oly)
2z
& Zonedll: - Eyp= 2"12““ (2r¢] - cos as) - 21 (1 - cos ey))
ey E

£
= {008 O« CO8 ) .
g
Y
5P P
Pur = w={Cps 0 ~ COS ).
28
On peot résumer ces résnliats dans le tableaw suivant, en remarguant que

{cos oy cox oy dans la zone 11
leos oy —cos opl = !{
: Cos Oy — CO8 dans la zone I
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_ > P
A intérieor E w2 pog O - COS 0}
28
—p
. .. - P .
A Texsérienr P o= 5* lcos g — cos o
&

> e
Pour un point sur Paxe on constate donc que le champ £ oréé par Ta polatisation P estde

e
méme sens que P & lextfrieur du barreau mais de sens contraire & Uiniérier.

2 — Cube aimanté uniformément.

Dans un champ éfecirigue uniforme, de module E,, on place un cubg i
électrigue de cenire M et de ¢6té a. Le didlectrigue esi lindaire, homogéne
¢t fsetrope. Sa susceptibilité didlecerigue est y Les aréles du cube sons

&

fopciion de gy ot P. gy édtant lo permintivitd du vide,
4

1% Calewler Iz champ véd an "M par les charges de

On donne §) = T Pangle solide sous leguel du centre M on volf Pung
des faces du cubs,

‘ o
2% Ddterminer Yo champ total E,,, dang le didlectrigue, le vectenr excita-

) - 5 s
sion D et le vecteyr polavisation P en fonction de 24, yel £,

3% En déduire le moment élecirigue du vube polarizé, winsi gque le
potentiel flectrlgue & Vintérieur du diélecirigue,

(Extrait, Fés, PC2, Janvier &7}

1°) Le cube diélectrique polarisé uniformément {suivant My par exemple) est équivalent &
pne densitd de charges

y - Volomigue, de densité
- e koL
P ‘ DOue = ~div P = 0 {F uniforme}
i L4

- o x ks
P R 4 , - surfacique, de densié :

/~/ i ' O‘hé(‘&”} P e
e sl x x Ows=F. i, ol » estla normale
- ) 7 ¥ e Y extérieurs dirigée vers Yextérieur,
s s ol *
P P X
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Alnsi, laface situéeeny = %* porte 1a densité de charges liées oy (-] = —F, alors qua la

facey = + % correspond la densité oy (+) = + P. Les autres faces ne sont pas chargées ; le

champ dé 4 la polarisation est donc le champ que créent dang lo vide les deux digtributions
Giid~) et G +). ,
Or le champ créé par une plaque rectangulaire en un point de son axe est, par symétrie, sur

cet axe (considérer les deux &léments dS et 45" syméiriques par sapport & 0 | voir figure). La
contribution au champ E de d8 est .

Sl g 45 cos ¥
‘dE . ey =dE cos 0= == %‘»»—«m = = (0
M ; 4ney 4ney
/ dg
0 et le champ total est:

o
B o= pdf cos o = = 4]
;g Cos p

e

gops lsqusl

el .
e g N P ey
o 45 ™ {rosp. fa plagee ontibre
s "
Y 5

. e L R . .
Cas P =M 2 st le point P vient sur le centie M du cube, £4 = =5 {Fn effet, do centre M
on voit les 6 faces, qoi sont toules Squivalentes géoméiriquement, sons un angle solide de

; . P | 2r
4t done chague Tace sous un angle solide (2= g 4y = T} .

s

, _ g P Im P 2x
En M, il v adeux contributiong; £ = == o g s {1}
¢ dme, 37 %4%9 ER
_...’)
-2 P P
T e @ gm
3e 7 3z

i .
3% Dans le didlectrique, le champ total E,,, est la sormme du champ éxtérienr £q etdu

b
champ E df & 1a polarisation.

—y =
Ancenire M, on a - E (M) = Ey ~ Eg:

o - e
Le vecteur excitation £st: D{M) =8 E, (M)
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L R oy ey
La polarisation est ; FP(M) w(e~gy} Epy (M) =8% E,
Nous avons supposé 1a polarisation uniforme dans le didlecirique, ce gui entraine, pour

@8ier cobereal, quon suppose que le champ £ 48 3 i3 polansalion est sensiblement
o

. P . -
uniforme dans le didlecwrique ef vaut done sa valeuraucentie 7 © E = £ .Ona:
£p-

=& (I +7)

i e Lo By b
P osfimty) By — sl J
g

g
-

I+ xi3

3
Soit,avec e = g(7 + ) P o= gy

3% Le momeni Slectdque dipolaire ¢ ducsbeestdonné par: p

Soit : 7 = aigy e
I+ xi3

P
Lechamp E,, & lintdrieor du cobe étant considérd comme constant, on 2 immédiatement
fe porentiel  intérienr : :

3 - Sphere diélectrique soumise 3 un champ éiecta‘iqm@%ﬁ

Considérons une sphéve didlectrigue, carvactérisée par la censiente di-
électrigue relutive ¢, placde dams le vide ou régne un chamyp uniforme
—

Eg. Un admetira que la sphéve qinsi polarisée est dguivalente 4 un dipdle

. B ) s
dlecirigue dont Je momeni M est de méme direction gue Eg.
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A Uintdrienr de Ja sphire le champ élecirique résultant E; e¢st paraildle 4

5
E,

s B —
I'?ff Deonner Vexpression du_champ électrique E & Vextérienr de ln sphére.

o e ) =37
4/ 2% Exprimer E;et M en fonction de E,
7 &

= L, LE

3% Montrer gue le chamyp dépolarisant £, est égal & ~ £ (}F diant le
sy :

vecieur de polarisation), §

Extroit, Fés, MP2, PC2, Janvier 83,

En général, on traite le probléme. de la sphére uniformément polarisée sous Naction d'un

s

champ extérieur By en caleulant le champ intérleur en fonction de la polarisation (soit par ko
caleal dir entiel, soit par intégration de I'éguation de Laplace, soit encore par fa
méthode des couches de glissement),

fonction de £y . fod, on aborde ie prob L2 on sappose que le champ intdreur

3

st uniforme et paralidle A By , ot gue powr Pextéricur, la sphére se comporie comme un
o el . .

dipble dont le moment est de mbme direction que £y . I suffit alors d'éorive les conditions de

continulié pour pouveir out calenler,

1%} A Textfricur de la sphére celle-oi se

3 Hu’,}
comporte comme un dipdle de moment M,

-
le champ en un point P (OF = 7? ¥ vaut
donc :

- s,
7o L uM AT M
' 4 ey ! 7

dont les coordonnées polaires sont

) 2 Mcos B
(3 M cos 8- M cox 0) = ELRLERS
= e’ 4uey v’
10+ Msin® M sin 8
dreg RY 4dngyr?

En effet, deux charges +q et ~ g séparées par unc distance d créent au peint P (OP>> dj e
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" potentie]
V (P} s momen e 4 L w o LaZTE
////‘i’ duey ey dmegry,  dmey TATB
- e s " s
e Or rp~rg=decos 8
e '
/ /// ) Fa.Tg ™=
ey . = oo
g /& +q O définit le moment M =g AB =¢ d, d'ol:
A O B — -3
M ¢ -
a v(p) . MLoS & M r (7= O}g}'

drey? dmeg P

i
On e dédoit Je champ £

- soit vecloriellement

don

B B 1
7= 1 3M. v ) vt
47%}3 ?rj

— Boit & partir des coordannées
. N Mcos8 4 1. 2Mcos@

T T & P e
o LW M 4o Msind
T r a8 dmeprt d6 dnep

Om retrouve bien les mBmes résultats,

Le charap total & Texiérienr est donc B =

2°} A la surface de la sphire (r = B}, écrivons les conditions de continuité (avec des
notations évidentes)

{Eim,'l' == ﬁezt,}"
& Eimn= € Eoxy, T
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Soit :
-

81‘ M ;
) sin @
- By §in 8 = — Ep §in § 4 mowmnen
drey K
28y M cos 8
1{;‘ Eocos 8 =g, Ey o5 6 + mrbmmmmomc
@TZSO Rj
NPT M
La premiére équation donne : = By By,
4mep Foed

. P . 3
o¢ qui, avec Ja seconde équation, donne 1 £, = B - Eq,
Zgg+ £
YAret d 3 —
On en déduit iy = A )
’ -'23{) + £
s £ gy
E+ kg

o
3%y A Vindriewr, on pent dorive By sons ks forme
3 y ol

=
. = Ep + E{ﬂ

e » . Lo -
oft E, estle champ di aux charges de polarisation {charges lifes).

prc s i g Lg~ € 2
Ona: f‘:p w By Ly oo By
2eg + £
o
: ; =3 pucg Mo
soit, en fonction de M : B, e v ¢o
: 4 pitn) R
‘ 7 K Mw} * B,
Or la polarisation P, qui est le moment par unité de volume, est donnés par:
> M
P = W ,
4i3 z R
-3 2
s > M7
D'ob Epm w1
_?Eg ':éi:fﬁf

i -3 N
C'est un champ dirigé an sens Inverse de M, et par suite, de E,. 1l s'oppose donc 2 Ja
polarisation et est appelé pour cette raison champ dépolarisant.
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4 - Sphére diélectrique portant une densité de charges libres.

Une sphére diélecirigue (classe z%,.s,) de rayon R coentient une densité
uniforme de charges libies py » 0
1% Déterminer les distributions de charges lides (préciser leurs signes).
29 Montrer gue le potentiel au centre vaul !
2 e, v+ 1 ppR?
2, 3 ey

Extralt, Tétouan, PC2, Junvier 86,

i
1°) Le diélectrique étant de classe 4 (c.B.d LIHLL), les vectours champ électrique ¥,
¢ 4 .
sxciiation dlectrigue D et polarisation P sont reliés par:
w% ,,;?
D= el et P oufp-gl E.
g el 5

ar ie thiorbme de Gauss, délermines D et £, puis P, On en didulez ia
charzes lides,

distrivation <
—5
T théoreme de Gauss, apphiqué 3 1) pour ne teniy somple que dog charges tibres, domne (5

,,,..,}
est la surface de Clauss © sphése de ravon 1 le vecieur D st par syméirie radial et de
module foncdon de » seulement) |

s D - %:i wripy sir SR
%ﬂ .45 = gf}f,z;} as = Dfr) g%ﬁsﬁs = 4w D(r) = |y
JJs Jas @js §~ xR p, sir 2 R
On en déduit, pour Ta ségion qui nous iniéresse (r SR} '
— e
- .
Efr) s/ W?L pour 7 <K,
£ &
L = focd s £ & hcs
Lapolarisation F estalots: P ={e-g)E = m;w o r
£
Cette polarisation provogue Papparition de charges liegs
~ e — £
- en surface, avec une densité oy = PIR) . F=P@R). e = »E?;"g s R

o kY ‘%
— en volume, avec une densitd py, =~ div P.

Ep £

—
Le calow! de div P est immédiag, ef pgg = Pr
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Les densités de charges lides sont donc

£~ £y £~ &g
Ty = 22 R pr 5 Pue=~ X

Remargue : Dans un silieu LH.L, il est conmi que ks densitds de charges volmmiques Tores py et lides priy
sont relides :

—vs} P
Beef = divB=cdvk
P -‘» -
Or éiugu;}L o dv B = CRIIE
&9
Do pu=
Fol .

L6 régultat gue nous avons touvé dans oe problme est en offet général. Adnsl, on a pu déteominer gjjy sans passer

] d =4 1, . s, 12
par e caleu] explicie de I ot . On peut daillevrs calouler aussi 054 on sait que la charge totale lide et nulle.
Comrae par raison de symétrie, 1o densité oyys ne dépend ol de 94l de @, elle a5t constane, Par aillewss, Ofj¢ et
angsi congtant ; doli ¢

Piig %’?ﬁ?} + oy 4nRE w0

(g fg n ﬁ;:f{wi Bo

¥

e

Seulzats, sans avolr 4 calenler I e B

37} Potentiel aw centre 1 1 v 2 plusieurs fagons de faire ge calenl, On peut déierminer

2n tout point I champ Slecirique Z*J par ke théordme de Gauss (soit b partr des densitds py ot
o (volvgquestion 1°7), soit plus simplement 2 partir de D et des scules charges libres) et
en déduire Ie polentiel V en tout point, Cependant, comme on cherche uniguement le
potentiel au centre €3, il est plus rapide de faire les calouls dirsctement @ un £iément de
volume d7 siiué 4 une distance r de O conwribue su polentiel par:
I Apus +
AV = ﬁwwf’ K dr.
‘3’%&})

. . . ; R I Oy
alors qu'un &lément de surface 45 contribug par ¢ AV s mSeme o
4?2?8{; R
Le potentiel an centre est dong ¢

v(g;mﬁk«f R i;ﬁﬁﬂig ds
dme sphérer i 47{5‘9 3 surface sphire

- Fr dmar + A ErEg P 4nR2,
478 Jonere 4dngy; 3¢
: R? 2 RZ 2 1
Le calcul donne © V(o) = £ £Er %, % £l
KA 2e & 2,

Remargue : Cete méthode serait évidemment lonrde pour le calenl du potentiel en un point quelcongue de la

sphire, I vandrait misvo alors faim le calond & panir du champ—f? .
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S ~ Condensateur plan.

1% Etudier la continuité des composanies normales de Pinduction élece

e . . . i -
triqgue D et des composanies tangentielles du champ électrigue £ 4 la
iraversée de la surface d¢ séparation de{,‘deux milienx. La surfaoce porte une
densité surfacigue de charges libres Tiiprer Que deviennent ces relations si

L ipre = oz

2% Deux lames conducivives identiques parallbles ef de grandes dimen-
sions, sont distantes de a. Les facves en regavd portent des charges  libres
de densités + Oyy,, €f - Oy, L'ensemble des lames est isold,

@} L'espace compris entre les lumes ‘est rempli d'un didlectrigue homogéne
ef Isotrope de constante didlectrigue e{figure 1). Donner les expressions

b -3
de I dans les vépions I et 11, En dédaive celles de E. Exprimer l¢ poten-
tdel V oenire A ot B en fonction de Oy, a 6f 5. )

By On remplii Pespace

Donner les expressions de D e de B giie région, Caleuler la
densitd de chorges vésulignte 4 la surfuce gui sépare los depx didiecivigues

el montrer gqu'elle pemt five positive oa négative sufvant les valeurs de £y
ot £3. Donner Pexpression de fn ddp V en fonction de 0y, 0, b, £y 8 €5,

¢} Oa remplll Uespace compris entre les lames par une “série de coyches
diédlecirigues homogénes ot isotropes {figure 3). Chague touche,
d'dpalssenr dx, est repérée par sa position x par rappore & la lame supé-
rienre ef sa constpnte didlectrigue est efx) = ex + 4

On pose e{0) = &5 ¢t 2(n) = £,

Montrer gue D(x) est indépendant de x of donner sa valeur. Exprimer E{x)
¢t veprézenter ses variations en fonction de x pour x € [B, al.

Calenler ln ddp V en fonction de oy, , £q ¢ €. En déduire gue si Egm &
le potentiel est celui donné par ln guestion a).
On donne Ln(l + @) = w - 422 + ,,, 5iom <= |,

conductenr | i 1
bbb A e Ak b
aI £ i ?wmimwi dxz x
vy . b} 2, L
conducieur 1 ; ’. I N
figure 1 figure 2 figare3

Extralt, Agadir, Mai 87,
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1°) Passage d'up millen 1 vers un milley 2

< |

. [ Dy = Dy = oy

Démontrons les deux m}atzonszl 2 E’W e
By — £qy =
"""}

¢ Composante normale de D :

Soit un cylindre plat de section dS el de havteur dh << d3'7 gimé A la surface de séparation
(woir figure), surface qul porie une densité superficielle de charges Hbres Gy, -

Le flyx sortant du cylindre se réduit 2 :

e el 3 D e
L)) dS; + D ,ng m (e Dy + Dz)’dS,

puisque le fux sortant & travess la surface
Iatérale est négligeable (on pent faire dh
aussi potit gu'on veut)

e

: -
Par ailleurs, Jo théorbme de Gauss appligué & D indigue gue ce flux vaut dd = oy, d5,
d'on for Dpps + Dipgg ) (15 = 5, 45

]

Soi WDy~ Dy = Oy |

£

i

ol Dy est 1o composante. nonmale sur Paxe diddgé du milien 1 vers millen 2.

4 Composanie tangentielle de £
Toujours sur cetie surface de séparation, soit maintenant le rectangle infinitésimal de ¢Oids

da et db, respectivernent 1 et/ & la surface 5, avec da << db.

@ 2) e . =
Soit Ev 1a composante tangenticlie de £, 1

P ey
e T o . . i R
N B e ty cigculatdon de £ le long de ce chemin est:

El o ’
Egg = £y} b,
/// {Eyy — Byl

da puisque la contribution des chiés da est négli-
geable {da aussi petit gu'on veuth

e
Par ailleurs le théordme de Stokes indique que cette circulation de £ n'est autre que le flux

R — N .
deyotE hwavers la surface du reciangle dadb.

Alnsi, en négligeant les guantiés ol intervient da, il vient :

Dy = Doy
~ Souvent, on a & dtudler le cas oy, = 0. Alors { o
+ libre Em = By .

Dans toute In suife, 7 est le vecteur unitaire normal aux plagues dirigé de
A wvers B {(du + vers - ),
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2° a - Le vecteur D est nommal aux plagues, dirigé de A Dy =0

Fer# R (voir figure). Le théortme de Gauss montre que [ S R

est uniforme et vaut Dy = oy, catre les deux plaques T

{(région 16, Par ailleurs, Dy = 0 (intérieur dun conducicur en i éDﬂ =

&quilibre). . F_ﬁz
— — ‘ e
Dy = 0 f)ﬁ gpre 8 | B I D=0

—p = = e
E=0 ; Ep= ik,
£
. , . £ p i
ainsi que lo potentiel V: Ve g 4y = j F @ ey | Vo iRIZL
‘ €
o +

Dy = Dy = Oppre (et Dy, = 03
: el o P T b Dy
d'on Ei= 0 Eyp =~y By 2T
& £

% Densité de charges fides
' —3 — . =
On Tobtient & partir de 1a polarisation £ . Dans chague végion, ona P = (28 E, dob:

o B = s £y~ & ~
Py = =t oy, 4 Py o= =t o, u
& £

- Densité voluminue gy, 1 1 polarisation étant uniforme dang chaque région g Prs = :’Z;

- Densité superficiells oy, @ on peut considérer que Ia polarisation du miliest 1est & Porigine
de Papparition dercharges lides & Ia surface de sépavation IIAL, avee une dewsile

-
Ol =Py . 0

De méme, zw@(, dm n(;stamns évidentes, oy, (D) = P;;; {~ u) D'ols une densité totale de
charges xléﬁs sur cetie surface ©

hed £ Ep £y — Ep
UM (f“’,; “Pm} u "““:P}["P{Hm e e
’ . £y & Lo
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£6 é‘:’z ‘?7’1
oft les £ sont les permittivitds relatives, Alnst, le signe de astcelul de 12 — &)
s e ¥ e A% Defliihe SRC AR S LRARIR RN gLy T L) .
/ 1 Diitre
: Gully
I
el
'bz il
) T3

Remargue : Sur les surfaces I/ et 111/1 apparait des densitds de charges lides données par :

-3 —p £ ~ £ e £-F
Ou(lil) =Py (= 1) m b G o Oy (W) = Py { 0] = »«»%?wﬁ Gripre
£z ; £

Evidemment, la somupe de toutes ces charges lides est nulle, comme i est faclle de lo

vérifier,

B o 8F
¢ ddpV

Ve | dV = § E.dl =Eyfa-b)+Ey. b
- #

Vs oy (et “&"\}
L g &)

» P " 7 ,
) La géométrie du probléme montre gue D est normal aux plaques. Le théorbme de Gauss
“appliqué A un cylindre d'axe normal aux plagues, avec une base dans le conductenr et Pautre
4 J'abscisse x montre que

45
Dix) d8 = oy, 45, d'ob

4'4»4«% gwt»-i— -+ §§3 s

oy ey
Dix) = I} = Ogypye 8

)
j ‘i > B

et Efx) = ;:?;;

X &~ gp

Or #x)=cx+b=

A e
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) ) byt
Dol E(x) =

Chitrg
£~ g

U

X+ By

pour 05 x 5 a

Les variations de Efx) sont porides
sur la figure ci-conire,

b d.d.p.V:

Ona Vo

£ =~ £a

» P L
Vo i pe. . BlEy =

H

dibre 2 I.n { RS

£ Ep

Retropvons le cas de la guestion a) en faisand tendre £, vers £ Pour cela, développons Ie
t/ ¥

£~ g

o Ee—gy
terme Ln (1 pombe } o s
& £

Vo Hitrg
£

On retroave bien le résultat de a),

a E~Ep  lipre &

£y

6 - Lame diélectrique (1).

{Une lame didlectrique iseivope de permiitivité g est
placée dans le vide er soumise & un champ £lecirigue

_..}
Eq, normal & ses foces.
On suppose !

a) Qwe I'épaissewr du didlecirique est pesite per

rapport, 4 ses auires dimensions.

-
by Que le champ E & Uintévisur du didlevirigue est

"
paraliéle & E,,

IR
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-3
¢} Que In polarisation P est uniforme § intérienr du diéiectrigue.

IS

1% Ew derivant les conditions de passage & travers les faces du diélec-

. rtor P U= £
irigue, calculer E en fonction de By ef de g, =
: P

K ra I3 > »‘} » F] r & N &
“2% En déduire Uexpression de P dans le¢ didlectrigue alnsi que la densité
de” charges fictiver de pelarisation & le surface du didlectrigue.

3 i -3
3% Montrer que le champ F est la somme du champ Egy et d'un chemp E,
dd aux charges de polarisation, gue 'on caleulera.

Extrait, Casa 1, Mai 87,

1%y A la surface de séparation, I v a continuité de la compo-

sanfe normale du vectewr excitation élecwrique D, noté Dy,
puisque Ia lame n'est pag chargée 0y, = 01

cae By webeony
i8¢ b6 ViG ).

" ,
L Ep se rdduisent B leurs compomanies +
. . . e
normales, il en est de méme pour les vectewss D w g B el ), o)
: o . - (€ Dyiz
Dy =85 By | Lasslation précédente pormet d'écrire
3 @ M’:} M»%
Ep by =B puis & Fp=eE
= g,k
doli: E =<~%F, = =&
£ . &
.....}

2°% Par définition, si st {a polasisation du diélectrigue

r
- - 3 - : : ,
D =g £ + P, o E estle champ total dans le diflecirigue (champ macrosuopique). Par

by Wﬂ} "'"'ﬁ AP
agillewrs D =gl |, d'ob

B ot -t
P owmip-g) E =ge,~1) E =

3 - b
3%y Le champ total £ est la somme du champ £y d0 3 Yextérieur ef d'un champ E, df anx
charges de polarisation,



134 ELECTROMAGNETISME

e - T - | w7 1-g
£ "m“Eg“}'ﬁﬁ”#ngﬁg = Ep:ﬁEQ [ IR O S
‘ & &
d o
EP T e P}Eg B

Remarque : Mous pouvons calouler directement ce champ. La lame polarisée est équiva-

. i . N 3. g
Tente & une distribution de charges aves une densité volumigoe pys = ~div F = 8, (P est

Pl ps 8 mw) '-? ~ M-} . >
uniforme), et une densité superficielle o= F.n olt 2 estla normale au diflectrique

sortants, On a:

face {13

s pouvons assimile

supert

HEA B

o
% Caloul du champ £ oréé par on plan chargé avec une
- ~+  densitd uniforme o, par e théorbme de Ganss
3 NFSURS 1 3
i
©

oy e L” -
(P G=ms=2 = -2
© £ e

5 Vestérienr du didlectrique, le champ 30 aux charges de polarisation est donc mil.

s
A Timérieur, il st de sens opposé & B, eta pow module :

o o a g~ 1
B A Ep.

26 28 B £

On retronve le méme résultal.
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7 - Lame diélectrigue (2).

s
Dang Vespace ol regne un eizmrp dlee~ : E;;

trique uniforme E,; tel gue : é"@ 'S

"“’ﬂs_% s %
= Egeose i o Egsine f, T
R

on introduit wne Isme didlectrigue % @{} '*;‘ - R
d'épaisseur 2a, de permifiiviié relative o
£, ef de susceptibilitd diglectrigue 7y, B R £ )

Les foces de lo lame considérées comme des pmns infinis {;{J un placé en
x = g ¢f Pautre en x = — a) sonl pavelldles an plas yOz (voir figure).

— On supposera gue les champs sent uwniformes & Vintérienr.

-~ On rappeile gue Ie champ égﬁnif‘iqgug erdd pur un plan infini chergé en un

)
puint de espoace a pour ﬁwd;ﬂe i %
2y

1Y Déierminer lo répertifion des charges fictives de pol
b
admetiva gue Ia polorisetion P est wyiforme dans lo matizre).

2% iﬁfﬁfmgw pany w8 € X € b ¥~y @ x»a;

w) Le f’é‘mm?!ﬁéﬁ(}k&fﬁﬁﬁ§ éﬁ:; de aux chorges de polarization,
B Le champ ielal ég;za; gt le vecteur excilation élecirigue Fﬁ%
g) Le vecteur polavisation TP en fonction de gy, €, ¥, ool By

m_} w..} .
En déduire les expressions de F .ot D en fonction de Hy #f des
consiantes.

Extrait, Meknds, MP2 ~ PC2Z, Janvier 88,

b . . . . .
1%) On suppose que Ia polarisation F est uniforme dans Je dislectrique | soit B Vangle que

.2 o TP ¥
fait 7 avec ladirection i (figure).
— s o
P=Peosfi +Psinfj.
-y
By
% Densité de charges en £y e 71
volume : P :
- Wé ’
ppe = —~dliv P =0 0 4
z %
&)
Womaf o g
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& Densité de charges en surface:
i
pus=P . # 00, # estlanormale soriante.

sy .4.? . .
~hlasurface x=-g ; nm- § & Oye(—a) =~ P cos
-

#

~slasurface x=+a = f el Oyl +a)sPeosh

F et # dépendent de Ey et o d'une fagon que nous allons déterminer,

».,,.Q
29y #) Ici, Le champ £, d4 aux charges de polarisation est le champ créé par 2 plaus
paralldles uniformément chargé . Chacun crée un champ nommal sux plans et de module
lal o . . o
E—;}* (Application immédiate du théordme de Gauss appliqué 3 un cylindre d'aze normal ay
plan). Dol

AR I

P A N =5
. "
- & Le champ s'opposs & By, on dn moins A la compo-
""""" .,;[,.
- ( * sanie Bg {, qui provogoe 1 polarisation du diélec-

iy of o3 by 2l T8 - 5 o 5
. Gud Tl 8) | iriqua. On Pappelle champ dépolarisant.
- 3 £
i
wr e *
K B %= R

P
Bb) A Vintérieny du didlectrique, Je champ tow@l By, o8t

B e
E = Ey + Eg = (Egeos a—«%ms By i+ Epsinn

p 3
et D =g &,

. I T -
Alextérienr 1B =B et D =gl

¢} Par définition de la susceptibilité ¥, ona:
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#

Peos B
3 g P cos £ Egcos o - =
P ‘*‘*502510: = ﬁ 02,( ¢ 5'0 )

\Psinf =g Egsin o

et
D'oft les composantes du veciewr P

#

[P cos f

£y Eo cos o ’}"'"Z"W % x"g
{ Psin P

X

|

X EQEO sin o

Alnsi:

— g -
P =gy Ep (M-g +sino ] )
I+y

= L f Los g F , P
E mEy| wormes | & 5in O j}
I+ .

[

Pl 4 prd . v . P
Dwek mel vy} B megBylcosni +(1+xy)sing jj

7

ne Gidlectrigue (3).

7
&
st
L
oy
st

ﬁ‘// Une lame & faces paralieles &'un di-
élepirigue  d'épaissenr e el de

ol
m.ﬂ@m%ﬁ; permitiivité ¢ est placée enire les
g

%,

| armalures £'un condensateur plan,

Le condenspteur est chargd sous une
tension conslanie Vg, Les armalyres
soni distantes "une de Vauire de d
{d>a}).

Les faces de In lome font un angle
oy avec ln normele aux armalures

(14 (figure}.

fed .
1% Donner expression du champ FE & Vintdrienr du didlecirique ef dans
la région vide entre la lame ef les armatures en fonction de Vg, d, ¢ et Oy

2% Calculer le rappovt t(;’:-,Céwm la capacité du condensaieur en
]
présence de Ia lame et Cy ln copaciié sans celie lame.
Extroit, Fés, PC2, 1983,

Remarque préliminaire : On suppose que les dimensions des plagues sont grandes
éevam Pépaissent pour pouvoir négliger les effets de bord . Cela sous-cn tend que o o3t loin
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de 0 ou z, et les résuliats qui suivent ne sont donc pas valables pour ¢, voisin de 0 ou 7.

@ » 5] - . & h->
1°) Signalons une srrenr courante qui consiste A considérer gue le vecteur excitaion D est

. . . . D,
normal aux armatures, puis d "appliguer ks théorbme de Gauss pour en tirer D = =%

&

' -3
En effet, la lame &ant penchée, il y a réfraction des lignes de champ de D, ce que nous
allony préciser,

. , oy X
Dans le vide, s ¥ est le veciour unilaire normat aux
plaques, et si oy, o5t 12 densité superficislle de
charges libres portées par Uarmature positive, le
théoreme de Coulomb donne
g . T O, )
{(Ep estle champ dans le vide) 1 Ep =% gy,
ce gui s'éorit aussi
=P O, e -2
B == fain gy | v cosoy ).

—
ne ua champ £ gue nons - #

fex

Y

Or, & la sirface de séparation vide / didlecmique, on 4

g i . ¢
~ Cominuité de la composante normale de I ¢ Bp By 3in 0 = £ F cos 0
o " v, - g “ @
- Continuité de 1a composanie angentielle de £ ¢ Fpeos o= F sia o

Par wiflenrs, tad.dp, Vy ost donnde par la cirenlation du champ électrigue d'une plagus &
Pauwe, Cholsissons le chemin AB pour calculer cette clrculation oft la droite 4B ext

. . d .
normale aux plagues (voir figure). La distance AR = — se compose d'une longueur ¢
i iy

dans Je didlecirigue et d'une longoeor (- d
i Qg

~¢)dans levide . Ona:

B = 3 , i ”
ngj £ . dl = (Eysin o) (— ~e)+ (Ecos B) e
A . $in Uy

. ' 17 Vo sin o
Do Ey= o B 0 o

J

deesinofl-2) Ed-esinay ¢
& £ £y 1

. Vo cosa
Esinf = & 2 .
d— e sin oy (1~ gyle)
D'ob
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. \Z —* Vg Lo —
g = . wo= . (sintyg i +costy J }
deesingg {1~ 2) d—esiney (1 - %)
e £
-2 V & - s
E = & (*i}*si,nag { + costip jt)

€
d~esinog (1~ 2}
£

2°) En I'absence de diélectrique (e = 0h,ona:

Oy 5V, S
gazmﬁggfmﬁmfn - Cﬁmg}gmmf
& &y o
; Y
Fn présence de didlectique . Ep = G, QIS £
Ea
@ i »ﬁfwﬂ,‘i‘iﬂ@{;{}«“‘%“}
On e déduit goe O g%m - Co
d 5 £

N - . i1
I Sesin o {1~ )
‘ -
A £

iin condenspieur sphirigue de charge
O est conziitué de deux armatuves
sphériguss de rayons Ry et Ry et gui
somt porides respectivement  aux
potentiels Vi et V. Liespace entre les
armatures est rvempll par ‘deux
didlectrigues différents de permiigi-
vitds relatives €., el £,,.

{voir figure).

19 Mongrer que la capaciié d'un tel condensaieur est donnde par @
4 7 &g

I 1, L1
8,1K1 2,333 2 ( )

{ =
&y &y

(On rappelle gque € = M }
p Vo
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3 -
2% Donner en fongtion de €, le champ électrigue E et ke dépincement

..»-.-} . . N N .
Slectrigne D en un point M gui se trouve & la disionee v du point U
Ry <r« Ra '

Exivait, Tétougn, MPZ - PC2, Janvier 88,

— .

1°) Nous calcalons d'abord Vexcitation électrigque D par le théoréme de Gauss, dod le
-3

champ lectrigue £, dont la cirenlation nous donnera la différence de potentiel V, - V; en

fonction de 1a charge §. On en déduira Ia capacitd ¢ du condensatewr.

L'armature interne porie, par exemple, la charge +( et Parmature externe porie donc la

. b
charge — (. La syméirie du probl2me indique que £ estradial et que son module ne dépend

Lo . R - =
gue de r, Ta distance au cenwe. 1l en est de méme powr D = £

e , . s
pliqué B D pow ne tenlr compte que des charges libres, donne
w56 (5 est ks surface de Gauss, Iol la sphére de rayon 1),

L¢ théorbme de Gauss, &

pour e rone qui nous

j 45 = dm? Dir) = pouE Fy < P
&

P

|

Diry A = D7)

dofi - Dr}= 4?#, &y ol e, estle vecienr radial unitaire.
b .
Q - g, w g £y pour Ry < r < Ry
— ey 12 dnep e, 1?
Dioit Er) = !
b O e
= e, pour By < r < Ky

L >
dmesr? T dmege, 1

Bemargue : La composante tangentielle Epest continue puisque £y = 0 partout.
La composante normale Eyse confond avec Feton vérifie que g, By, = & Ey,. pulsqu'il n'y
a pas de charges libres sur Ia sphére de séparation de rayon K.

i
La différence de potentiel ¥, —V; est donnde par la circulation de E

H R A 3 3
V-V = J;'avx jﬁ,éim f},’fdr
3 i i

e ry o 1, L 4 L
4ne, | &, {3?; Rz) &y {Rz Ry )J

d'oi 1a capacité C du condensateur :
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C = o . 4 1w eg
72 S T I e
ey &Ry K (@3 &?J

- 3
2%} On pest re-Serire les vecteurs D et E en fonction de €2

= C(V,~V¥5) -+
b= dnrt r

C(Vym Vi)
wg, pour B, < r < K,
dney g, 7

OV, - ¥;3) =
BN ReE LN
Inep s, r?

pour Ry < v < Ky

s
Efr}) =

pour Ry < r < Ky

Remargoe ¢ Connaissant E"? on pent caleuler leg polarisations ?Z al gg dans ces 2
disleciriques, f en déduire les densizés de charges liées. I ost alors ingtructif de remplacer
les 2 didlectriques par ces diswributions de charges, i de vérifier que fes champs lectiigues
correspondants, ajouiss au champ dit aux charges lbres, sont blen coux que Bous AVONS
plas hant,

P40 . Oable coawlal avec deuy couches de didlecirique.

in edble coaxinl de section droite circuloive est constiud comme suit

couche didlectrigue de permitiivitd £; et de ropyon exiérieur b.

Une autre couche didlecirigue entoure In premitve, s permiliivité est g;
son royen exterienr est ¢, ’ .

Un blindage métalligue cylindrigue entoure ['ensemble, son rayun inié-
vieur ext ¢, on appligue ume différence de potentiel constanfe 'V snire le
conductenr intbrieur ef le blindage gui ext relié & lo terre.

Le conductenr intérienr @ ponur vayown @. I est enmiouré drune premiére

. 3 -p - b
1% Calenler le déplacement D, le chamy E et lo polarisation P en chague
point dans jles diflecirigues. ’

29 Calenler ln capacité C du cdble por unité de longueur.

3% Evaluer les densités des charges libres et de polarisation partont on
ellzs  existent,

4% Caleuler la densité d'émergle emmagasinde dons le didlecrrigue.

Extraft, Fés, PC2, Jjuin 88
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1°) Soit @ 1a charge par unilé de longueur

portée par le conducteur interne. Le blindage e,
extérienr porte donc la charge — ( sur sa face // %’“ ?
interne, et une charge nulle sur sa face externe ;\iz - . &
puisquil est reiié 2 1a terre. ' ~ = T
, - = : P I Pty
Par syméurie, les vecteurs F et D sont sy i b
radiaux, avec wn module qui ne dépend que de :’/,, HE I
1 P
r. Appliquons le théosbme de Ganss & D pour £l i he
ne tenir compie que des charges libres, en P R
considérant une surface de Gauss qui est le S tresel iy
cylindre (C) de hauteur h, de méme axe que le ﬂ : A
chble, passant par ls point M ob on veul O s
caleuler le champ. g I
N G e
) ) 3 : Ml S B N PP
Lo flux sortant ¢ de D b travers (C) est: ha U gf
4
§ = g § D48 =257 h D= O sig<r<c (=0 zinon)
o o (0
o)
Aol D) s e pour a4 €7 < ¢
Lar
ﬁ;;m@”w pour a < < b
ot wn= "5
pour b < 5 < ¢,
2neyr .

Pour déerminer ( en fonction des données du problbme, EcTivons que 1z circulation de £

dun conductenr & autre doit donner 1a différence de potentiel V {en sup)

’ int 4 &
V= j dej F.d = jmw
o ent nt a ’

ye [ (A RS 3 [ By S Sy
Jlmer JAmeyr 2nle b g
- 2z V
Dob Q= 7% 1. ¢
: SLn% 4 *Ln
& i@ & b

et

posant § =0}
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v
Dir) = — 7 7T p pow a<r<c.
Bt 2 e B B
g ¢ g b
L e pour a < ¥ < &
ar Ly, 2,4l
a b
E(?‘} = v & 1 £
L pour b <r <
&7 *V?“Ln L + iﬂin E
& & £ b
. " = — -
La polarisation est donnde par Pub gl =(-g) k.

Iel, la polarisation sera radiale, avec un module P, dass Je didlectrique 1 et Pp dans ie
didlectrique 2 - '

g8 V

2‘7’); g e

i n
e powraxr<b

20y Capaciid C par unité do longeeur | O =

Dr'apirks ce qui précéde, ona:

27 gy

Remargue : 81 g; = & = £ , on retrouve le résultat classique : Cp = Trela:

3°) Densiié de charge libres ¢ Motons Oy, (a) la densité portée par le conducieur
inteme et Gy, (b) colle portée par Ia face interne du conducteur exterme.

Une hauteur A -du-conducieus imemne porte la charge Qi;\m Clinpe (8) . 2700 b, F'O

R SN L
R R T
& a & b

Tlibre {2}

§

i
o
3

De méme Glinge (D) = 5 Mﬁm
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Densité de charges lides :

~EBn volome, on g prgl) = - div P; pour le didlectrique 1 et g (2) = ~div P2 pour le
é;;&ecmqem 2.

Or F 1 el Pz sont, en coordonndes cylindriques, de la forme > g, .

, =+ 1 A d / 0
Comme div (é. g ) Ee e} g (‘:}m} =0, /f““'*“’“’t:\“*m%\
¥ ror dr 'r
. e ' 1 \""m i M
on ea déduit . .
~En surface, on a 3 densiiés correspondant Q
aux 3 interfaces ; £ £ %
. . L1
@ Conductenr interne/didlectrigoe 1 /
27 =2
Gida) =Fla) €. (~ e} = ~Pyla)
@ Didlectrique Udiélfﬁcmqt@e 2
— - =
*‘}?Mfgﬁ = {fé :53;” &y Fg 4%",} & {— g, 4 M./‘"'%‘M
= B, (B) - Py (b L
= Py (b~ Py (b} -t
Ol Oyl Ol
h e 1
{E};{g{ﬁ} 3 ﬁ{"; {z} £ :%’y = 32 {ch. Tpelh el
Les densiigs surfaciques de charges Bdes sont done :
. g8 Y 7
s (1) = - I I
£ T el e S g e
£ &
Epig &) V I
Ou(2) = I
Br 8y el P e [
& £ b
s Ey~8 V 7
s 79 {' 3 = = .
TREY {32 o azm n b f . i i gw
& & b

Hemargue @ VEérifions que pour une hautenr b, la charge totale libre Oy, (h) est nulle.
Qire (W) = Oigpe (), 200 B 4 Oyl B) 2B B = 0

Par ailleurs, vérifions que pour une hawteur 4, 1a charge totale liée Oy, (k) est nulle, (i n y
a pas ici de charges li€es en volume) ©

Buse(h) = Oyela) 2uah+ oyuth) 2abh+ o (c)2nch =0

4°) La densité d'énergie est donnés par s % " % e k2,

¥
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Tci, on & une densité w, (resp. wy) pour le didlectrique 1 (resp. 2)

w,méqﬁ’%m v ooz L
- 2e; 1 {LLné”+”{“Ln€~]2
& g g b
L. Y
wﬁzgzi:z”zgzrz?iz’n%'fiﬁlin&f
L& L b

Par une simple intdgration, on pourrait done calculer Iénergie par unité de longueur
enmagasinée dans les diélectriques.

11 - Diélectrique semi-infini en présence
d'une charge ponciuelle.

Une charge ponciuelle g est placée dens le vide enm un point A 4 ln
distance g d'an plan (8) séparant le vide d'um wmilieu didlectrigue lindaire
homagéne of isoirope de permittivitd relotive £,

Soir A7 e syméivique de A par vapport & (5), v e v les distances AM ot
A8 {vpir figure). e

" I o e .

#f V(M) = e i pour M dons le dighecivigne,
on pent sadisfoire @ fouwtes Iey conditions lmposées eu pefentisl of aux
champs en domnant & ¢° ef g des valenrs convenables gue Fon déserminera
en fonction de g ¢f £, y

2% Déterminer lg vecieur pelari-

sy
sation P, ia densité des chorges
surfacigues de pelavization.
Montrer, par le calexl, gue la
dengité des charges volumigues de

polarisation est mulle. 2 i
vide
3% Donner Vallure des lignes de  dileciique
champ dans les deux milienx, a
E
,A‘

Fxirair, Fés, PC2, Junvier 88,




146 ELECTROMAGNETISME

19} Les conditions de continuité 3 la swiface de séparation § sont :

a- Contingité do potentiel.

prime conceme e d:elecmqaa),
¢ Continnité de la composanie normale Dy de Texcitation &lectrigue car il n'y a pas de
charges libres sur §: Dy =Dy, ou  &Ey=&eEy

Motons dabord gque quel gue soit le point M, v
on peut choisir le repbre de fagon que M -3
appartienne au plan xy. On fera donc Pétude A ¥
dans ce plan, sans perdre en généralitd, o
Précisons les différentes coordonnées ; a M
Mix, v} AD, a) ; A7(6, - a). vide
RNy I %
re=AM =5+ [y - a)? didlentrique &,
e &
r =AM =V + (y + af?
Un point M esi sur fa surface S sl y = 6, it ¥
-ghire g
xpression du thamp !
1es expressions propostes pour le potentiel sont celles qu'on ohtlent lorsqu'on a des charges

g ong"endonA’ Onen déduit immédiatement les champs cormsspondants |

e N N A A
B} = e (fi w4+ w«iﬁ;;& u j pour M dans le vide
478, For .

I

o315

{ (y—a) += (y*wz;}

Byt g g : . .
et E(M) w5 ommones S5 gy pour M dans le didlectrique
dug, 7
" ] o
E, o ome 4. X
{ e, 7
= I ”
T, W Lty - a)
1 + 41‘5&’9 rj {j’

a - Continwité de potentie! :
Si M appartient A 5 {r = 77}, les deux expressions du pi}i&ﬁiiﬁﬁ doivent donner Je m@me

résuliat : (ﬁ ‘L) . - R
4% vy L q+q=q
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b ~ Composanie mngeniieiie Egps

Dans ce probléme, Er = E, et la relation ééﬁ@fﬁié Ep=Ep, donneici (pouwry = Oour =57
ALofw o, 4z } o d
4rgy {’3 T J 4ngy e

Cette relation est antomatiquement vérifiée, Stant doané que la continuité du potentis! a déia
imposé que g+q =q"

¢ - Composante normale Ey

Iei, Ey = £, , ¢l la relaton générale & By = e Eyp donne,pour y=0 on r=¢":

A 19,08 L de

4ney # # B 4dmey &
80t Elg-gi=teg
Cette relation, avec g + ¢ = g7, conduit 42
p 2o
g e g

supprime I didglectri

7 . ? R s 3
placer (la charge g lant wujours en A) une charge g s> ¢ en A", Pour M dans le

+ Ey

dilecirigue, rien ne change si on supprime wout et on place la seule charge g7 = 7
RO <

dans le vide en A°, ou encors si on remplit tout Tespace de didlectrigue of sion y placs en A
¥}

une charge }“ﬁ“ g7 . On dit que le point A" et Pimage de 4 o Ja charge ¢ la charge
27
image de g,

\ L
2°) Sous Laction du champ créé par la charge ¢, le didlectigue acqguiert une polarisation P

o
pal

W»&
donnée par P =(g~g} E

w.?
o £ estle champ dans e dilectrigue. Donc :

dng, 7 £+ gy 27

On en déduit les densités de charges de polarization (charges Hées)

3 -3 —
~ En surface © Op=FP,y=0. n=FPx 0}, ey=Py(x 0)
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£
— : —p Iard *
Or P B S S % = £+ £
= 5 = ]
£+ E 2nr £~ £p q
¢ g o (}‘ - a)
e 4+ By AR
Eg— & g 4a

Dot e .
iié P Iz + a;’)?l}!

p
~ En volume 1 pyg = —div £

M%
Pour Ie calcul de div P, il faut bien faire attention de faire intervenir expliciiement la
variable z. Quand on a pris z = 0, cela entrainait que le repbre changeait avec M. ce qui

L
w'était pas gBnant, Mais poar le caloul de div P, il est préférable d'utiliser un reptre fixe, ce

“gui oblige 3 Dalre imerventr la variable 2.

divP = Ley

Daone

3%y Allure des lignes de champs @

Diang le didlecirique, 00 a vu que tout 8o passe
comme st le charp éait créé par une charge
g" en A. Les lignes de champ dans le
diglectrigue sont donc des demi-drolies issues
de A. Dans le wide, le champ est Ia somme
des denx contriburions diies 4 g et ¢ placés en
A et A et Tallure générale des lignes de

champ est représentés sur Ja figure Ci-contie, Vide

diffeciniague /
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12 - Polarisation par orientation : Eguation de Langevin,

On conzidére unm milley didlee-
AT trigue de volume V, comtenant N
molécules polaires por unitd de
wp volume, en éguilibre & o
% 60 température T.
' Chague molécule posséde un mo-

Mt

ment dipolaire permanent z dont

les composantes dans un systéme

d'oxes orthonermés Oxyr soni My,

S Hyy By

On suppose gue les interactions
: entre  momenis  dipplgires soni

figure 1 négligeables.

I « En Pabsence de champ élecirigue appliguéd an millen didlectrigue,
u'y g pas d'orientation préfevenilelle des moments dipolaires.

1% Effectmaut les cafculs en coordonndes sphivigues, exprimer Iz mombre
AR(E, ) de moldcules dont le moment dipolaive v3t conteny dansg
solide Slementaire 430(8, @) » sin 8 eﬁ?&}%‘m dont I projeciion sur Op de oo

momeni dipolalre esi p, = peos 8 (figd).

2% Caleuler les valeurs moyennes [y, [y, ily, 425 ecomposanies da
moment dipelaire, Ew déduire lo polorisation du milien didlectrigue en
Pabsence de champ élecivique appligud.

if —~ On appligue un chomp dlectrigue de module E selon Uaxe Uz

1% Donner Pexpression de U'dnergie potenticlle W de chague meldvule
polaire plongée dans ke champ. ’
Seus Paction du champ flectrigue, chagque dipble tend 4 $'orienier de fagon
& réduire som énergie potentiells miais ceite orientation est confrariée par
Pagitation thermigue. En remarquani gque lss inleractlons entre dipdles

sont unégligeables, on peut admetire que le wnombre d'N(G, @) de moments
dipolaires situés duns I'nngle solide 452(6, @} est donnd por une  distri-
bution de Beoltzmann !

AN (8, ¢) = C exp ( - pix) . 4A(6, )
ol { est un facteur proportionnel an velume considéré.

2% @) Caleuler la valewr moyenne [ de la composante selon Oz On fera

le changement de variable cos § ef om posera pour alléger 'deriture
_ME

o=

E
b) Amx températures ef champs {lectrignes wusuels, a m»‘z?ff« 25t petit par
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rapport & Punitéd, Déterminer lo valeur moyenne de pu en temani compie de
cetie remargue.

¢} Tracer la fonction L{g) = 2 pour différentes valewrs de la variable n
1 3

comprises enire O ef 20, Quelle e¢st la pente de lg langente 4 Vorigine de
Ia) ?

d) Montrer gque les valeurs moyennes Jly ef Jiy semt nulles ef déduire
des résultais précédents Vexpression de la polerisation d’erientation Py,
ainsi que In polarizabilité v,y du milien didlecirigue. (Faire apparalire lo
Fonction L{a) dans les résuliats).

Donndes numérigues &

Table des valeurs npmérigues de la fonction coth (y)

¥ & 0,20 1 0,40 0,60 D80 1 ] 1,2 1,5 2 2.5 3 4 et
plus

coth {3} o= G606 (2,631,862 506 0,313 1,199 1,]04 1,037 1,013 1005 1

Toutes les moléculss portent e méme moment dipolaire ¥ ; seule change Uorientation.
I ~ Champ exiérienr nul
1% Solt N e nombre ol de moldenles par wnlié de volume et soit dV le nombre de
molécules par unité de volume dont les divections des moments soat contenves dans Pangle
solide d £2 avtour d'une direction quelcongue. Toutes les orientations &ant équiprobables, les
N moments pointent 3 Pintérieur d'vn angle solide total £3, = 4wetona:

Z
48 = (xd8) {rsinBdq)
- gy d 40
Bz %‘; vl Rl s

% N T g, dm

i
A partiv d'un moment g donné,
dessinons un angle solide dQ par
¥ wvariation infinitésimale de 8et de

@, les coordonnées sphériques
{figire ci~contre). Ona:

# ¥ )

42 =
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- N .
d'oil AN = T sin 8 do de

,,_.9.
la projectionde u sur Oz élant 4, = Lcos €.

2%}y Walewrs moyennes @

e (g _ 1
g = d e Lcos 8;
;113 E’:v N N @ﬁ it
oit Iz somme porte sur les N moments d'un volume unité, Passons & une somme continue

en groupant les AN momenis par unité de volume dont les directions des moments sont
contenues entre les angles 8 et 8 + 48

iy mf%’{ feos 8 AN

o W
O . " dV = 5 sin § 48
R -

Die méme Hoom psin g cos @

— j d S
Ha =57 Zﬂxi r% EQ sin 8y cose;
H T
1y dépendant de & et de p, on regroupe les moments caraciérisés par des valeurs de @
comprises entre § ot B+ 46 et des valeurs de @ comprises entre pot 9 + dg, C'est--dire
caractérisés par Fangle solide 4038, @). Or, par unité de volums, il v a ANV moments de ce
type, d'of ¢

i
ix m;ﬁ;f 5in?8 cos @ A6 dg .
p=0

A cause du Wwrme cos @, On ouve Yy = 0

Dembme, Hy = i sin 0 sin @, et b cause du torme sin ¢, ona: iy =0

Chague composante est donc nulle en moyenns, ce quon aorait pu affirmer sans caleul
puisgr'en Yabsence de champ, les moments pointent dans toutes les directions et dong se
compensent.
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La polarisation, qui est le moment dipolaire (ou moment dipolaire moyen) par uniié de
volume pent s'éerire ©

el
i

2

.,..9
= 6

= N

I~ Effet d'un champ éecirigue.

s
1%} Un moment dipolaire “}ff plongé dans un champ électrostatique £ posséde une énergle
potentielle W

—y -
We- u. k£

Ainsi, Pénergie est maximale si le moment et le champ sont anti-paralitles, et elle ost
minimale ¢ils sont paralidles. .

27 Sous V'action du champ, le moment a endance 2 plvoter pour s'aligner avec le champ,
de fagon Bminimiser I'énergie potentielie. Cet effet esten partie empéché par agitation
thermigue. 11 en résulte gue le nombre d'N de molécules dont les dieections des moments
sont contenoes dans Pangle solide d4¥ 4, ) dépend mainienant de la tempéretre. Sou
zxpression, selon la kol de distribution de Boltzmann st

R

dW = Cexp - ;5; ) 442

Le terme exp {— ;ff 3 indique que les fiats d'tnergic minimale sout las plug probables, La

comstante  se détermine en Scrivant la selation évidente ©
j AN = N
[

N

Fad

W
j exp (- 17 40
a) Valewr moyenne [,

%
, ) W
,g; cos 8 sin 8 exp {'"fc?“) a8

fip = ;{;‘J Heos AN = u =
J- exp(— %ﬂ sin 6 486,
0

-3 -
Or W~ :Ef . E =gk cos 8 puisque E est appligué selon Oz, Par ailleurs, posons
a = pF ] KT et faisons le changement de variable x = cos 85 il vient :
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+4
{ x €% dx

igmﬁw

e dx
)
¥ ; -
1 sha
@ RX . . ar Ed -
j g% dx p [ }4 !
w1
o d . . 3
¥
2 i ¥ e% dy ii‘lea;} J‘ L pax gy
a i P
St .
. Atha Zshg
& z
. . ;
ol iy = plootha-
@

Remargue | b, le champ el interviens dans la formals gmmdﬁm doit Bue ls
champ i;m sappligue @%%’%mmmzm sur un dipble donné © ¢'est co gu'on appelle lo champ

local l’m , quii peut Bive trés diffésent du champ appliqué.
) Drans los conditions usuelles, on aa << 1.
La formule de Mac Lautin f{x) = f0) + x (0} + };N "0} 4 ... donne immédistement les

développements limités suivants

; ]
shawa-s«%?; ef r!za~1~§~ 37
- o dxdz 1 & @, 1 22
d'oli cotha = W(}»pa%é} = i+ 2}{J~ é}«-- a(]»;- 3 ).
! a
et cmhg»a~ 3
— g 15
doolt Hhy = M gamm %“: pour 4 = %,fw<< 1

¢) On appelle fonction de Langevin, et on note L{a), 1a fonction :
Lin M&g‘* = opth a - L
13 i@

Daprds ce qui précide, Lia) = % au voiginage de Porigine, donc la penie & Yorigine vaut éﬁ .
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I est immédiat de constater que L(a) est une fonction crpissante de 0 vers 1, Son 'allure est
représentée sur la figure suivanis

iz

10 o] 2

La timite Lia} —» 7 correspond & 2, - 4, c'est-h-dire que le moment est aligné avec le
charnp, On parle alors de saturation,

4 Valeurs moyeong fy o

£

Ty = i osin ons ¢ N

g

:
H
|

o

{«Zﬁ"
La présence du erme cos © impliges que 1, =0, puisgue ~ cos odp =0,

Ja

de mbme pour Ly Ty = iy = O

La polarisation d'orlentation est donc dirigée selon Oz

e e e
For=N t=NT, 2, =Nulia). &

Lors de 1a saturation (basse température etfou champ élevd), on a Py, = N 11: Tous les
moments sont alignés avec le champ. De fagon générale, la relation entre £ of £ n'est pas

i

M
lindaire (milieu non lnéaire) ; copendant, dans le cas usnel, g<<l] et Py, = f; E, ce qui

permet de définir la polarisabilitd par orientation oy, da milien @

N 2
Cor = Er-

C'est ane fonction de Ia température.
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Il - MAGNETOSTATIQUE DES MILIEUX AIMANTES

13 - Cylindre aimanté uniformément selon son axe,

Un aimant permanant en forme de cylindre de révolution, de hauteur h of
de rayon R, est aimanté uniformément et paralidlement & son axe,

w.}
19 Coleuler le champ magnétigue B et Je vecteur excitation magnétigue
= . , . . o
M crdéds em un point P ode Uaxe du cylindre em fonction de Uintensité

_.9
d'gimantation M et des dembangles ay sommet P appuyant swr les bases
du cylindre,

2% Etudier les cas Hmites o b <= K (disque) ef b »>> R {(barreny) wn 3¢
RN i .

Umitend pux champs B et H ocréds an cenive du sylindre.

Kxernis, cusa, MP2, Jonvier 88,

s

-
1) Pour ealculer le champ magnétique B, on remplace Taimant oylindrique par les
distribotions de courants Falmaniation saivantes

e e
~envolume:  jy=roi M o= 0

5
(M uniforme)

—

- g surface : k, =M~A n

On a done une nappe 48 courand
surfacique puisque {on utilisant Ia base
cylindrigue)

d

—h -
ks =Me, ne =Me,

.
Calculons le champ magnétique B produit (dans le vide) par cette nappe de courand.
Considérons pour cela sne bande de conrant de largeur dz (voir figure suivante) ; e courant
qui v circule est &7 = £, dz. (Imaginer une bande de largeur dz et d'épaisseur ¢ parcourne par

e .
une densité volumigue | = je, . Lo courant correspondant est &f = jdze. Sie = 0ot

j -~ e de telle sorte que le produit j ¢ reste fini, on obtient la définition d'un courant
superficiel de densité k = j ¢ ot le courant s'éerit df = & dz). On peut assimiler Ia bande dz &

. g .
une spire ; le champ dB produit par 12 bande en un point P est le résuliat classique Suivant ;
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Retrouvens ce résuliat.
Un Slément &I de la hande
dz produiten # le champ

e
o Mo dl dln T
T dm

—
gl L7 )

W% N
Le champ total d B produit par la bande est, par syméirie, poriée par I'axe Pz etona:

af si i
Ho %j dl = pp dl sin o L 2nR = Hod sinfar,

e
= AR ppe (o0 I . Byie
dff = dﬁms{z o) dn 4 s o
O déduit le champ total créé par la rappe de courant an point P2

¢
T
B = ( a8 = | “iw’%fg -z sin' o,

comme b = M, vieat:

O otan 1 = ﬁw,mm =

7 10 M
? iﬂ%;m {eos oy ~ €05 D)

M (% do R
Ko g - “”fzf’gz 33“‘“‘“%’”“”5503&')?_@3“

) 28 sintex
- ros Oy — COS 3 477
done B = Mg (W§ M 2
- / P

Hp
Oy
& Z
P % P

Faisons maintenani intervenir les demi-angles B ot §; au sommel P s'appuyant sur les
hases du cylindre. 11 fout alors distinguer 7 régions, Hintérienr el Vextérieur

‘)ﬁﬁz : g‘? ’ B ;?2 \ET”E% iy

P
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B:: _ (ws B g cos ﬁ')ﬁ

-3 lcos Bo—cos B, 1 —
Bos = Mo Y M

i

Le vecteur excitation est donné par:

~4 B “ﬁ - w(g _cos iy ; cos Q;)ﬁ

Hipy =~
Hy

5 By lcos Py -cos Bl =
H =2t o wimzwwﬁa,& 7

<+

=

- . . , e .
Ouel que soit le point P sur Vaxe, les vectowrs B et M ont méme sens alors que les

=2 ) . \ P
veeteurs H et M sont de mBme sens si e point P est & l'exiéricur mais soni de sens opposé
s le point P est & Uintérieur,

2°) Cas lmites © Pour le cenire O du eylindre, oo a :

ke B
e 7 - d 5 ~
Ona fy=fp = 5oet: B = 0 et He- M

% Barrenu: h > R

Ona h=p=0 e

I f} _
Be=ygg M e H= U . i\

14 - Cube almanté uniformément.

Un aimant ayant la forme d’un

cube posside mme almansation

- -3
uniforme M = M E (M
congtante positive) 7
1% Montrer gue cet aimani est
dquivalent 4 un cube dont les %
quatre faces poralleies i 7? sont /L - -
parcournes par un courani sure S0 T
Facigne de densité iy gue lon i}
déterminera. i
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. cos g + Los g w4
Bi = lio ( s ‘)M
i lcos By~ cos o
B = My 2 P ! M

Le vecteur excitation est donné par .

P s B B2
Hi =-—u‘-’**‘~ﬁMwm(.u"“ ‘*"2”“’5 ’)M
e
f?;i,z%%..m leos Ba ~ cos ;"ﬁ
1L

. . . -3 )
Quel que soit le point P sur Taxe, les vectewrs B et M ont mime sens alors gue les

—3
vectenrs M et M goni de mbme sens st 1e point P est A Yextdrieur mals sont de sens opposé

si le point P est b V'intérieur,

29y {as Hesites ¢ Powr le centre sylindre, on a
yCas % our le centre O du cylindre, on a p—
& Udague 1 <= K fovoes
4 Voo i
]
. a4 X 3 i ot e . .
Onafr=fp~Fa:|B ~ 0 et Hav M 2‘1\ HER 1
B N K\J’{
% Burgeau h »> R A
Ona pr=pB=0 e .
.
% -3 - 3 T i Tt St -
Be=yg M et H= 0 O

14 - Cube aimanté uniformément.

Un aimant ayant lo Jorme d'un
cube posséde wne almaniation

e o
uniforme M = M k

constante positive)

{M

1°% Montrer gue cel simant a8
fguivalent & un cube dani les

guatre faces paralidles & 7? sont
parcourues par un courani sur-
Facigue de denslié iy gue l'on
déterminera.

=4
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..._9
29 Caleuler le champ magnétigue B au centre & du cube.

On donne L) = %« w Pangle solide sous leguel du cenive O on voli I'yne

des faces du cube.
Extrals, Fes, PC 2, 1936,

1%y Le cube almanté est équivalent aux couranis (dits daimantation) suivanis |

. P sy I
~ volumiques, de densité j, = rot M = 0 (M uniforme).

. By S . \ .
~ gurfacicues, de densité &, =M A A, olt a estlanormale unitaire dirigée vers lextérieur,

e
Alnsh, sur les faces paralldles & M circule un
courant surfacigue de densité

= = - ~
fo=lM ant =M (voir figore ci-contre
dans e cas ot M est selon Oz} .

I Te—

S

X
o -k m“% ~ rs
29 Caloulons le champ magndtique F; ¢réé par une face, ABCD par exemple, au centre ¢
o -3 3 o —p
duo cobe. Surcette face, ona ky =M al~gl=Me n{-g =M e,

Y
L'élbment 45 de Ia face (voir figare) cxée on 0 le champ 48, -

s kA u
A BT
;=5 o s,

-

-
En effet, donnons 3 1a plague une dpaisseur ¢ et considérons la densité de courant J paralitle

...._}
Ak, . On sait que le volume 47 = 2, 45 oréeen O lechamp:

-y
~» iy JA U

éBm;f;; = dr,
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z C

¢, d'ob le vésulian

ep e e . o
Comme 48; L &, , 4B, est surle plan de la feville 2t i% . s; a%f‘? 1 ¥ est un tribdre disect. Par
e
raison de symétrie, B; est porid par Oz, (Bn effer, PMément 457 symétrique de dF par

rapport aw centee de 1a plague orée en O un champ sw dans le plan de figure syméirigus de

W';) ”"'u
dB; parsapport & O2). Soit 4B, Ia composanie de 4:%5 s Oz Onalk, =M e )t

;- {
5 p o M — P -
fi;xfd&m{éﬁ;wzxj W%@(@Aw 2,

B e T T —p —p
O (e, An) . e ={e, ne ). 0 me . h={-&). {~u}
a5 » 5 ;ﬁ =
N . W 2 iy , F
dof *;y{e,‘ Al L8 mmmﬁ

AVEC dS = 45 - g ) dirigé vers Texiériour par vapport 50 et r 5= (- u }dizigé de O vers
a5 7
48, Alnsi, L= di2 est i'aﬂgie solide sous lequel on voit 43 & partir de 0. Donc

leMJggm gﬁﬁﬂ

dx dn
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03 étant Yangle solide sous lequel de O on voit la place entitre. Orfle 23& en offet, du
point O on voit les 6 faces du cube, qui sont gquivalentes géoméiriquement, sous un angle
solide de 47 et donc chague face est vue sous un angle solide {2 = %4 o= %Zg Dol

= f M

B, = =%

Les 3 autres Faces contribuent évidemment de la méme manidre {faire & chaque fols une
rotation de 72 autour de 7). D'eit le champ magnétique 48 & ce cube aimanté ;

—
:é} —z4ﬁ%¥~w ‘%u@ﬁ

15 . Substance ferromagnétique - Champ démagnétisant.

sndtique faible, lo suscepiibilité
substance ferromagnétigue gque 1'en supposc Isoirope
Vindaire de [imtensité de Pexeitation H.

On pogera ¢y w g, v A H A ey, sont dey constanies indépenduntes du

chamyp H.

Certe relation est valeble & condition que [intensité de {Texcitation
magnétigune H zeit inférienre 4 200 Al

Les mesures o'intensitd d'aimaniation de cette subsipncs onl Journi les
résultats suivanis

M o= 17006 A.m~t pour H = 50 At

B s 67.200 Awe! pour H o= 100 Amrt

19 Indiguer un dispesitif expérimental qui permetie d'effectuer lg mesure
de M en fonction de H,

2% Un eylindre plat © est constitué de cette subsiance, Sen rayon et
égal & 2 cm. Sa longnear 21 est égale 4 2 em,

On le disppse 4 Vintériewr d'un solénolde, les jaces éiani normales 4 axe
du solénoide. On admet gue le solénolde est suffisamment long pour
supposer gue Pexcitation magnétique créée en un point intérieur esi
uniforme. Le mombre de spires par centfimétre est fgal 4 10, elles sonmt
parcourges par un courant d'intensité [ = 2 A,

¢

Jonction

Y
On appellera Hg Pexcitailon magnétique créée par e solénolde en
Fabsence du cylindre C, ef Pon suppesera que le cylindre e perturbe pos

s
Pexeitation H, & Uextérienr de C,

iy
4) En gdmettant que lintensitd d'gimantation M du cylindre C est
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3 oy
uniforme, déterminer en fonction de M Pexcitation démagnétisante Hy au
centre du cylindre C. On précisera Porigine de Uexcitation démagné-
tisante.

b) En supposant que le champ démagnétisant est uniforme et égal 4 sa
valeur caleulde au centre du cylindre C, calewler Pintensité de Vexeltarion

3 , 3
H & Vintdrieur du cylindre C. En déduire Vintensité d'shmantation M.

¢) Calewler la sascepiibilité magnétique, In perméabilité magnétigue de la

substance ferromagnétique ainsi gue la valeur du champ magnétigue B
dans le cylindre,

~ Perméabilité du vide iy = dn 107 ME.5.4.

i

2,238

Représenter clalremeny, pour wun sens de chreuwlaslon du courant dans I
solénolite, les vepteurs :

~ Donnde numérigue Vs

wm"}; x.:% «§
f:a?@ ¥ # démagndtisans H demy le eyfindre €.

itralt, Cose, MPZ Mol 87,

o4

17 Un dispositif classique de mesure et Yanoeas de Rowdand, On prend un échantilion
tarigue de faible section sur teguel on enroule N spires (voir figure seivanie). Par s yinéirie,

e S ) i
fes lignes de champ de B, M, H sont des cercles concentriques an tore et B, H, M ont
chavun une valear consiants sur un cercls donmé. De plus, la section &tant faible, les champs
sont pratiquement uniformes & Vimérienr, Si 7 est le rayon moyen, le théordme d'Ampbre
. 1/ P ; - . " . _—
donne 1 H = 3@;{?{-; - Clest en fait Ie champ qui existerail on Yabsence d'échandilion : i o'y a
pas de champ démagnéiisant avec cette géomdéurie et ainsi, une simple lecture sur un
amplreméte donne H.

Un enroufement secondaire constitud de
MN° spires est placé sur le premier. NI
apparait & sos exirémités une fe.m.
induite chague fois qu'on fait varier /
dans le primaire. Un volimbie mesure
done

dg

Ay =g w o

v QB

= NS di
s N e N . . B

Conadoncaccds & TR Par une iniégration graphicue, on remonte 3 B puls A M = = ﬁ
ig

27 On suppose que le solénoide ost suffisamment long pour que Fexcitation magnétique

o s s P I I s
Hy puisse Bire considérée comme pniforme 2 lintérieur. $2 valeur est un résuliat classique ;
Hy = nl, ot n est le nombre de spires par snité de longueur. Ba effet :
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H{; st porté Oz 11 est nul & Texiérieur,
Sa clrenlation sur le vectangle ABCD b

rE—————

w3 b
Hy dl = Hy. b est égale daprés lo

théordme d'Ampsre & NI, oli N estle ’ SN
nombre de gpires sur la longueur b. (?'}?F/\f \ \i
Dol : * 3

5
Hy = 3';{“1 wmapl, o o= %cst e \\\V\&\‘Q \%\/\x\
nombre de spires par unité de volume.

. e . - Lo
#) Dans ce champ uniforme Hp , on place Ie cylindre ferromagnétique qui sammanie alorg

f

M,>
uniformément. Pour calculer le champ magnétique di 4 Paimaniation M, on remplace la
substance par les courants d'aimantation sgivanis:

. e isers Avd
- Hn volome densitd, o mrol M= M’ niforme)
-->
- B surface densits, b, =M oA#

By utilisant 1a base oylindrigue &, =M & A £ = M e 2 donc une nappe de co!
sur 1a swrface Iatéale. Lo champ prodult par cetie Rappe 2 418 calould on déu
Vexercice 13,

P P

ey
Ay contre O, fe champ magnétique 8, 40 3 Paimantation est B, =ty M o8 O .

P

@
-3 -
N s - B = By Y
Liexcitation magndtiquesst: H = = - M = ==+ == - M o= Hyx Hy,
o o

- B o . . . — NI i s :
ot Hy = 28 st Texcitation die b Textérieur, et Hy est Pexcilation dite 3 aimantation.
B
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- i
EnD,ona: Hym~ (1~ cos Q) M _

o e ST
Adnsi, I, est de sens opposé & Hy et M . On Pappelle champ démagnétisant, (Nower

-3 =3 :
par contre que B, est de méme sens que By ef ﬁ}. Ce champ démagndtisant est donc créé
par Paimantation, e-&-d par les moments magnétiques portés par les molécules du milien,

; - - -
ici,ona: cwag:m'a#\% 8t Hdmj\(g{} M

by . . .
by St H; est uniforme, pour tout point & linérieur de C, on a:

s T e el -
HeHyv Hy = Hy {1 ~cos ) M, (Hy =l ¢,}.
e 3 i

Or M= gH) H =y, +AH)H

doh : (Focos O AR & (D4 {l~cosop)y,iH~Hy =0

msianies ¥, oi A vérifient les doux dquations sulvanies

17.000 = (x, + 50 A} 50
67.000) = (g, + 100 A) 100

d'oh 1, =12 ot A= 6,6 mA!

Comme 1 - cos oy = [~ ““j{x et Hy = nf = 2000 Alm, Yéguation du 2° degré en K s'8orit
Wi .

umériguement < JE5H 4 763 H 2000 =0

~ 3 - -
H émnt nécessairement de mBme sens gue H, (puique Hy ne peut pas Pemporter sur Hy ),
on rejette 1a solution de H négative et il mais

Lfg_’_j 22.4 Alm }

On en déduit Vaimantation correspondante.
My, +AH)H =12+ 6.6 x224)224,

soit { M= 3580 Alm i

¢} La susceptibilisé magnétique de cette substance, dans les conditions de Texpérience, est:

M 280 50it
X=H 5224

La perméabilitd magnétique correspondante est: p= g (7 + %) soit T =
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Le champ magnétique 3 Pintérieus vavt: B =yl = yg (1 + Y)H = 161 . 4n 07 . 224

SOIE :

Les sens des différents vectours du probléme sont indigués sur la figure sulvante

LY
HO

\ \»&Q\g\\& XXX

16 — Mesure de la perméabilité relative d'un matériau
ferromagnétique,

o Fgned P 55 ¥ s o
iprigue de longueur moyenne L ¢l ¢

kgm“mff; e

Py by

Eorsgu'on envole dany o boblue un courgnt Iy, on mesure dang le for wn
champ magndiigues B.

figure 1 figure?
2éme oxpévience @ fig.d
On introduit dans le tove un entrefer de faible dimension ¢ = 03% L,

On constate que pour aveir le méme chomp magndiigue B dans Ie fer que
x:m?uz obtenn lors de Jg 197€ expérience, il fawt un courant dens lp bobine
= 4l

Ca!wler la valeur de In perméabilité relative p, du matérigu  wtilisé
supposé lindgive.

NB @ On négligern I'épancuissement du flux an niveau de Pentrefer ainsi
gue Je flux de fuite,

Extrait, Téiouun, PCZ, Janvier 8§,
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En négligeant le flux de fuite, on peut considérer que les lignes de champ sont des cercles de
méme axe que le tore. On dit que le noyau de fer canalise les lignes de champ.

& 157 expérience

Le champ magnétique }? étant & flux conservauf, son
, module reste constant le long d'une ligne de force, En
{ effet, considérons Ie wibe de force cylindrique T dont
| les deux bases dY sont normales aux lignes de champ
"} {voir figure ci-Gessus).

—
Le flux sortant de B & travers T est:

b =3 e e
@“-’Ei .dS; +B¢.C§32 B «»51 + 8y ) ds.

O, cette surface élant fermée, le flux sortant est nul, 4ol B, = B, et donc B est constant
sur un cercle. Il en sera de méme pour le champ excitation magnétique K ¢ le milien g3t

caractérisé, comme on le suppose dgl, par une perméabilid 1 telle gue B =

Appelons (L) Ia cisconférence movenns du lore dont fa b

de H sur (1) et aloys ©

I —_ g
H.d=|Ha-=tF = HL.
Jits Jit
, : (% 2 : N1
Orle théordme dAmptre donne | H.dl = NI, doit H = 5
;}{L}
N s oM,
L& champ magnddaue moven B vaut done ; 8 = 7

Remarque : Le champ magnétique B varle bien sl & Visériewr du novau @ sur la
périphérie interne, il est plus imporiant, puisque le périmdtre correspondant est L' = L — A
BN

etle champ est B = ~ B,
L~ 4L
) LN I
De méme, A lextérienr , B" = rnle ¢ B

L+ AL

Dans le cas fréquent ol AL <<L, le champ reste pratiquement uniforme partout 2 Vintérienr,
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& 3tme expérience :

On suppose que la présence de
Tentrefer ne modifie pas l'allure des
fignes de champ. En particulier, un
whe de force donné garde la méme
section dans le fer et dans e vide, c
qui asswre que B est constant le long
d'un cercle. Par contre l'excitation H
présente une discontinuité & la surface
ferfvide : en effet, la relation générale
B = pH indigue que dans le vide,

P

Texcitation vaut Hy = e alors que
Yo

M"Mﬂ B
dans le fer, elie vaut Hy= =
I
i o . -3
L) Lacirculation de H sur (L} est:
[ 1t
g‘ H . odl = f H dl = Hy €+ Hy (L e}
EFER «’t‘}
/ . ~ ) 5
A =3 (/R S
W i [ e B
A
O e théordme dAmpbie donne: | H o dl = NS =4N
}
ol i}

AN

d'ofh B
Lo+ e b }
g~ 1
Comme cotte valeur de B doit éie la méme que celle de la premibre expérience, on égale leg
. 1
dewx expressions et on rouve e = - AL
My ¢
AN: £=03% u, = 1001

17 ~ Tore avec entrefer,

Un anneau de révelution en fer doux {vor figure) de rayon meyen K, de
section carrée de cfiés 2o, est interrompu par un enirefer § foces méri-

diennes, dangle diddre o = w30 rd. Il porle un enroulement de N spires
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identigues végulldremeni distribuées parcourues pay le cowvami i

w2

section deolte Y
de Yormean M e e T
e, fignre 1
1% La perméabilité du fer &lani tout d'abord supposéde constante, celculer,
en négligennt les fuites pav roppori & Venivefer, fe chomp d'induction B a
le distance x de VPaxe de Vannesy of dont en slmplifiers  convenablement
Pexpression.
AppHication numdrigue : B = 15 om, 2a = 5 om, p o= 3000 yy , N = 200.

vappel 0 P = L

J 5é & wduites pay les valeurs
sumdérigues du febleay suivans, déierminer le cowrant I pour gue sur le
rayen moyen de Pannegu, Vieduction solt 8 = 1,57,

B(T) H N | F.d 1,5 1,8 1.7

HAlm) 63 498 839 1 540 4 300 10 708

Ouelle est alors Plaductlon poswr x = B v a et x » B ~a ?

Evaluer e flux & travers lo secition drofte de Pannean, e en déduire le
guoticnt par le cowrani du flux foial dans Uenvoulemeni.

Exirait, Casa I, PC 2, Maei 87,

1°) Catte premidre question se iraite comme dans lexercice précédent (le revoir pour plus de
détails). Puisqu'on néglige le flux de fuite, on peut dire que les lignes de champ sont des
cercles de méme axe que is tore.

d
Le champ magnétigue B, Stant flux conservaiif, reste constant le long d'un cercle. Cela
entraine, si Hy ot £, sont les valenrs de Vexcitation magnétique respoctivement dans le fer et

dans le vide, que HHp =1y Hy
-
Calonlons la cironlation de # sur 1 chrconfSrence T située 3 la distance x de Vaxe. I e

. . % . 7
_ décompose en un chemin de longuenr x o dans le vidg et x (2o ’5*5" )} dans le fer.

50
Alors :
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2 3 7 99
L) H. m@( Hdl = Hy.x o5 Hx =5
(£}
I (e 00 ppy = EE(L 220
»(} 30\, i
‘ ; NI
Par aifleurs, {H dl = NI, d'ob B = W
~0’ s (1 + w2 B
i
-7
A,N,:BmﬂM iﬂ B o= 4‘;;0«3 .i, T
awfl 4»W?~2m) * cc en Ampbre et s en mire
3{;}3{} BAVEC 210 Yﬂpﬂ!fi X an %
%w«»«w Z"} J;xmdilmm pne section {carrde) de Pannepu
[N e flux & mavers la bande de surface
E o
! i
Lo flux A travers towe 1a seotion carrée est;
Pl
i
@ Ham ]
50 i I f? X
«;s:amjégﬁwjr B 2ads = 23 ——HLot -
foa i+ m’i@; j )
M
= 2a. 0kl .Lng{“}”ﬁ i
. Ho R~-a
(i + 997~
H
d'of Tinductance propre L de l'enroulement ©
L= e gy, 20N, Ria
i { Hg R -a
il + 99 m)
- s ems g 175 ,
AM., L=200.5.107%. 410 .Lﬂm = [3.5 mH

3°) Ba réalité, la relation entre les champs B et M o'est pas linéaire dans Je fer, on ne pent
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plus définir de perméabilité magnétique ¢ (tout au plus, on définit le mppart% = i H }

qu'on continue A appeler permittivitd 1 mals c'est maintenant une fonction de H ),
Comme dans Je 1

B . e .
Ona Hy = — mais onne peut plus écriee Hy = g . Par contre, on sait gue pour ¥ = K,
Lo

B = 1,5 7. Or d'aprés le 1ablean, une valeur de B = 1.5 T correspond & une wvaleur
Hy s 1560 Alm . On obtient sinsi la valew numérique de /

RE B gon Y. L3407 R 1,5 )
T= Son (M} *‘9””)’)“ 5ox 200 \ Tmior *P9x 1360

[ =6364]

Pour cette valenr de /| cherchons la valeur du champ 8 pour x quelcongue. On fern onsnite

xuf-apiisz=F+a.

e pramidne

(ﬁ + 99 55(\3
o

B et Hyéwnt depx inconaues. Or nous avons une deaxidme relation entre 8 o1 M, donnde
par le ibleau de Pénoncé, Mous avons done deux relations & deux inconnues, Is problams
st résolu. Mais comme la deuzibme relation ne se présente pas sous forme d'éguation mals
de tableas, nous ferons une résolution graphigue : le tableau donnera wne courbe O
représentant B en fonction de Hy D'avtre part, la relation :

%} (w + 99 H,«)

S0up N 1
ou B = pogm ~ 99 pig Hy o
donnera une deuxidme courbe Oy représentant B en fonction de H, (€ est une droite, dont
ia pente ne dépend d'ailleurs pas de x). Le point dlintersection entre O et C; représente la
solution.

La figure suivante représente la cowbe O, ainsd que les dewx droltes corregpondant & £,
danglesZcas:x=R~a etx =R +q,
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00,

~Pourx = R4

S Pourx e R ob 4

Graphiquene
courdonnées
point B de coordonnées

Terreur graphique.

Mou

& Pour dberminer le flux A travers
B en fonction de x.
hiquement B pouwr Wuie ¥
Pexpression @

R4a
@j’
mow B

Pexpression de
déterminer g12D
approchée de ce flux ¢ Dans

2500

nt, Of frouve gue pour L=
(1,58 T ; 3700 Almj,
(1367 ;700

Mpmériguement, Teauarion (1) donme -
B 204 - 1,24 1074 Hy
B o ] 45 - 1,24 107 Hy.

o avons ainsi frouvé que pour v gourant

B - g, te point din
wlors que pour x = Brale
Almiy, Ces valenrs sout

Fi A

(B en Tesk; Hyen Al

. . il
tersection est le polnt A de

point d'intersection est le

svidernment entachées de

de 636 A, onales résulings sulvanis |

x BT} MiAim)
R-a 1,36 700

i3 15 1560
R+a 138 3700

O consiate que la variation relative de B est beaue

wne section droite de ¥

eup plus faible que celle de H.

anneau, 31 nous faut conngitie
Cette expression néiant pas disponible {nécessitd de

aleyr de x), nous allons donner une valeur

Bixj2adx,
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nous remplagons B(x) par sa valeur moyenne B . Prenons :

F = ,B(R~a}«§~8g?} + B(R +4a) 135+1‘§5+?,§8 = I48T.

Dot ¢~ B4a ANt 1¢~37107 Wb

On en déduit une valeur approchée de Uinductance (powr ] = 63,6 4) :

¢ _le
E«I-— s

AN

18 - Circuit magnétique - Réluctance.

oy enroulements (M, M, régullers parcourus ,;jm un cour w@&*
sont disposds autour ﬁ’w matériag en forme de fors {voir
matérian est -vonsfitid de dewx Blocs, Pun curactfriséd par I ;wm&m m é

1y, Pantre par Uy,

¢y Caleuler g réluctance du
¢lroniy
29 Ponner PFexcitoiion magndtigue

- -
H ainsi gue Poaimantation M dans
chague zone,

Extrait, Fés, PC2 - MP2, Jfonvier 1985,

On suppose te flux de fuite négligeable. Toutes les lignes de champ sont dans fe tore.

1°) Par définition, la rélnctance R est donnde par

R=| &
)

oi1 § est Ia section droite du tore, 4 la permitivité et 41 le déplacement éiémeraiaue Ie long
du circuit. Soit [ Ia circonférence moyenne du fore ; ona: ‘
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Rug‘%%-j”%*w“ig jdl + 'ig gdi
Wt ot Bro oy Ha 2 o

p o= dE , J2
# 8 i §

‘ 42 . ST
Laréluctance B est de la forme R = R+ Ry, avec B; = ~ la réluctance du "demi-lore™:

i

les deux "demi-tores” étant en série, les réluctances gajoulent.

e . o
2°) Soit H, et H; les excitations magnétiques dang les zones 1 ¢t 2, el soit B le champ
magnéiique & Vintérieur du tore. (On réglige les variations des champs lorsque Ia distance au
centre change. Voir exercices préeédenis pour plus de détails).

T
Onac: j H.d =R4¢,

f s
} H.d = {f‘si:; - xﬂsj;;} i
a8

AW =Ny )

d'oir -
E°§

2Ny - Ny T

soit, en utilisant 1°) ¢ B = .
7 i
§ e o e
(ﬂ; Hz)
; —~3
Bien évidemment, on cbtient le méme résultat si au len d'éorive gue H. 4 =R, on
- e
erit j A U S Y N T
- Hy iy

De Yexpression de B, on tive 'excitation magnétique :

g B 2NN
e Pl
Hy ! By + iy
ity
o = B 2N, - Ny )
) = s o S =
ik ! Jig+ Ho
o
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Y
N Py 4 - N . . - s

On en déduit immédiatement 'aimantation dans chaque tégion, puisque M = £ _ H (Par

: Hp

symétrie, tous les vecteurs sont orthoradiaux) :

Mo oo 2 N -
',' b . *

/ Btttz do

M, = 2Ny N pp -y My
2 = i . .

Hit iy

I - COURANTS ALTERNATIFS

Jemsk
N
H
g
s
g
£

ropit RLE (B of O en parallidle),

On appligue & Fenivée (bormes de A ef B) du cireuit BL.C. suwivant une
fensign aliernative

jw]

¢ » M, coy @i

F

On obrient, en régime forcé, 4 ln sortle (bornes D ¢t F} une tension :
u = U, cos (wi+ ¢}
@ désigne la phase du signal de sertie par rapport aw signag! d'enivée .

1% Etablir I'expression de Pamplitude complexe U du signal de sortie en
Jonction de E, , R, L C ¢ w.

2% Quelle ¢st la valewr numérigue fo de la fréguence gui donne ¢ = - éi ?
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Evalner dans ce cas U, ¢ forire w sous In forme @ u = U, cos (0F + @)
AN rL=0J H ; C=100uF,
Extraft, Tétouan, PC2, Janvier 85,

1°) Caleulons d'abord V'impédance (complexe) };; enire les points D et F.

i .

Ona: m:éw@";(fm
Zpp
, 5 R

qoit Z -

PP T 14 jRCw
Le courant total { circulant entre A et B est tel que : ¢ ={Lao+ Zpp)i
s0it ?w £

€

P oo flalige 1 LCo 4 jLai R,

core = e 1w LC@? - Lo R
D Enoore Hpe w= £ - “
o {1~ LePP + (LaiRt P

Comme ¢ =, €4 27 Tamplitude complere Upy g'écrit

e ; I - LCw? — jJLwl R
Oap = D f‘?j{p ke E N
o pr e "1~ LCo ) + (LoiRP

i

Y,

LaoyR

ie dépliasage ¢ de u par rapportd e est il gue gn P = - .
gﬁ\ phasage ¢ de u par sappo g an ¢ T o

°} On aurn un déphasage @ = — '53& pour la valeur oy de @ telle que :

1-LCe? = 0, s0it: @;%*:fg;m,
i L

¢t la frélquence correspondante €8st

PR
\ -
2nNLC

WHC=100uF

. A
o

N :
e
@ Pour = oy, 008 Upp J{;%“Em et
(e
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R R i
Uy === = RO, [ B = ===05 (gt ~ 712} = RC g cos (gt — ==
" o i%ms{ 5 } o CO5 (Wl ~ )

20 - Circuit RC. “}<

On branche en série sur le sectewr & 128 wolts (efficace), 50 Hz, une
résistance de 2000 Ohms ef un condensatenr de I microfarad.

% Quelle ext Vimpéddance de ce cireuis ?
Calenler som module et son argument, of donmer pue représemtation
vectorielle de Fresnel

2% QOuel exd ke déphazage entre la tension et le courani ?
3% Quelle est In valewr efficace du courant 7
4% QOuelle est la puissance dizsipée dans le civeuit 7

5% Quelle serg DUindication d'an voltmétrs alternatlf Branché apy bovnes
de lo résiztanee 7 Du condensateur 7

8% On relie les plagues hovigontales d'un tube 4 royons cathoedigues
bornes de Im  résistance gt les plagnes verticales aux  bornes
condensaienr. Faire un schéme de ce gue vews vous attendsr & volr aur

Féeran.

Exirglt, Tetouna, PL 2, Janvier 84,

1%y Limpédance {complexe) du cirouif est: Z =R ow wiw s o ] "’gm
JCw Ce
. . 7
Son modyle est 2 Z= Al R4 R
Fo] .
6 iesand
Son argument & estielque: | ran 8 = - e %\’
RCw ? I w
AN, R = 2000@ ;C =1puFif = 50 Hz: on
|z =3760 0 cto= -5738°] @e

La représentation de Fresnel est donnée ci-contre.

2°) Le déphasage cherché vaut 8. En offet, soit {1 =1Jj &/% fe courant dans le circuit et

U = Uy 8% + 9} 1a tension & ses bomes. @ est donc le déphasage entre 1a fension et le
courant.
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Ona mi-f.;ww z, done a7 wf:im:arg
i i
Op qrg ==ers @ ol arg(%}mﬁ,

' 1
= = ! i —
¢ arctan { RCw J

3°) La valeur efficace ]y du courant est

(Z)..
d'ol;

| La tension est en retard sur le courant.

YUerr
Z

Iej}"”

L -
IS

CPof

AN Uy =120V 3 Z=37600.

3

Ly =319 mA |

4%y La puissance P dissipe dans le clrcuit est g

F o= gjaff’ fgf L LoE P §

Om peut anssi dive gue ssuls Ia résistance

W

O en dédub d'aill @ =
figure préeddenie).

AN. : [P=204w]

8% Un volmétre aliernatdl meswe wne tension

indiguera In tension U, ©
% Uf“-w i #fF

S U cos

? dizsipe do énergie of done

s

RiZ, ce gui est évidemment vrat {voly

efficace, Branchd aux bomes de R, il

AN Up= 83,8V,

Branché aux bormes de C, il indiguera la tension U

1
f?gff

g me o]
¢ L

AM, r Up = 1016 V.

On vérifie bien que @ 1207 = 6382 + 101 5.

6} 8i on relie les plagues horizoniales

de Voscilloscope aux bornes de R et leg

plagues verticales aux bomes de £, on n

obtiendra sur Pécran la cowrbe up = fluch

c'est une ellipse. En effet

8 i = fpons wf

alors g = Rlp cos o - o

Ve 7 vOic 1 & “’%;’ 1
R
e
A—
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ot B Lo in i
0 e SR
Coo

}f‘ﬁ vérité, il faut tenir compte des amplifications des sz&mux ¢l on observers alors
tp=kyup on fonctionde o'y = kg, &y etk étant les gains des amplificatenrs . Ona:

up'? ue'?

TaRE ™ o 1iCaP

Clest une ellipse, d'axes Jx et Oy, En jouant sur les valewrs &; et 4y, on peut oblenir un
cercle.

Remargue : La masse de Uoscilloscope dtant relide 2 la wwrre, e montage précédent wlest
évidemment possible gue si le générateur est & masse flottante : ancune de ces deux bornes
westrelide A 1a teme,

21 - Circuit RLC (R et L en paratizle),

On considére le montage ci-dessons, lo self ot Ia sopaciid sons supposées
ldéales. Le montage est altmentd entve ley bornes A &1 U par une fension
gliernative sinusoldple de velewr efficace U = J38 v et de pulsetion
i ow 00 rdis.

R=1000

UL

1% Donner Pexpression de la copacité Cp pour lnguelle le réseau entre A
ef U ext éguivalent & une résistance pure.

Dans In suite du probléme, la veleur de lo capacité sera Cp .

2% Colenler les infensités efficaces I, I, .0, dang les trols branches.

°) Calculer les déphasages de iy ef I, par rapport 4 i

s;f") Caleuler ln puissance dissipée dans le résean AC. Faire la comparai
son avec lo puissance dissipsde dans ln résistance R,

Donner zme interprétation,

5% Que se passe-i~il lorsque la self ou la capacité ne szont pas
considérées comme iddales 7

Extrait, Tétouan, PCI — MPZ, Janvier 88,
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1% Calenlons U'mpédance 7 entre A et C. Entre B et C, Pimpédance M?:’;; est telle que
1 1 )

et gy o pr—

Z,e R o

J—— 7 L
s0it ZBC = "‘“‘m
R+ jle
iR
1, _iRte

Limpédance totale 7 est alors - ‘i'w = Eﬁi + Zgo w
P AR T EEC T e T R+ jLo

- RL7o + jR%Le  _RLUZd# L Riw 1
T Co R+ DF K+ Do (m + L2a? Cw)

La partle du circuit ente A of B sera équivalente & une résistance pure si la partie imaginaire

de 7 est nulle, o-i-¢ st a capacité du condensateur a une valeur Cp donnée par:

| c B4 12 ¢
Ty omm e o
R @t
AN F=10080, L=01H  we=d400 v/ Oy = 75,5 p¥.

23 Pour C = O, Vimpédance oiols vaut ©

— R &
727 = RLw

W;§Z(W AN, Z=33180

1'intensiié tommle {efficace) 7 vaut, ¢l In tension (efficace) entre 4 et I est i

U L
fmz AL ,Emg:’?}gwm;%‘

Par aillears, Iz tonsion entre B ot C peut séerire tupe = £y 1 = R W,e?,» = jLw i

d'ols Foom Sp s g, m AR
o £ ? Lo
U, R 3
avec PPN B—
NR? 4 L2 0P
AN.1Z, =3710 ; I=371A 3 I1,=9284.
— 2, — [+ jRLO —

3% Mous avons v que : T

) 4 "R R+ [Pa?
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Le déphasage @ entre §; et est done tel gue !

B
fan @, = z‘;} AN gy = 88,27
i; es1 &n avance sur i,
N o 2 - R [RLG
De méme, ona g m el [ o s
T e R? 4 2!

Le déphasage ¢, enire iy ot est donc tel gue ©

{1an 9, =~ LaiR | AN.: @, = - 21,8°

iy et en retard sur £, v
4°) La puissance dissipée dans 18 réseau AC (qui se comporie comme une résistance pHee)
est Pac = U1 eos @, avee @ = 0 iel
AN, Puar = 138w 10 = 1380 W
La puissance dissipée dans le vésistance K est: '
Pa=R I AN Py o= 1377 W .
wx erreurs darrondi prds, on constata que Fae = Py, Clest noomal puisque le condensatour

et 1a sslf ne consomment pas dénergle en moyvenne. Ce résultat (Pae = Py ) resis
évidemment vial méme i fe réseau n'est pas équivalent & une résistance pure (O = ()

5°) 8i 1a self ou 1o condensatenr ne Sont plug idéaux, i1 favt remplacer dans oo qui pricide Ia
self idéale L par nne self idéale L en série avec vne résistance R’ et i fant remplacer lo
condensateur idéal C par un condensatenr C en paralitle aver une résistance ds fuite r,

Le schéma correspondant est le sulvant ;

¢

R
— LU T
i § j‘» i: i . \ - ~
A b [ n T

Lo Samwe—inn—
3 L R

La puissance consommée entre A et C est mainienant :
P=Ulcosp=rE+RE+R'E,

Les calculs sont un pen plus lourds que daos le cas idéal. Par exemple, voyons quelle est la
valeur de C powr laguelle le réseay AC se comporte conmme une résistance pure. En gardant
les mémes notations, on a;
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7 I . I+ jrile hat r
e I o 1 00 B > Lap = s
Zn ¥ 7 I+l

7 J] RR + jRLw
AAAAAAA g e o em——— R Zge = o A
Zae R R+ jLa R+ KR +jLw
s e r—jrt Cw
Lom Zap v 2 m mmm—

48 Be 7 rt gl

EEGR + R') + RLZ @7 + j (R + R’} RLoy ~ R 'L w]
(B 4+ B + (L)

’ RE (R + R’} + RLEg?
..%»
1 4 P2 gP (R + R 4 (Lop?
/R w R)RLew - RR'Lw HCm
{ (B4 8Y +{La) 1w P07 gt j
Ainsi, 1a valeur Cy cherchée ost wlie que
(R +R')RLeyp - RR' Ly 2t
(B4 B 4 (Lo R A e

ant les valeurs numériques 1) cens dquation du 2° degré,

Te circult de i fipure w2t alimenié par wp géndrajesr de lension
aligrnaiive  de pulsation o variable, de valear efficace U copstanie,

19 Calewler Vimpédance Z du circuii.

{ B
; | 29 Etwdier les vorigtlons de Z avec w el
% L e § tracer In conrbe T (0},
| |
% i 3% En déduire la courbe Kw), I diant la
k s 4 valeur efficace de Vislensité,
Extrait, EI jadide , PC 2, 1987,
1% Limpédance complese Z du circuit est telle que : P /f“” :

! I 1 o jCw

S + e et

Z Le®  jrpete Lo 1-LCO

’ Lo

1 1-LCa? —LCa?
7 JjLew(l-LCa?)
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Lol ~ LCw?
WL + Ly} Co* i

d'ol Vimpédance {réelle) du circnit: Z=1Zl =

2°) On étudi dabord Tallure do ¥(a) = <02 LC)

n étudiera e on fracera d'abord Pallure de ¥ @) = st nyuis on B0
T-(L+LoCa? T

déduira la cowbe Z (o) .

il n'est pas nécessaire de faire 'étude compldte de Z{ ) pour dégager 'essentiel de son

comportement. 11 est clair qu'il y 2 4 régions intéressantes

L 3 Yiw=0) =0
R ! .
% v @ * oo
( VIL + Ly)C )
&
&

T s TEL
RSO E RS G0

yAL]

W%%%%
N

)

j

i

i

f

!

{

i

; o o
V@ + Lo)C,

| ¥ {w i

| j

i !

P "

i 'y

f i
i
i
}
H
H

1 1

JE LT ae Afie
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3°y Llintensité [ est ey
donmés par :
I(@) 7Im}

L4 B

81 la tension U est
constante, I{ @) est Vinver-
se de Zlaw): voir figure,

Remargue : Un courant
infini p'a évidemment
aucune réalitd 1 nous avons
en effet négligé toutes les

1
résistances du Cirouit, W@E

23 - Circnit By Ly Cy Ly Cs (Ly et Cz en paraliéle).

Soit Ir eirenit de Ig fipure ci-desyeus alimenté par une fension sinnoidale
w{ty de puleation 0. @sﬁ mﬂfi’s@m Iz méthode symboifgue, en adgligeant

Ia mutnelle indy

3% Llimpédance totale 2 dn cirewlt engre lex polnts A & D. En déduire ie

déphasege @ Au courani principel 1 par vapport 4 w.
29 @) Former égquatipn gui fournit les pulrailons & la résprance en

£

2 1 2 I

ggand  wj = T el @ ow etme
z ! Lyt ? L0y
B) Trouver ses selutions w' ef @7 dons le t08 @; = @y = Wy en posani

Ly

=1 4 gt
B 3C;
g& [P idme ; v

¢} Déterminer le rapport pour gue ®' soit le p harmonigue de ©

L
p entier positif .

-

N : 5{: % .
T«JL M

§

ity

Extrait, Rabat, MP2, Mai 84,
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1% Limpédance w%;; entre A et B est; ZZAB =Ry + +il;w
R —— e = 1 oy
Limpédance Zgp enwre B et D est: Tpe = | e JO 0
iy j
Limpédance otale Z entre A et D est
e T T L1 C{ﬂ}z - i«z({?
Z = 2Z + 2 w= K+
AR ] i G 1L, C,0?
»»»»» P, Crm?
Ze R4 { Ly _ 1C; @
i\ I~ Ly ngz fp(l)

Comme u = 2

i, e déphasage @ du courant sur 12 tension est:

— 71 Fnt Il O w7
9 = ary Fom - arotan gi‘“ [ 2 e -
VBOLT - Lmt £ o
SRS 2 E
2% 3 A la résonance, o clicull 3¢ comporte comme wie résistance pure of alors .
Lz @ ey e
I Lg Comp® O w
; ; 1 2 i
Posons wf E N s - S R W
Ly ZARF)
p 2
if.}'z @
On 2 alors LG 0% s (1w oy J (] g )
a5 7
, ; 2 ! 2
ou w? - w?{eh + 05 +;wgr“)+w§ wy = 0
Ll

BB =ay = ay ,onal; O = L0, Léguation précédenie peut s'éerire

1 4
4 gl I -
@ - w? (205 Fp) v o 0
w? MZ(asz(iﬂi«mc" )4k =0
Ca TS ¢

[
Posons f =1 + 52, il vient : wf ~2Babe? o =0.

7C,"

Cette équation admet tonjonrs 2 solutions, o' ? et 0" ?
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d'of les deux solutions

& =y _\}[3'»» V7o~
w”w'\ffvﬁz -1

¢} On veut gue o soit le piémi’ harmonigue de &, o34 ;

2 . 2
ou encore (I+PINB2 -1 =Bt -1) = f?-1=p2 ﬁ;,z +{1
24172 1
. 2 _ (pr+1) _ i)
doh B PR T T T T
2
Comme B est positif, il vient : = %wi
p o c, (p - 1)
oit [ o= 1 o+ o - e
50 (‘? 20, E Oy 7

24 ~ Cirenit 71 Z2 4o (Lo et T3 en paralldle) — Permittivité
complexe d'un condensateur,

N.B, Les guestions A, B st { peuvent 8ire fraitées indépendamment, on
aura intérét 4 effeciner les valenls en gordant fer impédances en nolotion

31322523~

-
w3

“®

\AG

On censiitue un moninge
a Ugide de treis impd-
dances £ 5, £ 5 i Zy
branchiées comme indigué
sur le  schéma. e
monfage esi alimenté par
une source de lengion
sinuseldole

vty = Vg cos i

A 1 1% Déterminer en fonction de v(1), é? s 2}; e ,'E; fe courant i3 (1) qui
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circule dans Uimpédance E; . Uomment peut-on consiftuer é:; et ,é; pour
gue le cournni i; soit indépendamt de Z;?
2% Quels sont alors Uamplitude de iy (8) ¢t sa phase ¢.

Onr posera @; el @, respectivement les phases de 5; ezi’;.

B 7 L'impédance Zwi ext wune bobine de self inductance L et de wvésistance

négligeable, Z, est un condensatenr de capactié © et 235 une résistance
Ry On fixe la pulsation wde Io seurce de telle sorte gue 20LCw? =,
Monirer gque dans ces conditfons, Pamplitude du courant i dans lo bobine
est indépendante de Ry,

ot

¢} Le condensateur C est mainignani rempli d'une matidre diélecirigue de
permitiivité  complexe § w g - Jg" = g e?

On rappele gue dans ce cay la copacitéd du condensatenr est O = £

1% Exprimer Jp cowrani i gui clrewle dang le condensaiour en fonction des
donndes,

2% Ouelle ¢t lo pulssance complexe dang le condensatesr ?

3% Quelle est o puissance moyenne absorbde sn présence du didlectrigue
avee pertes ! Compnrer cette puissonce avec celle gui sst absorbée par uwm
ditlectrigue sans pertes pour leguel la permijtivitd s est véelle,

Meknés, PC2, Juin §7.

A7 1%y Limpédance éguivalente 2,3 entre 7, et Zy est ielle que

! I ! L Ly Z
mom opm b S s0it, Zpy = e
Zag Zy Zs Z; + ?:3
e . — ¥
Le courant total i; dans le clrouitest ! §y = s
;o Ly
A
. e T Loy ip
Lecourant iy dans 25 est: iy = s
Z3
—— Zp ¥
En remplagant, on trouve f3 o e Se——————
Z; Zy_”i“Zz Zg'*‘Zg Z}

Lecomamrig sera indépendant de Z; s Zi v Zy =0
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2°) Bi jZ; ~+m§’; =, alors —;; o
£
e 14
d'of fgz:%gj.i = “’-—W:Q—v
2,1
et la phase p do iy : ¢ =arg v - argf,mm T

B/ Gardons les mémes notations quien A/, ona:

iy o= m———
Z; + /3:25
£y
e ) o it B
/Yo g{z = § Lay ef 523 s g - : 3 )
By + A rsjriCcw
T w
4 ‘A“}g‘% = * "
53 e FE Y B
R;Cew
Omen thre Tamplitude [ = | 4, 1

Ve NI+ Ry 02 pt

VR (1 - LC 07 17 + L7

jﬂﬂm“

Ona LC& =1/2 etdome Lo = fzw dlob ;
) W

B N T
40%0F e

VR (1-LCap + L2 = f\/[{f X = 4

{reste

L'amplitde Iy est effectivement indépendante de Ry, D'aillenrs, on aursit pu prendre comme
condition plus générale ] = ol.Co?, o Smm n nombre positif quelconque. On aurait alors
ouvé I, = olaly,

C/1° On avait trouvé Iy = s
21224‘32 23 4”‘?,3 Z;

{mais pas 1 et 3 ou 2 et 31), il vient immédiatement ;

< On pent permuter 2 ¢1 3
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T = Z; v
> w
21224’222:3 4“232;

2% On se plore dans le cas ol 2; = [ w. Par délinition, la puissance complexe P

dansle conder  tewrest (v, étant la {ension aux bornes du condensateus) ;

o T

- Nl . T
Pow v iy, ot Iy estleconjuguéde i

Or V, =% Iy d'ol P xé’* Za iy

- 7 Vi | 7%
%Co 1z, 2, + 2, Zy+ 23 Z, |

3% La puiszance moyesne est donnde par la partie welle de P

& Bn présence du didlectigue aves pertes (L7 = {8 j£” ) (), on 2 4ne puissancs moyenne |

£
P

PraRe(F )= bl L
VZ; Zo+ Zy Zy+ 252, | 2aC

» . vh. 74 g
s0it Fom ememmm———— X " e
V2 Zg 4 Lo Zyw Ly 24 1 2wig't ¥ g"C

% En présence du didlecirique sans peries, la permittivité est réelle, £ = 0 et la puissance
moyenne est nulle, :

Tl est bien connu qi'un condensaseur idéal (sans pertes) ne constimme pas d'énergle, alors
gu'm condensateur avec pertes {présence d'une résistance de fuile) en consomme.

25 -~ Bobines couplées (1).

Seit le pircuil édlectrigue suivani, 3
fonctionnant en végime prapre
sous ume pengion aliernative

v = 08 cos wmt. "

On donne
€ o= 10-7 yF ; R = 20402
L=1H ; M=025H
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19 En appliguant les lois de Kirchhoff, montrer gu'en impesant au circuil
le condition iy = 0, on five lo fréguence propre du circuit. Evaluer celle

fréguence,
2°) Déterminer, dans ces conditions (iy= ), U'expression du courant { dans
le cireuit ef de lo tension vo aux bormes du condensotenr.
3% Toujours dans les mémes conditions, donner une repriésentation
vectorielle des fensions.

Extrait, Tétouan, PC2, Janvier 84,

1°) Appliguons les lois de Kirchholf (les courants sont indignés sur 1a figure de 'énoncé) :

B

& Maille (C, L, R): - v + ey Lol +(-jMwi J+Ri =0 )
& Maille (C, L) : L jLeh - jMa §)=0 o)
) Hlw

{Avec pes notations, 1a metuells inductance M est positive)

— 1 ,

i s e f

| fCa J

On voit gue §a pulsadon prend alors la valeur oy telle que M@ =1

. 1 b
La fréguence fp correspondante st f5 = L e
‘ ‘ n " yc
AN, C= 10t F M =025 M. Jo = 3185 Hz.

2°) Si 4, =0, équation (1) donne(ip = 1)

TR +jLwg + ——)=v
Jay

- - v
d'ols i =

R+ j(Lawyg mng;};;

Siv = V,e™, Vexpression de Vintensité /= 17 lest:
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I= Yo
»\/R? + (ng ~ég}
Or Lay — S ‘w&fab" L. V%M , dob
I = L —
r2 4 ;fg :

AN, s g o =~075 5 ¢=- 369°

%Dﬂ;;; = M‘z"-w , on tire
JCoy

go(;:arg;g w P Wl = - 126,97
Onadoucv = J00 cos wi etvy = 20 cos{mt — @¢ }

Motons vz la tension aux bornes de (L, R

®Ona v = vg + v, lareprésentation
vectorielle associée est représentée ci-contre,

Wig 5}
Pe /TV
1;\‘\(:

Vo= 100V
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26 ~ Pont de Wheatstone — Bobines couplées.

Le pont de "Wheatstone” de la figure est alimenté enire A of B par unz
tension sinusoidale de pulsation w.

1% Etablir la condition d'équi-
fibre du pont (I = 0) en fengut
compte du couplage magnétique
caractérisé par le coefficient
diinductance mutuelle M.

2% On suppose gue les impé-

dances Z; et Ly somt vonstitudes
respeciivement por une vésistan-
ce Ryel une capocitd €y, La
branche CB est constituée par
une bobine d'inductance L, of J
une vésisfance By en 3éris, e

I Pl

T T § £y g
.

By gui sont

E inducinnee Ly o8 de vés
en série aver mme popavitd C, cheisie telle gue Ly C o

Le soupioge magadtlgue o3t toujours pssuré, eafenler Lyet M 4§ Péguilibre
dua  pent.

Bxtrait, Fés, PC2, Tonvier 88

1) Lorsgue le pont est équilibe, ona Ve = Vy et alors

J';;« Z, =iy 2

!{ig Zs v M@ iy = i Z; +jMo i

Or i o= iy &l iy = i,

La condition d'équilibre du pont peut alors s'éorire

Zy i Mo - Zi—-iMwm

2% Onaici: Z; =R, ; 7 = =t ;
o

Avec les notations de Ja question 1°)
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Zy =Ry 4Ly @ 74 =Ry & jLg @4
JCq0
5 Ly Cy w2~ ] )
Or Zy =Ryt ("”i“”&:‘“‘;}“ﬂw } = Ry puisque L, C; @2 =]
La condition d'équilibre de pont s'8crit ici: LN L;? @ Mo Ry I"' Mo
!
JCw

Ry +jofLs - M) = R, Cy Mw? +jRRLH0.
d'ol Rj*ﬁ! Cg Mol (21 Lg“M "-'“ki R4C_g_

O

{52

Le cironit représenié sur ln fipure ci-dessous comprend un génératenr de
Feam sinuseidale e(t) = E coswt et de résistance imterne R, unm yvérvepteus
dlimpédance R', deux bobines identigues de self L couplies par une
inductance mutuelle B ef un condensateny de capucitdé C.

19 Gn pose Z = R + j§ et 7 = B4 J§ avec § = L @ = o,

&

Exprimer les amplitudes complexes de Iy et lyen fonctlon de Z, 27, M, ©
er E.

En déduire les intensités Um

afficaces de i et Lainsi ; 7
gue lenr déphasage dans le !
cas ot § = 6.

2% Quelies relations doi- o(t) (m)
yent vérifier les élfments

du cireuit pour gue i, soit
nui 7 Conclure.

3% On se place dans le cas
ofi M et § somt nuls,

Quetle valeur faul-# don-ner &4 L el © pour oblenir le maximpm de
puissance dans K’

Extralt, Fés, PC2, 1986,
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1°) Appliquons les lois de Kirchhoff :
- Maille (R, L, C, e} :

e +R§; +jL i +{«~jﬁ?{(awz’;) + .,i.% {Z -
e
Avee celte Scriture, vu les sens de i) et i, M est positive .
_ Maille (L, B CJ : Lty (M@ § )+ Ry - »;%%g (5 -T)=0.

v

On a dong le syldme suivant
B+ j{Lw w.,,im} i - (Mo - ,,.,3.,_,} P
] co |1
i -+ {ze' vjla - NG =0
U Ccao L - ca’l?
i
Posons 5= L =

Z =R+ §5 et F = B+ S . Le systbme séoril

3 ]
3 i
i { R
% - i {l%’j @ c } B
L& = = i

&=

£ B4

Puisque ¢ =E¢€ Jo tes amplitades complexes 1y et [, sont:
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4 i
: Mo ~~—) E
— g JMo~=)

f; s . jZ s
' 2
77+ (Mo - Y 22" + (M=)
i Cay i oy
Danslecas ob § = 0 (LCe? = 1), ona: Mo e = MoL
Cow JLc
Les amplitudes réelles f; et fy soni:
ol — L}

P

RE _ e

§) = S Ly T
RR + (._M__Mg{ri«) RR® + Migé

Le déphasage ¢ (resp .gy) de 1, (vesp . I3 ) sur Ia tension est

wo=ary 5 w0 @ e=arg L = 5/2

2% Pour avodr iy = 0, il faul gque s |
La seule fagon d'avoir un conrant nud dass B o8t d'avolr un couplage entrs les doux bobines,
indépendarmment des valewrs de Ret O

3% Cas oft M = § = 0. L'amplitnde I, est alors

Ve g xz
RRE® + LIC ~ ER +x "

Iy = avec x = LIC

-  Fes : sy 2 diy
Pour B, B et R fixés, la puissance P = K'J)" sera extgmuom pour ig% =

RE’ ﬂx»xm\/”;

Ona G g 2 - E (RR - x)
dx (RR*+ LIC)? N (RR' + LIC)

{gg i ) N iﬂg ) R
Ona i > Opour x < RR™ et T < @ pour x> RR'

Le courant Iy, ¢t par sulie Ja puissance dissipée dans £, passe donc par un maximum pour
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1V - PROPAGATION DES ONDES ELECT ROMAGNETIQUES

28 - Propagation des ondes électromagnétiques (1).

79 Rappeler les éguadons de Maxwell reliant les vecteurs du champ
e ~p
flectromagnétigne D et #H aux consianies caractéristigues d'un milien

m..%
conductenr : Dy, Ji . £ el 4.
Donner pour chocune d'elles la signification physigue.

»«"‘c
2% Denner I¢ wom des grandeurs physiques veprésentées par Jes Jetires H,

e ‘ R
B, E et D et lg nom des uwmités corvgspondantes.

3% Ouelle jo sigrificotion physique de o eelative § B
4% Donner e pom des grandenrs physigues représentées par j; ef o sr e
nom des wpitds corvespondanies.
) o 7'1 L . .,k:;'
5% Lay Spnefions de propegetion en K er B dang le wide (py= B, f; = U}

admattons comme splutions dans le cag de la propagetion d'une onde plawne
monechromatigue ’

- s b
ff;@}fﬁ g ks~ )
“”9 — o

B =By, gilt.r ~01}

— i
By e By sont deux vecfeurs consignis.

2) Donner le nem et lo signification physique de Ie grandeur représentée

—p
par k.
— - s s

by Montrer que peur fout vecteur X de la forme X =X e ¥ by - wt)
-

on a Vi=jkX H
T
VA X=jk A X {n

—p | ¥ S ;sx S Kox 3

voly £ ky Xg 1 Xoy Xy est un vecleur consiant,

z kz 6z

69 En utilisant les équations de Maxwell ef les relmdions (1) e (10
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i b
appliguées aux vecteurs E ¢f B, monirer gque :
3
a) E ¢t B sont trangversaux .
- el
B E est perpendiculaire a4 B.

-3 —
¢} WEW est proportionnel d ¢ il B W,
Extrait, Téiouan, FPLC2Z, Janvier 835,

17 Les quatre éguations de Maxwell, falsant intervenir los vecteurs champs électriques et

" el AN . . . p
magnétiques £ et B, ainsi que les vecteurs sxcitations dlectriques et magnétigues D et #,
sont :

e
div D = Pryre 08 Pipye 881 10 densité volumique de charges libres, {1}
&
&
rot H o= g+ {43

AA»‘% o e I v
alt J e o8 1a densié de couvants lbres {courants de conduction),

Ces équations sont tout & fait générales, Pour un milies L.H J, caractfrisé par les congtantes
& et 11, respectivement la permittivied Slectrique et la perméabiiié magnétique, on a en outre
les relations particnlidres suivanies

' wd b -3 b
D =¢E ot b o=yl
O pent alors présener les équations de Maxwell dans un milien LHJ. sous la forme

- =3
suivanie pour ue Taire apparalire gue D et A

,.._?
div D = Py ity
3
JH
N R T )
7o 14 P 23
div H =0 &
—~ D
rot H = j; "‘*‘}"" 4n

® Bigaification physigue

La signification physigue de ces 4 quations apparait micux quand on les exprime sous
forme Intégrale. Snit V un volume quelconque limité par une surface (fermée) §. Les
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équations (17 et (37 dorment, en utilisant le théordme de la divergence (Green-Ostrogradski)
{on suppose donc les composantes des champs continues g1 dérivables dans la région
considérée) :

—p eh frer .
Dods = é g J Pivre 0T = (iirs am
£ J j 14

ol Oyigrs €81 done 1a charge libre contenue dans e volume V.

3
H.dS =0 2%

&

La relation (17) est Ia généealisation du théortme de Gauss @ Le flux sortant de Pexcitation

-~
Slecwique D & travers toute surface formée S est égale b Ia charge libre contenue dans le
yolume limié par 5.

P 3 - & ® @ ‘w%
La relation (27 monire que le flux soriant de Pexcitation magnétique M 3 avers toule
surface formée est nul. Rappelons que ce résultat west valable que dans les milienx LHLL

e

5. Les & e phisdit (20 aqud est plus géndrale) et (47) donnent alogs, on

utilisant ie ié;&%‘m%m de Swokes
g
] (a8 g r{w A
1E,,d§:r«w§smtéﬁ mmngﬂ, 3%
| b ]
7 j W 8 o W

"

. g “ o g .
o ¢ est donc le flux sorant de B & wravers 5 On a permuté — el g : s relation
et

J
précédente est valable pour un circuil immobile.
ey
-3 — D B2 w
7.l m({;j,dS " ”%«.da =L+ 14, @)
Je J JE o

ol 7, et J; soni respectivement les courants do condugtion et de déplacement,

Larelation (2") traduit les phénoménes d'induction lectromagnétique : 1a f.eum indpite est
donnée, au signe prbs, par la dérivée du flax par rapport au wmnps.

Larelation (4") est la généralisation du théordme d'Ampdre ; Ia circulation de Texcitation

sur un contonr fermé est donnée par 1a somme des courants de conduction et de déplacement
enlacés par e circuif .

. I
3°) Rappelons les appellations des 4 vecteurs E,D, Bt H:

.W)
— E : champ #lectrique . Unité : Volt / mdtre
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,.,.:{
- D Excitation (ou induction ou déplacement) Electrique. Uit © C/m? {penser 3
_..:) .
div D = g)

-
~ B ; champ magnétigue , Unité © Tegla

-3 - . ; . . . T
~ H : Excitation {ou induction) magnétigue. Unité ; Ampere f méire (penser drot H = j ),

; . . — e
Remargue ¢« Certains anteurs, de plus en plus rares, inversent les appellations de B et H.

3°) La relation j,:»;; 2 Qf relie Je vectenr densitd du couranis iibr&sj,;g en un point ap
champ électrique en ce point; c'est 1a loi &'Ohim locale. La consunte de proportionnalité
o est caractéristique du milien considérd, c'est la conductivité ¢lectrique, qui varie,
entre autres, avec la températre,

o
Bignification physique : La densité de courant Jupre €88, par définition, proportionnelle
R . p . b . 2.
i la vitesse v des élecirons de conduction, Done v est proportinnnel 3 - F, Cela est

e
possible car bien que le champ £ accélere constamme

lération {cette énergie est di
aduit en it Véguitibes dynamioue qul e réailie.

4%) Rappelons les appellations st les uniiss -

= fare + Densité de courant libre (ou de conduction). Uniié Ampere {mbge)®

~ o : Conductivieg dlectrique . Unité : 1H0hm x métre) = 3 nrt

5% Les quantités complexes sont notées de Ia méme fagon gue les quantitds réelles, ancune

) -2
ambiguité n'élant crainte. Par exemple, le champ #lectrique £ d'une onde plane mono-
chromatique sera noté ;

S JEN IR,
E =Epexp i jlk . 7 - wi}js

a ~ Le vecteur & esi appelé vecteur d'onde, Sa direction et son sens somt ceux de la
propagation de Yonde. Les plans donde (ensemble des points dans le méme tat vibratoirs &

: s
un instant denné) sont les plans orthogonauxd £ .
L IO e
b-3oit X =Xy expljik . 7~ @t )| vn vectenr dont Famplitude X, est un vecteur

—p
«constant de coordonnées (Xp,. Xp), Xp,)avee k. r =kyx +ky +kz
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T e 7
~Formonsdiv X = V., X Xy +§§»¥~ +£§~?«_

ax ay dz
On: 25 = KXo, fhx {';mﬁ wi
a Y ox JAX EXp L}( . t
X
De méme pour % et i’l, doir :
2y &

g o .
V. X f::jexp[j('k 1 }}., Thx XKoo+ Ky KXoy 4+ J, Kol

? -3 e
LK =i ok X o
2 g“ﬁ& X,
x oy 7
~~~~~~ R % o, ax,
- Formons ff«;i?{ Vak = = A P, ““i e
Y lx, | ox
2 {0 ”‘Zﬁa
Loz I
ia gm:mi%‘za’@ composante vaul © (Lo, fhy, — Ko, ik, ) exp L’j{ E.r -l }é
De méme pour les denn sutres composantes. Dol
=3 g [ = 1
VaX =jknkp ex,n%LJ{,é:.r wm}j.
- T
Voa X=j kak ]

fe3d 5

6°) Dans le vide, les Squations de Maxwell donnent, en remarquant que ,,5: R ja:v;vX" :

d 3

ik .D =0 on jk . E=0 )

- - s -5 =3 -

JEAD mgypjor H ou kAE=o8 ()]

—p

jk.B =0 (7

e —p w} -3 .

JhkaH = - f o D ou 8 Ak =gyl [CY I
-

a - Les relations (5) et (7) indiquent que E L k et B L & : les champs électrigues et
magnétigues sont orthogonaux & la direction de Ia propagations on dit que les champs sont
{ransvarsaux,
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—
b~ La relation (6) ou (8) montre que £ L B . Compte tenn de 62) on voit gue le widdre

T . i
{E, B, k)estdirect.

.%} _,.%,
¢~ £ Slant orthogonal & &, 1a relation (6) doape E = }*B = o8B

. @ i ) \ .
ol ¢ = = est la vitesse de propagation de I'onde dans le vide,

29 . Propagation des ondes électromagndtiques {2).

Une onde électromagnétigue sinusoldole (dépendant du temps por le fuctoyr
exp(jwt) se propape danz un milien didlecirigue lindaire homogéne ot
isotrope de permittivité édlcetrigue € eof de perméabilité meguétigue | = g

1% Eerire les 4 dguetions de Mavwell gue vwérifient 4 chague Ingtony 1, Iv

W,.{;
g dlecivigue B gf Peycitation magnétioue

congHe.

2% En dédulre Uéguatinn de In conservation de Vélectricisd.
3% Eiablir les dguations de propagosion du chomp flecivigue g‘ el de
Pexcitatton magnétigus g’ .

4% En posani B = w2y et en définissant M par ses cosrdoandes x, 3,
g dans awm repéve eartésien (0, x, v, 2}, monirer gue les szolutions dey
dquations de propagation peuveni §'evire

b e 4 g e
E =By exp jlwt- k.r }
e e
H=H, exp f{vwi~ k.v )

- .
5% Déterminer la position respective de B et H ¢f donner Pexpression de
Vimpédance d’onde.

Extralt, Casa ¥, MP2, Jonvier 8§.

1%} Les 4 équations de Maxwell, valables en tout miilicy, sont (voir excercice précédent) :

- “—% “ ”}
div D = py, div8 =0
98 s > D
Y -
TOLE @ e oo rol How= jﬁbw &

ot ”5;“
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» B A T S g
Tians un milies LHL ot 8 = pH = et D = gk, on a, powr fes champs £ et H

— ; s
divF =i divH =0
£
. —p —
oA oH e dr
E = rRm——— roth'wj;‘»b,,g+8 b
ot o

Ancune confusion n'éant possible, Vindice "libre” sera omis dans toute 1a suite,

2% On peut ﬁx;}fime; ia conservation de Péleciricitd en disant gue le flux soriant de la

densité de courant ] 3 travers une surface fermée § doit représenter la charge perdue par
wnité de temps par le volume V contenu dans 8-

W» 4 p
{J{; ;- T 5{j(j;pé’? = §{ jvﬂ % 4

o1

. Rl i e 4 i P o |
Or | % jood8e »jodr (shéorime de Ia divergence)

n

Lo
- Lhdp i
dob div ] % = )

o

Cetie fquation est Svidemment contenue dans les Squations de dMaxwell, Hn
g

D
effet, prenons la divergence de wzi ; %%m
&

/N ,
e S )28 B
diviot H =div j +div|—=div j + =divD
o o

el e )
Or div rot >0 et div D =g, on rewouve doncque: dv j o+ «é‘g =0,

3%y Formons ot roi E

{ 3R
ot rot E =rot éi— Vo J rot h’ 917 P 9E
=roti- ke Y m B:L Jt

o L gy BB

Ho 2 TE

. - . g 7 - T SR A
Par ailleurs, on connait Videntité rot rot = grad div - 4 . Comme icidiv £ == i
£



PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 201

vient :
i 7 -
Aﬁ ~££i0%f““m-l~=gmdp «zm;,eg(i
....7}
- 92E
AE - glip g = () sigm =i

Bom e - Ww? = Wmm}
On aboutit 3 la m&me guation povr H si on forme rof rot H.

. - e -3 e . .
4%y Vérifions que £ = Ey exp [j( Wk, ¥ )} st bien une solution de I'équation de

Er I”‘
propagation Af Efiy £y w
Y 2 325 i
Pour iz composants selon x, on a: AE}} 2L S IE  TE

(}R?

b2 o oz

ém

~j k) ww ;gM» 5 L7

Oma

m;;wi“* w Ep, (- ko) 4%;;2j{&3§~~ L _}} we e gt

P
b
Rt

W

25 2% f o % - .
De méme pour %}gﬁ et mw;“ Hvient: (AE), =—(k + k‘i v B, =K E,
: e

W.M} ..»ﬁ - -
De méme pour (AE), et {AF),, 1 vient .zi;? =R

- g4 g —3
. Par ailleurs o cjoF @ Sl %
?s it
. ’} rrrrrr -}
Done zfiL o Bl — 5: Y N a;ig)F

. = {,b%-w} . o
Ainsi, le champ B = E, exp i;{ Wk, r) jestune solution de Péquation de propaga-
tion & condition de poser &2 = w? £y .

—
11 en est de méme pour le champ .

b e d
5°) En tout point, le vectenr £ est perpendiculaire an vecteur #f et chacun deux est

x » e .’_) ». & ° £ - N . -—-} »-——} "'”,%'
pespendiculaire & &, c~8~d & la direction de propagation ; daillewrs le trigdee (B, H, k jest
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direct (voir exercice précédent),
L'impédance d'onde Z est pay définition

IE ] [ 1 oo e

7 = = ,\/ 5 {voir exercice précédent)
— £
H1

30 — Propagation d'un courant alternatif dans un conducteur,
Effet de peau,

On se propose d'8tudier la propapation d'un courant aliernatif dans un
conducteur homogdne,

Le conductenr occupe le demi-espare
x>0 d'un repive ovthonermé oxve.

Le gourant de fréguence [ =

par un vecigur

s ;.?ﬁ
iz, ) = Hzg coswi 2y

O considéve que le milien conduvcieny
e D1y €88 @ractérisé  par  les  grandeurs
{v, &g, o) gul sont respeciivement zo
conduciibilité, sa  permintivité ¢ sa
perménbilité |, ves I dernibres grandears
dlant dgales & velles du vide.

Y

3

~3
Les vectenrs champ élecivigne E et

s
champ moagnéiique B ne dépendent,

-3
comme l¢ vectewr densiié de courani i,
que de ln profondeny 2 dans le conducs
feur gt du lemps.

On suppose vérifides les 2 hypoihéses suivantes :

a) La lei d'Okm est voloble aux fréguences considérées.
A

; IE
b} Le terme "courant de déplacement de Maxwell” £, 11, %;;«ess‘ népligeable

o .
pur rapport 4 lo densité de courans de conduction | .
On utilisera avantageusement la représeniation complexe en remarguant
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gue cosmi w'est autre gque la partle réelle de ¢

1% A Paide des équations de Maxwell et de la loi d'Ohm, établiv
Féguation différentielle satisfaite par ¥(z).

2% Montrer gue le wvectenr densité de vouramt peut s'écrive
i z i
Po=d, ¢~ ws(»gw - 0 gy

Exprimer 8, profondeur de pénéiraiion oy dpalsseur de pean, en Fonction
de @, Mg 81 7.

AN, : cas du cuivee ¢y o= 10 @l ml,

Caleuler & pour la fréguence industrielle §f = 50 Hz ef pour un cowrant
HF: §f = 31007 Hz

— e
3% Monirver que les champs E ef B s'éerivent
3 ,
E=E, ¢ ”ﬁ’5eas(wéwm @i+ (j}g\i
Y J

e

o
B o= j}%g &

o

On précisers ley moedufes Eg ef By en fonction de dy, v, & ot @ alnsl que
les déphasnges @p ¢l ¢p par vappori au conranrt,
RAPPEL : £y = 8,85 I ¥ 51 fe = dx I0-7 51

Extroft, Robal, MPL, Mai 84,

1%y Eerivons les Squations de Maxwell dans le cas lo plus général (la densiié de courant sera

g -
rotfe § etnon § dans ce probléme).

-
3 g
div D = Dipre FOLE == — 2o
at
Y e 3 81?
divB =0 ot H = iy, + ‘"’3’;’
¢

Dans le cas d'un conducteur caractérisé par sa conductivité Slectrique ¥, sa permittivité & et
sa perméabilité 115, on a de plus les relations suivanies :

-3 - -3 - -

D =gk H =B lipre = VE -
La dernitre relation (loi d'Ohm) est supposée vérifiée pour les fréguences utilisées dans le
probléme. Par aillenrs, on néglige les courants de déplacement devant fes courants de
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. , D .
conduction {(courants Ibres) © »:;;- = & -5;‘:;{ ftipre -

En omettant Uindice "libre”, on peut alors écrire les équations de Maxwell vérifiées dans le
conducienr

= 3 B
dzvﬁ’mﬂ* rot i m e
&y or
L =
div @ =0 rot B e pipf
......9
e ey dB g e s
Formong rotrot E 2 ol rot £ = — flp ===l vl B = — g =
o H ot
. R T
Or on sait que rof Fot = graddiv — A
, . L 2 P :
Par ailleuss, on sait que div ror —» 0, donc divrot B = pip div. § = 0. On en dédull,
g -
¢ Lauediv B o= Jetdone que o=l

Ay : deyvant

al méme st on ne nighige pa

Cect reste daillonrs

oy
a

en shypime gin

£ gw Un conductenr en régime sinusoidal ne pewd avoir de charges excédentaines qu'en
1

surface,
- s . - L
D ca qui précdide on tre AE muggw i
s
7
301t Wj*f i, p
E £ = Yy T
. o

. i , s ? a4 y
Ordansceprobléme, § = § (2,8 =iz} £ 7% e, nedépend ni dexnidey,

- -3
s PR i
donc A = 2t _ Par aillers, 2t =~ jw 7, doi
P2 at
“92? +§ mm} 0
i =
S i
-
d'ob % v j Y@ i(z) =0

2%} L'équation caractéristique de I'éguation différentielle précédents éant
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v+ jrua=(x -N=jym0) (x + V-jrma) =0,

on en déduit ka solution générale

( N O e
Wz} = Alexp \=N - j y s, 0 z)w’w \Wejru, z}

ol A et B’ sont deux constantes complexes. Comme :fw {1~} %g: ,00n8

L -
é{z}xﬁ'mpi:»» (1-p = z] »i»z?’expi(f - e z‘}

Quand z > o, la densité de courant ne peut augmenter indSfiniment : on doit avoir B = 0.

Par aillours, posons & = ~ f 2 , il vient :
¥ Hoto

g{z} w A g il pivd

" wm;% . e 3};
Aol iz,1) = A g9 gildd-oi g

epassant aux valeurs réelles et en notant &y ba deasité de courant =iz =

AL, €N

P . '3 z L
iz, 4 = iy €M% cos {’f%’w Wi e,
1,

avee | § o= oAy~ | profondesr de pénéiratdon ou dpaisseur de pean.
{ Vgt

Le terme 79 indique que le courant $'atténue rapidement an fur of & mesure quon pénére
dans le condpctenr : ¢'est Peffst de peaw, caractérisé par Ja profondenr de pénétratimz 4.
Typiquement, pour 2 > &, 1a densité de courant § devient négligeable devant i, 1 Ie courant
ne pénéue plus. 8 dépend de Ia fréquence du courant ainsi gue de Ja conductivité ¥ Pour un
conducteur parfait, & = 0 le courant est sirictement superficiel.

2
AM. Pourf =350 Hz, 6”\/47::!0‘“7?!6 S = 9,2 mm

, 2
Cw 3 100 = -
Pour f= 3 10 Hz, b= Vdﬂ:w'? X6 107 % 3m %3 108 = 038 1

_...;‘
3%} Le champ E s'obtientd partiv de Ia lol ¢'Ohm

- ; 5
F=il7 .2 e cos (% o 2,
T S\

md ‘ —
Le champ £ se met donc sous Ja forme . E = Ey £ ~#¥gos {%m Wi+ g



206 ELECTROMAGNETISME

= g~
aves Eg= =g o1 pgp = U

8

o

e

bl N , X Feded . g
Lechamp B g'obtient en notant que vu la dépendance en € -/ duo probleme | ~5;»~ = ) B

- , . -3 JB .
et en utilisant 1a relation de Maxwell : rot E = - «gﬂ 11 vient :
i

OE, OF

OE, OF

b Sl I
PR
%y E: _. B
ax dy R

Comme ] +] = 7 e il vient :

.
g( L= 7*;“‘ Eg PR NICE RN Y

Soit, en notations réelles

o ~ -
B -z Eye ¥ cos{ % w1 + w4 2,
£ 5 )

..~.}
Lechamp B se met done sous 1a forme

3 -3
B =B, ¢ ¥ cos (ziﬁw @t + rpgg}

N I

P
aver By s~y g, &t Py = nid
8m
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31 - Densité d'énergie et vecteur de Poynting.

3 ¥ IIne onde plane monochromatigue, polari-
~ v P ; e,
- sée rectilignemeni suivani la direction oz,
- ‘ s¢ propage dans le vide (gg, o). La direc-
e "{? e
/ e tion de propagation uw € xoy e faft un

angle 8 avee Pgxe ox.

g s y s ’
BEar x

1% Donner la vitesse de propagation de cette onde.

e
29 Exprimer les composanies du vecteur d'onde &k en foncilon de som
module & er de Pangle 8. Donner [expression complexe du  champ

s b
Hecirigue E of en déduive celle du champ mognétigue H .

39 Déterminer ¢n fonction de ggel yg Vimpddance corgetirizgiigue 2, définie
par lg roppori :

ohim,

AN, By = S0 et g = 4=m 7 8%

i
Jén 10?
e
4% Donner les expressions véelles de F ef H.

On fera tous les ecalouls qui swivent avec les expressions véelles.
3 . . dW
59 Calenler  Jo densité d'énergie gw;, ¢t sa valeyr moyenne ay cours du

aw
femps oS T o,

ot

p
69 Caleuler le vecieur de Poynting P(M, §), son module e¢f la valeuwr
moyenne du module par rappert au temps < P >,

R . W
Quelle relation existe entre < -é—;mm et < P »?

Extrait, Meknts, PC2, Juin 86,

1%)-Cette onde plane se propage dans le vide 2 une vitesse ¢ donnée par:
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¢ = e o 3 108 ms!

/ —— P
- — . (keos 8
k=ku =kcos @ & +ksin e, = J[k sin O

o

e
St o est la pulsation de londe (@ = ke), 1o champ &lectrique on un point M (OM = 7 ) est
domé, en notation complexe, par ;

- e
Fo ""”‘“50 g;{au»?,;ti
“ o VN%
Londe éant polarisée rectilignement selon oz, le vecteur £5 est constang, ef

g ; sy, o
¥ 35{; @j{wf»-?. ey 2,

w kixcos 8 +ysin 8

;: mﬂggji’:(’aéw%ms@/j;:?izé!?} &,

. . . ~ e . . . .
De Ia relation de Maxwell s rot £ = ~ ;;: » On 1ire dang notre cas {voir exercice 283

A - -
JEAE =joB =iy, oH

R e S AR S I R
d'ol Hmm(kAi?}mmjiquEwmmuAE
Hoti? Yo @ ¢ Mg
s - - -
= e giw-F.7 s p & ~cos 8 ¢, )
Ty
) R T . . - —3
Adnsi, H o=~ @ jMe1-x0c0s8-ysin6) {sin @ g, ~cos 8 g)
iy

3% L'impédance d'onde ou impédance cavactéristique est;

.w.“} e
LE 11 \[740
£, = =, = s
©T | &

AN, Z, = 120 = 377 02

' 3 e
4%) Les expressions réelles de £ et H sont, daprds ce qui précdde :
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—p B
E =Eycos(on—k.r)e,

o
= Ej cos ;{k(m - X cos 8 -y sin 8) } 2,

-

e u A K -
et H = 2 Ocas{w-k,r}
Ly ‘
Eq . P -
= 32“: o8 {k(a:z - X o8 B~y 5in @)} [m: 8 e, -~ cos 8 e, ]
5% La densité d'énergie dans o vide est domnée par:
W ]
== %&;Ez + %mh’g = £ I = gy £
P ) —p p
w o= g By cost{wt—~ E.v)

Comme

;
il vient ; ER TR "j,jmﬁ"@ Ey

6% En un polnt 4, & Vinstant 1, le vecteur de Poynting vayt :

e e T B S B
PMy=EnH=s Eau k
-
B T S S S e S — . o —
Or Eanak =g B — E(E u)=8 u, puisqgue £.u =0 Dong;
B, =2 T
(x,f)mﬁc u
3 2 e
Ona PN = ol B oot £.7)
7o © 72
=2 B B 1 .o
<HPI > =37 mfﬁ"ﬁlo «Zwaﬁ}}
—3
On constate gue ; <PH> =¢ < w >

1.a signification de cette équation apparait clairement dans e probléme suivant (32),
ey
Remargue : On peut calculer directement < | P Il » en utilisant la notation complexe. En
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effet,ona:

-5

Foabro@n =l [poero -2n B om0
L B
, = £
don <HP > = 770

2

32 - Vecteur de Poynting — Pression de radiation.

e g
1% Eerive les gquatre éguations de Maxwell des champs E ef B en
Uabsence de sources extérieures. Les discuter dans le cas of les champs
sont fonctions du temps ef d'une senke varioble spatiale, x par exemple,

il i . "
ot monirer gue { £, B, Ox} formeni un iridde direct. Exprimer la valeur de
B en femection de B sachent gque E = fli - xie) ust solutinn dez dguations
donde. En déduire loy dimensions de B

29 Donner, sans démonstration, Vexpression de lo dew
champ dlectromagndsigue guelcongue. Difiniy Iz f

Al vecieur densité du vourani @énergie 5. Herire Péguarion difféventielle

gxprimani lo conservation de Idnergle. En déduire & Paide des éguarions
, , 2
de Maxwell Fexpression du vectews de Poynting 5 .

s ‘
39 Calewlor W 31 e u powr Uonde dlectromagnétiqgue de i guestion #n°l.
Justifier Ja proporfionnelité enire ces deux grandeurs,

Soit E(x, ) = Eg{x) g7 -8 Jo champ éflectromagnétigue de celle onde,

._9
ealeuler lo valenr moyenne de N 81 pour une période. On considére nn
p
gngle solide infinitésimal 452 autour de Ox ¢f on suppese fque {énergie ne

R N )
staccumule ni se perd dans Ip vide. Le flux de §  esidl conservatif ?
Exprimer E(x) en fonction de x, distance du point oit D'on caleuls 4 lo
source.

4% Calculer In densité d'impulsion de l'snde of o pression par unité du
temps {force pur unité de surface) gu'elle exerce sur un millen gqui
Pabsavbe complétement,

AN.: un cm® de la ferre regolf em moyenne denx colories par minute sous
forme de vayonnement. En déduire la valeur de By & la surfoce de la ferre
of & la source (soleil). Caleuler lg pression du rayonmemeni solaire aux
deux endroits.

Données : Rayon du solell : 7 107 m
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distance terrre soleil : 15 167 m

.,..‘gm, 9 . =
£g%3éﬂ.1€) ;g em 3 100 mis
e ke

e .
On donne : V LA A Ble Bo(VA A )4 .(Va

1 calorie = 4,18 joule ;

Extrait, Raebat, PCZ,

1%} Les équations de Maxwell s'écrivent dans le vide, et en 'absence de sources (p=j = ) ;

s

div B =0 m v E =0 %)
— 9B R I

ot E=- “5? {2 rot B = gglip ig;” 4

CGuand les champs ne dépendent, outre du temps, que d'une seule variable spatiale, on dit
qu'on a une onde plane. Soif x, par exemple, cetle variable, L'éguation (1) donne alors

oz dx o

%y 9By
“ogr dy o

Vi lanon—dépendance en y et z, il vient:

De méme, la relation (4) donne :
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JE,

sz )

o

JE. o, . .
ERE] @am=b) O
] ax

On déduit de ce qui préckde que E, ot B, sont constants, Comme on ne g'iniéregse icd qu'aux
champs dépendant du temps, on prendra

[E,=0 : B,=0]|

e I \
Onadonc £ L e, ot B L e, on dit que ces deux champs sont transverses.

Par aiflenrs, en prenang Jes dérivées secondes 9% 1% 81, i1 vient facilement :

&

et en utilisant ool

Hemargue @ Evidemment, n partant des élwﬁi;ém de Maxwell e
yectoriel, H est connu qu'on arvive 3 Péguation de propagation géndrale

£

a-L 2R

e genre de caloul a déjh €6 fait dans un excercice pfmedmi et i dait plus instructif de
retrouver I'6quation de propagation en wattant les & quations de Maxwell d'une fagon plus
"dirgcts”.

1.'équation de propagation monkre qu'on peat remplacer Fopérateur

2 ar L 7 & done 2 ar A L2
EY I Y P

En fait, on gait qi};., cette quation de propagation admet une solution générale de la forme
it - £ ) + g{t + £ }, 1a fonction f correspondant & une onde [rogressive selon ex et la

fomum g cnrxespsndam % une onde se propagent dans Ie sens opposé. On voit biea alors

. d J g
que ta relation — = — :!..S?.,, est vérifide pour T'onde progressive f alors, que — = + L o

o < 9t dx Cogt -

est vérifiée powr Tonde régressive g.

On ne considerera dans Ia sulte que le cas de Ponde progressive. Il vient alors, dlapids {3) 2

R
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B, =0
By 19E
o c o
B, LE,
i g £ o
o 0 )
En remarquant que (B, =0} - e, A E = [~ E, | on voit que le systbme précédent doane
E}’
o b
B _ Lo dE
a ¢ T g
. g [ ] ‘)
soit gy (ﬁwszzxfx E =0

, . . o b §oor e
Comme on ae gintéresse gu'asx champs variables, il vieng: 8 = pl R E

L E . Onsaitddfhaue B

fay |,

Adngi

Remuargue 1 De méme, on v

e b
E =g B Ae
2% La densité d'énergie v est donndopar ) 7 = g By e
. “
Or B = Ele w8 o ppgy =1,  dod u = gy HY = o
o

% Vecteur de Poynting @

Int€ressons-nous maintenant 2 la quantité d'énergle traversant une surface 45 par unité de
temps, Faisons l'analogie avec le cowant élecirique @ on sait gue le flux de la dengid de
courant (d'éleciricité) b wavers une surface 45 donne la quantité d'éleciriciié traversant cetle
surface par unité de temps. Définissons alors de méme une densitd de cowrant d'énergle par

ped L
un vecteur S dont le flux & gavers une swrface donne 1épergle traversant par unied de temps

« 1 P v s
cetie surface. La conservation de Vénergie implique alors gue le flux sortant de § 4 wavers
une sucface fermée I doit représenter 'énergie perdue par unité de temps par le volume V

fimitd par £
- wp
{ ?.dz a~ij{'fad£
o J
JJE v

- N . . . = du
En utilisant le théoréme de 1a divergence, il vient; | div § +

wi
;z
o
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51 on reprend Vanalogic notée plus haut, cette équation, qui traduit Ia conservation de

- ) . . . .
Pénergie, correspond A dliv § + 5’% = {) qui tradueil, elle, 1a conservation de I'électricité,

Remargue : Nous avons exprimé la conservation de 1'énergie dans le wide. Sinon, il

~— -
~ faudrait tenir compie du terme £ . j qui représente Ia puissance perdue par effet Joule.

. —
¢ Expression de § ¢

«.,..:}
-5 i 12 b s g f Fs as
: —div § = E? 4 o B2 gy B e 4 = B
Ona MYt T XY T TR Ty T T

_‘% 5 A N
Fn utilisant Fopératenr Vet les éguations (2) o1 (4), il vient

e o P '-w& uyuu-}
BT LB VB - LF (VAE)
o

d'ol
2 > R
5011 § = B a &=
s

3°) Dans I cas de Fonde de 1a question 1%}, on a:

2
0T h - WE B | _ B
Ho ot
u o= 5P
.._9
Onconsmatequet HSll=uc

Reprenons encore Panalogie ; 1a relation précédente g'8crinail I j i = pv, qui signific que

n-»ué
T'électricité {charge flectrique) se propage & Ia vitesse v. De méme, la relation #5 U = u ¢
signifie que T'énergie se propage A Ja vitesse ¢,

4 Prenons un champ E(x, 1) = Eo(x) € 9~ %) Pour calculer la valear moyenne

s
(temporelle) de §S §, il est préférable de passer en notations réelles car le champ £
intervient au carré .

S > j ms*z(m:: ke e = %{{2

2eity
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Ex)
2eply

> .
<l § > =

: . , 3 .
¢ Puisque Vénergie ne se perd ni ne se cxde, ona Bw < 4 > = ( ('énergle conienue dans un
f .

-~ b
volume donné st constanie en moyenne)et div < § > = 0: Le vectour <= § > est 2 flux
congervatif. ’

Soit £ un point source F'oll op voit deux surfaces 4% et dZ situdes respectivement & x; el

de O sous un méme angle solide d42 Puisque < § > est & flux conservatif, on a

= -y
8> 48 =<8 > dF = g

8> dE =<8 4 =ce

B
el

Onconstate donc que < 8 5 > varle en

oy

i

e, On en déduit que Fglx) varie en =

ol

A N
Eyix} = T o A est une consianie

Remarque ¢ L'onde issue de O est dvidenment sphérigne, mals i on place les surfaces 4%,
suffisamment &loignées de O, Yonde dans ces zones pourra 8ire considérée comme plane,

4%y On associe & Yonde électromagnéiiaue un flux dimpulsion dorné par ! sd.2

P o e8> <8 >
ot ume densité dimpulsion donnée par: = = p e
i B B
. R . X i< 8 =
L.a pression, ou plutdt la valenr moyenne de Is pression est donnéepar 1 < P > = -

Application numérigue :

- A la surface de I terre, on a une énergle par unité de surface ef par uniié de temps qui
vaut : <§p> = ﬁ»-’%g—*iﬁ, 100 = 140 mis = 1,4 kW m-?

— A la surface de 1a terre, Eofx) vam Eg for - f-*g” < 8r> = 1027 V!
Hy
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~ A 1a surface du soleil, Egfx) vaut Bj qui vérific (K est le rayon du soleif 1 D 1a distance

soleil - terre) : EsR=E; D
dob By =Ej %— = 23 I6°V m~!
- La pression «de radiation au niveau de Ia terre vaut
< Ppy = 2 M%ﬁ = 0,93 105 Now?

- An niveau du soleil, elle vaut
2
< Pg> = 2 vf%@-?« =<Pr> (gm} = 0,43 N2

Méme au nivean du soleil, la pression de radintion reste bien faible,

33 - Réfiexion sur un conducteur parfait.

Ow conyidire une onde dSlesiromagndtigue plane incldenie de pulvation ©
dlamplitude &, dons lo direction de propagation foit un engle § avee In
normale 4 Io surface plame $'un milien porfaltement conducteny, Cetie
gonde wgingi polarisée  recrilignement swivend In divection Oz donne

naissanes & une onde réfléchie dans Vate faisant le méme ﬁrzzﬁ@ 8 aree Iy
norvmale {voir figure).

On 3¢ propose de déter
miner Pdtar dleciroma-
gnétigue em  un  poinf
guelvongue de gir
(emilien (1)),

1% w) Emn wtilisant les
conditions de possage @&
Iz surface de séparation @
entre ley denx milieny, N

{air)

[N RSN 33]?%!1”33“”?3!!”!5

X

-3 -3
monirer que E; = E, 1] (
{oondutenr parfsit

b} Préciser suv le schéma les divections des champs.

2% m) Ex,przmer les vecteurs dlonde ineident ki et réfidehi k m fﬂﬂ();wi‘ﬁ
de wy, ¢ {vitesse de propagation dems air} e Vangle 8.

B) Donner en notution complexe les expressions des champs dlectrigues
. }f o
incident E; et véfléchi E, .

, o b
En déduire celles des inductions magnétigues By et B, correspondonics.
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3% u) Déterminer Iz champ résultant en un point M du milien {1).

B) ‘Déduire Pinduction magnétique ? associde, '
¢} Préciser lo nature de I'onde résultante ef déterminer s vilesse de phase
en fometion de ¢ et 8,

Extrait, Meknes, MP2 - PC2, Janvier 88,

1%y a) A la swface de séparation entre denx milieux, la composante tangentielle Ey du
champ électrigue est continue. Ici, on a dun c6ié I conducteur parfait, ol le champ Ezﬂd
est nul 3 de Vaotre 018 1L v a P'alr, avec deux coniribations : celle de Fonde incidente Ei ef
celle de Tonde réfiéchie ;‘Ej ;on adone gm +E, = "Ei?

Or dans ce probléme Ia

b4

=]

cormposants notmale Ky =

ehdong e Eﬁfg? B

o o ﬁ{}aﬁfﬁ & e = &

%’é "'\\ %w
“{f\ w2 Dy =1
o E;,gq*f E,’W = {J JV“?E,,‘N =
%
e = = o - =2
Larelation £ g+ Ejvw= 0 permetalors d'éorire : B, o=

M‘* s I M.) 5
b~ Le champ E, est done dirigd suivant (~ ¢,) (voir figure)
2°) La propagation se fait dans Yair & une vitease notée c. Si @ est Ia pulsation de Tonde
plane, les vecteurs d'omde incidents et réfiéchis ont pour module k = = Comme l'onde

réfldchie se propage suivant une direction faisant le mBme angle 8 avec la normale que le
fait 1a direction de Vonde incidente {voir figure), il vient:

T -
k; = ?(smﬁ ¢ ~cosfg)

— g =P -
k. = -L;-(sm{:?ex +cos8 e )

b — En notation complexe, les champs en un point M{x, y, z) sont :
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e . ~3
E; =B, eHo-F.7) = Eyexp [j(ax — g’%{x sin G-y cos 81 e,

e omd .
E.=E, elo-F.7)a Eyexp ljfot - m(x sin 8+ j cos 9})}62

Pour déterminer les champs magnétigues correspondants, on utilise la relation de Maxwell-

Faraday s rot B; = - *5‘* {pour Yonde incidente) qul s'crit ici, puisque Fonde est plane
. L e , P
monochromatigue ¢ ~f ki A By m—jab

w3 p
Avec E; = E; e, ,celadonne;

{ axm;"‘iffgiggw ;E‘gs azxp {i{we ~ 2 {x sin 8~ jros 8)) 1
E By, = &mg i Y Mﬂ‘g’ exp {j{mt - %{x sin -y cos 8})]
iﬁ

On pout dviderament, sl on préfbre, calcaler divectement rod Ef plutht que de la remplacer
par le résultar géndaal - &; A E, .

p
De mBme, on obtient pow lo charmp magnéiiqes ré0echi B,

By =~ Wﬁxp Ui wt ~ ﬁ% {x 8in 8@~ feoxp))]

Egsin 8 , o , .
B,y =+ e— X [j{or ?(.x sén G-y cos 8)}]
B=0

e
On peuat voir les représentations de B; ot B, sur Iz figwre ci-dessus, 3 un Instant ob e
- . - ’
champa F; est sulvant e,.
k] I ’WQ P .
3%} 2) Dans lair, le champ Slectrigne E résultant au point M{x, v, z) est

w3 ep = . I" o W ~
E=E +E = EgeJ“Lexp{w} ‘Zj(xsinﬁ ~ yeos8)1 - expl-j *g*{.xsm@ + yeosB)] | e
ok

o w \ ., 0 s
= Hy explil ot ~ Pl xsin@)} x 2j sin {”E‘” ycos 8) e,

51 on repasse aux valeurs réelies, ona:
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>
E = 2B, sin (%}y cos 8) cos (wr- %}x sin 6 + %;)

b) Le champ magnétique B associé est, de ta méme fagon :

2Epc05 @ ® @
B, o= - Mg-%-.fm-«cos(?y cos 8) cos (o ~ =x sin 8)
< 2Ep5in8 w
B = By= W%siﬂ{&yws@}ws(mtm w3 ogin 8 + K«}
¢ c ¢ 2
B, =0

¢} On conatate gue les amplitudes des champs associés ne sont pas consiantes, slles
dépendent de ¥ : F'onde résultante n'est pas une onde plane {(malgré Ia présence do terme

giotry,

. ’ - M”} * Y
De Yexpression de £, on tive la phase gfx, ¢ ¢

Pk » @ - =

Par définiton, Ia vitesse de propagation de la phase, ou viesse de phass, sst:

£x [
Vow e g e

a " sne

34 . Ligne de transmission.

Chague cellule élémentaire d'une figne de ransmission peut dive
représentéy par le schéma ci-dessous :

A g B
ix o dxg)
w{%,0) ) T e v{% + dx,0)
C ' D

Cette cellule élémentaire est caraciérisée pav
1 : self por unité de longueur Him,
¢ > capacitd par unité de longuenr Flm.
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tension dlemtrée : V, - Ve = vz, #h
tension de soriie @ Vy - Vp = o(x + dx, 8 .
longueur de g cellule : dx = CD = AR.

1% En utilisant les lois de Kirchhoff, montrer gue lo fension wx} et le
courant i(x) vérifient les édguations différentielles :

v, 9, v
4 2L . op A SR
Y Ep ) Jr C T

2% a - A partir de A et B, montrer que lu tension vix,1) vérifie Péguation
différenticlle;

~

g% v 2 d?y

d 12 dx?

& - Montrer que {xt} vérifie lo méme dguative gue vix,t) (on utilisera
Végalité)

Ci

& d J 3
gt {5’§} dx {«95}

¥ B FRS LF Jrry 7P
3 Que représents Péguotion 07

L

dlun végime sinusoldual,
Férenticlle C, ef moniver gue y(xg o Hug
& do combinaizon ladaive de depx

4% (n ¢'inidresse ny en
Résondre Udguation 4if
carrespondent, dans e ooy général,
ondes.

Que reprisenient chacune de ves 7 ondes ?

5% Monrer gque de fagon géndrale, toute sxpression de lg forme :
Wx, o= flx v v8 % gy - v est solution de 'éguation .

Extrait, Melknes, PC2, Juin 84,

1°)On traite 1a ligne comme une suite de quadipdles dlémentaires. Ona

Va Ve = (Vg ~¥g) + {vy-vg)

O Vg vp = W, 8] Ve - vy = ldx %i{x“t} et vy -vo = WX ¥ dx, 1)
J
done vx, & ={dx ~;;1 {x, 8} 4+ vix +dx, 1)
J
, a
Wiais vix + dr, t)-v{x, 8) = 5* vix, &) dx
%

en négligeant les termes d'ordre supérisur. 1 vient dong



PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 221

J d,
ey £y w{x,8}) = ~ | > i{x.}

Par aillenrs, puisque le condensateur de capacité ¢ dx est parcourn par un courant

ifx, 1)~ ix + dy, 1) = —é* i(x, 1} dx, ona:
dx

g i, . » o4 ﬁm .
=7 vix + dx, £} = (i, 6} —ix + dx, £)) = - : o i(x, t}

2

Mais (;i v+ dx, 1) = é)z vx, 8 + E%;m W, £ dx,

d'oil, puisqu'on se limite aux termes de 17 ordre

P 7
® Fovixg - & Zitx, 1)

2% 5~ Bn uti

dob (L) (%, 1) = »};ﬁ ~— v(x, 1) , avec y? = i

aF

b~ Hxactement de la méme fagon, on oblient :

” Fe a7
W) E;x{x, tj = y*« o z(;f £}

3°) On reconnait en (C) et (C7) une éguation de propagation, & la vitlesse  y= % <Ainsi,
e

en appliguant les lois de Elrchhoff 4 1a ligne considérée comme une suite de quadripfles, on
aboutit A des éguations différentielles vérifides par v et 7 gui sont des équations de
propagation

4°) Dans le cas 'on régime sinusoidal, il est pratigue de wavailler avec les grandeurs
compleyes

T(x, £ :T(x} gt o Y (x1) mV{x) g ot
Commencons par (C) par exemple
2

%ﬁ;\? (1) = V{x) giws %?W(x,i) =07 V{x) g i
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. ' & 7
d'ol a7 Viz) ; Vix) =0
dont 1a solution générale est, en posant k = =
: ¥

Vig)=Aedks 4 Berits

oli A et B sont des constantes, On a dong

V(2,1) =A gito-kd 4 g gilwrs k)

le premier yrme représente une onde se propageant dans la direction Ox, alors que le second
terme représente une onde se propageant dans Ia direction opnosée.

On a évidemment le méme sésaltat pour le cowrant :

i) = A e Aok 4 g etk

ol A’ et B sont denx constanies,

& da vitesze

Soit £ ot g" les dérivées re

Ona: gwf{x + ¥i) mgm(x ¥R [l yey e .
@f o1 . i
g2 a2
Do méme ¢ ;:;; x4 v0=y2 'z v vt} o zg &(x ~yt) = {~ 9P g"(x ~ v} .

; v 5
De méme facon ; ~§- fixvy)=1x fix+vi) ot %f{x oyt ey ve)
£

37, . 52
On en déduit ; ?;» i\f(x + vt} v plx - y:}) - yl’ﬁz (f(x + Y glx - yf)} =,

Alnsl, toute fonction de la forme vix, ) = fix + ¥4+ gz~ i) est solution de Péquation de
propagation (),
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Chapitre T : TORSEURS .

;

1/ YECTEURS GLISSANTS.

Soit 32’ un espace affine de dimension 3 {espace des points) et IR? Yespace vecioriel
associé (espace des vecteurs "libres™).

1.1, Définltion ef notations,

Définition 1 : On appelle vectenr 1ig 7/ 1out Slément de & x IR? clest-ii-dive tout
by A . ; P R RTI
couple (A, V) formé d'un point A de & sppelé origine on point 4 application de 'Z/
- ‘ , o 2
et dun vectonr fibre V appelé grandew vectorielle de T/ On éerira souveny T V(4)

A O o Pt . .
5tV # 0 ladrote issue de A et ayant V comme vectenr directsur est appelée

b
support Gu vectour B8 V (A4) .

e e TR
Un représentant d'vn vecleur glissantVy de support 4 est as vectour 8 V (M) avec
s e '
Me d el V (MWAon soem Vo= (4 V (M),
1.2. Moment en un point d'un vectenr glissant.

—
Soit ¥y un vectenr ghissant de support A ;;%e représentant ViIM), M 4. Soit 4 an
point de & | : )

Définition 3 : On appelle moment en A de -

—‘“& "
Vg et on noie 7 (A Vg) le vecteur (4. Ve)

- s et 4
HA; V)= AM A Y

Remarque: Cette définition est indépendante A
du point M choisi sur 4,

Propriftés -

1) Pour 1out couple de points A et B do &5
ona:

=
(B, Vg) = (A Vg) + V ABA

-
DSV et Ae A )
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-
B Vo (A V) =0 (propriété du p}j@duit mixie).

N . B e T : B

Théareme 1 : Soit A on point de é?; et V(V 2 O)deux vecteurs de TR wels
U

que U,V = 0 alors il ‘,ex,i’stf: un vecteur glissant ¢f un seul de représenianis

. —3 —
équipoilents & V ettel que mfA, V) = —y

En effet : On cherche un point My tel que:

g
—
M AMy. V =0 -~
A /
e I T "
@ AMpA V= U T

8i on muliiplie vectorielement (2) par V n -

T S e T s i S
on obtient ; WYIE AM, ~{(V

‘g; est aussl (on geut le vérilier)

B

condition suffisante.
1.3, Momeni d'un vecieur glissamt par rapport b wn axe orienté
3
Soit 7 un axe orienté de vectewr unitale ¢ |
Définition 4 : On appelle moment par rapport a D de vectonr glissant ¥V, ot on

note m (D Vy) le scalaire

ols B est un point quelcongue de 23,

Remarque : Cette définition est’
indépendante du point B choisi sur D,

Propridids

o )
DBm(D;Vgl=(e, BM , V{M}) produit
mixte,

2y m (D] Vg)wO e A et D sont
paralitles.
2/ TORSEURS.

2.1,  Définitions.

Définition 5 : Un torseur 7 est un champ de bi~vecteurs sur §‘a ¢lest-a-dire une
application de & dans IR®x IR
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7 NP
Me& —Ta) =R M T: D, T %?{w
Avec pour tout of uple de points M et N de &5 ‘ é/f "

- p -
ReM, D = RN, = R “vecieur libre”
T f/ U -

L’(M T == U(N T o+ Ra NM vectsur i

wﬂ;} *v'“} ) ¢ g ’
R et UrkM; ?} sont les éléments de réduction du forsewr I au poing

-3 e
M. R est appelé résultante pénérale of U(M; T} moment vésultant du
torseur T au point M.,

2.2, Invartants d'vn torsewr 7.

1 g'agit dinvariants par rapport aux points de é%f .

‘é}ﬁ%ﬁw “?;wgw ;”éf

n 7 iy G B U T {Invariant soalaine)

2.5, Construction de torsewrs

#) Ensemble finl de vectenrs glissants,

3

Solt F un ensemble de n vecteurs ghissants Voilimil,2...,8)

Définition 6 1 On gﬁwik sorseur Ly défini g&f e systéme F des n vecteurs
ghsmm Vg e torsenr de résuliante géndrale : R = g ?} ’%’ ot de moment résultant
on tut point M de &, :
Vot Ty = 35 oo Ve = 500, x
i=

b} Terseur défini par Pensemble é?an champ de vecteurs 2f d'une
mesure ¢ o o

Soit & un sous- ensemble do & vérifiant certaines hypothéses non précisées icl et

—
M — V(M) un champ de vecteurs défini sur ..@ dt conting pas morceaux.

Définition 7 : On appelle mesure sur & aine application u de Frg
(= ensemble des patties de .Z ) dans R vérifiant les axiomes suivants ©

DVdoc P d =0
Bp( =10 ;
BVidnd =9 = puldod)=pid + i),
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‘ . p
Théeréme 2 1 L'application A — [ R, U/{A)1de & dans 1% » 1R? avec

-3 ( wp - s
R = VM) dp et U(A)mJ\ AM AV (M) du.
g £

- e
st un torseur sur &5 appelé torseur associé au champ vectoriel V (M),

Remarque : En général g est la masse. On se limiiera alors aux quatre iypes usuels

de répartition de masse suivanis '

1) 9 est un volume de & on suppose qu'il existe une masse spécifique volumigue

M > ptM) 20 alors dit = dm = p(M) dv | dv éant Télément de volume.

2y G est une surface régulidre (5] ; on suppose qu'il existe une masse spéoifique

surfacique M — p(M)2 0 alors du = din = p(M) 45, 45 diant Vélément d'aire.

3) .97 est un arc de courbe régulier {C) ; on suppose qu'il existe une masse

spéeifique lindigue M —p(M) 20 alors dt = dm =p (M) I ; 4] Eant Télement darc.
olés M, My, ... M, poriant

itives iy, mag, ..., i, Dang op dernier cas Vexpression

2

4.9 ear constimé dun sombre finl de po

respectivement des masses |

-

} 5 oAy 5 S v s o B :}
VM) du dol Bire interpréde comme Tepréseatant ta gualité g
P s

Jo , P=

2.4, Classes de torseurs parbticuliers.

-
11

V(M)

a) Glsseurs.

Définition 8 : Un torseur est un glisseur 811 peut Blre représcnite par un vecions
glissant, ' -

. I —

Théoreme 3: L est un glisseur & VA g & /R . Ua: D=0 e B T
- -

‘Théorame 4: Test un glisseur & FA € & telque UA; D=0 .

by Couples.

" * | » w} »‘9
Définition 9 : Un torseur est un couple i et seulement 5i B = 0 (fsuliante
nulle),

Propriété : Le chump des moments d'un couple est constant.
-3 ]
VA Ble &x& UMK T= U®B; .
2.5, Axe central ¢'un forseur.

Définition 10 : On appelle axe central d'un torsenr 7 le lieu des points M de &5

- R
tels que Von alt: B ox ?;g, : D= 6
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3) Champs de moments & champs éguiprejectifs.

Défimition 11 : Us champ de vectears M — U(M) défini sur .27 est un champ

. e s s o s
de moments (ou torseur) s existe un vectenr K de IR® tel que -

- “““"9‘
VA B) e & x & UB) = UiA)+ R a AB

_....‘)
Définition 12 : Un champ de vecteurs M —» U{M) défini sur .Fest Squiprojectif

. . g .
#ifona: V(A;B)ffé?x«%} Ui AB = U(A) . AB

=
o
e

S
N 4

T
W ow ()

Théordtme 5 1 Tous champ de moment o8 éouiprojectil ot inversement.

Chapitre II : GEOMETRIE DES MASSES

i/ CENTRE DINERTIE,

Soit X un sous ensemble de &7 sur lequel on définit une mesure : 13 masse ; et soif
O un point guelconque de &5,

1.1, Définition du centre dinertie :

Définition 1 : On appelle centre dinertie de 2 le point & de &5 défini par ;

m{E} = %: jbﬁ{im
A

Cette définition est indépendante du point O choisi dans &5..

1.2, Propriéiés du centve d'inertie.

o} -3
Propriété 1 : ’(GM dm = 0
z
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-

Théoreme 1 : Tout torseur associé B un champ de vectewrs V constant défind sur

ane partie matérialisée ¥ de &7 de masse m peut Sire représenté par un vecteur
s

o
glissant de résuliante K = m(E) Vet dont le sapport pas‘s;c/par &,
p -3 ~3 » -3
On a en effet Rw(VﬂmﬁV {m:m(z:)v.
Jz JE

T ——— i . -
7= {GMA Vdmd Cidm (A V=0
z

S E

2 ] TENSEUR D'INERTIE.

2,1, Définition
- e e . . . s
SoitB ={x, ¥, z }une base orthonormée directs de IRY et Zun systbme matdrialisé
de masse m.
Définition 2 On appelle wnsenr d'inertie du systbme £ au point O selativoment
%% hase B Vopbatenr HO;: 2 do TR? dang B 48fni par:

I3 JEN—;

|
/

s s
UemmesB(0,8) U =

.3

a0

ofs Mtz v, z) st un point guelconque de 2.
2.2. Propriétés :
u) (0, E) est lindaire,
“ , —— e e e —
BY.J(0,E) est symétrique, o4 VU, V) e R R VHOR U = UHOD V.
2.3, Forme guadratique :

Définition 3 : On appelle forme guadratique associée au tenseur d'inertie /(0. Z)
Yapplication 9(0.%) de B dans R définie par:

i —p b s
U ey QUG 5y U= U J(0; B) U

d -
Thénréme 2 : Pour tout U/ deR3ona: GOH U 20
Fid

; e
En effet, on 2 000,50 = J WO AOME dm
2

R T S Y N T e e e e
&:ar(,f',E:QMA{UAOM,Jm(U;OM,‘UAOM):(D’AOM; U, OM}
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v. {«OM AT wm;} =00 A OMIF
-

—
Théoréme 3 ¢ Poor tomt UV delR3, ona: WO, 5)

I’ i = 1P JOn;

%

olt {(On, %) est e moment d'inertie ds T par rappori & la droite (Ou) passant par O ot

paralitie & U .

‘ e
On @ par définition : KOy, I) = J (M, Du) dm = j W AOM 252 din
z z

o (M, ou) est la distance du point M 3 la
> 7

droiteon &t B = -

H i

Cetie formule pormet, connalssant J(0.5), de
cierminer le moment dinertie de F par
capport & oute drolte passant par O,

4, Expression de la
3

divecte de IR,

ko)
Yt

Danslabase (%, ¥, 7 ) la matrice de JU0: By s'orit

A = j{ﬁ+x'2)r}m o F o e {xydm . {mﬁm
: Jz Js
- F j(zz«& £im - {yz dm
P J
-~ E - C = j{xl’-&yz dim)
- 5 o

d
[

A O /

matrice de O, Z) dans une base orihonormée

Remarque 1 4 = [(Ox, 5}, B = {0y, T} et C = H{Oz, £} sont les moments dinertie
de X par rapport aux axes Ux, Oy, Oz D, E, F constiment los pmdu;ts d‘meme

Ces éléments peuvent, dans le cas général, dcyendre du i.emps (Ze sont des
guantités constantes ?ﬂ}‘&guﬂ Z est un %ﬂilde §" dontfe’ repére hé egi:,

© 7,7, 7).
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2.5, Axes primcipasx lnertie.

L opératenr J(0,2) éant symétrigue est donc diagonalisable, 11 existe alors.une base

= = . ,
(X, Y, %)de1R3 onthonormée directe, formée de vecteurs propres.

—
Définition 4 : Le wikdre (0, X, ¥, Z ) est dit widdre principal d'inertic en O &t
les axes OX, OF, OZ sont les axes principayx dinertie.

e

) e e
Dans Iz base (X, Y, Z) la matrice de J(O, E) est : P
Iy = H{OX Z) 0 ¢
] Igm= I(OY; 2} 0
] 0 Fome HOZ:E)

Définition 82 314, = L, = Iy, JO; E} est dit sphérique

T
5.5, &7

S
o
ficd

§

2.6, Théoréme de Hoenlzg, Théordime ¢'Huygens.

@) Théortme de Koesig.

81 G est le centre dinertie de (2) ona: | J(O; 5) = HG; £) + J(O; G{m(Z)})

- g A S }
Avee O GImiIN) U m mf 8 LOG A{ 7 2 OG)

e 3 p - -3 -
Fa effet « JO D Umj [0G +GM] A U A[0G + GMdm
=

A wp =
x} {G&A{i%/xégf)dm+j (OB AT A OF) dm
¥ )

e T S e —3 b
t:axjk OGA{UAGM)MA":LOGA(U/\ j GMém\“an
x | z J

Pour déterminer le tenseur d'inertie de I en un point guelconque i suffit de connaiue
mf B} et (G E).
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b) Théoréme 'huygens ; 5
0
Les notations étant celles de la ) MMM
figure op a: w= e
4 3y
\
I{Ou; 2} = I(Gu; Z) + m &) \
-
. y ) ) a
\ e
y .
B0
PR
{ba

2.7. Détermination pratique des axes primcipans d'inertie pour un

solide §.

) 5i un solide § admet un plan P de syméurie matdriclle, P est plan principal
diinertie de § en chacun de ses poinis ef towl axe qui lui esy perpendiculaire est
principal d'inertie.

b} 81 on solide § adimet un axe 4 de syméuis ma
dmertde de § en chacun do sos points f tont plan gui ]
plan principal dinertis,

3 3
Définition 6  Oo dit gue le plan (0. X | ¥ ) est un plan propre dnertie Jorsque

e
c'eat un plan principal dinedie pour leguel le moment d'inertie par rapport 3 (0, X )

o 5 e
est égal an moment dinerde par rapport 2 (0, ¥ ) fegal 3 A).

-
Propriété : Solt U um vectesr wmnitaire dw plan propre d'imertie

-
O, X, Y)on a alors I{0u; §) = 4
: e
En effet 5Ou:$) =T . 50,8 Uavec UmaX + B (4P =1)

0w, $) = (aX + BY) . {1{9, SiaX + 1) E

Soit en utilisant la lindarité de Popératenr d'inertic et les propriétés de produit
scalaire,

HOu:8) = (X . 20,8 %)+ (Y . 50:5) V)
%txﬁ{?.f{();ﬁ} ”;‘? + "}7; .J(();J‘S}W,}‘E3 E

-3 -
¥

d -~ —3
Ot O3 X =4AX & HO8 Y =4y et X . =}
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Dong HOuw; 8) = Mok + B)= A

¢) i § est un solide de révolution d'axe 4 A est un axe principal d'inertie en
chacun de ses points et tout plan gul lui est perpendiculaire est un plan propre
B 5 PR -1

@ IRgyLIg.

Chapltre 11 : CINEMATIQUE DES SOLIDES INDEFORMABLES

1/ RAPPEL SUR LA CINEMATIQUE D'UN SYSTEME MATERIEL.
1.1, Mowvement $'un systéme matérisl,
Hoiaat 5’? un egpace affine de dimension 3 (sspaces des points) ef R? lespace
veotoriel associs (espace des vectours), Solens By = (0, }Ti %j; Wé?} an vepire de i
& sur lequet et définie une meswre pogitive m appelfe musse

un spus-ensemble d
et ws fiy, 8] v tiervalle

Défimition & Un mouvement d'un systbme matdriel (2) par rapport au vepbre By

sstune appheation fde (5, # f} s B ¢ a’ﬂ% : fiM,, ¢} welle que
D (Mo, &) = OMy
Dfe C I x 1) ou % par morceans),
3) pour wut ¢ fixé de 7 Yappleation f, 0 Zp = §, (5y) = 2, o R gui a My fait
correspondre 5}&? est bijective,
M est la position & Vinstant 7 de la particule de 2 qui éwiten M, 2 I’iassapz ip.
?ar définition on pose Vg o Zp et Vie IR m{m} mie,) avee
= f; {ep) {(conservation de la masse).
1.2, Vitesse et accélération d'um point M de I par rapport & R=(0,%,7,7)
Définition 2 : On appelie vitesse de M par rapport & R le vecteur :

e
doM

-3
V (MIR) = " fR

Définition 3: On appelle aceélération de M par rapport A R Ie vecteur :

d ViMIR)

S
T (MIR) = S0
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2/ CHANGEMENT DE REPERES,
2.1, Position du probléme :

Solent R = (O, fff, :9}} 3?} ur repre fixe dit absolu et R = {0y, ?, “33\ “?’} un
repére mobile par rapport A R dit relatif, o soit M un point de 2 en mouvement par
rapport & R,

-3 -3 .
On donne le mouvement de K, par rapport A R par V{0, R et SAR;/ R) et le

-
mouvement de M par rapport & R, par V (M/R,} et on cherche le mouvement de M
par rapport 4 R,

3 —
Lemme 1 1 Soit ﬁ un vectenr mobile 4q = au + A?}{R TR} A MZ?
a/RrR- &R, !

2.2. Composition des rofations instantanées

s — -
Solent trods repbres Ry, By et By . Ona L2 {RJR;) = (YRR, + 11{F.IR,)

7o §

gy

5l

-
&t plos géndralement pour prepleos B2 L8R Ryl 5 ded S10R % 1R

- i=

2.8 Compesition des vitesses ef des accélérations

- — e
ayOna VIMIR) = V(MR + VMg RJR)

shsolus relative dentrainement

s o -3 weep
aver VM e RyR) = V(OUR) + S2{R IR} n Oy

b} Pour les accélérations : On sait que ;

— s e oy
T (MIR)= T(MIR;) + I (MeR/R) + I.(M)

absolue relative denrainement e Coriolis
Aver
- — 193 (R/R) — {n 5 3
g - Y
e R IR)= T (O:4R) + Wgﬁ“‘“"/ g7 O+ Q(RIR)A(SHRIR) A O3M )
- - -3
&t Te= 20 (Ry R}y A V(M IR,)

Remarque 1 On pent vérifier alsément que Yaceélération dentrainement n'est pas
tonjows égale b la dérivée par rapport au temps de la vitesse dentrainement,
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2.4, Détermination du moupvement de R, /R ¢

Le passage du repbre R = (0, %, Y. %) au repére R, = (0, F. Y, F) en
monvement guelcongue par rapport & R se fait en doux £iapes

a)Onpasse deR = (01, %), 71, 21) AR = (02, % , 31, 7;) par Tintermédiaire d'un
mouvement de translation gul est entidrement défini par la doonée des
trois coordonnées de @) dans R {vmﬁ (R'IR) = ﬁ} .

e p = e

b)) On déduit R, = (0y, x, ¥, z }de R = {0y, x;, ¥y, 2, ) en uviilisant la définition
d'un mouvement de rotalion astour d'vn polat fixe (ici 0;). Ce devnier étant
entidrement déterminé par la donnée des trois angles d’Euler v, 8
et ¢ ol :

b-1) y est Pangle de précession gui permet

. e RS
do passer de R'={Oyx,,9, ) B Ry=(0y, 1, V.z1) —
%

3
par ung rotation autour de Faze fixe z;

o b

— 3
£ {ﬂzﬁf{g} w WOEy

b-2) # est Pangle de notation gqui pormel
e e .
de définir Ry = {0y, a, B, ) partir de P
-

B e o ; P
Ry = {0, u, v, ) et ce par Uintermédinire dane

, b
rotation autour de Taxe #.

0=(7 . B)=(7 .7 )

-3 —3
Q(Rs; 1Ry} =6 u

b-3) @ est la rotation propre ; elle permet,

A partir de R darriver 8 R, = (Op, %, 3, 7) et
, . L

ce pdr une rotation autour de faxe 25

e I I
o=(4.%)=(3.7)

R P4
Q(R;fieg,] =Pz
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Remarque @ Le vecteur rotation instantanés de &, par rapport 3 R est alors ;
e e - -3 2
SR} R) = SRy Rs) + SHRy Ry) + S (Ry IR + §ARY R}
0

3 e
LRYR) =gz +8 u + ¥z

. . . B
Soiten projeitant sulvani{ 4, @, z )

s @ @ - & £ o
f2(R R} =05 + wosin O @ + {9 + Wwceos ) 7

3/ CHAMP DES VITESSES ET DES ACCELERATIONS D'UN SOLIDE
INDEFORMABLE.

3.0, Définition 2'un solide :

Clest tout enserable § de points matériels gui se déplacent au cours du temps en
vérifiant les deux propriéiés snivanies ;

ay Indéformabilid e VA ¢ S, VR e §

by Impéndirab B8y = ¢

v,

ilig e W fﬁ/g

Remavque 1 Solt £, o repbre 16 3 § Cest-a-dire le ropbre qul effecise le mbme
mouvement gue § vu encors Je repre par rapport auguel tous les points du solide on
une vitesse nulle, Sulvee § dans son mouvement par rappori & un repére &, eat done
équivalent & I'étude du mouvement de R, par rapport & £, Cecd ndeeszite la domnde de
six paraméres (cf B12 - 4),

® Les wols coordonndes (x, y, z) d'en point Bé 3 § dans %, (ce point est
généralerent confondy aver &), >

% Les oois angles dEULER v, 4, @

3.2. Champ des vitesses : ‘
Théoréme : Le champ des vitesses d'un solide indéfm{mabie est-dquiprojectif,
En effet, 5i A et 8 sont deux points liés 3 5, de ,Mé!lz = cle  on déduit.

{w -3 j b
V(AIRy) ~ V(BIRy)L . AB =0

e
Conséquence : I existe alors un vectowr noté €2 (5, Ry) tel que pour tout couple

s g — b
deAetBdeS ona: ,|VIAIRy) = V (BiRo) + £2(SIRy) A BA

i(’

~3
LU(SIR ) est dit vecteur rotation instanianée de § par rapport & R,

Définition 4 : Le champ des vitesses d'un solide est le champ des momenis d'un
torsenr qu'on appelle torseur cinématique { TASIR,)). Ses Sléments de réduction en un
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point 4 de § sont donnés par
—
% La résultante générale = Q(8/R,) .

'wua
® Le moment en A = V (AR} (vitesse de A/K,) .

.w%
On note TSR, = {USIRo)

oy
i V{Aff?g,)

Définition S : On appelle axe nstantané de rotation et de glissement Uaxe central
du torsenr TASIR,).

3. Champ des accélérations

Lemme 2 : Si U ﬁﬁ estoon vectenr A 8

,..}n
a0

Dsirg A T
' wm LA (SR A K
af p = H5IR) AU

Ona

e V {BiRs) — V{A/’ﬁq} w .(’{3/}1:‘0} A AE,

Théortme ¢ 51 A e B sont denx poinis de solide Sona !

{ﬁ;é’?(iiﬂa)

TARy) = T(BIRy) + =

p o ]
/% A BA + DASIRy) A gt,;ci:gsmg,s A BA j
@

~2 3
1L suffit de dériver Ry la relation Hant V (A/Ry) et V(BIR,) et de remarquer que Pon a

N -w3~ —
d i 7 :g dBA d LU5IR ) —3
= L2(SIR B - aia g
o { ﬂ) A BA /R Q{S/RQ}/\ & /Rg“i e /EQ A BA

3

. - dfA
5 d'utiliser le lemme 2 pour calopley == .
puis d'u & pour ¢a @/ R
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Chapitre 1V : CINETIQUE

1/ SYSTEMES MATERIELS,
Soit un sysiéme matériel (Z) en mouvement par rapport & un repére
Ry =1{0, %, V1, 2) . On se propose d'étudier :
@ Le lorseur cinétique F1E/ R,) ou torseur des quantités de monvemsnt.
% Le woseur dynamigue ST R, on torseur des quantités daccelération.
@ L'énergio cinéique B2/ R,).
1.1. Torseur cinétique & (IX/ Ry)

Cest un torsewr dont les $1ments de téduction en un point A de &4 sont donnés par

, L =

#) Lo vésultante cladtigue ¢ Re= | V(M) dm
g . P P

O démontrs gue Be =m{E} VIGIRy)

i 3 est 1o contre dinertie de

b} Le moment cinétigue en 4

e S T
GlAI SIR;) = j AM AV {MIR;) dm
£

Théordme 1 : Pour tont couple de points A et B de &

— -3 g
Ona ag{Ar TR = o(B: ZIR;} +m{Z) AB » V{GIR)

Dans le cas particulier ol B = G on obtient le théoréme de Koenig relatif au
moment cinéligue :

—~ - ' -y
g(A; LR = oG, ZIR) + m(%) AG A V(GIR)

1.2. Torseur dynamique 7 (X Ry)

Les élémenis de réduction de ce torseur envun point A de & sont définis par :

~ Sy 3
2} La résultante dynamique ! Rd mj I (MIR,) dm
£
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e —
On démonire que Rd =m(Z). T'{GIR;)

I . 2 - [ A
b) Le moment dynamique 11 S (A, Z/R;) = | AM A T (M) dm
Jr

Théoreme 2 : Pour tout couple de poinis A et B de & ona:

F(A:EIR) = B(B:ZIR,) + m(E) AR A T (GIR))

et 8i B = G on obtient le théoréme de Koenig pour les moments dynamiques.

1.3, Relation entre moments cindtigue ef dynamigue :

Théoréme 3 : On a pour tout point A de &7,

5 M% Hw;; “
+ miE) VIAIR)) A VIGIR,)
';j

% ; d
B {A; DR} == oA Rij}
{!ﬁ?z P f‘{;} ﬁ{ﬂ‘ g&éﬁ;’?&',},f;%

AM s MR, ) dm

i~

—p o b
| (V(MIR) ~ V (AR} A V (MIR,} dm
=
Y g =2 s . s " "‘},, b4 . .
Soit g(ﬁq’%;@iﬁ;};{, B = S{A; ZIR) —wmfZ) V(AR ~ V(GIR)
g

— -3
Remarque imporiante : 51 A4 est fixe dans B, (V{A/E) = 0) o &
A= 0

BA IR =L oA IR
Ona {A; /;}md!{ﬂ'(, /““})/’Ez

1.4, Energie cinétigue E, (Z/IR,).

{'est par définidon le scalaire défini par :

E(ZIR) =% f (V(MIR ) dm
z

Théortme 4 : Soit By le repre déduit de R, par translation et centeé en G. Ona:

2E(EIR,) = 2E(31 Rg) + m(5) ( VIGIR,)P
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2 N2
Avee EZ;(E/RG)L-:J‘ (%"i / Rg} dm.
z

et
— Y
En effet : de V (MIR) = V(GIR) + %&/R
G

On déduit :
2 e
. . .
@i | dm + EJ(V(GIR;)" a6 g,

u = r [
Ny PPt S B . N | d M
FEC(HIR ) = m{ ENVAGIR P } &/ Re 5 /RG
o B 5

. PO 4 g [ —m
Le dernier terme est nul, comme éant égal 82 V(GIR)). i GM dm.

o
&

2 | SOLIDES INDEFORMABLES,
i le systbme matériel est un solide (5) on a pour tont couple de points A el B lidsh

5

VAR = VIBIR) » L85 RebaBiA,

{(Sh
11 en résulie les propositions suivanis @

Théprdeme & 1 91 ¢ ast un point 1ié au solide {5)

o ,.,,} } ,.,,,.7”
Ona 0 (0: SRy = J(0: §) Q(SIRy) + m($) OG A V (OIR))

Eneffet, ona:

—p b
o(0; SIR) = | OM A V (MIR) dm

k3

PO s g - - :E
- ( oM AV (OIR}) dm + j o a LB (sir,) A Obt) am
28 <

Remarque ¢ 58 0 = G oust O Jié 2 (%) est fixe dans B alors @

-3 -3
o (0; SIR;) = J(0; §) L2(5IR,)

Théoréme 6 : On a pour un solide § de centre dinertie ¢ of de masse m on
mouvement par TApPOLt & un repére Ky ¢

L - { - }
2EASIR) = m{S)(V (GIR )Y + L2(SIR;) . LIHG; 5) L3 (SIR)
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P

81l existe en plus un point O ié 2 ¥ et fixe dans R, alors

IE(SIR,) = DUSIR,) . L{o 5) Q{S/R,)j

Chapitre V : LIAISON ENTRE SOLIDES

i1/ DEFINITIONS :
Soient deux solides indéformables &, et §,. La description du mouvement de ) par
rapport & §; requiert la connaissance de six parametres ;
git——>4; (1)
Définition 1 :
On dira gu'il existe wne Haison entre les deux solides 5; et 5, si le mouvement de
5y par vapport 4.5y peut 8ue déorit par un nombre de mmmémg inférienr 2 6,

s dites de iéz;f;ss% FEpreser muéfs
ay respeciivement torsenr des actions de Haisong exercdes par 5, sur §; of par 5, 5
sur §; et vérifian ¢

e =0
5 b

On posers Sy = Ria
m(A)  Vae &

2/ TYPES USUELS DE LIAISONS ENTRE DEUX SOLIDES.

2.1, Lialsom rotoide :
a) Définition I :
Une lisison enwre denx solides §; et §; est dite rotoide si ot seulement si les
mouvemenis muotuels gu'elle permet 3 ces deux solides sont des mouvements de
rotation antour d'unaxe HEA S, et 5,
b} Relation cinématique de Halson .

Soit A, 1ié 2 5, un point de Paxe de rotation 4 et soit & Fangle de rotation. Les
relations cinématiques de liaison s'écrivent

- - — 5 —
VA & 8:48;) = 0 {8.48,) =0 1 { z vectenr unitaive do 4 )
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¢} Axiome des actions de laison

- o X . 3
La laison entre §; et 5y est parfaite si of seulement si [y (As). 7 = 0

5

2.2, Linisom prismatique {ou 4 glissidres).
aj Définition 3 : Une laison entre deus solides §; et S, est dite prismatique si et

seulement si les mouvements mutuels gu'elle permet 3 ces deux solides sont des
mouvements de wanslation rectiligne laissant en coincidence globale un axe 218

Sy avec un axe {63 5,

b} Relations cinédmaticues de lnison ¢

) - ) 4 i — -
Elles sont données par : V{0, 8§;18;)= 4z L4537 8} = 0

{4 fonction arbitraire de 1)

£} Axieme des actions de Halson -

1.a laison prismatique est parfaite 5 ot soulement si Hig. 2 =

u i

ylingdri
ement i les mouvements n eeg deux solides
sont des mouvements lafssant ¢n cofncidence globale un axe Gz 6 2 § avee un axe

615,

b} RHelations cinématigues de Yalzon

-y . = 3 . w

€} Axlome des actions de ilaison ¢
Une Haison & verrou et parfaiie s of seulement g

—F P s e d
R!Q'me} e mgg{ag}xzw(}

2.4, Liaison sphérigue

a) Définition 5 : Une laison enire deux solides 57 et & est dite sphérique @i et
seplement si les mouvernents mutuels qu'slle permet A ces deux solides sont des
mouvements pour lesquelles un point Gy 1 3 5, reste en cofncidance avec un point

0,583,

- e
by Relation cinématigue de Maison ViOye §5;/18)= 0

u;s
¢) Axiome des actions de Halson mg (Og) = 0
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2.5, Congact pounctuel :

a) Définition 6 : On dit que deux solides §; et §; sont en contact ponciuel si les
mouvements de ces deux solides sont tels que leurs surfaces vestent, 2 fout instant,
mngentes entre elles, en un point L

3/ VITESSE DE GLISSEMENT.

s
Définition 7 : On appelle vitesse de glissoment de §; sur §, et on note Vg (5505))
le vecteur : T

- o 3 -
Vo (S S) =V (e $,08,)= V{IS) =V (I §;)

Définition & @ On dit gque le contacl enre §; et 5, est sans glissement sur un
intervalle de temps {4y, 5] sl et seulement siona:

, by AU 3
Vie ol V(88 =0

5,2

£} Relation cinédmatique exprimani e comiacl
7 plan tangent comman en /

n :normale b an polnt [

~ s
Onaaloss (Ve (8,/ 8) . n =0

—i s
car VI, 8 er VIIS,) sont dags 7
4} Axiomes des aelions de confact ¢

—p -3
Ay my () = Contact ponetne]

b — 3 -3

&i ; = + Ny n oavee Ty 0 =0 Taxi écrit | 4 2 f
A2) Sionnote B =Tp N n avee T, n iome s'éerit (N, 20
A} Axiome dit "de Coulomb® :

- i
-8 Ve [t 0] VoS S))= 0,7 f20 (coefficient de frottement) tel gue :

..,..)
0T o0 S F Ny,

— -
2-8iVie [, 5] Vg (Suf 813 5 Dona:

-3 -3 —
HT g 0 = FN, et T;z = - & Vg (8,7 8;) avec g 2 &
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Chapitre VI : DYNAMIQUE

I/ DEFINITIONS

Définition 1 : La dynamique & pour objet de selier los mouvements de corps
matériels aux caractéristigues de Ia matitre et de son environnement et aboutit ainsi,
entre antre, 3 une certaine compréhension des mouvements de Ta matidre et i cortaines
possibilités de prédiction de ces mouvements lorsque les dites caractéristiques sont
connues.

Définition 2 : Une action mécanique extéricurs ost une action exercée par un
corps matériel 87 sur un avtve § disjoint de §' ot qui 2 des effeis sur Ia forme ot lo
mouvement de 5.

La représeniation des actions se fait 3 Paide des foress, Celles—ci pouvant &ire
concentrées {force de contact) ou réparties b densitd (le poids).

Axipme @ Soit § lemilieu sxtériewr 4 5, Le sysiéme des efforis extfrieurs exercés

surSpar 5 est représentable par un torseur nogs -

LA DYNAMIQUE : THEOREMES

GENERAUX

Enoncd : {1 existe au moins up repbrs appelé galiléen ou absoly £, el une
chronologie absolue tel que ¥ S e torsewy dynamigue soil égal au torseur des offorts
extéricurs appliqués & 5.

sy Re) = T(§ s 5, | vae &

Conséquence : En exprimant gue les deux torseurs ont mBme résuliante et méme
moment en {out point, on obtient les théordmes appelés waditionnellement
"Théortmes généraux de la méeanigue”,

Théovdme 1 : Théordme de Ia résultante dynamigue,

La somime des forces extérienres exercées sur § est €gale an produit de 1a masse toiale
de (5) par Paceélération galildenne de son contre de gravigé,

- -

L Fext =m(S). T(GIR,)

Théordme 2 : Théordme du moment dynamigue,

Le moment dynamigue est égal 4 la somme des momenis des actions extérieures of ce
en tout point 4 € &5,

B (A SIRy) = iy (T(5 — 5)
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Chapitre VIL: PUISSANCE REELLE

i/ PUISSANMCE REELLE D'UN CHAMP DE FORCES.

k Soit un gysidme matdriel Z en moavemnent par rapport & un repérs R et solt Fun
champ de forces défini sur £ de densité }?{ M). ¢'est-B-dire que Ia force éiémentaire
qui s'exerce sor tout M de I est donnée par d ;f = m dm,

1.1 : Définition 1 ¢ On appelie puissance du champ % dans le mouvement de
Tpar rapport AR a1 T'on note 57 F 2R} a quantisé ;

. [N
FAF LR = | §M). VIMIR) dm
JE

-3
- T S e - . ; N
E oot ¢ Erant fixds, S FEIR ) est une fonetion da femps.
Cas partieniiers

I P
1) 812 estun point M de masse m Y F M) = m o (M), V(MIR)

R A ¢ sy e 4 .
B8 M) = M, G SR = 5 Ec (2 B).
1,2, Cas @'un solide indéformable
ey
Soit T Ie torseur associé au chamyp de force de densité ¢(M) | ses éléments de

véduction en yout point 4 € &7 sont:

3 e - s e
& F o= }f M) dm & m(A D { AM ~ (M) dm
8 o8

Thénréme 1 1 51 £ est up point Hé 3 nw solide S,

Ona FLFSIR) = VOR). R+ DASIR) . (0; D

En effet, Ona
FLFR) = J

) s — M}E
M) . V (OIR) dim ‘@j M) . {9 (§IR) A OM | dm
5

g
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-3 3 3 e e 4

G KR = V(OIR), f oTM) dm + S(SIR) . { OM ~ ¢{M) dm
45 J8

d'oh le résultat,
1.3, Puissance des Inter-—efforts :
Soient §; et §, deux solides en mouvement par rapport & R et soit le systdme
matériel £ = (5; + S3). On appelle 7., et Ty los torseurs des actions de §; sur Set
de Sysur S; (T + Dy =00,
Théortme 2 : La puissance des inter«affem sntre 5; et 5 quon note FHE = 5)
o5t g y{s;@&;}%’ ‘?}y'y{é’giS!)

on ThS, 7 5,) est le torsenr cindmatique de §; en mouvament par rapport A S

Ceite puissance est indépendante du repére,

2 ! THEOREME DE L'ENERGIE CINETIQUE.

¢l

¢ kS .
[ PRI ey pent i
SOEE 2 Gn BYSIome ks

savement pay rapport B un repire g

Bléen Ry ona.

s S .
= gt o Fint

o TP ext esi 12 puissance des efforts extdriews qui s'exercent sur 2ot %

des efforis intéricurs,

nt celle

Cas particaliers ¢

DSiZ=5 15 § ets;doux solides Fint = S, e 5y = poissance des
inter—efforis.

2y 81 X estun solide . Pint = 0 ot Fhxt = T(S — S)a. VWSiRJavaes
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1 - Invariant scalaire ef axe central d'un forseur.
. . . o PR ‘55
L'espace étant rapporté & un repéve orthonormé Bo=(0, x, ¥, z)on considére fes
deux torseurs !

o
« Ly dont le vecteur K, et e momeni f%« O} par rapport § O ong pour composantss doans
7 i l

e
{x,¥y,2):

- S
Ryfeosopsing, 0) ; OMHO) i (- sin o, feos o, 0,

=
o ‘Z; dont le vecteur R, et le moment ﬁi;g ) par rapport & O ont pour composantes duns

e p
(x,9,2):

-1 —
Ry:leos o~ simo, ) ; mz{ﬁ} S B sl oy - B ocos o, 0).

1% Quelie est la nature des torseurs gg; ef f@ 7

2% Caleuler Pinvasians sealuive dy torse:
7 P n P )
E; = Ay g; + Az @; Ay Ay IR

3% Quel e3¢ Paxe central du forsens @ 7

4% Former Péquation cariésienne de in surface engendrie par Vaxe ventral de ggﬁ
lorsgne Xy et Ay varient, (Juelie o5t son fguution en cosrdonndes cylindrigues 7

Exercice proposé,

19 et Z, sont des ghigsenrs car lears vectenrs ne sont pas nuls (Vo et lours Invarianis
sealaives sont nuls. En effst

s % ) .

RpaPy(0) =~ hsin 0cos o+ haingeos =10

..w.}

Rmﬁi’fzw} = B S0 O cos ¢ v hsin o cos e

. . 3 e wch
2%) Le wrseur Ty = 4,7, + 4,7, a pour résuliante le vecteur Ry= MRy + AR et pour
7 E . ‘

moment en O 1o vesteur M (0) = A.]J?Z, (0) + a.zﬁg {0}

~ 3 -
Soit encore Ry=()+Dleosax +(A~A)cos o ¥

— . —p
ﬁ/fg(ﬁ) s-h{dy+dgdsine x + hid-2) cos o v

done Vinvariant scalaire de 7, est égalh:
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g
[ = R_;ﬁ;{ﬂj = ;’L;g‘z hsin g ros o

3°) Pour déterminer Paxe central du forseur ‘Z; , on cherche P'ensemble des points /(XY Z)

o = e
pour lesquels cﬁ%{f’) w  M0) + Ry aOP = kR ; ke lR

On trouve : —hhy v Ry sina+ Z(A - Ap)sin e = k{h; + Xy)cos @
;’i{l;i«; - /12) o8 o %Z(A‘! + lg) L0 [X“@k(}y;w)yg)ﬁl’ﬂ &
YA+ Adeosa-X (A —A)sina=0

—
Ainsi Paxe ventral de L, est la drobie 4 paralitle & R; et passant par le point {0, 0, Z)
7 B (A= a) (A + Ap)

‘ (A + AP costo— (A — L) sinfo

AN BIPE. Y, Zlestunpointde 4, on 8

Avee

Xowpfdy+ A ros o Y=y (}L;;yﬁ;} sin o et Z écrif ci-dessus,

%) L

Il s % b ome £
{A; + Ag)et{d; —

e
i

&

qui est Péquation candsionne de ia surface engendrée par 4 quand Ay et Ay varient,

Fin posant X = » cos § i ¥ = ¢ sin 6, on oblient 'équation en cosrdomées cylindriques

4
" 8,7): L s e 15(26)
( / sin{2e) 5

2 - Equation cartésienne de I'axe central d'un glisseur.

e I
Dans fe plan x0y, un torseuy est constitud par les trols vecteurs glisseursVy, Vo et Vs,

Vecteur Module Angle % Ox Origing
=
Vi 12 45° A4(2,0)
=
¥y 18 1567 A1, 2)
=3
Ya 9 15° Al D

19 Représenter ces trois glisseurs dans le plan indigué,

29 Donner les éidments de véduction du torseur "8 associé & ces trois glisseurs {au point

)8
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3% Quelie est la valeur de In distance Og de Vaxe central du torsenr L7 (Lo repére
{0, x, ¥, 2} est orthonormé.

Exirolt, Tétonan, PC2, Juin 84

1°) Représentation des glissenrs,

On a par hypothése

gzz m(ﬁg Ez? sm{%}}? =6V2(7 +7)
Vi = { 8 cas{%}j?+ gzg xm{%?}:éf =03 T+7)
7 = [eo(B)]7 + [on(5)]7 = 22 [a+ 570577 ]

Dans le plan xChy, on obtient le représentation sutvante -
?}7

Lom =2 wmids

~3
2°) Soit Cle torseur associé aux trois vecteurs lids {A; V;} 5 {Ay ‘/;} el {Ay ) Vi) Les
éléments de réduction ds T an point O sont ;

a) La résultante R V; o+ Vz * VJ

C'est un vectenr Hbre du plan xOy de composanis dans la mrss( i, j }

R, »33 \F-gml}«a«f«%

’ é LI L. 24

#



PROBLEMES CORRIGES DE PHYSBIGUE 291

s - g b " s
b} Le moment en {2 = Ohyn Vi+Dhyn Vit Odza Vs

—p -t - b 3 e S S
Avec QA = 20 3 0Ay = @ +27 ot Odg=1i + 7.

;,,'73:2'0 est un vecteur 1é (appliqué en ) perpendiculaire au plan xOy (A partir des régles du
produit vectoriely. 11 est donné par:

o I - s e
Ty =9+ 1873 - zwks;!g } K

o * Y * m§ ““%
3%y Liinvariant scalaive du torseur considéré est: J= R .ﬁiu
{Clest comme on le ‘;aii une cguatztité indépm&sze du point 0).

Onal=0;leomsew Tc*‘;t, donc un glisseur car R est non nulle, I existe par conséquent

un point P du plan xOy en lequet le moment résuliant est nul. 8i en plus on considére 1a
propri€ié qui dit que %‘uﬁ*am central d'un torsenr e moddle du moment estmininum, op en

déduit gue ce dernler st Pensemble des p(‘emfﬁ FPix, “y} tel ;;uegﬁ’ﬁp = {ﬁ

“Sit encore

O whtient alors la deolte d'équation

. - g s . “ g - T
{Vest, comme on pent lo vérifier pisfment, ube droite paralide & la résultanie £, Elle est

»4;)
danis Te plan xOy 1 sa distance b Vaxe Oz, qui 1ol est pependiculaire, est nalle.

3 - Glisseur et couple.

— -
Le repre (O, x, } ;I ) o5t orthonormé ef erienté dans lo sens habituel [ a, b, ¢ sont 519&"3
poramdives réels ; on donne les trois vecteurs Hés suivanis :

e
R; wmax +Bhy d'origine A(I, 8, 0%
e . :
Rym y dlorigine B (1,1, 0).
e ,
Ry=cx dlorigine O {6, 9, ).

ot gn lewsr associe respectivement les glisseurs Gy, Go 61 Gy,

1% Montrer gue Gy + Oy o5t un glisseur ou le torseur nul Dans le cas o8t Gy + Gy est un
glisseur, précizer son axe.
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N
2% On note U= (R » Aﬁf] Ie torsenr T e G+ Gy + Gy,

) Déterminer s.fjf( P) od F est un point de coordonndes (x, v, z).
b) Préciser fe cas oi st un couple non rédult au forsenr nul ; Wustrer ce cos par un
schéma.

¢} Lovsgue Cw'est ni un couple, ni le torseur nul, écrive deux éguations définissant son
axe central.

Fxereice proposé

17} Le torseur G, + G a powr résultante
e -
Ri+Bywax +{b+ 1}y
st pour moment en 4, le vecteur :
.N..§ M,.;x— A.? M.,} P
AA AR, + AB ARy = 0

O eat done en mesure de conclure aue

®sifa bl -1} Gy ot le loyseur wul

& gifa, b)#(0, - 1), G+ £ estun glissenr

car il exisie un point {4) ob le moment est nul, Dans co oas, Vaxe du glisscur est b droite D

ﬁﬁ> Nw\} . . . .
paratile au veciour non aul B, + &, et gui pagse par 4. Celle-ci est donnde par :

: J(é I x- )+ ay =0
Vaxll Vhe-l
lz=0
2°) 8ol ke torseur T= G, + Gy + Gy celuj-ci a powr résaliante Ie vecieur libra ;

e e ep i
E =R, + Ba+Ry = {e+c)x +(b+ 1}y

¢t pour moment en P(x, v, z) le vecteur lié .

= PP =3k o T
L;%i{li’)ﬁpf%/\ﬁ; + i”B/\R; 4+ PCAR;

. s
o encore | ﬁi{f’) = Jii(A) + B AAP

formule de distribution des moments pour un orsewr,

- - - 3
On trouve : /,7?4(!’) =fb—1)z] x *fe~zar e}y v flatoly~(x-1)}b+1)] z
T |
by T est un couple pour R = 0, c'est-ii-dive lorsque ¢ = ~get b =~ 1, avee

&3 3
Py G soivc#0,
On st done en mesure d'affivmer que si
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@c=—ag=0 e b=~1 7 estle torseur nul.

-
@om—apr0 ol be=-1 T estuncouple de moment ¢y
z

=
§ s Le schéma met en évidence la

décomposition classique, en ¢liminant
3 -y et
(A, ~ Ralet (B, Ry) il reste (A, ~ Ry)

Py .
et {C, Ry) soit deux glisseurs opposés
non alignés,

Wy T e | T . " + 4 > ?@_ﬁ s el -

¢y Cas géndral. L'axe coniral est U'ensemble des points M{x, y, 2} 00 UMK . On raduit
2 3 M} Dw} & E ¥ 4 _—9 o

ceci soit par Q%M Ja R o= 0 soitpar VA e IR, &%{M} = AR . On obtiont dans 1ous les

cas les demx équations

?{é;+(f}y»—(§%+ Ix4{b+vl}=0

4
t clat ¢
Z

el aibe I}

4 . Décomposition des mouvements.

On considére dans ce probléme kes trols repéres suivanis ;

®le repire absolu E = (0, )y £, o

@ le repére rvelafif U = (G,"&}I,&";?j) défini de telle sorie que M§3 = ?3 i
DO =a #; oit a est une constante donnée et W, un vectenr du plan ( T 6

e wp . e ,
Sle repire W = (G, ;v";, @?} tel gue w, = 1y, Co dernler est Hé 4 un solide {5) de ventre
Pinertie G. Le mouvement de (S) par rapport au repire E est défini par les deux angles :

ey . o
ey , uy) = Q1) mesuré quipur de 23,
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s . >

DUy, wy) = () mesuré autour de ¥y
1% Dessiner sans amblguité la position des trols repéres.

i

29 On blogue le mouvement végl par Fangle 8. Calculer alors le vectenr rotation 13, ef
in vitesse de G dans E. On interdit mabytenant le mouvement régi pov Uangle ©.

o
Calcnler £2, et la vitesse de G dans E.

En déduire les torseurs cinématigues pour le mouvemenit relalif ef le mouvement
dlenfrainement,

e —d

3% On considére un point M de (5) tel que GM = rw,. Aprés avolr colenler les vitesses
relative et d'entrafnement de M, exprimer les acedlérations velative, dentralnement ot de
Coriolis de Ia méme particale M.

Extrait, Fés, PLCE,

St [ pe

1%} Représentation des replres B, U et W,

-
0} %
w o,
;ﬁ & T,
/
s

E={0, Z . ;; ;;) repére absolu ;
U= {5, ;}} z:: 1;:) repire relatif ;
W= (G, z;?, ;;Z, x;‘;} reptre 1ié 4 8.

Remargue 1: Le mouvement de § (donc de W) paz rapport 4 £ se décompose de la fagon
suivante :

ey e
a)de E on passe A B’ = (G, &, g5 ) avec H0G L= a. Le mouvement de B par sapport 3 E
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s

egt un mouvement de wansglation chreulaire el LYETE) = O
b de E” on passe & U par Vintermédiaire d'un mouvement de rotation autour de Yaxe fixe
s e T S
(G, es) et SHUIE ) = Gey = Buy
o) de I on passe A W par lintermédiaire d'une rotation directe autour de Iaxe commun aux

N = - . 3
deax replres (G, 1y = wy). On a alors {XWi) = ¢ up.

i1 en résulte que le nombre de degré de liberté du solide (5) dans son mouvement par
rapport 3 E est égal & deux et que le vectour rotation de ce dernier par rapport au repére £

-3 — 3 - 3

est donné par ! LHSIE) = fHWIE) = LW} + SHUIE) + SHEYE)
. g T

Soit encore (HSIE) =@ uy + 8 uy

27y a) On suppose qgue § est une constante { b= ).

Cette condition sst cells m fes m«%i iiw {%ﬁﬁiimr 1£ m{awmmem miaizf {ma mv“zmm de S par
* o @
rapport & U Jorsy i e

prectement

=3

D'antre parl on g (GIE) = é’g’{d?}} = &jmg“ Jir= i;

by Om suppose que ¢ est une constants | gp = {3}

On est alors en présence des hypothbses définissant le mouavement dentraloement (Cest-A-
dire mouvement de § par rapport & £ avec § fixe dang I7).

-

3 3 wy oy =

Om obtient dans ce ¢as; LHSIE ) = LHUIE) = 82, =8 uy
—p " -

et VGiE) = ﬂ%ﬁ”iﬁma G,

¢} On en déduit que les torseurs cinémaliques pour le moavement relatif Elatle
mouvement dentrainement [F5] ont respectivement pour 6lémenis de réduction au point G

e & P ir"”} g
@)= {2r=0n AR iimg% -
o Ve = V(GIE) = ad iy

Remarque 2 ; Les torseurs définis plus haut sont des glisseurs pour toutes les valeurs non

nulles de 3062 de 8.
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—
3°) Soit M un point du solide § tel que GM = rwy , on 4 successivement :

3 dGM
U YO bur ot
a) Le vecteur vitesse relative V, = VMUl = W/

3 3 -3 o
Vwr %%1/ g =r LW Awy =1 pw;
o )
b) Le vecteur vitesse Lentralnement V, = V (MeU/E)

ey
> _ doM

V, ey & {Avec M fixe dans 1)
- 5 {"’
- E N &
V, mafu + 7 %?jg {Aver p= 1))

o
=g = 0 étant Ja condition qui raduit gue M est fixe dans U,

1

o
done

L
V, = {o+7sinq) Bw,

¢} Le vectenr secélération relative

i
i b [ ¥ j

b N P
o= rpw) — v wy

d) Le vecteur accélération de Cerlolis.

— o 3 R
Fom 2 QU AV, = 28 e5 nrgw,

i s & e
Towm2r O@eos pwy | ~

) Le vecteur accélération d'entrainement.

b
- =D dOIHE e ~p o
I, = I(GIE) % ﬁ%@" A GM + LHUIE) A (LU} AGM)

. — 3 =
O trouve sutvant a base (1, i, 43)
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B

| oy <F g —
I, = {o+rsing E{S ty — B u;_g

Remargue : On peut vérifier aisément que cetie expression est différente de la dérivée de la

s Feeyiis ar ablfot

vitesse d'entrainement par rapport au repére absoln. On rouve en eliel:

oy
7.

7 LT
e = g LET T e

.._,..} -
L'égalité dans le cas général n'est vérifide gue lorsque T, est nalle, clest-h-dire lorsque le
repee relatif esten mouvement de translation par mppor au relatif,

&

5. Calcui des vitesses de glissement. &

ratolile  pa

i

%

o d

rotatlon autour de

tn maniveils.
1.0 manivelle entrafae dans son mouvemen los dey plgnons (2) et (3) libres de fourner

wondic

autonr de leurs axes respoctifs (0, Q;{S}? (G, #3). Cop pignons sony en conincl gy polnis i
of J ot on désigne por wy, Wy, Wy, les modules des vectenrs rotations instanionés des
b
730

i o s , 3

Tnons par rappori § un vepéve B¢ au bAE (0, &, wz;f s €3)

ey = . ;
Uy, Uy, Us) désigne le iriddre divecs 1€ & Jo manivelle af est repévd & chague instant par
Fangle &1,

e 4 k3 »«}
Tontes bes grandeurs vectorielles sevont exprimées sur I base mobile (/3.
I% Exprimer I forseur cinémupilgue de In manivelle en Oy, Oy e O; en fonciion de 5y, 1y
ry e @ = BiE).
. —3
29 Caleuler les vijesses au poing I pour les particules apparienayi au pignon (1) ¥ { Iy}
. - 5 —

ef au pignon (2) 1 V(1y) par rappert au reperd (O e

] -3 p
137 Méme guestion au point J @ V(J) e V(i)

4% Fu déduire les vitesses de glissement de (2) par vapport & (1) et de (3} par rapport i
{2). ‘
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figore 1

F1 Jadida, PC2, 1987

HP ; (005) %R} =

Lorsquon change de point P, la résultante reste inchangée ; C'est le vectenr yomtion,

~ R
LHO00R,) = Beg

ce qui n'est pas vral posr le vectenr moment gui Ind est on vecteur Ré. On a successivement:

% powr P =0,
% pour P =0
@ powr P =03

b
el

@ M—;;
V(O = 122 | gy = (4 1) b3

V(O;/Ro) O /‘R{, IRV TR j}ﬁzz;

2°} Les vectenrs rotations instaniangs des pignens {1), {2} et {3) sont, & partir de I'énoncé,
respectivement donés par

i -
o

L (2)Rg) = wy r‘»”s
B((3)IRy) = w3 &3

La formule de distribution des vitesses powr les particules d'un méme solide nous permet
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alors d'écrire au point J
© En considérant Ie plgnon (1) :

—3 -3
V="V

—3 O —p
Vil =wieg aryu =wii i

¢ En considérant le pignon (2):

4 e - e d B P g e
(\ V{lzj} = V{/Qg,; + Q{ {2;/3?0} A Ozfg = {if‘j kS rz) Ql&z OWe 83 ATy U

sy . 3
Vily) = {(fz +rg) By Wz} By

3°) Bn procédant de 1a mBme manitre, on obtient s polnt J

¢ En considérant le pignon (2) :

- 4 e p o o - e
V;{jjg} w2 V(@;) + §3§ {2}1’Rg} A Qg}y = (’i’; ko ?'2} g&‘; + Wy £y ATy iy

b P :% e
Vi) = {(7"1 ) Brwery [ iy

% En considérant le pignon (3)

-3 ek — : [ g P —3 —
V{’jg}ﬁ V{Qg) + Q{{j)ﬂ?g}f\@}/g x{r1+2rx+r3}61¢g 4 Wy €3 Az U

- g 5 } 33
Vil3)= {(Vi +dry+rg) O—wiry |y

4°) On rappelle que la vitesse de glissement $'un solide 5, par rapport & un solide §; est -
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donnée par E(SJS;) e V (e 8508 = V(! & 53/Rp)~ V(i € 8iRg)

et ce pour tout repére Ry ; ce vectsur $tant contena dans le plan tangent commun aux denx
solides S; et 85 au point J.

Pour notee cas particulier, on obtient directement :

s . R d - g @ e
Vil (201 ) = V(1) ~ V(T = Ly 7o) B vy = rywy ) i
o e 3 ¥ o
de méme que VAL W) )= Vidy) - Vids) = {(rz +ry) B rywy ~rows | 1y

Remarque : Pour respecter les notations de Ténoncé, il suffit de remplacer o par £2,

ﬂ)x

6 - Vitesses ef arcélér

ations des points d'un systéme matériel,

nilques, artle

wrmant 4 5

s e 3 ol o 5 5 55 e e
Soit Ry le replee absolu représentéd pav {03, ,agf w,% gﬁj ai B le repére relatlf raprésensé par
(G, 7, :; y 235 déduit de Ry par ln précession yautonr de (0, 3 ), w fanciion dea g,

.y e " s
Les deny barres restont consfamment situdes dans (0, £, ¥ ) de manitre gue Poxtrémiid

de OA soit fixde & Forigine O de B, ot gue Pexpémbé B de AR reste suv {0, ”;%*}}a

4 o
On pose (£, OA) = 8, fonesion de ¢
On lie & la baree OA e repére

et
; P e I £ 4
Ry=A0, &5, ji, ¥}, i1 = =
e e k. 5

Ji = 3 A & el g la barre AB

D d
99‘293"})

= AR P o o iy &

.

12 repére R, = (B,

i S
1% Exprimer (z; xp) et exprimer dans R les vecteurs iy, j;, &, J». Donner
?es coordonndes relutives de G, U, O, centres d'inertie. respecilfs de DA,
de AB et du systéme (OA + AB).

wped S
Donner & (OAIRy) er $4 ARBIRy).

2% On vent étudier Jos vitesses des poinis "iniéressanis”,
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a) Si M esi un point mobile dans (0, "%, ¥}, moentrer sans caleals que
— o '
VM) ot V(M) szoni brihogonales.
PR i . e

by En déduire gque le iorsenr cindmotique *‘ff,, = f{2,, V.l de la borre A dong
son mouvement absolu, est la somme des 2 lorseurs "dlentrafnameni” gf

. 5 e
"relatif® : UV, =10, ViU =10, V..

Expliciter fous les éléments de G o5 U vespectivement dans K et Ry, appliguer Ies
résultats 4 Gy el g A,

- b

¢) Méme guestion que In précédente, pour le torseur Wg*m ¥, Vi dela
o o e s N ’

barre AB, zomme de L=, Vo Y= 1837, V.5, ot Yon calculers

S i .
V.(B), VAB); on explicitera los éléments de Y{&{; dans B st de ‘Wr’ dans ¥,

Appligner les résullats ¢ Gy ef A,

Les vitezses obtenues pour A sont-elles los mémes en p) et ¢} ? Povrgual ¥ Vérifier lo
réponse, :

). Caleuler ¥V,

'} et fes wxprimer dons K.

1 M ” } ; g [T - 3 E o I3 8 3
a) Caleuler I, (A) de 2 wignidves (en partont du chomp des accélérations pevr DA, puis
du champ des aecdléraiions pour AB).

Yérifier Pégalivé des deux résuliors en projetant dons K.

Exercice proposé

. B e N I -
Soit Ry = (0, x5, o, 2 ) un repdre fixe supposé absolu et R = (0, ¥,

B
¥, £ )lerepbre
velatif, Ce dernier est tel que (%, €)= (7. ) = ¥ mesusé avtonr de 7 l

-3 -
On en déduit gue LRI ) = 7

1°) Le systeme 2 ensemble des deux tiges OA et AB homagénes, identiques et articulées
. -t
en A est en mouvement par 1apport 3 B et Rg. U est tel que O reste fixe, B reste sur (0, ) et

: -
les deux tiges dermeurent au cours du temps dans le plan (0, x, £}

—
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wd

p
Yo

e
l\u\ﬁ“

—
N—

-y
o
L

b
*

L wriangle AR est donc un triangle dsocdle of Iy connaissance de @ = (
ssaire of suffisante pour déterminer In position de Fdans R,

M

o

g TP T S
$ R, = (0,6, j;. y)lerepbre iéhlatige OA, aver 4y = =37~ et j; =

- 3 o d N —d
{#,4)={x ,j )= Omeswd sniour de y ouencors :

5

ol i -
fpwmeos 8z o+ sinfx

-p I T W
Jr = cog8x ~zinb oz

Le vectour rotation instantanée de OA par rapport & R est alors

-3 5 3
INOAIR) = 8y

I )

ridie i P ™ AB - -
@ Ry=(B, iz, fp, v)levepbreiéalatige AB, avec fy = TR R R

ok - . .
onsalors: {z . h)={x . )=« mesuré autour de y avec & partir des propriéiés

dun triangle Isockle © E o= g6 ; (voir figure).
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e
Z

)

R,
"N

B
e
i
. -3

On en déduit 7
-3 - e — 3
Lmeoso z +5in@ x = ~cos B2 bsinfx
w -, L
fomcostx wsing g wecosBx ~5ink 2

o AR parrapport. Y ® o

S,

g o ey,
O(ABIR) = &t y = (7~ 8) y

by

. N L, .:3
Pour les coordonnées relatives des centros dinentie 3 (7 ost au miilien de OA et ) st an

”""9
milieu de AB 2t cr car les dewx tiges sont homogbnes, on a donc S

MMMMM -3 - 3
OGy = lgin8 x vlcos bz

e I T -3 -
O = OA +AGy = 3lsin8 x +lcos 8z

La position du centre Jinertie du systbme Z est, & partir de la formule da barycentre, donnée

ey )
— - —
par: 0G = 24t0G Zg15n 67 +21c050 %

car DA et AB ont Ia méme masse,

Concernant les vecters rotations instanianées de OA et AB par rapport & Ry on a
respectivernent @

5
J

- - ~3 s =P
{HOAR) = LHOAIR) + SARIBG) = 8y +w 2
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- -3 — o 3 &
CAABIRy) = L(ABIR) + O(RIRg) = -B Y + v 2

Remarque : Le nombre du degré de libert$ du systdme X est égal 4 1 lorsqu'on considére
son mouvement dans R et b 2 lorsque ce mouvement est étudié par rapport 3 B, La notion
de nombre de degré de liberié est done une notion relative.

- p
2°%) &) On suppose que M a un mouvement relatif dans le plan (0, x, z }cepd implique
la vitesse relative de M reste dans ce plan (el ce car la vitesse d'une particnle M dans un
repére est poriée par la tangente 3 la trajectoire de M dans ce repére). D'antre part, M ayant

s b [
un mouvement d'entralnement par rotation pure dase (0, 2z}, ona: V(M) OM =
Les vitesses relatives et dentrainement sont donc orthogonales,

b) Bi M est un élément de 4.

Ona (U r=1T1+177 avec:
‘ e - N
(Ul=itl,=8y +wz {M,,] torsenr cinématique absoln

P b T R
foié e fi‘,:f}, w @y

%Q{M) = OM %,&’sm 8- y

- i';{/? o »“} o fﬂ -
de mbme 1 V(M) = iJg;mwiR = OM . ,i;g oM ,t'{}f I8, + @ffﬂ?x» 7

- [
V)= OM & j;

Application :

e —p o~
Pour M &"G; : ({)G} ={ i} ; ¢ 3(6‘_[) fi}v'ﬂfi 9 " R 3= @};
e — » e 8
PourM=A: (DA =214 ) ; VE(A)aziwsimﬂy s V. iA)=218 ]

¢) 5t A4 est un Wment de 4B ¢

On procéde de Ja méme manidre que b) avec :

LR B _ -3 b g
/==y o =-L=-8y

> ]
Pour le caleul de V(M) et V(M) il est plus "commode” de "partir de 8", Fneffet, ona:
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> N e —
V(B =L AOB =y 2 A(21i] +211)
— s T . —p
VB) =21y (2 Adpla(z A i;)} = 2 Dy {sin® + sine) y

ed N e
ViB) =41y singy

fe point coincidant et le repdre relatif constituant & tout instant "un solide”, on peut écrive

= - -3 -3 e

pour tout M € AB : VM) = V(M & RIR,) = V(B € RiRy) + SHRIRg) A BM
s
Soit V{M g RiRy) =41 z;/vm g y + tgf z A BM i

—3 X B —— —
VM) = (41 wsin 8+ BM wsin 8 ¥

“ . - i Lo 2 -
de mbme & partir de V.B) =% (lsin@ x}jp=418cos 8 x

Oy psestt SVeshe Ty
O peal avoir poy

Soit

T3 en vésulie gue pour:

it N

G M=y BG, =i, dob:
— . - b . —d
VG =31wsind y V(Gy)m4itcos B x +10
et e
G =A; BA =214 don:
3 “ - 5 L3 - o P
ViA)=21ysin8y Voh)=418cos 8 x + 218 J

Pour fe point A, commaun i A 8t AB, on doif trouver les m@mes vitesses relative et
) —3 - :
denteginement. V. {A) a la mBme expression an b) ef au €). PourV,{A) au b) et au ¢, il faui

q =P g P & P = B
“comparer 21 8, et (4 feos 8 8 x + 21 6 jy). En ulilisant ia premitre question, on

P » — y -
o tronve dans Jes denx cas (A} =3 ]8cos8® x -2 10sin8 2z

) Puisque o6 ~—~ (DG, + 0Cy) ona:
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P 7 gm} b E
V(G) = 7 VAG) + V(G,)
3 . 3
Soit ViGi=21wsindy
3 o = . g
de méme v,(c)wé(;e;,wwm@x +29;‘2}
- e e
Avec f; + fy w2 s5in 8 2
3 o -3 N —
done ViG)=218cos8 x - 1 85in b 2
&} Pour A considéré sur 04, ona;
o 3 - ey A
VoA = V(D) + D(RR) 4 OA avee V(0) =
gy g;} ? wwwwww 5 s el
Diod THfA) = & %}ﬁgﬁjggn A DA + DRJRG AVIA)

,\‘ g

5 7
Sesie z&gé} ~{glf«?’ DY RARIUI + (W7 +8 )AL W T 45 YVI

W”“' - _— =,

) T o g =

compie tenu de q’z;f 248 }r,«m =gz 46 y ~y8z

N Irouve |

— . - - o s —p o wo b
TfA) =121 w?sin 6] x + 21 ysin6+41wBeos 8] ¥ =21824 +218

de méme ponr A considérs sur AB on g

0,
d m;uza) /e

atAJ I;(B) + o~ BA + Qg}fz/ze&; A gvamz-» vag ]

Ol €nore !

—3 b . —
TafA) = TL(B) + /Ry A }%Tf + 5(1&;-1120) A (ﬁcﬁzmg) A BA}

=3
AL(RHR,)
it
-3 a4 = -
avee (B} = i (Vo(B) +V(B]l R,
e s 5 " e o ® ® g
FaB)=41{0cos 8~ B%s5in 0-yisin) x + difysin 0+ 2w Beos §) vy

On frouve
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-3 # e w, P % = an
FfA)=[-410%sin 0+ 4! Boos8-21sin 8y?) x +[4l(:059§!€3%2155ﬂ9w]?

g . P wy P
+ 2187 i +218

e
En ramenant tout dans R, les deux résuliats de I, (A} sont bien les mémes et égales 4 :

ﬁzn;maﬁ};ué%uz "6 cos 6

Toa) = 21 sin 6441y 8 cos 0

{"x”",'ﬁﬁL“? 18 cos 0-21 8 sin 6

7 - Cinématique du solide.

Un solide 5 est formé d'ung
g’;wm&m plane wetim@;gzwhw
de centre O

AR e DO = L,

“%? = Wf% 52 5¥ o d'ung barre
rectifigne EF {longueur 2h)
de miligu O, lide rigidement 4
In plague de selle sorie gue
EE zoit perpendiculeire an
plan ABCD.

Un repive R(D, x, ¥ z) orthonormé divect est Iié au solide de fagen que
- ey , e o
Oz soit porié par EF et soit de méme sens ; en outre AD et AB somnt

—p -
respectivement parpliéles 34 O x et Oy of de méme sens.

Le solide ext ent contant en E avee fe plan Oyxyy, d'un repive orihonormé divect
o BoAOy x5, ¥y, 223 5 8§ est gitnd dans o végion Oy 20,

La position de § dans R; est définie par Tes coordonnées (X, ¥, Z) de O dans R et par les
angles d'Euler w, 6, @ associés aux repéres orikongrmés suivanis :
]
RO, 31,3, z,,}—w-"fai@(ﬁ by, 23— 2RO, 4, 1, ) 2 R0, %, ,2)
1% Trouver In wndxiﬁorz géomefnque de contact

2% Caleyler Q/S/RI) par ses composanies dans R, ef dans R,

df A8IR;)

3% Ca{culer P

/e par ses composantes dans By
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e
49 Calenler V{(O/R;), vitesse de O par rapport & Ry, puls calculer

V)(EKR o) & Paide de la formule fondamentale de I cindmarigue du solide (E
est un point de ' S) (on projeitera dans K,).

Donner les conditions de non glissement de § par vapport au plan Dyx:9;
en E. On considére le polnt géoméwrique I oceupé par E 4 Pinstant

- o
comparer V(I/R,) et V(EIR,).
5% On suppose E fixe dans Ry,

s s e
a) Ecrire V(OIR) en fonction de w , 8 ot 8, (On projettera dans Ry,

N_%
Caleuler I (OIR;} en fonction de w, 8 ¢f de leurs dévivées premidres ef secondes par
rappors au temps. (On projetiera dans Ry).

e —
b} On congidére un point matériel G gui se déplace Ie Jong de O, tel gue GG = a{t). x,
On appelle Ie mouvement de R par vappori 4 Ry, mouvementi d'entrainement ; o
mouvement de G par rappori 4 ¥, mouvement relatilf.
Coleuler la vitesse dlentrolwement, fa viiesse relative, Uoccélération relaeive ot

-

Pagedlération de Coriolis de { (repére de prajection B

V—.}} ' £y
i’§ Didterminer Fexpression de s }f g(gyfﬁw% 48l pugodtier Uaoosergiion
- o N NPTIVIE T %
dentralnement de & (rapéve de projection By, }
Fag, MP2, 1988
\ - e . . iy :
1%y La condition géomdéirigue de contact est waduite par la relation : OF L 2 =0 {1}

(% appartient au plan (0) x; w))
" e
or O = 00 + OF
ot O gst le centre de la plague ABCD de coordonndes ¢X, ¥, Z) dans R, {c'est-h-dire -
oy —— -3 - — b
00 =Xy + ¥y, +Zader OF =~h 2,
En remplacant dans (1), on obtient la condition i L=hoos 8 § )

Cestune Equation de liaison bolopome qui permet d'affirmer que le nombre de degré de
liberté de § (= nombre de parambires de position indépendant sntre eux) est égal 4 5.

2°) Le vecteur rotation instantande de § en mogvement dans R, est :

— — - 3 3 P
SUSIR,) = LURIR ) =LHRIRy) + CURIR,) + G(RYIR ) + BURIR,)

o
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Ed " v
7O = - - 8 Py &) e ﬁf'&@ w
: p
z‘ié v ¥ v «l ¥
ORJRL) = vz, Diryry) =85 Buriry =07

oy e .
A noter que LR R} = 0 car By est en mouvement de translation par rapport & &; 5 on a.
o

donc 53(’5%’3} - ¢ + y, g; @z )]
o
s bsin 8w

52’{ SR} = U&‘ szm{?w v*»’@at's;yz:m {;3; 2 {4y

(est Vexpression du veclewr L3S/, dans Ia base de Ry,

e P
Danire part z = o8 8 z; —5in g v

Tin remplagant dans (3), on obtient lexpression du vectewr rotation dans la base de .

e P e ® FY ol
LNSIR)) =8 u ~@sin€ v +{(y+@cos Oz 5

3°) A partir de la formule de dérivation composte, on peut écrire :

iy
dLSIR;) é!{? iR}
WW/RI WW& /Pt Q(F/R;}A Q(SfRI}

oft F est Yun quelcongue des trois repéres Ry, Ry ou B (dans e cas of F= R le produit
— - .

vectoriel LHFIR ) ~ S(SIR ;) estnul).

Pour répondre h Ja question posée, on prend F = Ry et on considére Yexpression (4) de

m.%
LHSIR;). On aalors:
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_..9
QS’/ By o B &R & a w % ”""’i)
W/& = (4 + ypsin ) ‘:f +{Ysin B+ phcos 6 o) w

+{E§+ z}casﬁ—t;/;?sin B)? &)

4°) La vitesse du point O par rapport & By est:

oy

- 3 T S -
Viory =492 1 <%5 v 75 hbsnes &)

D'autre part Ia formule de disuibution des vitesses pour les points d'un méme solide donne

w3 g e ey
V(EIR) = V(OIRy) + (H(SIR,} A OF ®

- e T S P T T b i
VIEIR ) =X x; % ¥ y; ~ bllsin® 2+ E;ff? B oFYEHRE W v (94 weosB) 2 a-h oz E

e P

9 g e

=Xx + ¥y

@ "’”‘:‘% L3 g
+REw - hwain By
e
Solt encore en projemant dans fa base {u, v, 2}

-3 4
Xy mOOS Y ¥ ~Sinyy
A -
V=S oosyy

i -3 e
w=mcos By +sinb sz

— 1% cos Wt ¥ sin Wi %}’s;?:z g
i VIER,) = )]

W,

> 1T ons X sin +h§?m‘9
(%, 5 o ¥ ¥ ¢

» % » '""";9 @ ¥ s ot & g
Cotte vitesse n'a pas de composante suivant % Car on 4 prs en considération le falt que £
reste sur le plan (O x; v,) par Vintermédiaire de Ja relation 7 = A c0s 8,

Les conditions de "non glissement” do § par rapport an plan P sont données par ;
% cos W ¥ sin [V Q{sin 8= 0
¥ cos l;!m;{é:in Y+ hcosB=0
o - e
elcecar: Ve(SiP)= V(Ec SIR;)~ V(E e PIR,;)
-3 —3
etcomme P = (Uy, x;, y;) est fixe dans B, on a; V{EePR)=0 doblerésulia

D'autre part § reste en contact avec P par Lintermédiaie du "méme point matériel” £. lien
résulte que la trajectoire de & est confondue avee la trajectoire du "point cotncidant” oy
géoméirique, ces dewx poinis ont par conséquent 1a méme vilesse,
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- wp
5% Un suppose gque E veste fixe dans B ; cecl se tradult par: V(E/R) = 0 ; soit
en utilisant (B}

a) V(OIR,) = T(SIRY # EO

—3 5 @ e d Y s ek e
VIOIR,) = ?8 B 4ysingd w {4 woeos 8 z:} Al oz

b @ —% o —P
V(OIR) =hiysin® u ~h 8w (10)

Dans ce cas Paccélération du point O par rapport 3 B, est

- 3
AV(OIR) dV(OIR)

,..-9
THOR )= =07 | g, =g,

— s
| Ry + CURyR,) AV (OIRy)

e oe s g R I = T T e s
32{{3[1’%3} = h{ysing+ v Geos) u-h 8w+ (8 u + wsind w + yros® ¢ Ja (b yaind

® "“9‘

Soit en délinitive
,;9 e P e ‘,} ..
F{{;/ﬁ;} = h L W?iﬁﬁ+ é?@gf{méﬁ zg 4 (%fj S0 o5l - B) w o~ (B 4 Yo sint z 1 (11)

b} On waite, dans cotle partie, un g;mi}%@*ma de décomposition du mouvement pour un point
marérie] on supposant que £ est le repdre absoly et £ lp replre relatif, La particnle
considérée est lo point & dont Ya position parrappott 3 7 st :

[N - e -
i’?,g{y = )y (2 + QG avec OO =aft) x =afti{cos @ u +3in g w)

L vitesse shsolue est done :

Py éﬁ f é(}E{} d{){"’
V{(’”{R” = jR; g :’{R; /R;

— >
v 800, 400
W T IR T a

et ce 3 partir de Ja formule de dérivation composée, 11 en résulte que:

/’R + Q{f?fpu.f\ JU’

b 3 — ¢ e

V(GIR)) = V{GIR) + V{OIR) + L{RIR) A OC
La vitesse 'endrainement st par conséguent égale b :

wd -3 - L

V,(Gh= VIOIR) + LHRIR) A O

e ® —# —3 g P « e
Soiten utilisant (D et (10): V(G =(hysinB u ~h b Wi+ (B u s ysinBw

» @ g 4 . —
+{Q+ yeosB) 2} At} {cosp u + sing w)j
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. h iy sin 0-asin (@ + Y cos 6)
VAG) = —h b+ acos (@ + weosB) {12}

iy i wede
{u, w, B}

a8 sin g-a i}fsm Beos @

Pour la vitesse relative de G on a direciement

s 3 d
VAG) = V(GIR) = =

df

En dérivant (13) dans le replre B, on obtient Facediération velative de G ¢
-y
7 Ge “'“;

g 4V
TAG) = W&”; jp=ax
Lincediération de Coriolis de G est quant 3 elle obtenue 5 partir de la relation
—p S 3 B T
To(G) =2 L3RIk AV, = HBu +wsnBw v {@+Yoos B z)aa x

Sobt

j;;}' LN’ L B R & L ¥ JE £ g
T Gi=2al-sing (priypcost) o v oosiigs yreosBiw

A,

4 (O singp - wsinBoosp) 2 ]

U

3

) B wiitisant {6), on o suivant labagefu, w, 2}

{KW&S @ % %WW
. | g+ ygsind L acos g
Mﬁ“ =V wsin b+ ¥ Bros B¢ B E g sin ¢
= jﬁii\{ﬂﬁf}w ¥ 4 ¢ A% ¢

oo @9 L e
L+ woosB-yBsind

L(’)

Soit Péquation (15) saivanie:

{»asiﬂg@{ ZS + ?;;{:oxﬁw 3@5.{116)

e
i‘ﬁigﬁﬁ! R, {a?} - | acoso (9 + Yoos8~ ybsing)
(@HD asing{ [ 1}/20&':29} et ‘;;'sinf} + i} Beoso— {H?)

On sait que Vaccélération dentrainement est donnée par Pexpression |

N
dL2(SIR;)
i é[

- -
T,(G) = F(Oly) +

— = {wa ww«»}}
fr, A 0G + B(SIR) A \LYSIR) 7 OG (16)

On peut vérifier aisément que celle-ci n'est pas Sgale b la dérivée do 1a vitesse
Fentramement. Ba injectant (11) et (15) dans {16) et en développant le double produit
veotoriel, on obient
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é hi;?sm%zhé\;;ms@w&simp(%igcﬁ}s@wm?fésin{})maﬁﬁsm’%c03(;}—3003(9{(5&\2&@58}2
i’i ey Mg BCOSD (‘Z}%iﬁcosa}wwirx(p{@%{@@casﬁ)z)mﬁ}zsmecns@ahg

o
1w, W, B}

Ieady

i mh(é%\zﬁsin'zé}+asin{pf§+ﬁfyi}ssin€)ﬂ;ﬁsiax@cm%}»&’acow{%@%m@
.

oy

B

\‘a\'k‘é ey » & » » » 2
8. Détermination des matrices d'inertie pour une plague
et un eylindre,

On considéve une plague (P) rectangalaire pesanie ol homogine ef un eylindre (C) ful
aussi pesant ¢f homogéne.

(b note pour o plague ©

¢+ o masse ;¢ ; 5ow épaisseny ; 2L : 5o longuénr 221 @ sq largeur et on désigne par {3y
son cendre #'insetie,

O note pour te eylingre -
39 : samasse ; B sonrayen ;2L D50 Bawuteur of on désigne par G, son centrg dinertie.
§

Fidterminer loy opératours coniraus @ineviie de la plague 21 du cylindre.
Fxtrait, Fég, MP2-PCE,

O rappelle gue 1a matrice centale Finertie dun solide § est celle dont les élfments sont
désermyinés par rapport b un repbre d'otigine & {contre dinertie de 5).

o . s N e e TP
1°) Pour Je cas de la plague F, on eonsidire To repdre By = (G x;, ¥ #1) défini par:

ey
#

ﬂ_‘} % »
xy = vecieur unitaire do

ia direciion de la

jonguenr de P, .

- N / B R

y; = vECleur unitaire de y . )

ia direction de I largeur '/ , /o
de P o/ — e B 5
W; Ee % - N

g = Wecieuy Umitaire /

perpendiculaive au plan

de P, - \/ sL

Thang ce cas, uh point M de coordonnées {(x, vy 2;) dans Ry estun point de F si et seulement

\ 2 £
s —~Lgx s+l ~lgsy sl S EUEL R

3 3 3
D'auire part les axes (G, %) 3 (Gyy ya) et (G, z;) sont des axes de symétrie matériclle,

E
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done principaux d'lnertie. La matrice cenfrale dinertie gt alors -

A 0 @
- JGLP) =0 B, 0 b d
) lo ¢ < {5, v, )

Avec Ai ff {’}’] + z,:)dm E} mwfff (X3 + Z’;)df?? [ C1 fj}d (xf + )‘i}ém
Mep MeP

dm = p dx, dy, dz; (en coordonnées cariésiennes),

-Jasge m . . .
et = Yolime = * 7L 3000 est Ia densité volumique de magss
On a alors ¢

+£ Pt +ald 4 e Ead pefs 3 1
Ay = 4Lls f Y5 dxy dy, dz, + j& { f 7 dx; dy, dz, !
L -t St A
Soift

B procédant de 12 mBme n wanides, on trogve -
2 ??
m £
;w {id /"" {gwiﬁ’?{“’m "
f
Qn Peut remarguer an passage que p{zw une plague d'Spaissenr néglizeable {e Onong:
Lr=A 4+ B, ce qui 68t conforms avee los résy! itats théc m{p:{:a mmr un solide plan,

oorfe
2°%) Powr le cylindse % on considre e le replre B, = = {{7,, xg, }{g, 2) avec (G, zz } confondn
avec Paxe duy cyimém

%17
Dans ce cas, nn point M de caerdmxme&:
cylindriques {7, g, z} est wm point de F o &t
senlement si ;
o ¥ 0SrsR; 0<9<2
2 SrER; 0x853m
P
52; . et ~LSr < 4l
T T
\”‘Mm«w/

D'autrs part, Paxe {Gz, % } est un axe de révolution, Cest donc un axe prinei al d'inertie et
b

tout plan qui el est perpendiculaire est un plan propre dinertie. La matrice centrale dlinertie
est par conséquent de la forme -
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A4 0 O

HGpC) = |0 Ay O s e

{13, ¥a. 22 )
g 0 O

Aves Ay= Jf f 03 + ) dm= j j( j (& + ) dn
MeC MeaC

Q:ﬁj (2 + %) dm = zf;xrﬁj Zam |
J§ Juer . L Mel ]

ot %y, ¥ £ 2 5001 les coordonnées cartésiennes de M e  dans Ry

(p=reos B yp=rsind | pw= z) et dm=prdr 48 dzy (en cylindrigues).

{densité volumique de masse)

On g oaloss

FEP o f M ML
TYoutre part § % g 32 é%@zﬁfﬁé vy 46 dzz wn w%”
) J 5{; S Bt o
. MR 2P ME ML
ce gui donne Ag = %i g%’“ + W%“E I.»;R e

]

9 . Biéments cinétiques d'un solide ; équilibrage dynamique.

: N - Y i <
Le repire B = (G, x, ¥, z) étanmt donné, on considére une barre AB,
homogéne, de masse m, de fongueur 24, é¢ mifien O, située dans le plen

—p = g :
(0, %,y ) et telle que (X, OA) = o, angle aigu el consiani,

1) Déterminer la matrice d'inertie HO, AB) dans R de ln barre. (On pourra poser

' -3
2°% On met lo barre en rotation. uniforme autour de (O, ¥) 4 la vitesse
angulabre o {consianiz).
-
a) Caleuier le mgmentfeinéfique en O de T barre oy of son énergle cindtique T.

by On veut éguilibrer dynamiguement e mouvement, e'est-t-dire ajouter un dispositif tel

....4)
gue le moment cinéiique total en O de Iy borre ef du dispasitif soit collndaire & y .
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Pour cela, on e 4 la barve AB une barve CD homogéne de ¢ gue fa bovre AB
de longuenr (4 priori inconnue) 21, de manidre que CD ef AR soient prihogonsles en lesur

ﬂm} ﬂ“} % - 2
millen commun O et sitmées dans (0, x, y). A Paide du 19, déterminer
la mairice dinertie en O de Pensemble (AR + D) puis srouver 1 da

maniére gque Péquilibrage dynamigue soit réalisé.

Exerclee propesé

P ep

Solt R = {0,x, y, z ) un vephre orthonormé direct donné et soit M an point de la tige AR,
On g done

¥

3 - -
OM = peose x + psing v

M B
i P
avee 0 S 5 un angle constani et ~a 5 p Sa. 2 3 o

Avec

jzx = jﬁg(ﬂ'j M{A"R‘X} A ﬁﬁ
g

b e v as
A= e est ia densité lindigue de masse

Io=1, xjmpzsin oot o hdp

&
Ly s j; {(F coste) Adp st Ly = Ig+ 1,
1 o
o i
En gardant g oen factenr
[ siife —sinocoso ©

e
F (U, AB) = ”{%”“ ~singeose  cosfer 01 oy Ly

{x, v, 1)
é 0 0 jj

2°) &) Le point O étant un point fixe du solide AR, on 2 alors le moment cinétigne :
-3 g
(0, ABIR) = J(O, AB) Q{ABIR)

b -
Aveg LABIR) = w vy {&r constants)
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siffg -sinocosoe O] 0
Soit encore F0.48%) = " | gnacosa cosa 0 || @
i« 0 f I 0
G(0, ABIR) = i”?i 0 CosaL(~sin % +COS QL Y) )

Remargues
3
4 A partir de Vexpression dec (0, AB/R), on peut vénifier que oo dernier est orthogonal &

r o 7 i
AR (il fait Pangle o + 5 avec x 3
. 2

S

& D'auire part, Vexpression de Fénergie clodtique est immédiate, elle st donnde par :

Y . ¢ S . . . mE .
T o= z DHABIR} . (0, ABIR) (var O est fize), on obtient @ T'= e costaL

it

ment remplacer les bomes des

hypothise, I vient alos sans sowvesux caleals.

costor  sinpucose ) h

J{0,CO) = 3 = | sinocosa site 0 | o - o
g 0 7
Comme en plus CO estidh AB on a:
BCDR) =
o o”(", CIR) = J(O,CD) (03 y} car € est aussi un poini fixe de CD.
Soit $(0, CDIR) = ""”“! L, o sinox (cose % + sinet y ) @

On en déduit que le moment cindtique de Yensemble (AB + CD) gst donné par: (et ce en
considérant (1) et (2))

9’(() {AB + CD)R) = zﬁj{l E_(ﬁ a3} sincccase x +(c:3 ms?owy Sura) y}

L'équitibrage dynamique consistant dans ce cas & falre de telle sorte que &

i e
& (D, (AB+CDYR) soit colindaire & ¥, on en déduit gue pour Of.:{xg:%, on doit avoir

fea,
Lkt
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10 - Etéments cinétiques d'un systéme de deux solides.
_ q

On éiudie, par rappoert au repére (O -;,, g 25 ; 3} fe mouwvement d'un
ensemble mécanique constitué de deny solides homogines @ une tige (1) de masse i, de
longueur 2§ et de diaméire d ef un disque (D), de masse M, de rayon R, de centre C ot
d'épaisseur ¢, gui peut glisser Iz long de la tige et tourner autoyr de celle-ci,

. -3 - oo
La tige (de centre B) reste pavaliéle qu plan (01 e, e)), son  extrémité

. - R S
A restans five sur ey OA = Rey.

Le disgue dont Paxe est confondu avee celui de la tige est Ipujours en contact avec Ie plan
3 ey -
(Oley, ez)emi: O = AC = MY ny
R . . . i . -
Llangle ywliy = (e, #3) déterming la rotation de Iy tige aniour de ¢y ¢t

b
&8 = {3, wy) In rotation du disque antour ds In fipe,

17 Déterminer tes dléments de véduetion dy forseur cinématiue dy lo fige an poing B, er
cepx du disgue oy point €, :

xprimer In matrive #inavile ;
. . . P s W
- de ln tge dans le vepére (Bin 1 gy Ba)
i —p o ed
- 44 disgue dans le repive Clug, w , uy)

3% Pour la suite, on néplige Pépaisseur du disgue et Is damitrs do ia fige (2= d = ),
déterminer » ‘

8- i¢ torsenr vindligue de ko tige en B ¥

b~ ¥z torseur clndtigue duy disgue en ©

o= Ie torseur cindtique de I'e ble en

4% Déterminer Vénergie tinétigue de In tige of celle du disgue, En déduire Fénergie
cindiigue wiale de Vensemble,

(D)
—p
PA, 1
. Nmal
' b MM
e L
W : S
. .
&
e e

e
(O e g, W, W) B4 aa disque

R

o p ep
(A F00 1 s = 5) BBE B Tow abon
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On rappeile gue la mafrice d'inertie d'un cylindre s°éerit /?j

- MRE MK S V.

4 7 0 0

MR? M
NG = 0 o 0 - ! y.
, :
0 e

7
L.
Ax = -
R

Bl Jodida, PLC2, Juin 1987

i

Solt By = (0, ¢, e;? fj) ie tephre fixe. Pour wus les mouvements cinématiguement
possibles du systime § par rapport A By, e nombre de degré de liberté est dgal h3

T faut en effel connative Iévolution du paramdire ¥ au cours ﬁm wmg,} pour avoir le

monvernent de fa %igﬁ g 1

et & pour positionner i
disgue pa porih la
-
il
2
- R
& ¥
&
. . LHTIR
1) Soient © fu’f) = {TiRo) le torseur cinématique de la tige donné par
8] l? (BIR,) sex Aiéments de réduction en B.
&
i
| Do
el Up) = ADIR) 12 torsent cindmatique du disque dormé par
e seg Sléments de réduction an O
{C1{Vicm,)

- ek
On appelie B, = (A, ug, ug, My = 6’3} le repbre 1ié & la tige et By = (C, wy, wa, w;) {:elm 1ié au
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disque, on a alors .

e e » =P & 3
L »{Q{lﬁfg) @ Q(R;/H(j} = Yay w YW
2 { = d AB
3 o 8, B e SOE
& VIBIRy) = m(OE MRy W /;go
— M%
car le vecteur OA  est constant,
- 5 3
b p - -
% SUDIRy) = SHRRp) = LHRUR;) + LHRR )

'M» L] m% & A"'}
Q{ﬂ/ﬁ@) £ @ifig + W iy

g o

,,_3; . 5 . e
VICIRG = Ay + Awiy

2°) Détermination des watrices d'inertle,
A partlr du texie, la tige T peut Blre assimildes & un cvlindee de masse m, de hautenr 24, de

3 e ek

d e n TP ) . - .
TAYOD 5 et daxe paralidle & ;. 52 mawics centrale d'incriie dans Io base C y, Hy, My) o850
alors donnée par

nd 2
% 0 g
2 2
JB.T) = 0 m %%%) 0
FEEY —p wa}
0 4 m {7z + 5y {1y, 1y, 43

et co en appliquant le rappel cité dans I'énoncé.
De la méme maniére, le disque D est en réalisé un cylindre (épaisseur non négligeable) de

m,}
masse M, de rayon R, do hauteur e et d'axe constamment porté par wy. Sa matrice ceninale

o e
d'inertic dans 1a base fw;, wy, wy) est:
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MR |
g[/ mﬁm 0 0 \
) ) ¥4
J(C. D) = 0 %{:&%%} by
2 e
{ g %{ (RQ + ’?’ {wy, Wy, W)

< o = . s 4 Eil el '»‘9. I3
femargue @ Le solide () éumt de révolution antour de Taxe (T, w) il en résulie que le

-3
plan (C,uy, w; J est un plan propre d'inertie et J(C, D) reste inchangée lorsqu'on fexprime

R s
dans 1a base (w; = My, g, H3).

3%} La condition £ = d = 0 entrafng des simplifications au nlveau des marrices d'inertie
JB, Thet JIC, 12} et on obiient suocessivement ©

) le torsenr cinétigue de la tige en B douné par:

- et
danltante chnétinue 1 Bep = m V(BI&Y)

Y
#

1,73 le mospent cinétigoe en B, ;; (B, TiRa} = JA(B, T3 FATIR)

B, TIRy) = ij v

Is) fe tovseur cindtique du disgue en O, donné par

i oy
5.1) sa résuliante cinbtlque : Hep =M V(TR

b e P
53(;9 o 21&; + M4 Wiy

4

g i
5.2} le moment cinétigue en £ 1 o(C, DiRg) =7 {C. D) SHDIRG)

g 2, -3 MRE e ¥
(€. DR = M=+ M i

£} I torseur cindtique de Vensemble (1) + (T)) en C, donné par

. -3 s 4
c.1)savésuithnte :  Reg= Rep + Rep

-3 -3 >
- RggmMi u; + (ml M AWy

e - -
.73 le moment cindtigue en £ ofC (T + DRy = a(C, TIRg) + o{C, DIRy)



282 MECANIQUE

o B e
Avec o{C, TiRy) = o(B,TIRy) + CB ARcy
g . 4 k o P
On trouve o (O, TiRy) = (ﬁ%ﬁ - M) Y iy
¢ qui donne
S(C,(T+ DiRy) = b+ {M’?‘ 4’”" mzx} e

4%} Les doubles de Ténergie cindtigue de la tige (7 et du disque (D) soni respectivement
donnés par :

. ) .
QE(TIR,) = m(V (BIRGP + O(TIRy) . J(B, T) LTI

s —p —
2E - (DIRg) = M (V{CIRGP + $3(DIRG) . J(C, D) HDIR)

wl
On E0ve | 2Ec(TiRy) = wm §;f2

eble () + (T st alars

Eo {7 + DRy = Ex(TIRg) + Ep (DiRp) |

7 e i y R P J 2 "
Ec (T +D)Ry) = M3+ (m22 + ME- {@gw Y e o« g
N

wd -~

Remargue : On pent calculer i“éswrg%& <*métiqx§e de la tige en ntilisant la formule

ﬂ}q”/&;} e !z{f;’l’@} J{A ¥} Q(ﬁﬁg}

car A est un polnt fixe de Is tige 7, Ceel nécessite alors la déermination de la matrice
d'inertie de Ia tige T au point 4, matrice qu'on obtient facilement en appliquant ke théordme
de Koenig relatif & Topératenr dinextie :

JA.T) = JB,T) + J(A, B [m}}

11 - Eléments cinétiques d'un solide de révolution.

Soit un systéme I solidaire constitué d'un cone de vévolution plein homogéne de
hauteur B, de somuet 1 et Fune demi-Sphére pleine of homogéne fixde 4 la base de ce
cdne de centre G et de rayon R. On choisit ln masse de systéme I de telle manidre que le

cenire dinertie de Penzemble X soit en G,
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4
o

. i 7
P e .

Soit By = (0, Xps Yo, Zo} un repeve

prihonormé direct avec z,; vertical

. ascendant par rapport auquel on diudie

e mouvement du solide %, Ue dernier”
Siant astreint & rester en contact ponctuel

wd
avec le plan mutériglisé (0, xp ¥4
pur le spmmetf I dn chne.

La position de X dons R, est déterminde

par les angles &'Evler habifuels v, 8, /

@ v par les coordonnées du cenire /
dlinertie G gu’on nole Xg, Yo lo /
w /S

miner, en e justifions, te nombre de degrd de Hbarté de 5

/

en profection dans o bose lde

o du oine & cells

L 3
de I demi-sphive est fgal & 5
47 Déserminer dong une base addguate In maivice centrale dineriie de 2.

59 Donner ZT{ZIR g {@m'nge cindiigne).
Extrait, Casablanca, PCL, Janvier 1987,

i°) Les deux pamm qui constituent Ie systeme considéré n'ont pas de mouvement propre
Pune par rapport & Tauwre ; T est done un solide ot le nombre de parambires nécessaires
pour définir sa position dans une configuration libre et Lomme on ie sait, gal & six (les
wrois angles d'Buler + los trols coordonndes d'un point e EE\Z, (sonvent priz confonde avec e
sentre dinertie). \

Dans 1a configuration de I'énoncé, £ est 16, H est astreint, an cours de son mouvement, &

rester en contact ponctuel avec le plan (O, x{;, Yo ) par le sommet [ du cdne. Cecl se faduit
par la relation : )

e

03'.20?:-‘

e e A
Ou SRCOTS (OG + GF ).z =0
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e -~ -3 - ey m%
avec G =gk + Yg Yo + g et G = -k
; i
On obtient tgmhz . zg = heos

Clest une éguation de Halson gui réduit le nombre de paramétres de position
indépendants entre eux, c'est-A-dire Je nombre de degré de liberté 3 5,

2°) Nous avons & partir de 1a formule fondameniale do la distribution des vitesses powr les
points d'un méme solide, .

3 i - e
Vil e Ziky) = V(GIRy + LHER A GI

—3 R 0 e

Aver VIGIRy) = xgx5 + g Yo ~ hBsing zy
-3 e e e
LN(ERY) =8 v way + ¢ 2 8t Gl o= - h oy

i
£

En ntilisant les différentes bases intermédiaires, on obtient :
3 . r—p LN b g
2(8Re) A GI = ~hysin®u + hOw
. . e ey p
Soit en projetant dans (x,, v, E7S B

wh(ﬁf sin® cosy + 8 cost shmyr)

- . iy w
EHTRg) A GI = o (8 cosé cosy - sind siny)
s
(59 35 %) 1. 8 sine

ce qui donne en définitive

-3 , . . . —
Vile IRy} = {x(; b {y 5in8 cosy + 8 cos sin w)} Xp

" e @ N —
+ {y,g + 1 (8 cos8 cosy -y sink Siﬂi}f}} Yo

3°y On suppose que le chne et la demi-sphire ont pour masse respective m; et my ef on
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cherche A déterminer le rapport %}L (indépendamment de R ot deo /) dans le cags of le cenwre
Y

dinertie de £ est Qﬁnfomia avee G, centre de la base commune du chne et de Ia demi-
sphére, ¢'est-A-dire lorsque :

ey d Eonpend
W GGy +my GGQ i ”5‘ (1)

o G, est le centre dinertie du cdne et G, celul de la domi-sphire.
1.2 techerche de ce rapport consiste done 3 déterminer #17, my, G et Gy dans Ie cas géndral
ot 4 feur knposer de vérifier la relation (1), On a alors:

m;mp§§jd~y.

a) pour fé chne @

5o = - B @ Avee en coordonndes cytindriques @
A 1
; y dy =y dr 48 de
%
y

™

Bt ay =

4 & ;
’ 2re
4
e 25
0 g done By kP T 12}
danee part poisque (G, 2) cst un axe de révolution du chine, on a dans {, %, ¥, 2) ¢
e =0 . L .
Egp = Vg = bt 25y = oy 7 g,
en procédant de la méme manidre que pour le caleul de sy , on trouve !
k poyd b
gy = - done GG; = -7 {33

b} pour la demi-sphive
A

o+

Avec en coordonndes sphériques

dv= 2 sin Bdrdfde

z

¥
o gr R ; 0&’952 et §spsin
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R N pal -
on a done #iy = Z’ﬂ‘pg ré (ir} Uﬂ sin dﬁJ
) 0
3 3
Soit my = W’I,g,ﬁm @)
{G. z) é1ant un axe de révolution pour la demi-sphidre, on a © Heg =Ygy = 0 el
7
2oy = ;;;; j j:{ z dmgy et ce dans e rapdre (G, x, v, ).
iR TP 4R
On trouve Zep = 3T O EncoR GG, = T (5
Le rapport des masses est mo ok (5)
lex S 5 est: v = OF :
{3 partir de {2) et (4))
iy v my 3R 7y
o T 7

4% Solent J(G, C) la mairice d'inertie du cdne ot VG, ) celle ge 1a demi-sphire, Lorsque

celles-ci sont exprimées relativerent 2 la

mésne base, ona

HG, 2

= J(G,C) + J(G,S) |

Comme {G, z) est un axe de révolution ausst blen pour  gue pour §, on a done

. P .nm.} -
relativeraent & Pune des deux bases (x

G, C) =

b e
cEioulu, w, 1k

A 0 0
R 7
00 Gaww
4 00
0 4 0 -
- (7.5, %
- 0 ¢ ¢~ (;3, )
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Avec £ M_j;ﬁ £+ ) dmy 3 A »«}‘j:j (£ + %) dimy m}iﬂx (v% + 23) dmy
Mel? Mel Mel

s : e per .
ot G = j j j (45 dmy 5 Ay zj jjf (# + ) dmy = /] (% + 8) dmy
Me§ Med Mad
En procédant de la réme manitre que dans (3.a), on trouve !
L3 #*
¢ 10

Me(

goit encore (A partir de la relatdon 24; = Cr+ 2 f jsj’ zf dm):
. . MeC

11 en réaulic

Cyomf e e ==
AZ s O S m?wﬁi
On a en définitive
m{ ;?} g Emn&umjﬁi. I} 1] mé
HG.5) = 0 5—%{\ éﬁ} m 0
IR ImR?
P AN LL
i & 0 +E
(2.7, 7)
ouli, W, 7)
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5% Caleut de 1'énergie cindtique :
En utilisani le théoreme de Koenig relatif 3 Iénergie cindtigue

- wp
¥, ' 1 - gy 4 T owm f r»»
4

{HiRp) = $HZIRG) . (G, T SHEIRY) + (my + 1y) i/g’{;/}{',;)%

On obtient dans notre cas particulier ©

- 2 . 2maREN 1, PR
2?}’2]129,)m[%%é(§w+ hg} + »@%mgg gt 4 Wsurgﬁj

3 R? ZirzzRZ

0 E L& + veosar] o omy 4 my X2 + Yo7 + 2 8 sinte |

12 - Equation du mouvement d'un systéme 2 un degré de liberté 3
partir de 'énergie mécanique.

2 ¥ re pl-conpre est M, £
£ dans un ;«i’;m verfiont vy ef comprend: ;
f)gm figes homogénes {dentiguey 94 o
Wé’ articulées en O ot O° de masse wm selies
glie U4 = U4 = ], Ny
« Une plague mwrg‘mgwmw ABARY, N, AN
aviivulée en A et A’ de masse M, & gﬁam@w A A
négligeable, telle gque AR = A”‘W = 2a

AA s BB = 25, ‘

Les lalsons en £, OF, A et &7 sont parfolies
&t le pavamétre du systbme est Pangle o

Dterminer ¢

B B
s e ear . A2
1% L'énergie cindtigue du sysigme,

2% Liénergie potendielie du systtme en g;?mmzi cosnne ovigine des poleniiels Paxs Oy,
39 L'énargic ivtale du svstbme,
4% L'éguation difféventiclle des pedis mouvements (ox peris),

59 Lu période des pedies esciliations.

Agadir, Juin 1987,
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Spit B = {0, x, ¥, z) un repre fixe supposé O o
galiléen (Paxe Ox définissant la verticale B y
descendante) et soit S o systéme matériel i
constitué des deux tiges (T, =04, T, = 04D @ y [
et de 1a plague rectangulaire (P = ABA'B", !
A A
B B

1%y On a par définition %

{ELSIR) = E(T/IR) + ESTJR) + ELPIR)|

7, et Ty sont deuy tiges identlgues qul restent dans le plan vertical x0Oy et tournent
respectivement autour des nxes fixes Oz ef 0%, il en résulie que

o ] g
47 g&’f; = T ”;?(?;f?g{} RVILEN f}? »g/»?{/f!fﬂ’,}
¥4

_._.__*’;; AAAAAA
- pA  OA e
Avcc‘:umw:;m - 8t v om oz AR
On obtient alors : ETUR) + ELTolR) = %‘w o,

Pour ce qui concesne la plague F celle-ci est animée d'un mouvement de transiation car
OO0 = AA el OA = O'A°. On aalors:

EJPIR) = é—» M E%Gm;}

e ~3 ; 3
Avec O = OA + AG = (leosg+a) x + {Isine+ b}y

o s R # e
Dong V(GIR)=~losino z +lacose y
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et EfPIR) = %= M P &2

to i

On obtient en définitive - EL(SIR) = ﬁ« m + é;M‘E 2oz

2%} En plus des forces de laison dont ia puissance est nutle (Haisons parfaites), e sysidme §
est sonmis aux forces de pesantear qui dérivent toujorrs dun potentiel, leur puissance totale

—3 -3 3 e
£8t: P=mg x (VIGR) + V(GR) + My % . VIGIR)
Soit encore | P ~ﬁ§;ﬁ = (M) g & sin o
ce qui donns {Ep=—(m+ M glcosa

7t

Remarque 1 On 2 pris en considération dans ce calen! le fait que Ep est nolle pour o = 5

3°) L'énergic totale dy systbme est :

o P . N
B0 (m o+ M) g oo

ian mouvemsnt par rapport 4 B est
égal & 1 (le paramitre o), on peut avoir Véquation différentielle du mouvement 2 partic ¢

5 . §2m 4 Iy, e ; )
= =0.0n aeneffet: V=5 P e (m+Mglsing=20

4% Lorsqu'il s'agit de petits mowvements, on peut confondre sin o aves o o Péguation
différenticlle précédente devient :

i [0 5] ot
o+ g2ﬁe+31’54,§ Ez_ a=0

Clest une équation différenticlle Lindaire du second ordre de fa forme o + 0o = 0 ave
o =E Hm + M)

i7 2m+ 3
5% La période des petites oscillations est par définition ;

. 2z - In- U2m + 3M)
@ 3otm + M)

kel ® E = » 2
13- Dynamique d'un solide de révolution :
Mouvement de Lagrange.

- sy , b
Un considére un solide (8) de vévolution autour d'un axe (0, k),
homogéne, pesant, de masse m.
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~;$
Soit G son cenire de masse et (01, j , k J un repére orthonormé 1 4 (S). On désigne
par A =B er U les valeurs pr'{)p;’eg d’e Popérateur d'inertie de (S) relaiif & O corvespondant

aux yecleurs propres E s j 5 5: (ce gont los ﬁ!émw;xs du tenseur principal dineriie),
Le point @ diani fixe, le solide (8) est mobile auioyr de € ef peut fourney gutour de Vaxe

{0, %),

, arIdrsd . . P AU
Soit (O, &y, jp, kg wn vepire ovthonesmé five tel que Fave (O, Ry soit dirigé suivens lo
verticale ascendante ef que

e -y
. T T —p e
u = o, #omEkg A B, yve koA o u
g n k1

-3 -3 3 3 - b
‘é"’*( iy m}? ﬁm—( k(’};k}; (‘DW“M{' i, 3}
ol y, O, psont les ﬁ?iﬁ'?é?i‘ d"Euler hablinels.

19 Calealer Io veetenr de eosasion ing mé 3 d .
£ piCHier fe veclenr de votation instaniend 2 du mouwvement de {5).

¢ moment glné ‘g B

pour celg, monirer sanz fuire de ealeul gue Ie tensenr pyincipal d'ineriie ext

e s el wnd

le mbmg dans les bases (g“, i, 5;} etfn, v, kL

{0, yg, jgg é&:e)) mais exprimd dons la bage g’ gﬁ; v i{ b

4% Le solide {5) étant soumis & gon poids 5’3’ e IR 5{;; i & I woction éﬁ, el polar O,
B

Colesler 1o momez@tﬁ;!g par m;;p@‘m & {7 des forces aglssant sur (8), On posera ¢ = | 00 1.

oy o » Y = Frs 3 x 2> — \ '-;
5% Appliguer Ie théoréme du moment cindtigue au polni O en prajectionsury , v et k.

&% Celenler o vitesse ot Vnccéldration de G. Denner lens gxpression dons la base
e

(n, n, k)
R

7% Appliguer e théoréme de ln résultanie cinéligne en projeciion sur u,

- e e > -
noef kg, o posera L =Xu + ¥ n + 2k
&%) On suppose gue ke mouvement en O est stationnaive. Déduirve des éguations oblenues
w @
en 5% que wer pdemenvent aussi constanis qu cours du femps, moyennant

‘ “ e
une relation gue 'on déterminera, Hant les veleurs initdnles Gy=nm, Y, G
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En déduire les valeurs de w, @, X, ¥, Z & Finstant { en supposant gu'd Vinsiant { = /R
ana;y = =g,
Nota @ Les questions 6% et 7% peuvent éire Iraitfes indépendamment des questions
précédenies.

Casablanca, PC2, Janvier 1987,

On s'iniéresse dang ce probidme i ce qu'on appelle mouvement de Lagrange, Cest-A-dire Ie
mouvement d'un solide de révolution autour d'un point fixe de son axe,

Comme la nature de § n'est pas précisée (sphére, demi-sphbre, cylindre, ¢bne, otc...), la
résolution proposée A un caractbre géndral et peut de ce fait constituer un complément de
cours,

. priinc i SN
5§ est en Haison sphérique en O par rapport & un badd B 1ié av repére By = (0, iy, fo. k), 1l
en résudie que e nombre de degré de liberté de $§ dans son mouvement par rapport i Ry est
dgal 2 3 (les paramdires de position de § se réduisant aux angles d'Buler habituels w, 8, ),
-3

R
Ry = {0y, jo. kg ) repiee fixe tel

e :g:{}‘ N
o iy A -1 e
o e H o= kA z;
i
—hep e
e b p e
¥ Wa{ip, u), B={ky k),
f* — =
2 / g={u, i}
-3

E)
1°) Le mouvement de § par rapport & & pent don se décomposer de Ia fagon guivanie ©

e = T 4 e e N e
Bo=(0, i, Jo Jop e 3B 0,0, 1 kg JormiBly (Ot v | K iR 0,0, ] K
...‘}

. e 3 e
On en déduit que SYSIRp) = CRIBg) =y hp+ O u 0 &k

. p ey
Soitencore dans labasefu, v, k)

—3 P T P e e -
L8R} =6 u + w sin 8 v + (0 + weos Bk

2 Par hypothise, la matrice dinertie de § ag point O exprimée dans Ia hase ( ??“}?) est
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{"A 0 0
JO, 5 =1 0 A 0O

00 cdTTE

donnée pag :

—4 -3 e —
Aver Awm i HOS i = § . JHO,8)
. e . o
Soit 7 = o i+ f j unvecieur wnitalve duplan (1, ) [+ P =11
e e -t e
Ona FHO.S) F ool + B HOS) (i B )

Or Popératenr d'inertie est linéairs | {l en résulte que

—p - —3 e - e ,
C 05T = 2T HOS L v P HO8) = (0 Pl A=A

ey e S 3
el ¢o oRr P08 o= JLOHO BN G =0

particniier |

Le plan perpendicuiaive i Paze de révolution st 41 plan propre d'inertie et la matrice

T R
i Elatabass(u, v, k),

- s
D'autre part le moment cinétigoe en O de Sest: {0, 8IRgh = HO, 5) £2{5iRy)

car O est un point 6 3 § fixe dans Ry , on obtient :

o o P [3 -3 @ 5 g
SO, 5B =Abu +AysinG v + Clpr yeos B 4

3°) En appliguant la lormule de dérivation d'un mbme vectenr par rapport & deux repbres
différents, on pent ferire

8 Fo. s =& (G0, sm RV E IRy A 90, SIR
(}f {6( & 0}}/}{0 A d[ 0( 35 0}}{2?' «?ﬁ ?)+ * ({331 V’, ) G) A 01 " {))
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A B
-
gfi%;ﬂ%}i/ = A {;;ffxinf} + 3 Beost)
i R wo e .8
o 7P ; Clp + y cosB— w8 sinb)
: gy
& W sin® A E Ay sin®
@ v | Yol e éﬂ‘?’ + Y cos6)
Solt encore
R rﬁ% G+ 4:?) spfsinﬂ + {C-A} a;fﬁ sin8cosh
0. s PSRRI R
ﬁﬂi%:?ﬁﬁ% | A Ysing—CB p+ yhoost (24-C)
Ry 7,7, Z’?‘}E Cleg + sz' cosf - %}i Bsin0)
L
4%y Un suppose

comme on 16 sall, par 1o falt que le moment gﬂ@{& S pac tapport 3 (

est nul. Lo solide dtant soumis on plus 3 son poids £ = g i’g,f} on 2 le moment (M, par
rapport & O des forces agissant sur £5) gui est égal 4

PO - i
% = 0,.% )+ (}‘G AP owg !;: gy

Y 3
My = magsing u

5% Le thégréme du moment smzémguﬁ appliqué au polnt O nous permet d'éorire

B0, 5k = Hy

or (O it va point fixe dans By, on 2 :

U
d o(0, SRy}

3
S{0, BiRy) = i &
. 0

N 4 » _Hi —-} W") . *
on obtient alors, en projetant sur ¢, v e b les wols équations

A8+ Cpusing+ (C—A)VR 5indcosB =m g a sind )

AYsind-C Do+ whcosB(2A-C)=0 2

C(P + W cosB—  Bsind) = 0 &
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%) § étant de révolution, son centre d'inertie G est sur F'axe done | 0(‘ =gk,

e SO ak — -3 o - 0 P
Vi{GIR,) {iT =g SHRYR) A K =a (8 u+yknk
dt /g,
i ' - ° =P w P
Soit V(GIRy) maysinB g —al v

e .
Dans labase {1, 1, kp), on oblient:

s . —3 - -3
VIGIRe =aywsing u ~a 0 cosB n —~a 0 sinlky

Le vecteur accélération de G est d'autze parl donné par
- q4 -
V(GIR) = [V {GIR) IRy

=P - »e
v{{3ilp} = a

! 0{ U sing + 2
z Ty
|

i

L ary? sinB- B cosB + & sing)
¥

zgf 8 cos &

Ny\,
Sojt encore y(GIRy) =

2w L}?; —af D ginf + B oot

%) Le théoreme de In résuliante dynamigue séorit
w3 wp ek
w '}’f{;!R{)) = 1 8 kg + L
s -3 o — ) L )
ouf = Xu + ¥n + Zk, osilarésuliante du torseur des actions de liaison en 01

. e .
Fn projetant sur # , » 84 &y, on obtient

ma(ysing+2 1y Bos6) =X 4
moa (w?sinf~ 6cos0 + 62 s5in) = ¥ (5)
—ma{Bsing + 92 c058) = 7 - mg {6

) On suppose que le mouvement en § est stationnaire, {c'est--dire que le parambize
@ reste constant au cours du temps) dans ce cas, I'équation (2) nous permet d'alfirmer que

resie aussi constant {(égal 4 Q'}(;} de mbme que zo (gl A g;g} et ce & partir de 'éguation (3).
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ng ¢t gy sont donc des constantes qui doivent vérifier pour toute valeuwr de 8= 8, # anla
relation déduite de Péquation (1),

o~ %D s o s P P
C 0y, sin8y + (C~ A} yiy $indy cosby = m g a 5inb,

qu'on appelle encore relation de stationnarité,
On a done wgi}gwwg Bl gl gy

Sienplusonabe=0 ; w= =0, onen déduit que ‘!gm;}/gi et qm?p@t.

Diautre part les équations (4), (5) et (6) nous donnent dans ce cas les composantes X, ¥ et Z
de la réaction ; en offet on ' direciement

X =0

oy
Y s m o whsing
L =

500t By () xg g za) wm vepére galiléen, (Oz,)

g = ;2’2::; Yacedlération de la peseniour.

Une tige (1) reciiligne, de seciion ¢f de masse ndgligenbies, tourne dans le plan (0, %, Vo
autour de Paxe (Ogg) (O étant un point commun & Ry et & (T)) avee une vitesse angulnire
consignie . On note By, 1y, ¥1, 25} e repére orthenovemé direct 14 & la fige, Paxe

i
{(Oxy) étant porié per (V) ef on pose (xg, X;) » @F.

- Un disque (D) {piein, homogéne, masse M, centre G, rayon R) glisse et tourne par rapport
A (T) de fagon que G veste sur (T} et gue le maonvement de votation de (1) autonr de G
soif le plus général. Soit Ro(G, x, y, 1) le repére orthonormé divect 1ié au disque, (G
dtant Vaxe de vévolution du disque, On repére Ia position du disque (D) dons le repire By

e - .
par:  OG = p . x; of par les frols angles d'Euler habituels :

L4 , é P
1"5? """""""""" ? ‘Ri{{':*'; U, ¥y 2gh i ﬁz(& Uy ¥, g} i By
1« 1% Qusl est e nombre de degré de THiberté de (D) par rapport 4 By ?

2% Détgrmingr In vitesse de & en mouyement par rapport 4 By,

3% Donner le vectour mm;imeé‘) (DIR )

4% Déterminer par leurs composantes dans la base (“; 5 w;*}, ?) lide s Ry :
G (DIRY @ JG, D).

- e
55 Déwrminer ¢ (G, DIRg) pav ses projections sur ln base (u, v, 7 ).
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w3 e
&% Détermingr 8 (G, DIRy). Donner ses projections surles axes u, z of zp.
7% Déterminer I'énergle cindtigue 2T(DIRy).

1F - On admet gue I Holson en € ost parfaite ¢t gue Ips actions de Haison de In tige sur le
disgue sonf représentables pav un forseur [ fz;} tel que

B -
- la résultante géndrale B, est perpendiculaire d
- de moment en 4z ¢3f nul,
Enr plus des actions de pesantenr ef de Haison, e disgue est soumis aux actlons d'un
sysiéme élastigue (ressort de masse négligeable tendn enive les points O o G) représenté
par un torseur { ‘E;] fel gue >

M..} mmmmm ».9
« la vésulinnte géndrale Ry =~ K M OG (K> wh)

« b moment en G esf nul

a) A partiv dg théeréme de Péunergie cindiique appliqgué nw systdme
(T D), dédduive une intdprale premidrs du moeuvement,

#y
Casablanca, MP2, PC2, Juin 1987

1ére partle : cinématicue of cindtique

1°y Pour dudier le mouvement du disgue (D) par rapport & Ry, # suffit de le faire par
rapport 3 Ry et ce, car le mouvement de la tige par rapport & Ry sst connu (@ donnée) ; on en
déduit que les nombees de degré de libenté de (D) par rapport & Ry et & Ry sont identiques
tous les deux égaux A quatre, 11 8'agit d'une Fagon plus explicite des paraméires

® ¢ qui permet de positonner G sur la tige,
% v, 8, p angles d'Euler habituels qui permetient, dans le cas d'une rofation quelcongue
sutour de G, de passer du ropire Ry au repre K.

Sy -3
29 0na 00 =p % donc:
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= d0G - gy
V({;XKQ} mwaﬁmi{ﬁg wpx b p At ./R()

-
dx w» 3
ot or ==k I, = SHRe/Ro) A x;
- dt /Ry
@ © Yo ,
3 i
avee SRRy = w2,
drr e e
@t it L = 00 2 A o g
Soit & IR, Wiy AXy = DYy
—3 - 3
) ';: eLWZL-» mz{;xw; = 1) %)
1

g o b —p
V(GIEy) = pay oWy

D par rapport & la g

5

Avec:

= U s I o o
KRR =y gy LHRIR ) = 8 y LRIR) = ¢ 7
-
s >
T Y
-y P e e }
!4;@ /% oW @ ;g
B
v\ P
\ g 3 '3 -3
“{; f{f“ 1 y A
o e T N S
On en déduit que ; SHDIRy) = w2y + B 1 4 ¢ 2

2 2 % . e s
4% On sait que LHDIRy) = LUDIR) + £2(RyIRy) et & partir de ce qui a &6 Stabli, on

e ® smrh & 5 P
chtient ; £2(DIRs) = (o mizg + 0y + @z
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A 3
ef comme 25 8ind v+ cos8 z
— o » 3 . . —
Onac LDIRy) = B u % (w4 w)sind v + [ + (W + o) cosf] 2

TY'autes part, la matrice d'inertic du disque D en (7 est donnée par

A0 0N
J{rz};iﬁfagi
QGC/}

7?3
et ce relativement & lane des deux bases ( x, ¥, 7 ?{m {1 i, '7", r ) car le solide considérd

WLfi@ sévolation d'axe {f E

. N = . .
Sion considére labase { 4, v . } (chose qui permet doxplolter directement les résultais de
la dernidre question), on g

e cecl pour tout M de D de coordonnées {}: v, z} Gang Ie rephre (G, 4 PoEas)

or M e D impligue gue p=( et 4y avee (€7 2 R,

Donc st on considére les coordonndes polaires, on obtient :

o # dm ¢ avecdm=odSs o2 nrdr
MeD
{er densité surfacigne de masse),

o2
£3

O] ?g@fﬂ{}mﬁ@?
) ;

et puisque m = o 7 K%, on obtient :

_ mR L mR
C«;g el =T =y

5%y Le moment cinétigue en G du disque D dans son mouvement par rapport & Ry est
donné par 1a relation :

b -y
(G, DIRp) = JG, D) $2{DIR)
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Soit encore

- g -3 s 3 ¢ e -3
O(G,DIRp) = AB u + A(y+ @ sind v + C{o+ {(w+ o) cosf) 2

§°) Le moment dynamique en & a powr expression :

-3 4 .~
O{G, DIRy) = G [ o(G, DIRg) YR

En utilisant la formule de dérivation composée, on pent Sorire :

-3 4 - - -
3(C.DIRy) = 3; [(C, DIRGIYRy + CRylRo) A (G, DIRy)

. 3 e .
Ry est le repire dont la base { 1, v, z ) est celle dans laquelle a 416 explicité le moment
cinétiue, on obtient alors 1
o s 4 . b N ” 5
G{G, DR} =4 B n + A i o+ whainfl v + C gﬁ» [ + (v + o) cosll] 2

g P s R " P -
B w0 gla{A0 p v Alw -+ mhsing v 2 Cle + (§+ w0} cos8) 2 1

S0 DR v = A8 - Aly v oF siafloos + CHp 4 ) cos8 + @) Hw + m) sind {4

by Projection sur 75

- gl ET) 5 y
S{G, DiRg). 29 = A [y 5inf 8 + (y + @)F sin2 8} +
T :‘5 + ?};00.@'6} cost—{ 3}} + {;J}?;’ 826 ~ ;??;3 sind] {2y

¢} Projection sur z

- — d s -
S{G,DiRy). 2 = CEE [ +{w+ wcosB] e

7% L'énergle cluétlque dn disque D dans zon mouvement par rapport & Ry est donmée par
Ia relation

i o= ) R

T(DIR) = 5 LYDiRy) . G, D) SHDIR) + 5 M VIGIRP

Soit encore ;

2T(DIRy) = A B + A(Yr + @F sin®f + C(p+ (¥ + 0) cosB2 + M(D? + P a?)

28me partie : Etude dynamigue

L& disque D est soumis aux actions mécanigues sulvanies
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4 La pesanteur représentde par Je torseur :

{':E\ - -3
=P g E
[P]= j] o i 0
1G] L(j%(;( =
& Lo Halson tige-disque représentée par fe torsour
i 4 R ¥ Z
= +
= %ﬁ a y, 20 {par hypothise)
G ji 1o T = ﬁ
¥ ot 7 étant des inconnues de Haison
& Lreffet du systdme Slastique représenié par ke torseur
7 j KM é"i; —okMpx

o TPext sst 1a puissance développée par fos actions du miliew extérienr sur £ ot Fint celle

des actions intérieures & L

ians le cas présent, les actions de Pextérienr se rédulsent 3 Teffet de la posantenr alors que
Paction de linigon ot celle du sysibme élastique sont des forces d'inter-effons, on obtient par
congéauent ; '

Pext = [Pl (“BLDIR Yoy
ot Pint = { [Ty + (T } - (BDIRD
ot [BR ] est le torseur cindmatiqus du disque D dans zon mouvemeni par rappott & Ky
ot [FDIRP] le torsenr cinfmatique du disgue D par rapport au repbre 16 & fatige (Ry).

N
On a alors ¢ Pexi=myg 79 . V{GIEp)
. T T
Pt (KM px, + ¥y, +Z2p). VIGIRy)
- o = '

Aver V(GIRy) = px;

K
Soit Ping = XM;?,( =-9 ém%{«gi}

O retrouve ainsi Ténergie potenticlle d'un ressort de type compression-difatation qui est:
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Ep=K Mf";% + consiante

" On gst done en mesure d'écrire Vintégrale premidre de Péncrgie cinétique T+ Ep = cig,
celle-ci est donnée par

Afdra ¢ v+ olsin?0] + Clo+¢ z;/ + WeosBi+ Mip? + ot} KM %2, = constanie  {4)

b} 5i on considére que le systbme éiudid est réduis au disque seul toutes les actions cirdes
plus haut sont extérieures et on g par conséquent ;

% Le théortme de 1a résultants dynamigue
e -1 Y -
M op{GIRy) = ~KMpx, + ¥y, + (g + L)z

qui donne par projection sur les axes Oy, Oy, et Ozp les rols dquations suivantes ©

M{:; ~ ) =K M p )
2 M;j gyes Y (63

moyennant Iy

ple) = Cy cosfil) + Oy sing L)

Avec (¥ = K 0¥ et €, 81 ) des constanies,

O & '& #
S1on suppose ea plus que pour £= 10, on 2 S pg e £ o=y
&
On en déduit 1a valewr des constantes « Crmpg &t O = ?&w
K-

En définitive : 1'évolution de & sur Paxe Gy est telle que ;

L]

a= COSMW £+ “""’"‘i‘)fmﬂ;‘:‘ sinNEK - af ¢
w5 YK -

Les équations (8) et {7) permettent quant & elles de déterminer fes inconnues de liaison Yet

Ly
% Le théoréme du moment dym‘micga&e:‘)‘)(i}, DiRg) = G qui permet d'affirmer gue les
Equations (1}, () et (3) sont toutes fgales A zéro.

L'équation (2) = 0 permet de dégager Fintégrale premidre »

- R4
o, ngg,} L ip =y
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o1y BTCOTS Al {;; + @) 5in?8 + C cosB{ 59 + (;}I + w) cosB) = Ly {3y

g o o
~# g -3 - —
?{’G, DiRg) . 25 = &ﬁmﬁﬁi . Zg § ‘§: g/(}‘{ﬁ, Dify) Zﬁ} =

s iRy

-
car zp st fixe dans Ky

de méme que 'équation (3) = 0 p{:n‘ﬁm de éégageg Vintégrale premidre @

TG DIRy . 7 = Ca

Ol BRCOE O eg) + (‘{Ef 4w} cos8) = Oy %
wp

ot ce car ZiGomy. 7 = & E;ﬁff DR ;“;% S0G. DRy S w0

el oo cars (G, DI, 2 = a 5, oz - TG, D). dg ff%w

stiom axe Gz, ona o0, DRy .

Om g en définitive 6 équations (dont 3 iniégrales premibres) pour © ingomnues (e
paramatres de position g, w, 6, ¢ et les deux inconnues de liaison ¥ et 2, on est de
mesnre de tésoudre le problbme, ¥’

15 . Mouvement d'un cerceau en contaet avec un plan fixe.

Tous les repéres envisagds sout srthonormds directs, 8oit § un corcean homogéne, de
seclion négligeabls, dfz masse , de semm G, et de rayon a. On se pr apvssz d'étudier e

mouvement de § par rappore au pepére fixe goliléen R ={0, ,r, j . ic ), Vaxe
A0, }c} définissant la verticale ascendante.

- s eA y U .

On appelle RdG, g, js, kg le replre lid 4 5, A ef ( zoni ses moments

—
principanx d'lnertie en G {C : momont dinertie par rappori & (G, kg axe de
révelution de 5}, ’ ’
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s
On mﬁ}}we dang tout le probléme
gue § reste en contact avee Ip plan

=l

e d . :
(0, i, j)oupointi
S est repéré par les trois angles

d'Eunler habiiuels w, 8 ¢ ¢ ef
{x, ¥, z} coordonndes de G dans R,

L& rdaction du plan sur le cercenn en
T est un glisseur dont le support passe

- -
par I et de vecteur B =R &
{(pas de frotiemens),

Par un gystéme non précisé, § est soumis

- 'y _'W;b
G un glisseur dont le support passe par G ef de vecteny F o=

ta bose {m, w, k).

20 ETUDE CINETIOUE

g} Dérerminer Vopérateuy &inertle du  systéme sn 4

e
(n, w, ki

.
#) Exprimer dang cette méme boze o (G, 5/8).
19 ETUDE DYNAMIOUER

P

5
~f Dx {K=0).

Dn désire faire une $iude dyngmigue du systéme powr frouver les éguations du

mouvement du solide.

a) En appliguant Je théordme de Ia résuliante dynamigue dans R, donuer briévement lo

nature de In trajectoive de In projection de G sur le plan hovizonial,

B} Eerive le fhéordme du moment cinétigue en G, Trouver deny inidgrales premidres du

—d ed B
mouvement en projetant sur & et ky. (On prendra A ep jt comme congtunies).
&) Pour déterminer une froisidme intégrale premidre de mouvement, on fera appel 5y

théoréme de I'énergle cinétigue.
¢.§) Indiquer les forces gui sravaillent (aver Justification}.
£.2) Détermingr I'énevgie mécanigue du systéme par vappori i R,

¢.3) En déduire une froisidme intdgrale premitre de mouvement ¢f montrer gu'elle se

rumdne & une équation de type 8 2= J(6, 1),

Meknég, Janvier 1987

3
1°) La position du solide § par rapport aurepdre 8 = (0, {, |,

td
& ) est déterminde b partin:
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& dos coordonnées (x, 3, 2) de G.

& des angles d'Buler habituels (y, 6, ¢,

P ; R g
La précession w permet de suivee le vectewr OF dans le plan (0, &, j) et la nutadon @
S
donne Finclinaison du plan (G, , w ) contenant § par sapport au plan horizontal, Tangle ¢

; . . e
siant 1a rotation propre du cercean autour de Taxe de révolution (G, kg). Il en résulte que :

2) le vecteur rolation instantands est done

o I e
QSR =wk +8n + gk

. . e p
Soit encore suivant labase (n, w, kgJ

-3 0 = e -3 e e 3
LUSIR) = 8 n & wsin@ w + (94 W cosB) kg

B Drastre part, fe contact en J est obligatolrement waduit par une condition sur fos
rd i 3

N . s o
wsitdon {x, 7, 2, est déduite de et . OF . £ =0 (2

1.5 condition de contact (57 s'éeri done ;

est une condition qui permet de 6duire le nowbre de paramdiees de position indépendants
entre cux {nombre de degeé de liberté) & 5,

b
¢) Le vecteur vitesse de glissement du cerceau 5 par rapport au plan P{O, i, j)
supposé matdrialisé, est donné par

Mé 4\.% s 0n
V(siP) =Vl & SIR} car R est i a P

En appii;iuam ta formule de distribution des vitesses pour les points dun méme solide, on
obtient :

- - — ey

Ve SiRy= ViGeSIR) + LYSIR) A G

Notons au passage que le centre d'inertie d'un solide est toujours 1ié & ce dernier méme g1
ne lui appartient pas maéricllement (cas du cerceay),

. . -3 R I 5 -
Dantre part, le b) permet davolr: V(G e SRj=x i +y J +a Geost k

donc :
o e
V{IﬁS{ﬁ’}m i o+ yj %—a@msg k +[Qn w;fsm@ w #({;H t,zfcos@) kg;/\ - {1 w
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On a en définitive suivant 1a base ( .4

-3
e SR} =
(7,7, E)

.,.w;)
Remargue :V{l ¢ S/R) n'a pas de composante suivant la normale an plan tangent
commun en /2 § ot & P (qui est confondu dans ce cas avec Je plan P). Ceci constitue une
vérification de Iune des propriéids fondamentales de 1a vitesse de glissement,

29 ETUDE CINETIQUE
#) A partir de Pénoncé, on a

Pal fes d

e par rapport 2 (07, ko) oL A © moment

véwplution autour de Vaxe kg avee O : moment dinert

dinerde par rapport & tout axe perpendiculaire 3 z?s pris au point G (of cous).

Un caleul plus explicite donne pour le cercean

72
% yn’?
Cwmme® e A= ”’“,/‘:?‘“

) e
by Danslabase {n, w, k), ona:

9 1
mE 4 %r o
% {sfsinﬂ

—p
(G, SIR) = G, S) sy =| , md

0 & md i“‘;“‘”;é"wwmg

o 5 o # % e
01 ERCOIE O’(G 5) = gz,zgj [8n «ysinBw +2(p+ ycos8) ks ]

IMETUDE DYNAMIQUE
Le torseur des forces extérieures en & est, par hypothdse, donné par
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- -3 - -
Rp=F + B+ F w-Kxi ~Kyj +(R-mg~Kasint) k

& B e B e i e 3 —p -3
M= GG AP + GG AF + G AR =-aw ARE =-aReos8 n
L

- Le torseur dynamigue en & esl, guant & lui, égal &

e
- — PO e . s -
Ry=m F(GIR) = m 4 Vé(!‘}’fli' Jp=mxi +my J 4 maf Beos® - Fsinb) k

T
ag,/‘f»—- -
do(G, SIR)

2 e
S0, SIR) = 3 In

L

_— . o R B e
Remargue : 1 n'est pas néeessaire dang ce probléme de caleuler 8 (G, SIR) pour des
raisous qui vont apparaitre dans les questions 3.b) e 3.0). 1 suffie d'utitiser, lorsgu'on a

. . .\ , 3 VAN}
a) En appliguant lz théordme de Iz véspliante dynamique dans £ Ry = Ky, on
ohtient los trois Squations scalabres sulvanies

, e s .
saivant § [ mx == - Kx (%
N e e
suivant j / my =Ky A
- ue . .
sutvant &/ wma{ 9 cosG— B2 sinl) = B - myg — Ka sing B

. fo . - e
Suit H la projoction orthogonale du point G suy le plan PG, 1, j), on a alors ¢
v e e
OH =xi +yf
A partly des éguations (1) et (2), ona x =0 sin(ot + of ety =C, sinfw 1 + f) avec w? xiﬁ*;
i
et Oy, g, o et B des constantes dintégration délermindes i partir des conditions initiales.

. . e
Par exemple, si ces dernitres sont telles que PB=as 50

~ 3 32 3 2
[ (C;} +{C,2 = ]
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La majectoire de H est donc une ellipse.
Remargue : Pour toutes les valeurs de €, Cs, et § le mouvement de H vérilie ta loi des

) e -3
aires de cenire O car O estparalidle & ¥ (H).

b) Le théor2me du moment cindtigue en & est waduit par la refation vertorielle

i
doG SR o
R

- o
e moment résultant étant porté par # ; sa projection est done nulle sur fowt axe

-y
perpendiculaire A ce dernier ; ¢'est en particulior le cas des profections sulvant ket kg, On
en déduit que :

,.._?‘;
do(G, SIR) 7
dr i® -

B.1) =0

O SNEGrS

grale promibre

-3
H

i
o(li, SIR) . &

1 CROOre fi;ai 9} 5int@ + 2oash {'éfa + ;;M;{J.‘;w} = ) {4}
do(G.SIR) -

b2y M,Né?‘;.«m ;{R’ . ’;(S = 0
A(OG.8R). kel i

Ol BACOTE j'gﬁ LAsd o{G, SR} . %:js«mmﬂ

v 4 Py . o ¥ P g rpe .
Lesclide § étant de révolution d'axe (6, kg), on pent vérifier aisément que

o
—~ dks
N =
o{G, SR} . ar /R»w(}.

Tt existe alors une deuxibme intdgrale premidee de mouvement donnée par

—p e
ol{G,8IR) ks =

Ol BICOTE | e | 2}; + i};coxe) = i V )]

-3
&y ¢.1) Seule 1n réaction B ne raveilie pas (e contact en ] ayant Heu sans Frottement),
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o

Pour les autres forces, on a successivernent |

b
& Pour le poids P

e oy e
PPy =—mgk V(GIR)

sF

M..}
HP)e=-—mga 8058 =~ (mgz,z sind}

-3 ey
& Poyrlaforee F =K 06

i
e g G

i?’(f";mwﬁ oG vmﬁe;%gm; IR

e - Ed biy
PF)= -5 £ (00

s
On en dédnit que les forces P ot f? dérivent respectivement des polentiels

.23 Oy it U
ot Fr est Pénergle cindique et Bp Ténergie polentielle.

i

1 dnergie cindtique de § en mouvement gm rapport & B est:
o g oy Faro I
EofSIR) = *:; Q(&!}?},f{ﬁ,é} SHEIR) + 5 ViGR

Soit:

Ec(SIR) w%{agmﬁ? (02 + yisinl) + ma’(afp + %;frmf?)?g o e gﬂ + 37 + a? Heosto %

L'¢nergie potentielle est dans ce cas 8gale &:

Ep = Epy + Epy = mga 5ind + % (2 + ¥+ g? 5 6)

.3} Ba appliquant e théoréme de Pénergle cinétigue, on obifent !
7 - - i
%f» = PF)+ PP+ AR)
Soit {en utilisant les résuliats de (3010}
g dp dBp 4B

de di de df

On a sinst la troisitme intégrale premidre du mouvement suivante @ Ec + Ep = il
{f constanie) oOn encOTe !
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[ v sin? i
pt | £ " Y& sin?f " o .
= é{zw + cos%)} 8% e el A Wﬂl‘w@)‘: ©®
moe, . K oo 2. 4 .5
+ ";‘2"“{'%2 + ¥} + mgasin + 7 (x + ¥ e P s = B

Remargue jmporianie

On vient done de dégager un systbme différentie] de 6 équations (dont trols intégrales
premitres) pour un probléme & 6 inconnues © les cing paraméires de position x, v, ¥, ¢, fet
inconnue de Haison R, L'existence des iniégrales premidres {4), (5) ot {6} permet de

ramener ¢e systeme différentiel & une seule Squation du type ; & = Ao, 1)
It suffit pour ce faire de remplacer dans (6):

% x, 3, x ety par leur expression en fonction du temps,
& #
& @+ yeosl par sa valewr réduite de (5)

&
@ ypar son expression obtense & panir de (4) aprbe avoir remplacé daus cetie équation

o » o .
{9+ yoos8 par sa valeur,

Ligspace est wpporé & un tidde onhomommé drec RO, x 9, 2z} & bwe
U S —"

;o o } r s - a vy 3 5 5
(i, F, k), 1d &t da terve ot supposé geliléen ; ja divection de O o5t vertivale mseendmite.

Une plogue rectangulaire homogéne ABCD, de masse m, de dimensions AR = Ja,
BC = 26, est mobile de maniéve que e £6ié CB glisse sans Srottement Je long de Oy, la
plague pouvant tonrner également suns frottement autonr de Oy (volr figrre ol-dessous).

Z




PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 311

0, éant lv milien de CB, en définii wn tridgdre orthonormé direct
i wd b
RAGy, %1, ¥, 2 de base (iy, iy kg 6 & la plague tel que i1 est colindaive &

B
i, iy daus le plen de ln plague el 24 perpendicuiaire & ce plan.
La position de In plagne est définie par la donnée des deux poraméires:
e -3 -3 3
}’50@} el f)m(i}ig)%“(kykg).
* La plague g3t soumise 4 son poids o & des forces extérieures donndes dont Ig résultante et
ie moment ol respectivement pour expression ;
= i = Img 7
Pm~~§*§*&w€$ i wé%gy;

—

ey e it
MAF) = ~ i*lfﬁ ysing 1 + Imgasing j

19 Pour fowt moyvement ol atiquement ibie de lo plogue par ragport & R,
calouler :

o

slague gon

5 epmpoeanizs dons X

- de b résultonte cindtigue,

- de I vésultante dynomique,

~ du moment clndiigue en Oy,

- du moment dynamigus en £y

79 @) Bjffectuer un bilan déinlllé des forces extérignres aglssant sur Ia plagee.

By Calonler les moments de foutes co3 Jorces au poing O
4% En appliquant les théordmes généraux, éevire denx équations différenticlles, Vune

relative gu paraméire y, U'anire au paramétre 8, gui permetiralent de déterminer i
mouvement de la plague connaizsant les condifions initiales.

4% Intégrer les équations déterminées en 3%, de facon 4 obtenir In solntion de Pun des
paramétres du mouvement el une impdgrale premitre de Uautre.

Agadir, PC2, Janvier 1987,

e dr i
19) Soit B = (0, 1, j, k)un reptre fixe supposé galitéen avec (0, &) définissant fa
verticale ascendante,
Le nombre de degré de liberté de la plague dans son mouvement par rapport A R estégal b
deux ; il s'agit en effet des parameires
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A
JR— kA
@ y = OO0, définissant le #H
mouvement de translation de Ia

oy
plague e long de l'axe (0, j ). 8

e e T
©B={i, i)=(k, k}qui o ol O B
définit le mouvement de ’
rotation de la plague antour de A

i
(G, jh /9

A

¥ Ky
e
La laison entre Ja plague et un by B 1ié 2 R cst done une Balson vervon daxe (0, § )

3 -3

braliec e e g . . . . ST
iy, f wpire 1i€ & fa plague. Ce dernier est el que J; est colindaiie 3 7,

cos0 {1~ sind ij
. S — ; .“-;3
L Bk =cos kv sinG i
i) \\\
w».{% L .
?e \E & D(PIR) = CHRR) = b ]
D'auire part, Ia formule de dérivation composde domne ;
é""% d":’”} 3 3 g h e wp
@ S = B L GRMRI AT =D, AL =Bk

dr /R T de /R,

dk, aky, I g s e -t

Sk Ao £ YAk = % - [
Al PRl IR, + EMRIR) Ay =0 f; A dy =~ 8

La position du centre d'inertie & de la plaque (P) et donnée par :

p——

e W e
OG =00,+0,0=yj +ai

11 en résulte que le vecteur vitesse de G donné par ses composantes dans Ia base de £ est:

e % R ° s
VGR)=~aOsinB I +y j —aflcosb k

“Levectenr accélération de G exprimé dans la méme base est, guant 3 i, égal & ;
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s as P 3 ap TP % ey s
THGIR) = (~a G sinf-aPcost) i +y j + {a & sinf-a 8cos6) k

b) Les torseurs cinétique et dynamigue ont respectivement pour £léments de réduction au
point J; ¢

3 —p
£.1) La résulianie cindtique Re = m V (G/IR)

e . -t wd 2 -3
Re=mi~abBsn®i +yj —abcosB k]

b2y Le moment cindtique en O ¢
e - e 4
&{0,, PIR) = oG, PIR) + m 0,G A V(GIR)
1 ce 3 partir du théorme de Koenig relatifl au moment cinétique, avec
s ~
o (G, PIR) = J(G, P) SAPIR)

J(GP) éiant la matrice centrale d'inestie donnée par ses Eléments dans la base du repbre 1
4 la plagque P.

P

o B
i G it
b o g
. 7 77 ED
D A
b
By

3 3
et ce oor (G4 } et (G, j; } sont des anes de syméirie matérielle done principauy dinerte.

i
Comme il g'agit d'un solide plan contenu dans (G, &, j; ), onnen plus C= A + B,

ol A= jﬁ {yg dm dm = gdrdy {m = 40 ab)
J
et B gjfx%zm ~aExs4a @ b EYES b
W
 ph ey -
Soit encore A Gij ¥ dy]{j* dr| = %ﬁﬁ
b it _,1

.Bmg[é%bdy}{gwbxz dxmi _ ﬂg
B B

s b

m.}
Le moment cinétique o(0), PIR) est done:
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mb? A

3 0 0 0
i et . P N
o (0, PIR) = 0 e 0 g tmlaiialy ji-alky)

RETy

. . s diecs
Soit encore lorsqu'on projette dans 1a base ( 7, Jaok)

—p » -5 2 g w e
C(OLPIR) =may sind | + ‘fi’éﬁ- ¥7 +maycosd ¥

r) . yd .,_’; _W}
Bb.3) La résultante dynamique® #d = m P(GIR)

- o e - - o s o
Rd s —ma(Feos8+ Osind) { +my j +me (8 sinfl— 6 cosf) &

b.4) Le moment dynamigue en ), :

i

i,

powy un lorseny ¢

3 s S
8(0,, PIR) = B(G.PIR) + m 0,G & F{GIR)

e
e dg{G, PiR)
aver & (G, PIR) s woe ar /B

b.4.2) Relation entre le snoment dynamigue e Ia dérivée du moment cinétigue en un
point £,

=2 d 7 =2
B, PIR) = o Lo(0, PIR g + mViO8) A V{GIR)

On obtlent dans tous les cag

- e w3 g oy os b
S(0. PRy =maysind { + ?mag 0 j+maycos k

2° a) La plaque P est soumise anx actions extéricures sulvanies ¢

a.1) L'effet de la pesanteur schématiss par Ie glisseur ;

-

— —

i{})im ng’ﬁp o g k
Pr=qi=imomek
P =CC AP =0
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a.2) Les forces donndes représentées par le torseur !

—p - - 3 -
. JﬁngW éﬂ%i&casﬂim%}%&yj
=5 , . .

ELma(ﬁ e ':”%n“*g“ ysin@ i +2mgasing j

a.%) Les forces de Haison (extérienres non données) exercées par le bt (B) sur P dont le
torseur en {7, est

?%“} xTevTHzk
- Ry=mX i ¥ § +
1 Mi R iy
e ....:.5 M?} )
\mol{x.% =L i +Mj+Nk
Remarquons au passage gue puisque cette Haison est de nature verroun narfaite daxe
~ e A R
(G, jronas Ry j =mp (0§ =0
ce qui implique que Vel =

y eyt pdieved e sateven Boag By
ainent résulin OS85 3

- I
aves & mt Py 06
- - 3
mp{ P = ~mgy § +mga cosl J
P ey im L7 P
& mgl, D) = - f"*é%g‘* ysind i 4 Zmgesind j

— - —s =

& mgl. S = mp .55+ O0; ARy
=3 3 - - p -
il S =l i wNE 4y j AXi +Z)k

- ~3 3
(. = (L +yZ) i +(N~y¥) &
3°} Les éléments de réduction du torseur des forces de linison au point O n'ont pas de

s
composante suivant j ; il est donc suffisant de projeter les théordmes de la résultante
dynamique et du moment cinéligue en ¢ sur cetie direction pour obtenir les deux
éguations différentielies qui décrivent 1e mouvement de P {éguations différentielles on y et

# ne confenant pas d'inconnues de laison).
On a donc & partir du théoréme de la résultante dynamique :

a8 3m

my =-"47
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O encoTe ? + Wy=d N

Avee: oF = %‘”&
a

et & partir da théordme du moment cinétique

:;' mat 3 = mga {cos8 + 2 5ind} (5

4% L'équation (1) est une dguation différentielle du second ordre classique dont 1a solution
est de la forme © v = O sin {ax + ¢

Avee O et p des constantes d'intégration. (Le mouvement de ¢, est donc un mouvement
rectiligne sinusoidal).

D'guwre part en multipliant V'équation (2) par Deten intégrant par rapport 3 ¢, on obtient
Fintégrale premidre dn mouvement suivants ©

B2 - w2 (5inf -2 cos8) = H

5

isgoe en lialson verrou
et soumis 4 une foree de ra

‘ . . , -
Une barre QA4 (M0AN = 0, de masse néplipeable) d'ore Dz tourne autonr de Vave z,.
Lhague point M de la barre esi repérd dans son mouvemens de rototion par Pangle w.
La Hpison de In barre au point O sst une ligison sphidrigue porfaite. Durant son

muonvemerd de yoicion amutour & z,«; In bave s¥cae de son ave dun wgle 4 Un
ressort de rappel est fixé en A et en 1 (101 = 0041l = a). Ce ressort de masse négligeabls
o une longueur initiole Iy, une raideur k. Un disgue de rayon B o de masse m iourne
autour de ln borrve (angle ©), son centre de masse 0 se déploce sur lo barve OA et ast

i -
rapéré par su position OG = pyy. Lo Usison enive le disque ot In bavee est une Baison
verrou parfaite.

1% &) Déterminer le nombre de degré de Bberté du systdma.

b) Ecrire Ie torseur A}f{{)} des actions mécanigues entve ln barre ef Je bid five au point O,
¢) Ecrire le tersenr des actions mécanigues AZ(C%} entre fe disque et In barre au point G,
29 ETUDE DU DISOUE SEUL

a) Eerire ln loi fondamentale de In dynamigue au centre de masse G du disgue,

. b . " ,
En projetant Pexpression obtenue sur Paxe Gz, rouver une équation scalpive reliant fes
paramétres o, 6,
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#) Berive le théoréme du moment cindtigue on G. En projetant 'sxpression ebienue sur
P

o=
P'axe Oz, , trouver une seconde équation soalnire reliant @, y, 8

a} La force de rappel du ressori s*éerlt sous la forme

i

F ook (UAT =1y

WAL

iciter AT ; 4 yo: , o
Expliciter Al en fonction de 5 et en déduire Pexpression de F |

B) Eerire le thépréme du moment vinétigue du systéme 2 en 0. Pour ceci, caleuler lo
moment cindligue ©

- e
@%f{&ﬁ‘, ZiRy) et éﬁwg ZRy

a IRy

Dy fmpment gue du disgug),
{ G,

théorame du mpment pindiigue sur fes

—r s
(on remarguers gue sinb. Xy = g A Za)

B ddduive donx Sguations du mouvement veliant p, w, 6.

Eyirait, Marmakech, MPZ, 87-88

e
Soit By = {U, X, Yo Zgi 0B
repire fixe supposé galiléen % =%

i
avec {0, 1z} définissant la
verticale asaendame

-
et R, = (0, Agﬁ y;, z; = zp)um
repire mobile déduit de Ry par
nne rotation aniour de 'axe fixe

R
2. {On pose :

p p p
(g xp) = (¥ . y1} = ¥).

&4
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1°) a) On = (0. 2. 5 218 batre (DR = a o
y appelle Ry = (0, x5, v, z) lerepbre i A lnbarre { OA =g 2z} et

B e o ) 3
Ry = {0, x3, ¥3, 23 = 2} celud 1ié aun disque {z; constamment confondn avec Faxe de D).

4
y b4
. RO R
R, se déduit de Hy par: v
— S
ix . - =3 Xy
& Une premiére rowlion asutour de gz g T RRg= v 5
dangle w{donpant &, J. %
M.,N
. N o 3 ﬁ ﬂ -
% Une seconde rotation autour de x, M . #
d'angle 8. AN
Vi ¥z SGE——
e, (T RyRY= bR

position de

& @ Tarotation propre du disque D sutour de son axe.
; prof i

11 en résulte gue lo nombre de degeé de liberté du systbme I dans son mouvement

par rapport i Ky est épat 5 4,

e

[
b) Soit AE{ )= % i ie orseur des actions de lialson en O,
Umi(0)
Cetie Haison étant sphérique parfaite, on démonite que:
b -
m{G) = 0 {1} {of cours)
-
By

¢} de la méme manidre, si on appelle Ag{ G = - ie wrseur des actions de Halson
(G}

entre le disque et la barre donné par ses Eléments de réduction en G,

e I
Ona: Rory =mmi{G).ay =0 (23

et ce car la liaison (barre - disque) est une Haison verron parfialie,
En effet, 1a puissance des efforts de lialson doit 8ire nolle dans ce cas. L'expression de cetig
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; p,jmanw est: PIB 3 D) = AG).CIG, DIB)

ol (G, DIB) est o torseur cindmatique en & du disque D considérd en mcmvamem par
rapport B la barre 8.

| Bom
C(G, DIB) = i

P
Iy

- 4 -
V{Giﬁ}ﬁg {po)i,=p

PB D)=l ’V’(,o eV ppexmei de dégager directement Te résaltat (2).

2} Hiude du disgue seul.

2) La relation fondamentale de Ja dynamique appliquée an centre de masse G g'€erit:

3 e e ,
m P(GIRy) = Z Fext =Ry + P 3

o P o= -m poids du disgus,

-3 R
i
R TP S P L.
O3 BNCOTS | > (VGRG0 ~ VG 5 R~ e cost
o458 a7, 4%
Avec VIGIRy) = méTw IR =2y + P ST A /Rn
s
dz, e N T o = s
at e = {HRR) A 2 = (By + Yag) Ay = — 8y + ¥ sinBxy
dt /Ry
On 2 en définitive : P-p (62 + w?gin20) + mg cosb=10 4)
1) Pour ce gui conceme lo théorbme du moment clondtigue en G, ona:
4 s
W { 0(G, DIRIIRy = ma{ G} 5)

- -
Bvee oG, DIRg) = G, b} LH{DIRy)
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mk?
— 0 0
¥
o WG, Di=] ¢ z%i; 0 L
(%, 53, 53

ke ou
Lo 0% ) @Rww

. . P
est la matrice centrale d'inertic exprimée relativement & Pune des deux bases (g, ¥, 2} ou
W% *W} -M;b . . . » " . N -
{xz, ¥5, 23}, (Lo choix entre celles-ci étant arbitraive car it #'agit d'un solide de révolution
—3
d'axe z; = 23).

— e =¥ o - e 3
ot DR = Oxa + wing yg + (@ + yoosl) zy

est le vecienr yotation instantande du disque en mouvement par rapport & By,

I en résulie

M?

La projection de {

%

scalaire sulvanie ©

RS \ .‘_} % - [

3°) ) Ona Al = OF ~ OA =a(z- 1)
—— - MWMS g
Soit ;’ Al f/ a‘x[wi (] —cos8) = '\!rws?m = 2as Eﬂ%‘

o
a force de rappel £ a donc pour expression {pour 8 pett différent de zéro)

- .y ‘
F = kfa ) (30— 2 ®)
2 sin =

B} Le moment cinétique en O du systbme £ en mouvement pax vappori 3 Ry est?
— 3 ~3
(0, TRo) = {0, DRy} + o (O, BIRp))

o .
or a{0, BiEy) = (5\ {car 12 basre ost de masse néglipeable)
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- p T
et a(0, DiRoy = o(G, DIRy) +m OG A V(GIR)

O srouve alors ¢

- 2 g —P » g 2 # s
510, Ry = (5 + mp? ) (03 + rsind 37) + 5+ ¥ cost ©

¥ aume part le théoréme du moment cinétique appligué en & au systéme X s'éorit:

MMQ .
d , AR -3 - Y
1902y~ - a(O)+ OG A P+ OAAF
di / R O

- :
40,2y [ | 9]“’"
= Iz, = é{mgﬁ - Bk} 5in8 + alg coss | %

On ohtient alors ¢

2ot s .
') sinf + algh cony

& Pa projetant sar % ¢

ﬁi&“ "'§€ @y cost) = {constanie) (a1
% En projetant sur ;; :
{mjg + mﬁ} 3;/53*;3{54« mE e f}{gfw a;e'(m{}} K, {constante). (12}

L'équation (11) a dé&ja &6 wouvée (¢f 2.1)) si on s'en sert pour simplifier (10) et (12} colles-
ci deviennent mspectivemem :

;i e mp"‘)é’} {W + m;?) 2 sinb cos + K, W 5in8
= (mgp — k) sind + alpk casg* (13)
2 [
{ar:#_?; . mpf} Vim0 K, cos8=K; | a4

On obtient sinsi deux équations scalaires du mouvement qui relient entre eux les parambires
o, v, Getlour dérivie,
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18 - Mouvement d'une sphére en laison verrou sutour d"un axe mobile,

Solt By (0, x,, Yo Zg) un repére galiléen orthonormé divect par rapport auguel gn g
propose d'étudier le monvement d'un systéme T constitud »

- d'une tige (T) rectiiigne Oz, de section et de mpsse négligenbles qui peus tourner
librement gutonr de son extrémité O gusi est fixe,

- d'une sphére pleine (5) homogéne de miasse M de rayon a et de centre G,

(5) est traversde suivant son gxe Gz parda fige (1), I peni glisser suivant kg tige ot tonrner
autour d'elle,

On néglige tous jes Jrottements (c'est-G-dive s différents contacts considérds comme
nuls) e on suppose gue Ig ligison en D est parfaite.

Les paramétres de meuvemeni de I dans le repire By soni les trois angles &*Fuler
—— < .

habituels (v, 8, @) 21 OG =p() 2.{0n prendra Oy vertioale ascendante).

5% Déterminer Jos vectonrs vitesse ef accélbration de € Py rapport 4 By,

e e d P o
2% Dang I base (a0, w, 1}, déserminar - LONNG) AT FO, 5.

5% Eceire fes dguations du MGEvenRnl & pasiv des thévrdmes géndrauy, mp
exisie deux nidgrales premidres du L

6% Détermingr | ‘Energie cindtigue iy sysiéme por rappors & Hy

7% Donner § "Energis potentielle du systéme. En déduire une frotsidme intégrale premisre
4 mouvement,

&% Monirer que les Eldments de réduction en G du forsenr des Jorces de Haison sont -
ReXd +¥% ; w6, Ty =i o
2% Appliguer le théoréme de In résuliante dynomigus o §,
Dans Ie vas particulier 08 Pave (O) reste cenfondy gvee ( Ozy), détermingr {8, On
donne: plO) =8 o p?@) = 9; .
Casablancs, PC2, Janvier 1988

i p ed
Soit &y = {0, Y, 25} o repire galiléen orthonormé direct. Le mouvement du systéme 5
par rapport & Ro dépend des paraméires «

@ et @qui déterminent la positlon de Paxe Oz (done de In tige) dans Tespacs,

—
@ pqui définit 1a position du centre d'inertie de la sphire snr la tige: OG =pz .-
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& ¢ qui représente la rotation de la sphire antour de I tige.

On en déduit que fe nambm de degré de lbenté du systbme X dans son mouvement par
- rapport A Ry est fgal b 4.

On tappelle que jes angles d'Euler

SO
(1)

AN kN —p R )
2 o & y={xp, H)={y. v)mesurd

e

G atour 8e g
(8) . — - =3 i
A e 5 & fu{yv, w)={z 2)mesmd

. oy

autour de o

wash

N
& g=lu, x)=(w, y ) mesuré
-
autour de 2

s

+ By

"'f? » o . o R 4
G (USBy= Wy v B u + Q2

1%} Détermination des vevtenrs vitesse of needlération de G par rapport & By,
oy —

v -3 e
On a par définition V{(GIRy = gm%'& IR, = ﬂ P ;;d /R
@

. formule de dérivation dun vecteur dans dewx repbres différents donne

._M} —
dz dz
& Jr,” Tdr /R, * Qm’m@}ﬁ’ Et

.
Avec B, = {0, a';, w, 7 ) le repbre 1ié b la tige (T)

—3 B T e
V(GIRg) = p 2 v p{W 2+ Gula 2
- . ~3 N
Soitencore VIGiRg) = pwsinBu — p8w + P2
e 4 =2 .
® T'(GIRy) = [V{GIRGUR,
mw — «»; )
P R ) d z

~ dy
F(G/Rg) (pgfsm@)u +pa;fssnf? at IR, ~99w + p@ d "R, +PERP TR,
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b

— p
du e dw . —b
e Wepsl u + 8 2z

Avec: o IRy TV e IR,

On trouve P - -
py sing + 2pw0 cosB + 2py sind
F(GIR,) = —p 8- 2p 0+ pylsingcosd
(2,9, 7) | p-p& - p R sin’8

2%} Le systéme 2 se réduit en réalitd 3 Ia sphire (5) car on suppose que la tige (7) 2 une
magse négligeable, 1 en vésnlie que :

—p — ¢~ o Ty —p
SHERG) = §3(81Be) =8 u + ysin@ w + (p+ Weosb) ¢

Remargue ¢ La notion de vecteur rotation d'un sysidme £ n'est pas définie lorsque () est
constitué de deux ou plusieurs solides ayant des mouvements propres les uns par rappost
aux anires.

L J(0, 5 = J(0, $) = J(G, 8) + J1O, GiM}) |

[
- § LR,
70, ymg 0 u(p+ %) 0
¥ (%, W, 7
éﬁ_ 0 0 e

-
3% Caleul do moment cindtiques (0, TRy,

RN
Le point O n'étant pas 1ié 3.5 (car la distsnce 1 OG 1| varie) on doit par conséquent écrire ;

(0. EIRy) = O10, SiRe)= O(G. SRy + M OG A VIGIR,)

2 3,

Y

‘‘‘‘‘ 2 .
(?(0; BRp) = (g%& + Mp2> y sinG

On obtient @

3 2 s »
”?? ﬁ)} ﬂ?) ﬁ%& {£p+ 3}!(2039)
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d
4%} Caleul du moment dynam iqued {0, LRy

-
b
{7 égant un point fixe, on a2 g(@, TR} = 49(0, 2Ry
d B,
d6(0, BRy) do(0, 3Ry = 5
. . Lo, sy, 2ELLSDE P ey
Soit encors | Y IRy~ & IR, + $A{R JRe) A &(0, TiRg)

On obtient en définitive

7 v as v @ 2 e s
(% + Mp?) 8+ IMppl + Zﬁéﬁ oy sing
- M VW sinl cos®
e ‘2 A G L LN
ﬁ}m, FRp) = {&%& + Mp?} {y 5in® + 28 cost) + 2Mppwy sind

@ =

- Bp @42&‘;33

Bt e by cog B W8 $IRE)

£°) Pour appliquer les théorbmes généraux au sysibme X fant Aabord faire le bilan des
forces qui s'exercent sur ce dernier, celles-oi sont

- i
@ le poids do la sphire : P o=~ Mg 2p

4 Teffer de 1a Haison en O roprésenté par e iorsens |
R (force inconnue)
¥ e - vt P N .
my(0) = O (caril sagit d'une figison sphérigue parfaiie)

T.e théorbme du moment dynamique appliqué en O nous pernst alors de dégager les trols
équations différentielles suivantes ©

-
@ projection sur » 7

2 s LR
(3«’%& + Mﬁ) B 4 2Mppd +

58w @ o
nygﬁ @y cost— MpPy? sind cosB = + Mgp siné @

-
¢ projection sur w !

2 50 58 as 25 o s
("3%&“ + Mp?) {1y 5in + 290 cosb) e-ZMp;};;/sin@u&ggw B+ yeost)=0 @
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ml

ZMR® d

% projection sur z @ =5 m (qf + 2,# cosll) = 0 3

s 2 _49 ” * Iy
Le moment résultant étant porté par u (1) et Je solide considéré diant de

révolution, on en dédail avtomatiquement les deux iniégrales premidres du mouvement
suivantes ;

e e
P (O,ﬂgg}. ngk}

2 - 1IR3 s e
01 enCoTe ; {2%”? + Mp?} W8 - Mik cosB{p+ weosh) =X, )

— —
S0 (0, IRy, 7 =K,
; .
Ol SNCOTE | @%& (o + @:;! costh = Ky (5

qui west rien danire que la Torme intégrde de N'éguation (3).

Remargue : Towes les quations dédubes de Vapplication du théosdme de I résultanie

oy o

Eo( TRy} = 2Ec(SIH g} = LHIIRGIG, 5} SHSH + M ] E"X{&X/EQ}E”}

Q0 DACHTe |

@ AR ayey 'y A
PEC(SIRG) = MP? + g{iﬁ%& + M;:y‘z}{ﬁf + 0 5in?6) + ~~3ff3»m (o4 yeos)?

e PR ) -
7 Seit T =Y - Ie torseur des forces de laison entre (7) et {§) donné par ses
L m{G)

éléments de réduction en 4.

La Haison tige-sphése étant parfaite, 1a puissance développée par 'L (qui n'est tien d'autre
gue ia puissance d'inter-effort) est nulle. 11 en est de méme pour les forces de liaison en O,

L ! P dfe ~ ‘ -

Le théoréme de Pénergie cinétique dont I'énoncé général est ~= = DPext + Pine se réduit

- — — =3 i
alors & Pécritare suivams %;«5’» = SPAP)= ~Mg 2.V (GIRy) (O]

LUénergle potentielle du systbme est donc ; Ep = myg z5. OG + constante

Ol enCOre Ep = mgp cos8 + consianie




PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIOUE 327

Ce résultat est obteny directement en identifiant le second membre de (6) avee »%f* et en

intégrant par rapport & 4

L'expression de lintégrale promitre de Pénergie cindtique est donc immédiate ; elle est
donnée par @ Er 4+ Ep = Ky ouencore:
a MR2 3 A, 2 e w ;
M+ {...?W + Mp2> (G? + guﬁsm%i) + fif_%ﬁ,_ ((;w 17 ms@)@ + 2Mgp cosf = K3
N

$° Comme on l'a mentionné plus haut, dire que la laison tige-sphitre ost une liaison
parfaite, c'est affismer que la puissance des inter-efforts est nulle 5 or celle-ci st par
définition donnée par

Pt esS) = le produit du torseur des actions de (T) sur {5} par le torseur cindmatique de (5)
- par rapport 3 (7)) et ce pour toud instant £

Pour notre oas, la liaison dge-sphius est ane Haison verron et la pulssance des inter-efforis
egi dgale bt

{
|
L
Soit encore © Prressl=piR. 2 )+ 4
et comme {a Haison est parfalle, ona: Brefy=0 v op ot Vow
. s -
coquientraine B,z =8 ot m{G). 7 =8 ouencore:
T - e
B =Xy +¥w el m{Gy=Lu +Nw

Avec X, ¥, Let M des inconnues supplémentaires i déterminer,

2 Si lo systbme 3 tudier est réduit A 5, (4.': dait 8in

e considérd comme un torseur de forces
extbrisures ef Io théoréme de fa résultante dynamique s'6orit:

-3 —3 3
MIT{GIRy) =~ Mg 25 + R

. . e .
Spit en projetant respectivement sar 1, w et 7 Jos équations.

M (pirsin®+ 2 pyDcosd + 2 pysind) =X )
M-pG-2p8+pw?cindcos8) =-Mgsin+ ¥ ©)

Mp—p0%-py?sintl) = Mg cos8 (10)
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Si on suppose en plus que Faxe Oz reste confondu avee Oz, c'est-a-dire que g reste constant

au cours du temps (Sgal & z€ro), on obtient (A partir de I'équation (107) ; p =
2
Seiten intdgrant deux fois:  p=-g i;;* + O+ O

€'y et C; érant des constantes Tintégration,

En uiilisant les conditions initiales : o(0) =0 et f}({)} = ,50
a a
on aen délinitive : ple) =~ %L + oyt

Le mouvement de G sur U'axe verticale Ozg est un mouvement rectilipne uniformément
wvarié,

19 - Mouvement d'une demi-sphére en contact ponctuel
avec un plan fize,

(hie ponsidire wee demi TRYOH 4, (
pmogéne, de masse m, on agfﬁm lz centre du
verple de base ;67 est le ventre de masse de ce ‘

ca e in %
suflde & {on admetira que W0GI ral A e solide I
i kY
est Hé un veplre RAG, x, 3, 2) orthonormé direct de a; 3 y
e , ced
telle sorte gue G 1 soit poertéd par GO o y
soit de méme sens. (volr figurs), /"

i

Cedte demi-sphére est en contact tangentiel en § avee Je plan O iy d'un repire terrestve
orthonormé direct By (O, xy, vy, 7;) que Pon assimile & un vepéve golilden pour i
problime étudié, Le solide § est situd dans In région Oy 2 0, le point O vestant & Ia cite o
dans Ry.

La position &?{6 S est définie par lgs coordonndes (X, ¥, 7) de © dars Ry et par les angles

d'Euler w, 8, @ déterminés par In succession des repéres prthonermés dirgets
suivanis :

< ] .
RY(G; x1, 31, 1)L RAG 1, 9, ) —RAG; 1, W, D)—LsR(G; %, 3, 2)
£ a ses axes respectivement paralléles & ceux de By of de méme sens.

Le plan Opxpy; exerce en I sur lg desmi-sphéve wne fows E Les froitemernty an point I
sont supposds nuls,

- Yy I3 M‘}
L'accélération de In pesaniour est - gy
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19 Expr.imei* In condition géomdétrigue de contact [Z=a{l ~ :;; cosh].

. e
29 Déterminer ie vecteur rotation instanianésl (S/R;) de § dans son mouvenent par
apport 4 By [repire de projection de By of Byl

39 Eerire I madrice dingitie de 8 en O {Mgm}, puis an G (Mﬁm). On posera dans o suite

‘4@#\

Méwnz = 0 A 9
&\g; g ¢ J WL

P

49 Caleuler le moment cinétigne de Sen G o(l5, BIR Hrepires de projeciion Ry ef
Bz

Cplpnler D'énergie cindtigue de 5 dans son mouvemeni par rappori &
Rg : ?‘{Slﬁj}»

® % e *. 2 N Q«
39 fierive le théeréme du centre de masse, En dédutre X ef Y.
Cufouler les moments des forves extérienres s'exergant sor §. En dédpire Do ot Sgyp

§9 Trowver une 3éme intdgrale premiére po polication du théortme de I"Energle
ginétigue.
Monirer que Uétude se raméne 4 celle d'wn mowvemes de type
5
8 (8 = feos, sint , g9 > 5 Vi

Fés, PC2, MP2, 86-87

oY s
% gt un solide en mouvement par rapport & Ry = (0 %, ;j ;;j J, sa position est dune
fagon générale définie par los coordonndes (X, ¥, Z) de G dans K; et par les angles dEuler
habituels (y, 6, ). L'existence d'une ou de plusicurs Haisons permet d'établir des relations
entre ces prrambtres et par conséquent de dé Finiir fe nombre de dogré de Hbertd,

1°) Dans le cas présent § est une demi-sphire gul reste en contact tangentiel en § avec le

plan Oxpy;, cect se tradult par z»;
e
ﬁjf By o= 0
I e
U encore Z={0G + 10 ). 4 AN
et commée en plus on impose @
m— = . . Oy \
O = az;, on obtient 1a relation :

Zwmall~ %wsé?}

et 1 nombre de degré de liberié est fgal 2 5. g
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2% Le vecteur rolation instantange de § par rapport & &, est donné par

Q{S/RI, = Q(Rf@? ,3 = 32{',{?[;;‘53} + Q([\j/f{ez} + 5.2(1\ /R!j 3 _{)(1'\)1 "‘R;}

—p 0~
BVCE {ARIRs} = ¢ = (rotation positive autour de = d'angle @)
- . = . . —
SHRYR,) = 8 u {rotation positive autour de 1 d'angle §)
— . b ) . —p
(YRR = w gy (rotation positive autour de 2, dangle u
o - .
SHR 1B = O (transtation)
) ) o P
1 en résulte gue ; LUSIR ) == x;? z 8y

3%1 5 est un solide de révolution d'ae O 7 |, In mairice dinertic en O exprimée dans la base

elle présente ce gqu'on appelle une symétrie de révolution, Cetie matviece rasfe

e ad
Inchangée lovsgu'on I'exprime dans I base {u, w, z} et ¢¢ car le pian

w.

) "
O, x, y)y{= (0, u, w) est un plan propre d¢'inert
On a done Mg C)x_y? Mo

Les €léments de cette matrice éiant donnés par:

f‘}: (¥ + }dm mjff?(ﬁ + 2%} dm
Js
:fjigﬁ (5% + ) dm
5

Aves dm=pdv=plsnf drdfde

olt p est la densité volumique de masse et (7, o, B) les coordonné £8 sphériques dune
particule quelcongue de S. On a alors ;
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x = rsinf coso

y = rginf sinc

2 =1 cosf

AvecO sr<a ; Osagin ¢ g-fiﬂéar

Pour déterminer A; et £, i sulfit de caleuler les deox intégrales snivanies ;

gy = j 2 dm Jy o= T 2dm
3 s

" PN D4 d
T effet, on a par définition: 4, = wfw?“«% el Cr=Jo—
2 277 G s 2
e e Fanur 2 2t
Onobtient  Jy = == Jy m T Ay bion (e S
5 5 s 5
Pour éorire Ia Vinerite M, 0%

{5

g
M froms MHZIWU?’ZW;& - "%(?;m i

s 4O, fry oy e ton ot I g g &4 g . ST S S
ol MU ast in matrice d'inertie du solide 5 véuit au cenyre dinertie © de S el atle

ranzen toiale de ce dernier 2t ce dans le teplre Chpwy, on a alors

" Omg? .

CHE g 0

i 1

| |

Gl Opei

MER o Gma 0 H
| 44

;

j

2 0 0 0-

Soit par une simple différence

83ma’ n
30 ‘
2
M., = 0 ﬁ%—i%% 0
Ima?
Q mg e

On posers par 1a sulie
FA DO

E

MS,, =JG.Si=| 0 A 0
o 6 C /J!mz
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4°) a) Le moment cinétigne en G du solide § en mouvement par mpport & R, est obteny A
partir de la relation :

3 B
(G, SR ) = JG,8) L2(8R;)

-—} - 2 #
La matrice d'inertie J(G, 8§} et le vecteur rotation £2(S/R ;) é1ant exprimés dans Ia méme base

. wp ey
(eilabase (u, w, z Jj,oua:

—p o . —p . e —
C(GSIR)=AB u +AysinBw + C{p+ weosh)

D'agire part, on obiient facilement Pexpression de énerpgie mequfz de § dans son
mouvement par rapport 3 £, & partiv de 1a relation :

mM} “"’“} P }
2T(SIR,) = CHSIR )G, 5) (SR, + m [V (GIR )]

40,8

s obiiant

Soil en définigve

@ Oa? o, .
TSR = AP w S8+ z:,(sg) ééwow}} (e o :?% & sint )

5°) L.es efforts extériears exercés sur le solide § peuvent &tre représenifs par

Y 1 . - w"-; ”_”'é
# Le torseur 5P da & Teffet de la pesanteur de résultante # = - mg. z, ot de moment nul e

G,

@ Le torsenr .27 d 2 Veffet de Ia liaison de contact entre Ie plan Opepy, (supposé

Ewlntind : o Lt I PYR «..‘ e “rv#ﬁ?la .
matériatise) et lo solide 5. .%%a pour résuliants le vecienr B = & 7; {avee R inconnne
positive) car on suppose les frotiements nuls, et pour moment en  le vectenr nul,

-3 e —
Dans ces conditions, le théordme du centre de masse m Y(GIR;)= P + R = (R - me} oz,
nows permet de dégager les deux intégrales premibres suivanies ©

- — 4
VIGIR).% =% =C, (1
- — .

VIGIR). v =Y = Cy {2

Avec Cy et Oy des constanies dintégration
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D'gutre part le théoréme du moment dynamigue (appliqué en ) donne

Y
306, SR, = E@:' (G, SRR, = el P+ 7l

3 3 -3 —3
Avec mg{ P = 0 et pigl 2 = G A 7
-
On gouve ?{G, SIR;) = m%ﬁfﬂ R sin@ u
o —3 -
Cect implique que 8, = B(G,8IR;) . 2 =0

<z
P

8o, = B(G.SIRy) . 2 =0

«w&
or g, = g; [ (G, SIR )R, .

(s Rt et

aveo o {G, Bl )

oy

(Propriéié d'un solide de révolution d'axe (G, 2 )

done : oG, = C (9 + yeosh) = Cs )

. 4 e
de mlme que %1 == Jo{G, SIRJIR, . 24

a - L 5 drr

g ’k‘-‘" "% o I o " }"’ =Y

B, = 3 [ O1G SR 7 b oG, SIRy) . "E“f"’m; = ()
2; éuant fixe dans R, il on ésulie que !

Oy, = A {g} sin?h + C cosB (5? + fﬁ! cost) = Cy {4y A

Cyet C, sont des consianies dintégration et (1) et (1) des intégrales premibres du
motvement.
6°) Comsne e contact enite Je solide () et le plan O x,y; a lieu sans frottement, la

puissance des efforts de fiaison est nuile et par conséquent on 5t en mesure d'écrire
Vintégrale prmidre de Ménergie cinétique (I poids dérive toujours d'un potentiel), en effer:
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ey
A e - 40,6
P(P)= F.V(GIR) =g z,, k.
tB
R 4 B 2
o encore (P = [mme 2, 0,6 = £§ﬁ
dt e
. s 3q
cect donne : Ep = (mg 2 )( ~ T ¢ }+ constante
: 3a "
Soit Ep = 5 omg cosd + constante
£

L'intdgrale premidre de énergie cinétigue s'écrit alors

o L2 - ® #* L] ( 2 u
AE $P5828) + Clg +yeosGP + mfx? 492 g %‘% G s5in? 8) w%ﬁmgmw + s (5}

Hn prenant on considération les miations (13, @y ei (3, (5 dovient

i f?w Mg rosh—m f: Lf {6}

Diantre part, (4) nous permet 6'écrive «

/i% ;;,/ ey %{:j‘: “W; {:lj‘ g’::{fiﬁ

sintg
of {6) devient
L Smd g . 3 } U o S o 'y cosBf

E}’i e sin ﬁm &F =l T mg cost-m {W + (,2} - ppr
(e qui permet d'éorire sous la forme ;

2(8). & = f{sind, cosd) N

l I

Avec £(8) = (A + sm%ﬂ} Ny Ve

Remarque : On rencontre irés souvent des problémes de ce type dont la résolution des
£quations du monvement se raradne 3 ka résolution dune éguation du type (7), on parle dans
8 cas do mouvement 3 parambive principal (9), '
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w

20 . Mouvemnent d'un disque en contact ponctuel avee intéri
cerceay mobile

eny d'un

Le systéme maidriel [(C), ()] mnbile
dans e plan fixe (Ox, Oy, (Ox
vartical desendani) comporie un |
percenn rigide, homogéine (C), de |
cantre O fixe et un disque cirenloive |
matériel, rigide et homogéne de
masse m, de centre A.
Le cerceny () pent tourner sang
" frottement autonr de O. Le disque (D)
demenre al contact of 4 Uintérienr du

corcean (C), {voir figure). R
. e
Xg

Le frotiemens de conioct en P entre (C) et (D) ext suffisant powr assurer le roulement suns
glissement de (U] © Jo vécisipnee nu roulement,
(e pose DA = 4

FERY e el
£

19 a) Détermingr by 1 (O] du

By Déterminer la modrice dinevtie [J (AN du disgae su cendre A,

2% On définit fe monvement dil systhme J(C3, (D)) pav les paramélres ¥, 8 et (voir
Jigure).

o angle d'an rayon watdriel de (C) aver Ox.

& : anple de OF avee 01,

i : angle dun rayon matériel de (D} avec Ui,
Ferire Ja vondition de Balson enire los ddrivées premidres :

dy 48 4 s .

%?.5 e "e%m sraduisant Pabsence de glissement en ¥ de (D) sur (C).

39 On désigners par ¥ le moment ditnertie du cerceau par rapperi & 'axe Ozg normal 4
son plan et par J le moment Finertie du disque par rapport & Paxe Azy, paraiiéle & L
pussant par le eentre d'inertie A.

_ , 5 dy 48 dg
Exprimer, en fonction des paramiires TR T

a) le moment cinétique de (D} par vapport & Azp
B) te moment cindtigne de (D) par rappori 4 Ozp.
) le moment cinétique du systdme [{C),(D)] par rappori i Ozp.

4% En plus des forces de Haison, le systdme est soumis aux polds de ses divers éléments
{accdlération de In pesanteur g) et & un couple d'axe Ozp dintensité I appliqué 4 (L),
Former los équations différenticlles du mouvement du systdme [C), (D).
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3% On suppose I, tel gue, guel gue solf Ie temps t, w = 0, fermer Uégquation
différentielle du second ordre définissant 0(¢).

$% Retrpuver la méme égquation & parly de Pénergie tovale du systéme.
7% Les monvemenis correspondant & de foibles valeurs de 6 sont-ils possibles 7
89 Donuer la valeur de I en fonction de 0. En déduire sa veleur lorsque 8 est faible.
) Agadir, PC2, Tanvier 1986,

-
Solt By = (0, xp, ym # } un repire orthononmé direct supposé galiléen avec Taxe (0, 10)

définissant la verticale descendante (g = gy }. Le nombre de degeé de liberté du systbme
5 = [{C}, (D)} dans son mouvement par rapport & Ry est égal A wols. 1 slagit en effer dos
paramiies

b y= ﬁ%z:@ . ()ﬁ:f;} aves M; un
point quelcongee du cerceau {C)
= 2 ﬂﬁ{lgi@ﬁ propre de {C

Frying
atidid

s 7§75
i

@ Gw Pangle guai
permet d.g guiviw Je }}mm A dans
SON MOUVEmEnt.

& @ ML( AM} aver M un point R Ty
guelcongue i€ & (D) (différent do :
AY, c'est Ia votation propre de (D)

autour de (A, 73). gj’
> p ~ Bw%jia ? ?
. . raiier ; { Ry s
Onoappelie B; = (0, i, j, zp) avec i = b 54 J o= gy § 1o repbre e au
: e
HOM A :

. - AM e o )

cercean, B = (A,x, vy, piavec x = sty =z A % lerepbre Hé au disque
e

i o

-3
e -3
Ry w0, u, v, 50) aver § = 04

% “"‘} """73 a I3 & owe o ¥
e v ={zga u) unrepdee intermédiaire,

e
. . oA s . .

Les vecteurs rotation instanianée (gz cerceny {C) et du disque (D) sont done respectivement
donnés par

-2 o =3
SOy = way
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b o
UDIR) = 92

1°) Le cercean (C) et le disque (D) sont tous Jes deux des solides de révolution daxe
7 A

respectif (0, z ) &t (A, 7). 11 en résulic que les matrices Q'inertie relativement & R, pour (€}
et & K powr (D) sontde laforme:

A 0 0
[0 =1 0 AL 0
L0 0 AT TD
TAy 007
[Tl =) 0 Ay 0
0 0 CHTT.%)

(03 et (I3) Srant 1ous Tes dew des solides plaps {conenus dans le plan perpendiculaire B

@ c

| {a + B dms M o3

aver M 1 masse du corogan,

& Cy=2hy = { 7 dm
o Me D
aver dm = grdr 08 {o: dengité surfacigue de masse)

Oxrsh ot 058x5In

b
Oy m 24y = l: r’dr]ij d@}'ﬁmé;
MD i wd -

2°) Par définition, 1a vitesse de glissement de (D) sur (C) est:

i F by s .
V(DMC)) = V(PHC) ~ VIPID)),

o1 en considérant I rephre B, , on a © (& partir de la décomposition des monvements)

V(PR = VPIC) + V(P € CIRy) )
o — -3
V(PIRy) = V(PID) + V(P & DIRy) @

La différence [(1) — (2)] peanet alors d'éorire :
-3 cp -
V((DJ(C)) = V(P & DiRg) — V(P & CiRy)
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D'avtre part, Ia formule de distribution des vitesses pour les points d'un méme solide,
appliquie respectivement 4 (D) et A () donne ;

—p —3 o e
% } V(P e CiRg) = V(OIRy + SHCIR A OF
v dOA du >
N “’ 2 S =z ”"'!“{“ E] g
avee V(AR &R, ag R af v
- o e e o @ wd
Soit VIPeDIRg)=aldv + @zgabu = (a8+bolv 3
b -y — [—
& V(P & ClRy) = V{OIRy) + $HCIRy) n OF
- — e -y
avee V{O/Eg) = 0 e OF ={a+bl#
On obtient alors
o B e ’ sk ) P
VPe CiRy)= Wan (a+b) u = (a+bJyv | @&

s B eed

byl v 5

V(D) I(C) =[50+ b g

s vectour o8t porté par la tangente comimune en P (D) et (C) 1 ce qui vérifis Pune des
propriétés fondamentales de cetie vitesse, D'autre part, I'absence de glissement est waduite

s o B 5 w
par V({B) 1)) = 0 solt encors cB+bop-{a+b)y= {6}

Clest wne condition de liaison cindmatique semi-holonome fcar Intégrable) qui permes
moyenpant la donnée de la constante dintégration de déterminer Tun des rois paramatres de
position en fonction des deux autres ; c'est-h-dire de réduire le nombre de degré de liberté 3
2. :
3%y Détermination des moments clnéliques ;

e
a) Le moment clnétique du disgue D par rapport & Paxe 4= (4, 2} est par définition
égalh:

d -3
Cfmﬁ}/ﬁ(}) = (A, DiRg} . 2g {hH

or GlA,D) = [Jo(A)] SHDIRG =J ¢ 79

Avec F=0y = =5

L I @
Done Op (DRp) = TP 25 29 =d @ &
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-
b) Le moment cinétigue de D par rapport & Vaxe A= (), 75} 8 pOUL CXpression

{ ey — } 2
T DIRG) = G {DIRG) + X OA Am V{AIR) 7 . 2o -

ou encore (DR} = Oy (DIRG) + Tulé {m}iRg) 1))

La relation (9) est obtenue par une simple §oplication du théoebme de Keenig relatif au
moment cinétigue, on obtient alors

GuDIR) = J g+ ma (10)

oy le moment cinétique du systdme [(L), (1] par rapport H I'axe A st par définition
" #gal 1 1a somme des moments cinétiques par rapport au méme axe des solides (C) et (D),
¢est-h-dire

A([(C), (D}]IRs) = S,(CIRy) + OADIRg) an
PGy Mg+ B
11 vient en définitive : OHC), (D)iRg) =T +J ¢+ md? (12

-3
4°) Bn plus des effets dus & Ia pesantowr of du conple Iz, exercé sur (T), ke sysibme L est
sonmis aux forces de liaison en O représentdes par le lorsens |

[
. | R
O~ =4 .

© o)

5 . 3 )
ou R est une inconnue dn probléme e le moment o8t wlgue  m(0) zp = Oetoocarla
nawson en {7 est de nature rotoide parfaite,

Puisque 4 est ua axe fize, on obtient 2 partir du théordme du moment cindtique en O
appliqué an sysime I

3 — e e - -
Q,%%{ﬁgj, w om0} .2y + (O0A amgxp). 29+ 129 . %
o Bncore ! I:;;+J;};+mazeéw~mgasm@w i (1%

Diamire part 51 on appligee le théordme du moment dynamique en J av disque seul, on
obtient :
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o) - -~
}%’(;, DiRgy= 1A Am g x5 + mcpil) (14

-
ol {){f DiRy) = 8(A, Diftg) +m Y{Amm/\ m’

8% ==
5(1 D‘/Rg) J{azgwmab 8 2y

m% F 5 ) & F o
st mep(l) st le moment en [ du torseur des actions de laison exercées par C
sur P {qoi sont des actions exsérienres dans ce Cas).

- -
— - jmﬁ,: composante normale snivant
or mw{f) = iy Wy avec

)

my : composante tangentiells
Par hypothdse, on néglige le conple de résistance au roulsment done my = . On en déduit

b
alors v devxidme dquation du mouvement en projetant (14) sur 25

s vs
P T T
Jp—mab 8 = mghsing

%9} 4 partiv des équations (13) &1 (15), on obtlent 2
; hid, )

®o % &

Femgietb)sinbermafo+b) 8§ +1 w {18}

i on suppose que 1™ est tel goe wos § pour tout 4, Cest-b-dire se;fw%f ={, ong:
. R " & a2 R an g e

i partir de {6) =7 g solt @= - & i

A partkr da (16) Memgla+b)sinBrmalo+b) 8

En injectant ces expressions dans (13), # vient : I'équation différentielle du second ordre
suivanic ©

G+ Zs,—f sing =0 ' an

§%) Le théordme de 'émergie cinétigue appligué au systtme L= (O + D)
g'éerit:

dFc( R q)
wm&mgw = {pezz“‘" g?int

PR
oit Py = mg xv V{AJ‘RQ} T2 2z . ag/'zg

et P =1 @2»91}; LD =0 {car on & un soufement sans glissement).
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T étant le torseur des actions exercées par ¢ aur D et TADIC) Te worseur cinématique de D
en monvement par sapport & C,

D¥autre part, I'énergie cinétigue du systbme Z est:

Fo(ZIRy) = Ee(CIRo) + Ec(DIRg)
Eg(mo)xéui%ﬂa» %J;;)%r *’%m(ﬁé

On @ alors ! erfz;ﬂhf;};;%maz%me’”;{/wmgﬁ%\s‘ing
En utilisant les hypotheses de Ia question précédente et 'équation (6}, on obtient

;!,;“mz‘ﬂ (‘g 86 +md 86 :z«»mggz??séﬂﬁ

L] 2 o .
Soit encore : g+ .-%;i; 5ind =

qqud s5t Hdentigue & Féguation (175,

o~
‘] &

e fa ble, on a gind = Get

e
Avec @ = ﬂ"%ﬁ 5. D a done des mouvemends oscillatobres autowr 68 13 posilion

correspondant i 8 = 0. (51 les conditions initiales sont telles que 8 = 0 pour 7 = 0,

) Bn usilisant (16), on obtient (avee w =0 V)

Femgla+b)sind+mafatrb)

Snit encore {en prenant en considémation Féquation (175

I = ’%& (a + b) sin®

ot 51 on suppose en plus que § est petit, il vient

}*m%&m&»b}ﬁ
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Chapitre I ~ INTRODUCTION A LA MECANIQUE QUANTIQUE

Ala fin du 19%% sidcle, 1a physique classique reposait sur deux types de disciplines
fondamentales qui décrivent les lois auxquelies obéissent ies ondes et les particules ;
ia mécanique rationnelie ef Ia théorie électromagnétique de Maxwell,

Mais Je début du 20°° sidcle allait 8tre marqué par des dchecs et des boulever—
sements profonds en physique, gui aboutirent 2 Vintroduction de Ia mécanigue

‘relativisie et de la mécanique guantigue. Elles metieni en: question ia

physigue classigue sur plusieurs points, Un exemple typique est celui de Vinstabilié
de F'atome © la mécanigue rationnelie impose A Pélectron de décrire une ellipse selon
les lois de Képler, cete ellipse ne reste pas immuable et ses dimengions diminuent
car latome perd de 'énergle dune fagon continue, ¢e qui impose une catastrophe :
Pélectron finit par tomber sur Ie noyan, .

D'antres phénoménes seralent intéressanis 2 citer, nous lmitons notre dtude an
probléme du ravonnement gul a permis de dégager et de rendre plavsible 1a thénrie
guantique,

CARACTERE CORPUSCULAIRE DU RAVONNEMENT :
LE PHOTON

i La théorie de Planck.

\ - D .
rayonnement en chaque pointest 1 g, (@, T} = s | & (1

et gue I'énergle cindligue moyenne esi . £ = &7,

L'énergie totale contenue dans up volume V d'un om® et
p = jj dw po(e,T) »
@

. P .
Expérimentalement, on observe Ia courbe Ja— thiotie
ci-contre, fa théorie précédente n'explique !
alors gue le début de la cowrbe. La /

décroissance en exponentielle anx fré-

quences élevées restait alors inexpliquable. drience

On voit aussi que (1) est inacceptable
physiquement car Vintégiale (2) diverge : Ia
cavité contiendrait donc une énergie
infinie [ c'est la catastrophe de "Putra—
violet”, ce gui amena Planck 3 formuler
son hypothése des guanta,

el

. oy

Il suppose que chague atome formant les parois de la caviié est an oscillatour
harmonique de fréquence 4 ! gue Pénergie de Fatome est 1 E, = n'h v (n entier),
Les valewrs de P'épergie sont donc discrtes.
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Planck montrait alors gue la densité d'énergle est:

i w?
P {0, 7) = e
g”fi(ﬂ/k?ﬁmj

@,

il ho= 2R constante de Plank
h = 6,62 107 joule % seconde

Om remargue que (3) st en excellent accord avec Yexpérience !

3
i

i

powr i w << kT E = kT

, o ~drw i kT
pourfiw »>> KT E=Hhwe

En conclusion, les lols du rayonnement sont devenues expliguables par la théorie de
Planck. -

2 Leffei photodlectrigue.

Finstein postula que la tamidre est constitude d'un jet de photons dénergic Av, co qui
fui & permis {i’im‘@rgwém ies lois fondamentales de Peffet ;ahsi@é%@m:i@;e.

E o= hv, ss vilesse est ¢ of son forpolsion est p = e
CORPUSCULES MATERIELLES §§f§ @‘mm&: DE MATIERE :
L'ELECTRON o o "

1. L'onde associée de De %aqxg?%ﬁ»

De Bmgim a imaginé que Féleciron pmwmt e wmi}a}mr perfois comme une onde. 1
a supposé que les résultats qui existent enwme jes aspécts corpusoulaires et
ondulatoires du photon P'étaient aussi pour }'niectmxs

Alnsi, 2 un électron de qmmmé d@ mouvement p et d'énergie F, on agsocie une onde
de veciowr donde k et da puisama ] tclke que: E=¥ w et p & Tz G

et o

Pour un élecion, p = ;%a %, d'ofi en identifiant avec (4), on obient la longueur

d'onde associée 3 de De Broglie: A = —

Par analogie avec ia lumidre, Vélectron se comporte comme une onde doni la forme
A A - ‘

est: w=Ae€ ik -ag o avec k=2l

Cetts fonction sert 2 déterminer 3 tout instant la probabiiité de présence p de

: - . L
Télectron dans un volume & » cenird autour du point r, °
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MECANIQUE QUANTIQUE

o= W{Z, g g 7

Comme Ia probabilitd de trouver la particule partout est £gale b T'unitd, I condition

de normalisation g'écrit -
f{fﬁ WP gF@7? =1

Aingi, Ies fonctions d'ondes doivent 8tre de canré sommable {c'est-B-dire borndes).
2 — Motion de vitesse de gx'f}ug;ea
51 on réalise wn paguet d'onde se propageant de long de O de forme

p = }“’Akei{m:»m}ﬁk

La vitesse de propagation des ondes participant au paguet g8eris : Ve = 7 ot porte
le nom de vitesse de phase,

Par vonire pour un milien dispersif {la viesse de propagation duns onds
Slectromagnétigne dépend de a fréquence), la vitesse du paquet d'onde, (qud porte be

1

o de vite

se de groupe,

Eile dolt ¢'identifior avee Ia vitesse de la partic
[ B owgmd + Vi) = + Yixh

da  ag . c
— ﬁw = vigsse de la particule

Om en dédui ¢ = :«g ==

7 dea \
or E=fim ot p="Hk : % = §§~ = vitesse do goupe du paquet

En particutior, si le milieu est le vide, V, est indépendant do & o égale & 1a vitesse
de 1Ia lnmidre ¢.

Chapitre 11 - EQUATION DE SCHRODINGER

. Lo " , -
Nous admettons gue M'guation d'8volntion 3 laquelle obéit Ta fonction wir, th
appelée équation de Schridinger s'éorit :

9 2 - ; s
A e S T R MY RO




RESUME DU COURS 347

J% J7 @2
oi 4 estlelaplacien: A = = 4w og e,
? FEIMF Y I ¥
V est le terme d'énergie poienticlle qui provient des forces appliquées & la particule de
o —
masse i i‘) = - prad ¥V

Notons que 'équation de Schridinger est du 137 ordre par rappert au temps 3
cette condition est nécessaire pour gue Véiat du corpuscule & un
instant f; détermine son état & un instant ¢ nHérienr.

1- Cas particulier: Particule libre dans un probiéme & une dimension

L.a particule n'gst donc soumise & aucune force et Pénergie potontielle V est nulle,

o 1. Ly _ =m Ay
L'quation (3) devient done : i 20 " Im ox

Cete Squation admet une solution de type 1 Wik t) = A€ o ot)

svec A une congiame, On en déduit la condition Hant @ st &

o Hbre est parsment cindlig
3 dtst physique car elle n
wir, gl =14 7 une onde plane de e type représenie une pariics

Pour résonds cetie difficalss, on se sert du principe de superposition gui indiges que
wute combinaison Hndaire ('onde planes sst encore solution de Péquation (5), Alnsi,
1s solution géndrle de Méquation de Schrdidinger se met sous I forme

yeolx, f}x%}({mw;m §4~ws 2(k) g il w1 g
ki

-

avee 3g( k) Fak représente ls probabilitd de wouver le vecteur donde "f? COmpris

. . - 12
en&m?m ?»@» dz ef @ = "};i}‘””ig"”
) Zm

2. Relation dincertitude &' Heisenberg,
% Supposons que & Finstant = 0, ['émt du systbme soit déorit par :

Vam

On voit que p(k) est simplement fa wransformée de Fourler de wix, )

Wi 0 = == jg{k} e™ a

ks

gth) = wgr w0 e i gy

- \1272 oo

Pour fixer los idées, considérons par exeraple le pagnel d'ondes défind pas
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gtk} MME{; stky— 8k 5k Sho + AL gk

gk} =0  ailleurs 1

- . 3 «

8i'on mesure la vitesse de la particule, nous

devons 1a trouver entre —Ak ot 4k (13 ou k)

w'esi pas nulle), Donc & = & avec une K
ko

incertitude A k. o
51 on mesure la position x, que touve-t-on ?

kgl g ikx
Nows avons @ wix, 0) = j i 4 b

Kyl 24k

on frouve aisément : lgf(;é. 0) = g iox %ﬁﬁ-&

o sin? (xAk)

La probabilité de wonver la pavticule au point x est done : | wi' =
{xAkR

i ‘g{gz g}sm{i des valenrs ﬂégiigﬁa«

ty P

sont telles que | xAk < ba donsisd
deprobabilics p;és::,m@ e coraine
largawy Ax de Tordre de w/ak
{figure ol contre)

I} est alors possible de fixer In
position de la particule aves une
incertitude Ax inférieurs &1

.
Ax = 4k ¥
On définit Ap par: Ap = Hidk
A partir de (6) on obtient Ay . 4k 2 ]
Soit ' Ax Ap 2 h )

11 est donc impossible de définir % un instant donné 3 la fois la position et
Timpulsion de Ia particule avec précision. La relation (7) est applée : relation
d'incertitude d'Helsenberg,

A remarquer qu'on ne connail ren de el en mécanique classique qui prévoit gu'on
peut mesurer x et p simmuhanément aver prégision.

3 - Particule dans un potentiel scalaire Indépendant du aempsb‘

La particule est plongée dans un potentiel indépendant du temps ( 0 } L;;

fonction d'onde w{ ?, £} doit vérifier I'guation de Schrddinger (5)
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i %V{;(”;‘, D o= - %Aw"?. 0+ V(7 w7

Les opérateurs différentiels par rapport an temps et espace Stant indépendanis, on

pent chercher done des sofutions de la forme 1 y{ P = (T ®
: s . - -
B reportant (8) dans I'éguation (5), onobtient:  w(7, ) =g (r)e"® o
52 -
ave s v Tie(h) = Ee ()| (0

% Une fonction d'onde de Ia forme (9) est appelée solation stationnaire de
Péquation de Schrodinger @ elle conduit 3 une densiié de probabiling

L7, b = for 7)1 indépendante du temps.

. I . nz .
% Dans le premior membre de Péquation (10} apparaissent les iermes - 3;;};& gui
redomne Pénergle cinfigue et ¥} gl ¢ jelie. Ainsi da
second memi : Vner

de la pardicule.

% L'bouation {10) peut s'8crire antrement Hpl{r} = Epir) {an
N s N #* S
ot H est Fopéraseur différentiel H = ‘?Wm;?ﬁ“"é 4+ Vir}

Liquation (11) est appelée équation swx valeurs propres de Topératewr lindaire
H ou encore éguation aux états stationnaires d’'énergie.
En général, cetie Squation n'admes de solutions que pour certames valeurs de Ténergie

. . N —
{qw'on note ) et pour chague valewr £, correspond I fonction propre ¢, { 7). Ceiie
dernigre fonction doit satisfaire quelques conditions :
- Blle doit 8ure de carrd somunable.
~ A chague sant fisi du protestiel V{ 7 ), Ja fonclion 91 7
dolvent 8ue continues (conditons de ﬂmiiii’;}litésl
4~ Buperpusition des éiats statigfinaires.

Les éiats stationnaires de la particule oyt pour fonction d'onde :
b -t B )
W (T = gu(7) e FntlE (12) (E,=H )

Toute combinaison linéaire do (12) est solution de T'équation de Schrotnger (3).
- — i By b4
Soit : g’/(r“g} - Caq;n(r}e PEqti B {13)
#

olles O, sont des coefficients complexes quelcongues,
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A Tinstant £ = 0, (13) devient : w0 = Z Cotul7) (14)

Pour oblenic I'état du systéme & un insiant ¢ oltérienr, if suffit de muliiplier chaque

B 1B

', par le facteur € correspondant (m}us SUPPOSONS CONMY W { ”:j, 0} }

Chapitre Il ~ ESPACE DES FONCTIONS D'ONDE D'UNE
PARTICULE. NOTATION DE DIRAC.

Mous sommes amenés 4 éiudier Iensemble des fonctions de can® sommable (12),
e s . s ¥ =P a2 i
Cest-d-dire des fonctons poor lesquelles f Pyl r, ) f a7 converge,

L'ensemble % des fonctions d'onde, constitué par les Fomctlons soffisamment

régulibres de 12 1% s un sous-espace de L7) satisfait & woutes les vropridife e
% LS g &
.

@ Un défindt Je produit scalaive de deux éléments de FFpar:
£ e -4
(pwhs 47 r g (7)) wir)
1 s'erit dans Ja notation de Dirac par fe produit Bra: ~Ket : < plys
& Propriéiés <glyr=<ylp>
<plhyi+hws = h<oly>tt<p Py >
<h o+ ly>=2"<glys>+4<g Fyy>
Si<g I ¥ > = 0 alors @ et w sont orthogonales

[

»:i;ria;r:)wjﬁ? Ly Fzo

2 - OPERATEURS LINEAIRES. e
Un opératenr 4 est dit lindaire i 4 w > il fait correspondre up ket | W > el gue
by = Alps. ' A El

La correspondance étant lindaire : A 11, y; + 4, y > = LAy - A Ly >
On définit de méme les spérateurs}inéairﬁs agissant sur les fonctions ¥ix,y, z}.
Exemples : ~ CIpératens paritd : B, Y, 2} = ¥ {x, =y, -z}

~ Opératewr position : ¥ Wi,y z)=xwix, v, 2
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— Opératenr impulsion © Powxy z) = ?ﬂ é wix, vz

¥ Produits d'opérateurs ; Le produit de deox opérateurs A et B est défiii par:
AB) lys=aB ly>]
En général, AB #BA

On appelle commuiateur de A et B Vopératewr noté [A, B]: iA, Bl = AH - BA
Hzemples : &l w1

i

PP} =0
Propriétés : L {4, Bl = — (B, A]

[A,B+C] = [A Bl +[A C]

[4, BCY = BIA, €1 + {4, BIC

A B CH+ 1B, [CAN+IC A B =0
[4, B1" = [B*A%]

e

CBIBCRETES DANSE ful 7)),

f
sven Gy ¢ symbole de Kronecker,
. 3 3 s i RS- 3]
Cet ensernble constitue une base o tout ket ly > appartenant b L7 pout se développer
5 e | i .
dune facon of dune seule surdes (> |, fwr = Eﬂ C; b, >
i
-
2 2 * - ] P i —
O en déduit: O maw igm» § dr up o 7 yw(r
’ o
-

2z
En particulier, on obtent s <y ly> = z‘d Ic,l

i

% Relation de fermeture
Cene relation exprime gue Vensemble [lug>] constitue une base @

2:3 I

H

% Fiude de guelgues sxemples d'opérateurs lindaires :
. Projectenr P, sur un ket |y > :

P, est défini par: P, =l y><yl

Pl =Py Py = lys<yly><yl=Pp,

~ Opératenr adjoint 1 A et A¥ sont dits adjoims lon de Pauire si les matrices qui
tes représentent dans une représentation dennée sont adjointes Tune do Vaptre: -
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<u,~iﬁ*§z{,~>m<uj§/ﬂa§>“

On peut vérifier aisément ; {Av)r = A
(LA = AAY
{AB)r = B* 4+

L'opérateur A est dit hermitique i A = A* ou encore Ay = A},:

Chapitre IV - EQUATIONS AUX VALEURS PROPRES -
OBSERVABLES - E. C. O, C.

i~ BQUATIONS AUX VALEURS PROPRES.

On dit que hy,> est vectenr propre de A avec Ja valewr propre g, 81 1A f% TR ? Wy >

Pour le cas d'une particule dans un prob¥me & une dimension, Péauation anx valeurs ;

+ Vixl

; 2 e
jutys s HYp> = g 4

On ditque £ st Ménerple propre de 4
1-OBBERVABLES.
Si Vopéraisur A est hermitique (A = 4+) alors :
- Les valeurs propres d'un (el opératenr somt réelies.
- Deux vecteurs propres associés & A ponr des valewrs propres diffgrentes sont
orthogonanx, . . .

Par définition, Popératewr hermitique A est une observable si un sysiéme orthonormé
de vecteurs propres de A forme utie base dans Yespack degBfus clest-d-disdguron o ;
2, ) . ’
/ Ez §W;“}"‘<¥f;§‘ = §
a w
oli g, estle degrd de dépéndrescence.
L'opératenr A peut 8ure donné par

&y . ,
A=3a,P, avecP,=3 |y, ><y | (projecteur sur Ie sous espace £,)
# Fad

3 - ENBEMBLES D'OBSERVABLES QUI COMMUTENT,

Nous nous limitons & Pénoncé des théorbmes imporiants suivants ;

Théordme 1 : 8i deux observables 4 ef B commutent, on peut alors former une
base orthonormée de l'espace des Stass constitude par les vecieurs Propres communs 4
AetB.

Théordme 2 5i deux observables Aet B commutent, tont sous-gspace propre de

A est globalement invariant sous Paction 888,
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Théoréme 3 : 5i deux observables A et B commutent, Félément de matrice de B ;
<yl By > estnol

4 - ENSEMBLES CGMPL%&T@ D'OBSERVABLES QUI COMMUTENT
{(E.C.0.C)

%i A est une observable of 51 gucune des valenrs propres de A n'est déggnérée, alors ia
donnée de 18 Valeur propre déterdiine d'urle fagon unifque 187 vecteur propre
coﬂespﬁndam On ditgue 4 ffmmr“ 3 elle seule, pn E.COXCT

Si au contraire, A posside certaines valeurs propres dégénérées, la donnée de la valenr
propre ne suffit plus toujours & de&crmmer de.fagon sfmque un vecteur propre. Dans
ce cas A ne constite plus un ELOL.

?mn{)m donc une autre observable B qui commute aves A, L'ensemble {4, B} forme
un B.C.0O.C. si & chacun des couples possibles de valeurs propres (a,, b ) i
correspond un senl vecteur propre de Ia base.

”"j Chapitre ¥V - LES POSTULATS DE LA MECANIQUE

ier POSTULAT : DESCRIPTION DE L'ETAT D'UN SYSTEME :

L'état d'un sysime physique 2 Finstani 1, est défini par le ket | y( Fotg) >

2eme POSTULAT : DESCRIPTION DES GRANDEURS PHYSBIQUES .
A toute grandsur physigue .7 mesorable, 25t associde un optrateur A lindaire
hermitique agissant dans lespace des éats . 4 est appelé observable.

3eme POSTULAT SUR LA MESBURE

Une mesure de .7 ne pent donner que Pune des valeurs propres (téelles car 4 est
wne observable) de Tobservable A

gg%mi. “’xv(}q F ELA“’"» .
Lors de i:a mesure de 'observable A sur un systeme qui se touve dans Iéat | w >

normé & un instant ¢ déterming, la probabiliss .97, de wouver la valeur propre 4, de
A correspondant est

tn By . .
T = E | <« ui!ty»iz ' avex:lw>m§f,§t;c;]u;>
pe] PO

g.est le degré de éegenere%c&ma dea,et | i we» (=1, 2..8,) ¢ un sysiEme
orthonormé de vectenrs formant une base dans ie sous-espace propre de & ussocié h
lavalewr g, de A .
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R £n iz
Soit oL Len
n =]

S1en particulier, les valours propres de A ne sont pas dégénérées alors ;
‘*ﬁi :§4uﬂ§w>lzﬁ EC”§Z
Kemargue: La probabilitd totale est égale i funité

£,
LI = L % cils<cylys = J

k3
Conséguences : Les probabilitds que Pon prédit, powr une mesurs de o7 & partir
de/y>oul y>wlque |l w'>=ae® y> sontles mémes. Ce qui revient
dire gu'on facteur de phase globale w'affecte pas les prédictions physigues.

Stme POSTULAT

g S

Si la mesure de Si'sur Te sysibme dans I6tat | w > donne comme résuliat 4, , alors
Pétar du systéme immédintement aprds la mesure est la projection normée

>

e ly s aver P, le projecisur sur le sons-espace propre associé g,

POSTULAT : BEVOLI

(ION DES BYSTEMES DANS LE

L'évolution dans Te remps du ket | w00 ost donnde par Pégoation de Scheddinger
i Fr | it > = H{y i yrie) =

aver £ (1) 1 Mhardilionien du sysibme asssocié b Pénergle propre du systbme,
Conséguence pour les sysibmes conservatifs

i) Connalssant F'état du systéme 3 un instant & {4V wr{tp) =), Péiat du systéme 3 up
instant rultéricurest: | w(t) > = 5 O (1) e Ealtto) 1 #, >

Ed

avee £, Ya valeur propes associSe d Tétat b u, »> et Collp = <up Vw{te) s
) 51w (0> est lut mme St propre de H, le passage de | w{5)> &1 w{s) > ne fai
intervenir qu'un seul facteur de phase &~ Fal-0) /B pyp
Ces deux états sont physiguement indiscemables puisqu'ils ne différent que par un
facteur de phase global ¢ les états propres de & sont pour cette raison appelés éiats
stationnaires.

1. Valeur moyenne d'une observable 4 dans un état donné

8i Pétat |y > est normé, 1a valeur moyenne de A dans cet état notée < A >y est
donnée par laformule: <Adzy = < y fal e

En particulier, Ia position (moyenne) d'une particule est
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oo
<X» = {gﬂ}{?w‘» = ;? ¥ xy dx
celle de 1a quantité de mouvement : P> o= <y P, }qf >

dans la représentation (Ix >} 1< P, > = }& dx v (x) ”;E“ E%WL\’}

dans la représentation {1 P, >) : <P, > = 5 ap V) P VD)

avec ¥ (p) la transformée de Fourier de w(x).

2. Beart guadratigue moyen.

Pardéfinition, Fécart quadratique moyen A4 est donnée par
Adm{c A >~ < A Y

01 ENCOrS

ot Facile de montzer que

$i novs appliguons cetie formule aux observables X et P, dans Jo cas d'une particule

o , , . 2 e .
plongée dans un potentiel VIX) 4 e dimension 1 H = e 4+ VIX}, on obtient
& i

d o / o
P ¥ o = < P, (16)
14 ' v .
—— 24 e - e { 7

tiz o> < T (173

Larelation (17) est l'expression correspondante 3 a foi fondamentale de ta dysamique

pour une particule soumise 3 une force dérivant de V(X). Le théordme d'Ehrenfest’
constitue done la correspondance entre éguation de SchrBdinger et la mécanique

classigue.

4, Constante du mouvement.

Tne observable A est dite constante du mouvement sion 4

%’%?“ = U (A ne dépend pas explicitement du temps)
é [A, H1 = § (A commute avec /)
1

En reporiant ces deux égalités dans la relation (15), on obtient ;% <Ay =0

La valeur moyenne de A dang I'état ! ¥ > wévolue pas au cowrs du temps, d'ol
Tappellation : consianiz du mouvement.
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Chapitre VI — PROBLEMES A UNE DIMENSION -
OSCILLATEUR HARMONIQUE.

Nous ne raitons pas dans ce parsgraphe les ¢as des différents potentiels (carré,
marche de potentiel, puits de potentiel infini....). Ces exemples sont suffisamment
waités dans 1a partie exercices et froblémes. Nous &udions ici en démil i cas de
Voscillatenr harmonique.

1 - BESULTATS CLASSIQUES

1 'oscillateur harmonique linéaire est un point matériel de masse m, sowmnis & une
force de vappel : F = —m f x. L'Squation du mouvement s'obiient en appliquant le

2
principe fondamental de 1a dynamique : %ﬁ&”' + @?x = 0. La soluwion générale
Fune wlle dquation ;. x = Xpcos (@i + )

. T |
Fao = soit Wz} =z melsd

COnS 5 G0

b

CETUDE QUANTIQUE
La particuls dtant plongle dans un potentiel paraboligue ¥{x) =g m @? X%, fant
sartendee & ce que Ja théors quantique nautorise qu'en spectre d'Snergle discrel.

# dy m o’ x*

Ainsi Péquation de Schibdinger 96crit: -~ 5oo mﬁgﬁ b = E.w,
Posong © 5 ‘*\f ne 1 £, ® L

4 y —ﬁ ! (3 'ﬁm

. a2
On obtient © »ggﬁ -V, = 28,

A 7 A
Tn utilisant les opératewrs : AT = T = ¥ et AT = ey
dy ay

En ap;aiiqz}amﬁ * puis ;ﬁ\* 3 une fonction w, , on obiient :

(;:i” + y}(% - }’)%"“%")’2%“%
AN N\ A

Compte tenu de Péquation (17}, 1 vient donc : f?‘ ,@: Yy, = (21, {18

o NV - s . -
i maintenant, on fait agir A7 puis A7, on obtient alsément
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A A . ,
ATA g = (-2 g 1), 19

A
Remarquons que si W, est solution, alors 1a fonction 4 7, Fest également. En effes,
on fait agir & gauche, i’a;xémmur@ * gur les deux membros de Iégalisd (18)

ATR R g = (26,-1) A%y,
ou P A ) = (»«25,,m})(£+%)
o AT A (1&‘ Ty = {wz{en + df E){A\* v
80t ARy = (<2 60~y 20

Py
avec = 47 ¥,
Léguation {20) est identigue & (19) &t 7, est solution de Uéquation de Schridinger

pour énergie By = {g,+ 1w = E, + o 2%

a

Fis
Y . g w ) R
, on construit une solution y, 'éoerpgic

B g

pal (de plug bas rie).
Ein affer, Féouation (19) est vEifide pour une fonction yp telie que: Ay = O
, I . o , fe
en lui associant la valeur £y = w;; ¢'est-B-dire une énergic fgale d e
11 vies done daprés (21) ¢ B, = fwa+ By
Ey = figyw Ep = 2o+ Ey
By & i+ Epy = nhw+ Ey
. I : o
Soit alors : Ey =1 n+ “ﬁj?iw {(n entier 20) (22}

Remargue : L'étal de repos se révele impossible puisque le nivean d'énergie le plus
. Tw s . e
basest By = 5 e bon accord avee le principe dincertitnde d'Heisenberg.

11 reste & constraive les fonctions propres ef les normer ; en effet, nows avons

fﬁ:m% = { oy encore (J;L > },}% =
» )
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d
Soit s ~ydy
L
1 vient dong Yy = Apexp < 3"“’>
; . —m o xd )
80it ¢n remplagant par l'expression de y © Wplx) = Ay exp {m%w'- %@J

v o w s o £ .
81 yy est fonction propre normée associée au nivean £ A * i, est fonction propre
associde au niveau £,

. 'y & " oy
Soit W =AYy = -y e éw’zﬁ-ﬂ-
\ dy 2
. . ) (m a2 =i 32 3.
On obtient facilement : w) = 4, i\m:}?m X exp % ”éwj avec By = “5“!2&}
A LAY A
On wouve alors o par Paction de A 7 sy v, v pd Ty Tt

Les constantes Ag, 4, , ... g'obtiennent en Sorivant les conditions de nommalisations

7

.
o M - K
w, = 2 { ZE 5 avep By = & ho
\ AR “
o V7 fmawyu (4t - 2) e @ x? avec By = O
3 s s | s X @xpy | e Twem gy Fom e i)
I PR T 2= 2

S L

I existe d'autres méthodes pour waiter Toscillateny harmonigue. Nons Iaissons an
ens t S ot s N e
loctenr Yoccasion de les voir dans la partie exercices st probldmes.

Chapitre VII - NOTIONS SUR LE MOMENT CINETIQUE

En mécanigue classique, Ie moment cinélique d'une particule par rapport & Torigine

o g e op
est défini par : T= rAp
O3 En00re Oy = Xy — Yy {eyalique)

S 5 = .
qui s'exprime en remplacant 7 et p par les opératenrs respectives
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(6,) = fi 2 -y ﬁ,,, {oydigue}
o i Jy (9251
on encore ﬂ? = Zi'“ 1’39 A ﬂg
op H

Le moment cinélique a done la dimension de &
PP . \ P
Om définit alors un opéraseur sans dimensionpars il = R A p

welque: [ b =

Le moment cinétique orbital fotal d'un systdme 3 » particule s'6erit: £ = 2, 1%

#
gl

Nous obtenons ¢ (L Ly = L,

Une particule posséde en général un moment cinétique intringBque ou spin, I

tracuit une rotadon de la particule sur elie-méme, Le moment cinétique de spin ost

o -3

notd (en onlté 3 § = o, o0,
‘

|
Ne
b

Loy 1

Y

N

0

T ) appelées "matrics de Pauli”

’*\3 IS I 1 i
! :
) Lo 1)

"

Les valenrs propres de @, @, et ¢, soni: o] et done celles de S, §y ot 8, sont: =

Th est facile de trouver les vecteuss prorpes de 5, 8,

; ; : ;
*&%i“:»xm"gg v e o |- :»_E @»im?m:«%gyu:ﬁ:ﬁzimé

=

Propriéiés ; les trols opéralews U, ¥, € o, soni hermitiques oo auto-adjoints car
les fiéments de matrice sopt lels que t gy = 4

FEH
@ Det(o) = ~I (f=xyouz
© Trio) =0
& @f = (;f = gf = 7 ( » matrice anité
® 00 v GG = g

6,0, ~ 5,0, =20,

ainsi que les équations qui se déduisent par permutation circulaire de x, yet z.
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>
1 - Paguet d'onde.

- t:wmdére wne pariicule lHbre de maosse m, d'énergie 8 dont Péiat
i

v la fometlon wix, i)

I) Soit la fonction dlonde wix, § = A g v~ 08}

) Donner la relption gui exisie enmtre @ el k pour gue w(x, t) solf
selution de Péguation de Schridinger. En déduive lo valenr de Uénergie E
or fonction de @ .

by Caleuler la densité de probubilité  |w(x, f}%zega la puarticule, L'éiot du
C systéme peut-il Bfve déerit par wix, ) ainsi définie 7

29 On prepoze lu fonction a;}(x, & définie pur

wiE 8 o= ¢ g gk} e Hx g it g
al

ar {sans foirs

Péguatinn de Schriidinger.

by A ¢ = & Pl dp

- Pour guelle valewr géf} s, gl
Soncton yix, 43 7

~  Quelle condition dolt salisfaire g(k) pour gue wix, G} soi
normalisabls 7

semié por wiz, @
la transformée de Fourier de ln

Exirait, Casa I, PC 2, Juin 1986,

1%y a) On considbre une particule Hbre (dont Uénergie potentielle est nulle ou constania).

2 ,
L'éguation de Schusidinger s'éorit i -ﬁﬁ {x, 3 = é}‘g T a;, {x, 1) (D

Soit wix, x} /% g ik - a) sohm(}fz de caite fqguation dilférentielle. 11 vient alors

dy i a2 yr
T R L - e
3t ¥ dx?
. . , . o
L'équation {1) devient donc Fw = e
k et w sont donc 1iés par la xelation © b=

L'énergie E est alors : = =
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b) Calculons la densité de probabititd: | yix ) = v’ v =4[

On voit que la probabilité de présence est uniforme dans tout Uespace. Un telle onde nlest
pas de carré sommable, en toute rigewr, elle ne peul donc représenter un éiat physique pour
ia particule. ;

2% a) Le principe de superposition indique que toute combinatson linéaire d'ondes planes

e

. Wk . . e " .
vériflant @ = e sera ainsi solution de Féguation {1). Une telle superposition ¢'éorit ¢

Wi = ﬁ”“k glk) e -2 dg

o

Done y (%, ¢) représente un éiat physigue ; elle pewt parfaitement 8tre de careé sommable,

b} & Iinstant £ = 0, I'état du systbme est représentd pac w(x, 0) = ¢ éﬁw gtk) €% gk

3

On voii que g(k) est wut simplement Iz transformée de Pourler de y{x, 0) & condition gue ¢
{ i

o . L 4 r e [ pes Y wiby
soit égale & —==-, 11 vient alors 1 g(k) = =meme i T g 0 @ P dy
V2 VIR e
Z - Paquet d'onde - Relation d'incertitude.

1~ Donner, en jngiifigns, o forme géndrale de lo fomction @onde de ceite
mivroparticnie. ’

2~ Supposons gue lo fonction d'onde de cette microparticule ext donnde @
Uinstant § = 0 por

Vs 0 = = f e W Iy gx 1T dp

e 12

ot p, est uneg constonte positive ef N une constgnte destinde & novmer In
Fonction wix, 6.

a) Quelle est ln Grengformée de Fourler o(p) de wix, 08

Donner Pinserprétation physique de wix, 9 of vip).

b) Caleuler wix, §) 2t donmer Vallure de | wix, O P et | oip) 12

¢) Supposons gue | wix, §) |* e | @(p) * ne prennent respectivement
des voaleurs appréciebles gue dans des imtervalles Ax et Ap. Que peni-on
dive du produit AxAp 7 Denner lo signification physigue de Ax, Ap #
AxhAp.

d) Quelle est lo probabilité Ml@"{p;, ) pour gu'une mesure de Uimpulsion

gffecinée & Uinstant ¢t = 6, donme un résultat compris enive ~p; et + p;l
Etudier sommaivement la fonction 3% (py, 0). :
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¢} Donner In fonetion d'onde wix, 8} de cette microparticule & Finstans IR

Que devient la probabilits ei-dessus 57 {p1, 8 5ila mesure ¢st effectude #
Plustant ¢ 7 Interprétation.

Extrale , CASA 1, MP 3, Mai 1986,

1) D'aprés I'hypothése de DE BROGLIE : & chaque microparticzu}@ d'énergie F et
dimputsion };%cm ass0¢ie une onde plane : y (x, 1) = A ¢ k- 09 oy E= o atp= Bk,

Pour la microparticule, il peut exister plusieurs &tars possibles et dong daprés le principe de
saperposition, P'éat le plus général sst une combinaizson lindaire do 1ons les Suts probablas

Soit : ; Y 1) = f“’” glkye to-wi gi

s

Chaque onde plane est affectée dan poids g(k). Physiguement f gk} ng dk représents ks
probabiliié de ouver le nombre d'onde £ compris entre ket k + dk,

2% La fonction donds de cette msicroparticols set supposés i Ninstant ¢ w 0 exprimés par :

e e ~plip, g ipx/ % ig{} {?}

g il B Wiy} dp oy

ol ¢fp) représente la tansformée de Fourier de wix, ). En identifiant (1) avec {2}, nons
avons ; Hpl=Ng ~¥ip,
@ | wix, 0) 1 : représente Ia probabilied de wouver In microparticule au point x4 FMogant
f )

3 sy . . N . .
% | wip) P représente la probabilité de rouver Ia mictoparticale avec une impulsion #a
Vinstant 1 = 0.
by Calculons la fonction donde iz = 0

Wix ) = j?' j’m’g ~llip, o bxiE dp
W 2 TH

s

] " opo : s ; . "
:W;Yw uﬂ erir, g =Px/W(¥p+§*‘ e-Pip, gipxi (ipJ
2nh e 9

- & [fg g pllip, + ix fﬁ}‘] dp + {” 2 -«p{i!pa'-eix/h"}»ﬁp
. Jo

vV 21k s . .

N i-g Plilps + ix /?3) ¢ !: g ~pllipy + iz W}} }

mw{a Tip, + ix 1A fouw ™

B {
C dlp xR
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o 2 ( i N 1 >
Voon \iprix /" Tipo—ix |
H N 2,

Soit (%, O) = i<

> . y NPT W lip,
2

On en déduit hf/{x’ {});E s N > 22]}?9 \“2
o X2+ 1Ipy )

¥ . .
Mous remarguons que lorsque x s 69, ! yix, 0} P s 0 et que cotte foretion présente
wn maximum en x = 0,

}2

Les fonctions | w(x, 0) P e 1 gp) I sont représeniées par les courbes ci-dessous :

(o) Lpip) P

/ \
/

/s AN

7 "y
WM i

; 5
¢ @ Ax Ap © ce produit est borad infi srienrement of o valeur de celte bors dépend de I
Aéfinition précise de Ar ot de 4p.

% y (v) est une courbe de Causs, de largenr Ax : C'est Uintervalie dans lequel on peut
trouver 1a microparticnls lors d'une mesure do sa position A 7 = 0 et centrée aw point x = a.
& Lors dune mesure de Fimpulsion de la mictoparticuls, on ne pevt irouver des valeurs que
dans Tintervalle Ap {centrde sur g = 0).

% Le produit Ax dp est constant. I ors dune mesure de 1a conrdonnée x de la particule avec
ume incertitude sur 1o résultat de mesurs Ax, on lul commurique alors wne impulsion p de

Yordre de i/ Ap mais dont il est impossible de connaiire 3 la fois, avec précision, la positon
et Timpulsion d'une microparticule, Adnsi lorsqu'on essaye de localiser la microparticule
dans Tintervalle Ax, on sugmente lincertitude sur son impulsion. Cette impossibilii€ est
fondameniale o constitue le principe d'imcertitude de Heinsenberg.

) La probabilitd .#%(p,, 0) est définie par :
. 5
Pou0)=], Lew

W
ml\’ﬂ!h&y‘g g =2 P, dp
El
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;:Nz[jo‘fﬁﬁfﬁo dp + fp"e“'zl’f% dp:}
~py ¢

Soit : | F1p1,0) = Nop, (1 - ¢ 2711 7,) |

. 48 ) .
Ladc;w%”a;? =2N% ¢ 21 1Py gt toujours positive,

La fonciion . 5%(p,, 0) est représentde par la comrbe ci-dessons

Fp.0)

nicroparii

=

W b= wﬁm g{ e-Wlip, pifpai-nyg dp
' V2u1 ..

avec @p) = ~lpip, g-iwt

Soit alors ) §: =N g2, = | gp) 12,

Donc Fior, 1) = Fpr. 0 |

Nous remarguons que la probabilits . %% ndépendante du wmps : résuliat gui est trivial
puisgue Ia microparticule se ouve dans le porentiel nul (elle est fibre).

°

3 . Opératenr densité - Description par vecteur d'état et
par opérateur densité - Propriétés - Populations ei cohérences.

On considére dans Pespace des états & , une base orthonsrmiée {u, >}
Ur vecteur d'¢tar \y(D» pewt g'écrire sous In Forme
W@ >= 3 C.0 . lu, >
a

‘ AT Déterminer la wiwt:‘mx que doivent vérifier les coefficients, O, (0 pounr
que Et;f(i} > soil normé & Punité {(ce gue Fon supposera par ln. suite),
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29 On définit Uepératenr o) = Ly =< (]

py 8 représente ses éldments de mairice dans lo veprisentation {lu.>)
a) Mentrer gue pliy est hermitigue

by Montrer gque p{l) esi idempotant, ol pHn = p{t)

39 Colenler la trace de o1, soit Tr ple), dans ju représenmtation {|#,>}
(On rappelle gue i trace est ln somme des éldments de in diagonale
principale}.

4°) Démontrer que In trace d'un produit de matrice esi invariante puav
permutation clreulaire, soit + Ty ABL = Tr BLA = Tr CAB

Pour celn, commencer por un produit de matrice ; ef indroduive lo relation
g - P - 3
de fermeture }Jaﬂrwm,gi = 1 entre lpg I malvices .
"

57 Le systdme dlani dans Pt \witye. Détermiagr Pexpression de lu
valeur moyenne d'une phsevvable 4 &» fonetion de pli) ef A,

Hiser Iz résultat du § 4.

ddserminer Péguution d'évelution de it soit ”g;;’”f?

{Paur rela,

déviver oli) comme un produil).
fulk &

7y Les volewrs progres de A fignl motdes a, caleuler en Jonciion de pli)
Byf ., o . &
ot P, lugwan,] la probabilité de drouver comimneé régulial de mesure de. A,
rupe des volewrs propres 4, Pour vela, utiliser in propridié
P, o= <p(® | Puly() > = < Pu>

8% Dans le eas of les > sent les éiats statisnnaives de H.
a) monirer gue Pon a @

N U | |
i o we 8 - B [y -
Wﬁ Az ﬁﬁ,mﬂ} ‘fjﬂ izm;} = prs,m{g) at ih ar f}mmﬁ} ]
B) Calculer alors Po,ml 83
’ Exirait, Marrakech, PC 2 ~ MP 2, 1985

1°% Soit hif{i} > un vecteur d'état I W) o= 5O (1) } Uy > ol les {E #y, >} forment

e base orthonorinée de Tespace des éuats.

lutr) > est normé : <ywlun> = L1CwE =1
#
3°} Cn définit Vopératour densiié 2 Ay = Vg > i) !

L'opératenr p{1) est représents, dans la base i1 u, >}, par la matrice densité, dont fes
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iéments sont pie) = <wlpt) | > = <u |y ><y | u>

Soit pye) = Ci(t) C; @) )

8} pH{t) = pft) : Popératenr densité est donc hermitique,

BY D = pt) p) = | yin><wo) lw® >< i) | = plo)

3°) La relation E(‘: Wt =1, dei;(me que fa somme des 41lémenis disgonaux (1 de la

matrice densité est égale b 1,

En effet: P YO CH = 3, pat) = Tr p(t) 0
3 #®

4% TV {ABC) = Z@ uy ABC) 1, > = Z*‘fi o 1Al v, BO 0,

" "m
—
%, , ,
wm 4 <o Ay oo, LB u -
B e P ™ Mg 1 § wgﬁ > He
By

%.%;w ) - "%z;w

m;?;wz IS ROV B PO ?A PV B u%ﬁ fo, >
[

toq tg

miw #, | CAB | u, > = Tr(CAB)
- :

- - K
mé <, | B E,i%wa:upéifz lu, v u, 1A un >
B

m ’
f.1 ta

”Z <y | BCA |1, > = Tr (BCA)

Donc : . Tr ABC = Tr CAB = Tr BCA |

&%) 51 A estune observable ,ona:

Tr'mwf{”rpgél B ?}"}iﬁ;’ = frpdp
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TrpA =7r] yi) >< ng,@g W) >< i) |

w<An Tr by ><yi)l = A, Trpu

Soit daprés (2) : | TrpAd=<A>,| @

5% L'évolution dans Is temps de Vopératewr p(t) se déduit de Féquation de Schrddinger :

m L o> = vy Ty @

Le conjngué de cette équation 8'6orit 1 8 %< yit) E = yt) § H{t} (4 sant harmitiquey  (5)

- 4. 4 oy , da
Calculons () : 5o = G v <yml + lym> F<wml
Compte tena de {4) et {5), on obilent ﬁ% ot} = ;‘% Hi1) pf‘{} f%j Pty Hig
Kol : —_pli) o= o T, pli) ] Gy

e Soit: ’ Fay = <] Tl wys = <P
en ptilisant (3} <p,> = Tr plt) Py
soit alors | Plan) = Tr(p(t) F.) = Tr (Pap(t))] %
£°) 1) 51 los | uy > sont les éiais stationnatres de Ihamilionien H, on a ¢
Hluy> = E, | u,>

A partir de (6), on obtlent : % ath= [H, plt]]
Les éléments de matrice des deux membres de 'égalité nous exige

. d ;‘; o g ‘
d'one part, ks %ﬁ,gi if i oi1) §ie:m> = ifi < i, [ [2 4] ium o i 5 Dl 1)
D'autre part, <u | TH, plt) 1 > = < H plt) | > — <y | pty) H | ut>

w En <ty ot} Vit > — B <t p00) i >

s (B Bl ﬂm;{!,}

1t vient alors daprés (6) ik % Poumlt) = (Ep~ En} Pralt) | 1y
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Les termes diagonanx (n=m): wg; Ol ) = 0 Lo )
P &
b) On en déduis Panl ) = CONSIANLE ")
&
Prud) = Pult) €74 = En) U
Remarque : On dit donc que lss populations p,,, soni constanies, et les cohérences

£,
i) dyy gyStiime,

p oscillent aux fréguences de Bolr (@ -

Compléments
$°) Supposons gue H(i) puisse s'éerire sons la jforme H(1) = Hy + H ().
On pose: 5 (1) = € Hot I W gy g ~iHoi 1 K

B0 =¢ ol B g [(y e-ilotn

Donner Udguarion d'évolytion gg@p (¢

#

géis;' systdme conservaill ow
able attnehée

ons  maintenant gu'li ”'géoé gjs‘
ef H ow gﬁig f§53{§} = %‘3}} #i
Wéfﬁﬁﬁ Pingtan: ¢ = 8, la mosure z’iﬁ
propre o gus Fon suppose non jégém;ég,,
Monirer gw Pétar du  systéme & Uinsiont ¢ spt un figr propre de

iHilh g o il /%

Pobysrvable Ay avec 5@ valeur propre a @ Ay =g
Exirafe, CASA I, MP II, Juln 1983,

s 1 3 2 T & K K t¥4 I
§°) L'évolution dans le temps de Topératenr p(r) s'8crit

Mo = N,HGW) H;.wgy,,ausm o) e HATT _ b g iHAIE oy g -iHa 1R
i

v

% gplg}; g iH IR (m{ttg o} )g Al PR %_ga}!oﬂ?e p(s’)}fgg”"‘”"f’”?i

B
e

5!0 3{3{’3} ’é“ {eiﬁglfﬁff}gﬁ-”ﬁf’;g‘é‘ }{;ﬁw'ﬁf’é’j }6‘”“'}5”7& }
- .% gé!i,;:i?f{}wﬁggmi}!{,z!?i

[ .f;,, gifigifﬁ{}jjﬂwph})ew—vi}igt/ﬁ'

==

i

3
% (eiﬂi,iiﬁﬁlﬁgwi%l."ﬁmei’}{oi/?i p Hy €~ Hitl%)
H

~Introdupisons entre Hy et p d'une par et entre p et davtre part Tunhté
1= e-iHal R giHyl R
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, dapr)
1t vient alors : i .ﬁ {ﬁ p(é‘)

10°) Supposons qu'il sagit d'un sysibme conservatif oft H = Hy
Toit A une observable attachée & ce systbme. La mesure de A b= 0 donne la valew + a
(mm dégbnérée), dono : Alps=alo>

L'état du sytme immédiaternent aprds la mesnre est: cp:» E , Colol 1;&,(

i
A Uinstant 1 > 0, [état du sysibme est: | w{)> = Z Coo)e Bt (B |y >
A
Sidy m=e-HUEA gIHUTR alorsona Ay lyw>=alwms>!
f@éwy gwfgs\ = wf:ﬂ!ﬁﬁ gsﬁ!f # % %fy{{}}

s Bk piHE E'J‘% .
iy

w g -iHUT 4 }"{ (o) &~ i Byt 1 B gu‘f&fﬁ%)zﬂ;
=e-HIUFA T Cyfo) fun>

B
mg-iHUAg L gs weifliF g o>

=g gwéH!i”ﬁ % gr=a z{jﬂ{ﬁ) gil1i R §z€”5
[

a3 Cuie }eig"i'm;&gywaiw{;)>
Soit : Ag lw> = alwi(y>

x 4 . Opérateur d'évolution.

I} Seit A une observable agissant dans ['zspace deg deats g‘i i n
dimensions, Ef seit (log») la base prikonormée prepre de A
(A lpx> = ag L @s>, &k = 1, 2, o, %) On définis Vopérateur linéalre
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Uk, B par Ulk, I = g, »< ¢, .
1% Caleuler Vadjoint UY(k, i de UL, 1. )
2°%) Eveluer le commutatewr [A, Uk, D] et en déduire [4, U

3% On appelle trace de opératesr lindaive B of Von note Tr (B} In somme
des élémemis  diagonauwx de la .matrice le représentont ; soif
] £

Tr{BY= 3 By = Y <@g iBle,> dang In base {{g,>}.
N k=l k=i

Calenler la tvoce Tr {4k, I} de Uk, .
4% Démowntrer la relation : B = %i By Uk, 5, Pour celd on éerira
B=1RI,
5% Monsrer gue : By= Tr (BU* (&, D}

Exeorait , FES, MP 2 « PC 2, Janvier 1988,
IT ) Dang le description de Schridinger les dtatr un zystéme guanfigue
dvpluent avee le temps cowformément & la lol

Uit ty) est wn opdvatenr #'évelution,

1% Moentrer gue Uopératens TN, 1,) soetisfalt & Viguation !
., dU ) . e -
ik i HU (B} (H étant VHemilionisn du sysidmel,

En déduire gue UV = U en ptllisant (1) g8 W a5t hermitigue.

2% Douner Fexpression de Popératewr U, t,) 38 H ne dépend paz du
L temps. ‘

53 % Deonper 'expression de Uapdratewr Ul + 4y, &
Exirais, CASA I, PO 2, Mal 1988,

1) 1% L'opératenr lindaire U(k, I est défini par : Uk, D = | @ >< g |

Calonlons son adjoint
<yl U lws=<yw UKD ly>'= <y la><aly>
=<alw<wla>=<ula><alp>

=<y lUnb >

Soit done « VU D) = (L E)
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2%y Appliquons le commutatenr [A, Uk, 1) ] sur un éial quelcongue | y > ¢

A UKD we= (AU D-UklA) | y>

™

=Ala><aly>-la><alaly
=a | > <ol y>-l o> <ala’] v>

=(a~a) | o> <ol v>
car A est une observable, done hermitiqus ot ses valewrs propres sont réelles. Soit alors :
A UG D = (o - ) UK D)
A Ull k1= 0

O en déduiy
. L
3% Calculons la tace de Uk, )2 Tr U 1) ) = Ek%g Uk, 1) o
' o U B PR

i
- g ::;

é 4{5«%\“ LA
weed

¥

g
= @QM i P

s

st b symibole do Bronacker )

B

]

4%y Démontrons ¢ ¥ OBy Utk B
B

- 1B 1

=]
H

dorivomns B 2

o> < | B lo><gl

&1

= E Ao By <@l {8y est Vlement de mateise do B
k1

B0t
s N

59y Calevlons : 77 (BUYE ) = Z <l BUE 1) o>
Fad

-
= zﬁ%i Blg > <l >

o g=f
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Tr (BUh ) = 3 By Si
i

o

oit: Tr BUT{k, 1) = By

IE 1°) @ On définit Topérateur d'évolution U (1, 1,) qui permet de déterminer Péar Qw{z} s

& partir de [y (4,) > par Vws = Uy M
. . U

Mons allons cherchier 3 montrer que ik e HU

L'égpation de Schrdinger géori : i% w-g;m =H ly»

ou encore mg«» lyr =i% mU{g ) bt = H UM 1 g

au'on pent dorve sous I forme

Soit 1t == HUL, i) e
@ Monirons gue U = [/, il i HU &5
‘ N ] . dix

te conjngué de cetie éouation s'éorlt .~ {8 el »’Zf *H {4

Muktiplions 3 gauche les deux membres de ié%,ahie {’3} par U ¥ et ceux de {(4) par U A drolte.

o %i{ UHU

+
47 ‘3%«;;; = UHU

En faisant Ja différence do ces deux derniéres dquations, nous obtenons

W du
m(w 2, v}«.a

. . 4 -
{1 vient alors © T (L) =
soit I = Cie w Utfty, 1) Uity 1}

Comme le ket §3;J{fg)> est quelcongue, i ressort de (D que: Ul 1) = 1

donc (e, 1o} Uty = 1
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soit U1, 15) = U-(1, 1) |
Lopérateur U/ est done unifaire.
*) Li6quation (2) peut s'écri Wit 4

L oguaiion UL S e0re S ——— g, s
2%y L'équ By ire Uit 1) o di

soit en imbgrant (H éant indépendant du temps) 1 U(s, ) = g 1A 11E

3 ﬁxpre@sim& de U {t+ df, 1)

Caleulons Vopératenr d'évolution enge deux instants infintment volsing, Poar celn, berivons
I'équation de Schrodinger sous Ia forme

alyw> = lyicr o> - by >
L= mmH ly> ar

- H dr } (>

b e

1 vient alors © v;,ig’zyg%gjx = {1 -

Hdi

S feen

on olstient dong Ut deigy = 1 -

3

ﬁ{% s Etalgment d'un paguet d'ondes Hbres,

Solent ¥ ef F les uvpératenvs de povition ef “dlimpulsivs dune migro..
;}ammﬂ* !z;’;w, -

I M@ﬁérw en oppligeant Iy ihiéeréme d'Ehrenfest (micropariicule libre)
gue < X » est une fonction lindnire du temps, o valewr meyenne <« P >
restont constante, Que. peut-gn dire de < P 2> P2

2% Ecrive les dquations d'évolutlen des valewrs moyenaes < X 2::» et
< XP + PX  ». Intégrer ce§ éguniions.

2% En déduire gu'aver un cholx convenable de Porigine des femps, Udcart
gwdmngzw meyen AX est donné por

(4%} = (&P)o £+ (AX);
ot (AX)g 28 (AP, som les dearts guadratiques moyens & Pinstant initial,

Comment varie en foneflon du temps ln largenr du poguet d”wsde AX.
Bonner Pinterprétation pfzysmtw

Rappel : On définit Uécart guadratigue maoyen AA d'us epératenr A, par

Ad = V(A ~<d»? sVc AdivP o < 4 52,

4% Suppessns malntenant gue la microparticule subit Paction d'un
potentiel Vix) = ~ ax od a est une consiante. Comment fvolue fex valeurs
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mpyennes de la positien X et de Pimpulsion P de ceite microparticule ?
Comparer avec le mouvement olassigues
Peus-on généraliser ce vésuliat & un potentiel guelcongue ? Pourguoi ?

Extrolt CAS4A I, MP 2, Mal 1986,

1% Pour une observable A qui ne dépend pas explicitement du temps, le théoréme

ﬂ“"d’f z w&%ﬁ [4, #] >

. d'EBhrenfest monire que ;

P2
I + V(X

i

L'hamilionien du systdme est ¢ H
il V) = ¢ {pasticule libre)

g X » 1

Appligoons e théordme dEhrenfest aux ohservables X ot P; o (X H T

at ik
] . PE B e i 5 e iPH
£ b A e £1 s o
or (X H] g—}'{ﬁzmﬁ% i{ﬁ):g ™ X, P+ X, V(5] o
i da X > & P o o
o e m
b EA=Pona; el [P H»
” ‘ 0 r wiiiw Crw g j i ggm
or P, H) = gfa ME + {g,& Vo) = ~in
i ,
e
. d= P oV :
SOl S 1 o A W, ‘ A
de ax @
dansmofrecas V=0, 1 “;Jiem alors © W = {3
d< P> [ o .o e P
Hemargue @ 7 =5 e P » o, soit < F e om P
Cetie yvelation représente la 1ol fondameniale de 1a dynamique.
L'éguation () montreque: | < P> =< P>y = Cle @

d“:X'}'m QZP;‘?Q
& 7 om

ia refation (1) devient : = (g

LN n . %
Voir démonsication an compliment de ce problame
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Soit en intégrang : < X > o &%ﬁ%i S &Y ) )
2 ‘
& Si mainienant A = P2, le théoréme d'Ehrenfest §8crit g%wﬁ = ”5“1‘::‘ < [P?HY>
N £8E

P2 3
AVeD H = S ona: PLHT=0

2
Omn en déduit . <P’z =

dt

soit P PRy

Liobservable P ? n'évolde pas au cours du temps.

2%} @ Par un raisonnement analogae, nous avons gﬁﬁgw?” e ““L <[XE H]>
. 3 o o 3 4 *
or A 2 H =2, Sy e S {mxmﬂx;’ %)

il vient alors

B BLA = AP+ PR :i‘ W KPP v PE > » w}% < XP + PX H >

or [XP + PE.H1 = [XP,H1 + FX, H}
’ w XIPHL 4+ X, HTP + PIXH P, HIX
P2 ‘
avec H = S

11 sapparait dans la solution plus que les deux communateurs

XM =+ml o qpm =0
On en déduit ) mg; «XP 3+ PX>» = %qiﬂb
comme < p? > n'évolue pas au cours du temps, on a alors

A e R p2
diﬁiﬁ%f}}” m{P >

Nous obtenons donc un systéme de deux éguations :

(Lo xes wi—l-(xpwﬁ;m ®

4 , ol p2 :
idi<XP + PX » Mm“'p >y D
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Intégrons éguation (7 | < XP + PX > = A < Pl < EP v+ Py (B)

b

Intreduisons cette égalitd dans Péguation (68) ¢
2 :
ﬁw</§’2>~-”~’m<}) >0£-1~L<XP+PX>0~
de m? m

Soit en intégrant

<X2>::;fgm«:f’zzvgff%é;<X§?‘§—‘PX;>01+<:4X3>0 ©

3%) On définit Pécart guadratique moven A4 d'an opérateur A, par

dA =< 47 > o < A 2
Doncpour A= X, ona (AXP = <X < X P
En tonant compie des rﬂa{i{mﬁf{%}*&i (9, nous aErons :
N O

(AP = vme o Pl g o 2 P 4 PR vyt b < X723

H
Sidoplusonchoisithr=0 0 CHP + PX »p=0 gt <X wpw
On g done (AX 1P = W (AP B 1AX5

a-

5i 1 angmente, la Jargewr du paguet donde AX &&gmmim ee il correspond 4

Pétalement do paguet.

47} Supposons mainienant que ia microparticnie subit Paction d'on potentiel
Vi) = — ax. Le systéme d'équations d'évolution des valeurs movennes de X et P devient (en
tenant compie des quations (D et () )

J'ﬁ“‘:}{? < P o

#

dt i
2V
L£<P;»mm<w~:»m+a
s ax
Soiten imtégrant © <Pr=at+ <Py
<X = ;”"mtz »&m&m; <X >
2m m ¢
En mécanigue classigue: P=mV, V = %f"’ F o= dg%w my, les valeurs

moyennes < & > et < P » évoluent done comme pour une particale
classigue dans le pountentiel V(X)) = - aX .

Remargue ; Ce résultat ne peut Sire géndralisée & vn potentiel quelcongne car en général ;
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Compléments : 1% Montrer qsge«%x: A > = w{wa: {A, H1» pour ung

observable A gul ne dépend pas exg:lzmemené du femps

2%y Démontrer gue 14, Fr] = z; BIA, BYBeos-l et ealenler [X, #715
wnald

P, X71 et plus généralement [P, F(X)] et 1X, G(P}]

1%y On ééfam{ 1a valeur moyenne de A d'ms Vétat w par !

wmwbga;; A dx
d

4 - . [av ] dy
df«f'&vmdg jj?gi {3; z.mj py e Ay G r};@;v A= dx

3

) dy T
jid H Yo if o &8 L H o= ~’~l7/z, o

TVois en faisant intervenir {4, H] = (AH ~ HA}

4 i ! C s "
e o e [ | A ) Ehrenfes
5 < A o « [A, H] » Théorsme ' Ebhrenfest

sd

2% 4 Pour n= 1, [A, B} = E 8514, B] B gst vérifié. Supposons que celie relation
est veaie pour n-J soit (A, B%1Y = X B IA, B) Br?

Wontrons gue c'est viale aussi ponr it

[A, BY] = [A, BB = BA, B+ 4 [A, B] B

-l
=8 5 BIA Bl B2 4 [A B] B
gt}

ik
= Y B[4, B) B~% + BYIA B} B™
=4 3
Lf‘ x«‘i
A~
= X B (A, Bl g

B
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wed
Posons 5" = s+7 A, B"] = F B[4, B] Br-si
S}
fo-d
Seil pour £'=s, on trouve sans peine gue (A, B"] = % Bs14, Bl Er-s-t
. gwal) .
P BiA=X etB = p
#d -
a) xX.pP s ¥ PE Py pameed
M H
Soitavec (X, Pl = % .
ad #d
P = ¥ ipspret o i 3 Pl o g el {1y
s F=l} .
rx:«f )
b} LX) = 5 X (il Yool o il g 3ned {11
a=f}

Diéterminons Paction de [P, #¥ 1 sur une fonction y(xy,2) arbiteaire -

IR
FfE i

Par définitlon, F(X) w = Fly w o, dob

(1) comrespond B FIX) =

Far un ralsonoement analogue, an pe

monte
X, G(P)} =

Xé - Point de vue (ou représentation) d'Heisenberg.

On dtudie un systbme guantique dont le ket &'6tal & Vinstans 1 oest ly(t)>
2t une grandeyr Physique de ce systéme, pouvant dépendre explicitement
du temps, domt Uoepératenr associé est A(H (par exemple, pour unm
“guanton” Papératenr ¥ 4+ vi 1} .

19 Rappeler Pexpression de la valenr moyenne «< A >, de la grandenr
physique & Finstant 3,

29 Rappeler Feoxpression du ket d'état & Pinstant ¢ en Jonetion du ket
d'tat Initial ly(t,)> et de Vopératewr U d'évelution dy systéme,

3% Montrezx gqu'il existe - et frouver en Pexpression en fonction de 4 eof
U ~ un opérateur unigue Ay, (B~ dit opérateur assoclé 3 Ia grandeur
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physigue, en représentotion du Helsenberg —~, fel que 50 ralenr moyenne
dans I'état infrigl \w(i,)> solt foujours égale 4 < A >,

49 Le systéme @ powr g — hamilionien™ H{i). Rappeler Péquation de
Schrédinger pour Pévolution de lw(t)> adoptant le point de vue de
Heisenberg, pluift gue de ¢ < A », au moyen de la valenr moyenne
de A(D) dans Pétat \y(t)> » 18 régi

iable .et régi par U'éguation. de Schridinger,
on va caleuler dans U'étas fixe \y(ty)> I valeur moyenne de Ay (f).

Il nous reste demc @ trouver I'éguation d'évelution de I'opératent
Ap (9 torrespendant & 'équation d'évolution de Schridinger pour I'étai

ly(t)>. En utilisant expression frouvée an 3%, donner Pexpression e
Agfitdt) an premier ovdre en 41, en fonction de Ay (0, UL z,-,),mgf‘??m ef
du pommuintenr [A{H, Hl

5% Quelle exprasgion en déduiser vous pour Popération ik ;{;A ERALI

£° Montrer gue Vopératenr Ag (1) obéit finalement & Péguaston du
monvement ~ dite de Heisenberg ~

i

leisenbarg,

cowmme  Hamiiton

4

7% On ve maintensnl cppliguer pe charmani Jormalizme & wun guanion dons
um emvironmemani gue Pon pipére Dblew représemtd par o modéle de
Foseillateny harmonigue & wune dimension, § savolr un homilionien.

g2 1

v e e B2 %R
H o T g m ot X

) . : d

En reprengnt D'expression irouvée aw 57 exprimez alors T3 Xy, (0 ef
%%’H,,ﬂ{t} en fonction de Xy, (8, Pt m el @

&% Quels soni les opérateurs lniticux ECPRON Py e,(t) en Fonction de X
et P 7 Intégrer emsuite le systime d'équation couplées trouvé au 77} pour
aveir les solutipns ;i};}fo(t) et fﬁg',ﬂ{i) en fonction de X, P, m, @ ef ¢ -4,
9° Quelles sont les velewrs moyenngs < X >y #f < P o= en jouction de
« X vig, < F mig, m, @ €L~y ?

19y On définit la valeor moyenne de A dans 16t iy! {t)> par:

<A =<y alym> 6}
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2°) Le vectenr d'état [y ()> 2 Tinstant ¢ sexprime en fonetion de ly (1,)> par la relation :

lw > = Ui, 1) ly (> @
ol Uz, 1p) est Vopérateur d'évolution {clexercice 4)
3% Par hypothése, nous avons <Ay, = <A >, 2
~
Cest 2 dire <witg) | Ay, lWit) > = <y () iﬁE!if(U?‘[
Soit en wtilisant (2) ; <y lig Ay et = <yl U, id)AU(f i) W{sgﬁf ’

Cenie galité est viaie quelque soit Tétat by (50> . Donc ;

[ Amip = U'(109) A U1, 15) | @

1)

4% @ L'équation de Scludidinger s'ovit éﬁj{% by = Hn lwi>

% faloulons Topéeatewr Ay, snte denx i%&éi;},ﬁi% mész,m nis voising en for

gdg}, AAAAA ci,g W*

de
&
g}” AH.K{M SR
= Ag, (1) + (AL de @
gy W0 di 4
Pour calenler cetie expression, on ulilise los propriéiés des opérarenrs d'évolution établies
7
dans Pexercice 4 . Soit : *ﬁf; wo ; -niepm @
Calculons P (LPAL) = o Al %(U P O o Y4 oy
Soit en tenant compte des relations (5)
Loirar) = =L Loyeamy o v 84,
m({iﬁb’} = T {HHAD + i UrAHD + o v

] ‘ dA
o — AL N pouty
(U (AH —HAJT) + U+ U

En utitisant le Gait que (A, H] = AH - HA ,ona:

ey 4 P b A i 5
i {ii’ AU} Uiiil i 4 fr {i*&A,}WU

Larelation (4) devient alors ;

Angy (14 1) = Ay (1) + sy « Lvpamy m} ©®
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£°y On en déduit
dhy, Ayl + 4 - Ay, (1) L dA i
e T = U“—Gi U+ ;.gU*{A, HWU
. . o4 , d4 -
11 vient alors ih ”{;’"{AH.‘G (1} = IHUA -E;U* + Ur[A, HIU N

£9) Dans le deusibme terme du second membre de Vexpression (7), insérons entre A et H e
produit UU* qui est égal # Popératenr idertitd {cf exercics 4)

i Z%Aff‘wg:) = zﬁw%%af + (UFAUU*HU - YrHUU+AU)

© Draprds la définition [3], nous wouvons @

o d dA ;
i A () = i == U+ (Amﬂ Hy Hﬁ,rﬂémﬁ}

e o A . -, {44 .
fipglement ih a A, (1) = %}A}g,,{}{z} , h“‘,{)(i}j + ik i\wgzi)ﬁ . {8

B reprenant Pexpression (7) et en Feppliquant 3 4 = X ¢t A = P, nous oblenons 2
nt le Fait aus log observables ¥ et P ne dépendent pas expliciiement do tomps ;

8y (1) pe W )
S oo s § S s Ton i JOR. - 2 '
i TR i gk b +Emw b4 § U S X, Pl
11 w'apparait dans la solution plus que le caloud du cormulatenr @ ¥, P2} =200F
gQ{H 10( 1) 2 iE
it R AN + e s
On en déduit iH T T PP - Pyt
. 4 Xy (1) 7
30it "’""‘“*(‘i'f“”" = = PV ©

Par un raisonnement analogue, on obtient aisément

4P i)
&

= —m @7 Xy ,(0) an

£°) Nous désirons calculer les opérateurs initiaux Xuofth et Py oft) . En effot, d'aprés la
définition (3), Xpa(t)h = Utlip. tg) X Uftg, 1) = X

Py ft)= Utio,1g) P Uft, 1) = P

car {1, tp) = Lty 1) = 1 (cf exercice 4)
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% Le systbme d'équations couplées est donné par (9) et (1)
T dKy ) g
Jwﬁww;ﬁwgu 9
4Py 0
lw%‘-‘ﬂm = —m@ X (1) (10)
En dérivant les équations (9) et (10), on obtient :

4Xy ;0{!) 7 dPy rﬁ(z)
LA WYy - .
a o & @ Xﬁﬁfﬂ( ) d'apris la relation (10)

La solution” dane telle éguation différendelle du second ordre est de la forme
Xﬁl,ﬁ(z} = () cos @~ g} + Ty sin (1~ 8p) an

A (1)
e

ﬁgx@gg}mmmﬁ C) sin @ft ~ o) + Cy cos ft~15))  (12)

On en dédult Py, (1) 4 partir de (9} Ps; {aﬁ} = m

3

o fenant compis des mmﬁswm initiales b i = fy,

Ky (el =X ‘
LRI R D | i

AR

Soit ; Cy=X ol Cp o e
. B
finatement (11 2 (19) deviennent

Hgrglth = X cos @fi -ty )+ === sin @ft 15} (i3
i L mw

Py ft) = P cosft—tp) ~ me X sin oft~1t) (14)

%°) Calculons les moyennes de X 1) et Py (1) Tesquelies daprés la définition (27 nous
donne <CEppfilem < Xy @l < Py fthopm <P oy

Daprés (13) et (14), nous obténons ¢

<Fm,
w X oy m <Ky cos 0 - i) sin 6F— to) (15}
? mw

<Py < P ocos @ -t~ mey < X > sin 6t - ty) (16}

En multiplant (15) par sin off — fp) ot (16) par e cos Wt — i) &1 en ajoutant les
m
équations obtenus membre  membse, on obtient :
P pem <X > masin @ - i) P By, COS O{f ~ i) an

En repportant (17) dans (15), ona:
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< P>

<X my, = a X >y costft — i) + < X >, sinfet —1p) + COSEH T~ tp) SINGXL ~ 19}

. ( w P o=y )
soit <Xy ot ~ gy =l € X >y b sin oft ~ f,g}\(,‘f}sﬂ)(c'” 179
i j
s >fo :
Drob linalement <X =<K =, cos @ o) — sin ot —tp) (18
En résumé
“ Py

sin @it~ tp)

<X =X =y o005 @ ln)-

<Prmmom <X > sino(t-p) + <P >, cos ol -1

Remargue © Les équations (9) et (10) géndralisent le théorbme d'Ehrenfest. Elles sont
semblables & celles gui nous donment Tévolution des grandeurs classiques x et p. Le seul
avaniage dans cetie représentation de Heisenberg est de conduire i des éguations gul
rappellent d'une certaing manire celles de Ja mécanique classique.

17 Keit ly» ke kel d'dtet d'un sysidme guantigue, A et B devx opdroleurs
hermifigues.

Monirer gue la condition nécessmive pour que lp = & (4 + AR} lw> alt
wne norme carrée new ndgative VL € IR est gue les veleurs moyennes dans
et |w> sotisfassent

«

I A, Bl 2
«Aiey, e BPr, 2 7 m:iw’gmm;}w
: ‘
A propos... = *ﬁ“jrﬁ}w esi-il un mombre véel 7 pourquoi 7
29 On a {su on }:i;avraii avolr) coutume d'appeler “dispersion guontigue” de
tn grandeur physigue d'opéretenr associt A; dans Vétar ly>, lo quantitd
(AA), non négative telle gue '
2

(AL < (h ~ < 4>y 1>y,
Montrer que : (AA)y (AB), 2 %.gﬁ ié.,zgﬁi >y| (inégalité de Heisenberg,
théoréme gui n'g plus riem & voir avec un principe) {(pour cela # pourre
sire wuiile de considérer les opérateurs A . if 4 - < A wy 1,
ﬁgdgﬂmmm}m Du'en estil pour le produit [AX)y (AP}, dans le cos
d'un guanion @ mne dimension dans V'éat ly»?

39 On vo wmgintenant s¢ placer du polnt de vue de Heisenberg probléme
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précédent. Montrer que (AA)E = (A g, {t) }:;

‘ i’i,(;); ﬁ)(f)}
4% Montrer que (m&),{ MB);E%% <« Pt ! 7 Ble 3 ETN

59 Appliguer cette inégalité au produit (4K}, (4F), dans le cas de
Voscillatenr harmonique, & Paide des solutions trouvées au problime
précédent 8. Quelle ext ln borne inféricure de (A4X), (4P), larsque

t =ty + ] 2w ?

1°) Considérons le ket : [p> = (4 + iAB) |y >
oft A est un réel quelcongue ; quel que soit 4, le carté de Ja norme <@ b > ost positif, ce qui
§'derit : <plp> = <yl (A-iAB)(A + i38) |y >

Alys v il <yw]1a, B

> trindme du second degré en A est done ndgatf ou ool . Soir:
7 £4

A a‘gﬁiw@ﬁ » 72 < 4

W EE & B
i §,mﬂ<§ < A ﬁiwﬂ«wu Py

Mous avons dong <Ai>, < B?>, {13

Z%je:: M} B };;

L
H

# Les oplratemrs A et B sont supposés hermitigues, donc [4, B] est antihermitique ; il

f
vient alors gue "&ﬁz@ est hermitigue. De plus la valewr movenne d'un opérateur D
hermitique quelsongue <wi Dy > est iéelle quel que soit ly >

A, B

On en déduit que s:m;’:m* > €8t un nombre réel.

I A Al
2°%) Considérons les opératowrs : A, =4 ~ <4 Py L8l ﬁv« w 8- <8, 1
! tez P . " N £
Linégalité (1) est vérifide quels que solent A et B hermitiques, ce gui est le cas pour A y ot
I
s A A, § 2
§v, . Done d'aprds (1), nous obienons: < A% >, « K Py 2 24? < i**?"i > 3
En se reportant 2 la définition de Fécart quadratique moyen et en tilisant (2), nous avons |

(wy=VN<h7>, o« (), = V<B>,

A
Linégalité (3} e'éorit alors ¢ (AA);';, {Aﬂ)i & f;; < Lé;-éi}

g
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rOmATQUONS que {/? , é\} = [A, BY {&vident} et donc !

(AA)y (AB)y 2 «;1 §< 4.8 »Wi @

& Pour le cas d'un ganton A une dimension ddns 'St Iy >

(600, (apry 2 4 < EELs | o

Remargue @ Si deux observables sont conjuguées, il existe une limite inférienre précise an
produis A% AP, Cette borne inférieurs est atiginte pour I'état fondamental.

373 On cherche & monter que (M}f = {& Ayt },i

Par définition (b)) =< (4 - <A>, I >, = <AT5 - <A>/
Tapibs lexercice Gona: <A B, = < Ky ft) >y
Wiontons gue < A% >, = < Ag;ﬁ {1} =, s oneffol
17 by i) | DA i
& <y (t) [UA DU AL L (1o)>
Fe ‘? 2 i e
= <y {tg) | Afyyy (1) W (100>
b3
R "Qﬁilﬁ {t) Ty

. . A ) PR 7
11 viest alors ¢ {AA), = € Agy, >y = < Agg, >h = (BAn )y 5
4°) Ba considérant (5), ona: (zif%)i = 4 A,;%}fﬁ

) ¢ "
Soit daprds (4 © ‘ {44}, (4B), 2 Y {{ 7 :»fgj
H [Anglt)  Bugla)] %

- . wﬁ'« 2fg / Ay .
done : (AA), (4B}, 2 5 g«: ————— E 1o
5% A?;}iiquens ceite dernidre expression A X et ¥

: 1
o1 Xunfto) + Pagfte)]
(4A)q (AP) 2 5 %»»: a1 IR

or daprés Iexercice 6, ona:  Kygylty) = X

#

et Payft) P cos it —tg)—m o X sin &1~ 10}
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Seit {Xh,,,agg),m{_,ggz) i s (X, Peosoft—ip)] = ihcos oft—ty)
L'expression (7) devient alors : {AA) (AP}, «Z'Ez"“?z § cos Bt~ tg) §
7
Lorsque L= f+ L cosoft-1) = cos 5= =0
2 ,
dod (AA}, (AP, 20

La borme inférieure de {AA};‘; (AP}, est done nulle.

& — Particule confinée dans une boite cubigue.

I} On veut étudier uyne purticule guantigue de masse @ m, confinds dans
une portion cubigue de Uespace. Dans cette portion régne un polentie! wnul
el en debors, le poientlel esf infini.

« G, pour @ D<xza, Boyes ot ferza %

et

X% /
1% Quelle est lo probabilité de trouver g puarficule dars la région of le
potentiel est infini ?
2% Les fonctions d'ondes solutlons de ["dguntion sux énevgies sont de la
Jorme :y(x, v, 7} = A (x). Bdy).Culz} avee : n, I, m eatiers "non nul”,

L'hamiltonien est alors : H = H, « H,+ H, ef Vénergle st :
Eu!mmﬁn ”iﬁEié"Em"

Donner les fonctions propres ef les valeurs propres de Hamiltonien H,
39 Normaliser la fonction donde wix, y, 2.

4% Emdier lo multiplicité (la dégénérescence) des 3 premiers niveaux i
d’énergie.
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N.B : On dennera un tableau de lo forme @

n I e n? e m? E ot myltiplicité

5% Caleuler le commutatenr [x, p?]
Peut-on alors mesurer la position et Uénergie simulianément ?
Extralr, El Jadida , PC2, lanvier 1987,

1% La particule est confinée dans Tencelnie, la ;}mbabiiiié de wouver 1a particule en dehors
de Ia bolte cubigue est done nulle,

2°3 I g'agit de résoudre T'éguation aux valeurs propres ¢
g g

Hy(x, vz} w Egp iy, 2) 1y

42 92 ) g:z , a7
Zm 4%‘? ay

~ e By B » Z? “{!\5
s de Scheddingsy (1) devient: c};&ﬁ*
ot

vl £} A d 5 ALyl BB &C I
Bly)Clz) oo+ Alx} Ciz) = &t A By} T = - BABY)C(2)
THivisons les deux membres par A0, on obtient ;
i 424 g I g 3
A @ 7 gy T T T e }
fonction de fonetion de y et 2
x seul )
Chacun des membres est donc consiant ef vaul: ;%» é% = i*i )]
Om a également : B fﬁ (1 ¢ dzg + k2 ;:‘i} B k{ﬁ 3
] & .
ot il %;g’“ = kﬁ 4
avec B !@ S

Les solutions de (2), (3), (1)1 A(x) = &psin(kx + 9}
Bly) = Azsinhy + @)
i) = Agsini{hz + @)
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etdonc yix, y, z) s'éerit ; wix, y, 2} = A sinflor + @) sin (ky + ) sin (k2 + @)
Or Ia fonction d'onde est identiquement nuile & Textérieur de 1a boite et en particulier pour

x=0 5 y=03 z=0 ; etpour x=a; y=4 & 2=q

Ces conditions nons exige:  @=@=@=0

sink,a =0 — k, = nala
et sin ﬁ:y a = 0 H ky = lnla
sink,a = 0 o k, = mnla

L

La fonction d'onde w(x, vz} $'csit dong

wix, y, 2) = A sin {ﬁgﬁ sin {ﬁZE}i }52;@ {mm}
. - . A

/ a 2
. e . - ne i P )
Les valewrs possibles de Pénergle sont: £ = o wec el + éﬁ + ,3’2

L'gnergie do la pardoule est done guantifide et dépend des nombres quantignes 2, [ ot m,

373 La condition de normalisation de la fonction donde 86wt

}gj;w §¥;i{x., e} P ax dyde =

—om

goit alors ¢ A7 sint (ﬁ?ﬁﬁ de | sin? (m}dy * sin? {(ﬁﬁi dz =1
0 é [ @ o @
Chague Intégrale vaﬁt% . vient glors : A7 é‘i = f 30it A= .,53,

4°) A une meme valeur propre £ corvespond plusicurs fonctions propres différentes. Dans
ane telle sivation, on dit que Ia valenr propre est dégénérée, le degré de dégénérescence éiant
égal au nombre de fonctions propres indépendantes correspondant 3 cette méme valenr
propre, :

La multiplication des trois premiers niveaux d'énergie est représentée dans le tableay ci-

aprés, 4

Kl : .
Lt

Onpose: Ej =
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n { w n # ed Eoim multiplicité
1 1 1 i i 1 B, nivean fondamental
1 fois dégénérd
1 1 2 1 1 4 2K, 28 pivest d'énergie
1 2 1 i 4 1 2E, 3 fols dépénéeé
21 1 1 4 i 1 9E,
1 2 2 1 4 4 3E; 3eme pivean dénergie
2 1 4 1 4 3, % fols dégénéxd
2 2 1 4 4 i 3

5oy Commutatenr [ X, P¥]:
NP =P IXP] + WP =200P

Liénorgie de lu particule éant S ne commutant pas aves la positdon X, Done, on ne pest
7

pas mesurer simulianément Yonor gie et la positon de la particule.

On considére Je puits de potentigl définl par :
Vix) = @ pour 1zl > a
iz = - Vy powr il <a ; V>4

1% Discuter la nature du speetre d'énergie d'une microparticule dans ce
potenticl,

2% Calculer les fonctions d'onde  assocides aux ftats stationnaires d'une
micropartienle de masse m, d'énergie E > §, arrivant de la région x = ~oo.”
{dans lo région x > @&, OR cherchere lg solutivn dont le comporiement esf
colui d'une onde gui e pour amplitude v of qui se propage dans lo région
des x positifs. Les conditions de continuité en x = g et ¥ = — g sujffisent

¢

alors & déterminer les amplitudes- deg différenies solutions en fonction
de ¥}

39 Calculer Ies ccfficients de iransmission ef de réflexion. {foujonrs
dans Je cas E » 0).

Extrait, cosablanca I, MP2, Janvier 1987,
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1%} Représentation graphique du puits de pontentiel : v

E |
@] ® -

s

¥

@S-V« E<D Les états sont 1iés ot le specue d'énergie est discret
$SIE>0 Les éiats sont non és et le spectre d'énergie st continye
* Notre étude se limite au cas ol E»0, Dans ce cas, on distingne wois régions 1, IF et 1T

Eerivons 'équation aux diats stationnaires d'¥nergie dans chacune de ces bois régions

£

(E+Voiyy =0

solation : Yolx) m Ay @ 950 B, & - ayec g

réglon 11 @ Le saisonnement est analogue & (1) o admet comme solution ¢
Yslx) = ye v By g ik

A; € ™ reprégente Tonde incidente, B, € % Yonde réfiéchic par le saut fini de potentiel.
v € **est Ponde transmise qui s'éloigne vers Vinfini, B 3 €~ g5 Ponde de retour de
Linfini. Ainst par hypothise, on aurs By = 0. Fn résumé, nous donnons les fonctions donde

sous les formes snivantes pour alléger los Soritures 1 par commodits des calouls aui
suivent :

Wiz = A; g iz a) By e v v a) F g
Wlx) = Ay & Hx— @) 4 B, g ~ikx- g} ~aSx5a
Yyfx) = y @ - a) x> a

Ecrivons les conditions de raccordement de Ta fonction donde et de sa dérives en x = — a ot
PRV
gAj'i*B; :“-'Azg-giqﬂ‘i“ﬁggzmﬁ TA b By om oy "
‘ai . o T gty by =ity ©
ik(A-B ) = iq (A, € ~2i96 . B, ¢ Ziga) ig (A~ By) = iky

La résolution des équations (4) et (5) nous permetient d'écrire :
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2=r(1+5) w=r(1-%) ©

5
LZBI = Ag {I - ”f‘) ¢ ~2ige 1+ B, {; - }ﬁw) ¢ 2iqa (8)

Remplagons Ay et B, par leny valeurs respectives dans (7 et (8) :

nF [ DD e (- D0 Do
2B, %’» §<] . f}(f + “f‘) 2 ~2iga 4 (1 + »-f}(} - «é‘i} € 25@

?g{gﬁ + *’:?}2 2ign {q o &)7 27 E
SOOTE o A | Ml g ~2EgA L S eitan 7 £ TG
opencore Ay F py: 2 7 4 {9

s wRiga g 2 if;&“ﬁ I
: , e R :
7 7 g

{10y

Comnpte tenn de (9) VR {g+k)t + (g - k'~ 2(¢* — B cos dqa
Compie teny de {9), on oblient 7 = T
Or g+ k) + (g & =2[(g° ~ B*P + 8k¢]
: . 1 2P - )]~ casdga) 4 16k
1 vient alors ¢ 7= T
1 La(g* k) sin’lga
Ou ENCOTe = = i
4 Le cefficlent de réflexien : Rt = Eﬁii
i a, ¥
£ 100 2V gi?
Compte tenn de (2) s (10}, nous avons 3] R = Em? "i =T = ZI:LM ”"’“ézqz“f"m"“‘ggﬁ T
¥ :

y
Remarque : §) On vérific sisément que R + T =1 done la particule est soit réfléchie,
soit pansmise. Contrairement 3 la mécanigue classique of les prévisions donnent une
probabilité nulle & la particule de revenir &n arridre (C'est-h-dire d'8tre réfléchie). Nous savons
gu'en mécanique quantigue, les calculs monirent que 1a particule incidente g wne probabilité
non nulle d'&we rétléchie. :
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ii} Pour £ > {J, les résuliats penvent T
se présenter graphiquement. 81 E =V, ,
Ie ceefficient de wansmission T<7,
c'est-d-dire, il v a une réflexion T
particlle. On obtient 7 = 7 gue pour
certaines valewrs de EfV, qui
correspondent & £ = 8, Les caleuls
montrent que £ =0 powr ga = nm: Ce
phénoméne est ondulatoire et le
systdme similaire est Vinterféro-
méire Perot-Fabry.

f
i
f
i
i
i
1
i
i

i o i i e i st

4 : Y, i}

1 {ga=nit}

Complément @ Etudier o eas o ~Vy< E < 8§ powr le cas du puits Studid
dans Pexercice précédens,

It s'agit maintenant des éiats s, Lo raisonnement est analogue et Ia solution des éguations
de Schrodinger nous imposent : :

K wq Ylx) = A @ Pl al g By plxt o) avec e Qﬁg

Comme yix) dolt Bire bomée dans les régions 7 et /U7, il faut done imposer : B = ( ef
Ewf

Les conditions de raccondement enx = g0ty = +a donnent :

[A=Ce—is 4 pe ine §{ Ce 8 4 D 9o =
:asmwwf “ r=ad ‘

{ pA = ig(Ce -i9a_ peg iga) Lig(Ce o - pe -iad) = _ pp
Soit alors O g e i@é?i&ﬁ S I ﬁw%w{ﬁ*ﬁ 1D
F=2eion 5 o gg2ige MEL 12)

ig- p g - p
ot F= Dg e el o gp 2iga L 4 e

iq + p iq+p
L'égalité (12) et (13) nous exige : ¢ 9@ = (5;‘3%4?;% 4

iq

Comms p et g dépendent de £, Péguation (14} ne peut Bwre sarisfaite gue pour certaines
valeurs de £ : Cest la quantification de I'énergle. Deux cas sont possibles |



PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIGUE 395

a) st - f!q = 2iga {1s
porig
Soit p(}n}.gﬁqd} s i (€ Ziga . 1)
g..; & iga g lqa g ~ia¢ . 2isinqa
q ¢ iga g5q0+g“fqa”~l 2 ¢os qa
Solt : - g {qu)
g
bl SR
Posons © g = "wwﬁ;—-«gﬁ = ’\f;?f 4+ g?
. 1 o qo
On obtient alors © s e I I e AR
ol aa Tatfagu=1% 7 (q}
f
e : . Hens zmﬁ =L
L'équation (15) eat done quivalente au sysime J %

3
Uigfga) = 0

stéme nous ergios

nings

b
&5
el

]

o

S

fgan aves des arcs dune fongtion simuscidale (on tralts grag) |

¥y

e

B

Mous obtonons donc un certain nombre do niveaux dénergie dont les fonctions d'onde sont
paire : 11 est facile de vérifier que ¥z} = yix) (e repporiant (153 dans (11) et (12), on
ohtient F = A et C = I}

by si Bt = g%
p+ig
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) Isintga)l = =+
Un raisonnement analogue nous conduit %

telga) < 0

Les aiveaux d'énergie sont obienus par Vintersection de Ia mbme droite et des arcs (en
pointillés). Les fonctions d'onde sont dans ce cas impaires.

10 . puits infini {centré en x = 0

Onr considire le potentiel V(x) définit par I fonction :
(6]

i

@ pour  lxl & ?

, L
Vix) = & e pour I » S

A

2% a) Errive Pduergie totale B de lo porticels.

B) Eu appliguant le princips de vcorvespondonce, denser Phamilionien
{inddpendant du fewmps) de la portieule. Bcrire Péguation de Schridinger.

39 Déterminez la jforme géudrale {exprimée par des expomenticlles) des
fonctions d'eade w(x) solutions de Péguation anx valenrs propres. On
Vame

posera k = 5

4% @y Herive les mim@imm aux limites {gue ime Justifiera rapidement).
&) En déduire une "condition sur E,

e} Dérerminer 'dnergic totale de la pardicule, monirer gu'elle est
guantifiée,

5% Déterminer les foncrions d'onde w (x) :

#) Sous forme d'expomentielles, puis sous forme trigonoméirigue. Moniver
alors que ces fonctions y, (x} somt de perité (ow syméirigus) bien définie.
{ne pas confondre parité de n ef pavité de w,(x)].

b) Novmer ces fonctions et montrer (en le justifiont) gu'on peut les
prendre réelles.

¢} Reproduire ef compiéter le toblecu sulvant. {on précisern dans lo 44me
colonne 5 @,(x) est symétrigue : §, ou anti-symétrigue : A.5)
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I E, Wal{x} symétrigue
i
2
3
4

7

d) Représenter les comrbes w.(x) puls %gfﬁ(.rjizy ponr n.= 1,234, Que
représente Wy (0)FF

¢} Donner, en lo justifiant, le degré de dégénérescence de E,
£ Avec : < x g, o= ylx)
Vérifier gue < Wl ype 81y ij = 1,2,34.

® i
JH est utile de considérer Vintervalle d'intégration ef lo parité des
fonetions & intégrer pour limiter la longueur des caleuls].

69 Liétar déerivant To partieale 4 Uisgtant § = 4 est

oo an ) o . Lo Cy i
b} Application numérigue EAPIEE I PR 3E Ty j\»}m
| ig

79 On mantre que o probabilité pour un sysidme guantigue, d'effectuer
une trangiifon entre 2 émais déerity par los fongiions dlonde Wy el W,
sous Poetion d’un royonnement électromagnétigne (gﬂzarisé;‘ suivant x'x}
est proporiionneile au carvé du moment de fransition pi, s0if

Py, — wa) ~ ey, |2 avee  pe = <y X1V: >
a) Déierminer Ia matriee;m;;réswzmﬁw de Pepératenr position x dans I
pase {ly;>} i = 12,34 [voir remargue § 7

%) Montrer alors gue de felles transitions entre \w, > @ |y, » ne soui
permises (possibles) que si Jes nombres m, n obéissent & une {ol simple
(régle de sélection) que I'on précisera, {Les autres fransitions sont dites
interdites).

8% Calculer dans I'état © e > (8 = 1,2,34).

@) <x> et AX = V<X?> - <X>

by <P.> et AP,
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) AX . AF, Conclusion 7

9% Pewi-or mesuver simultanément lo position ef énergie
votre réponse par un caloul).

10% Peus-on mesurer simulianément P, et £ 7

{Justifies

Formulaire
Lz 7 Liz T 1
sinin > xdx » cosin ez dx =% L
i L 4
Je #
B ki . 7%
y GER{M ~ Hpe SrR{m & #yu-
L . ) x '’ { }3 { 13
sinmzx . sinn ey, dy s g e
R L L 2 m o~ R wmo
" s i1
giglm » n)- gin{m - n 'w.]
£z % 7 I3 ( )3 ! 2) 5
cos m oy, cos B Ty . dy w o - j
R L i 2zt ot R o B
r . 7t T
- in{p + g) 5 sin(p~ q) 5
¥ i 4. ; g §
és’éﬁwéy "“&j} :;j” é@fsi(gﬁ e
- & e
p oy R
Liz % z 28 na
3 E 1 4 aﬂ 39
| ot oginta oex, eex L dy om é }
g i L & P
S0
iz 9 éfi cns nw
2 ppelp ok ;
X4 088 xwﬁxw e
ji I @ N ] at gt
Fstralt, Marrakeeh, MP2 ~ PC2, 1984,

1°) Représentation de V(x)

()
o
’ -
OR (= C (im0
o] ® ®
N A
P
12 O L2
2
2% ) L'énergie wtale de laparticule est donnde part - E = -é%? + Vix}
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2
b} A Tinpulsion 7 est associé i’(ﬁpéiﬁt@ﬁt?’ gm, donc & P? est associé Vopératenr — 72 5;2”*
» )
An potentiel Vix) est associé V(X ). 11 vient alors, I'hamilionien du systeme indépendant du
. L e X.jffn igm i
Semps = S 08 + V(X),
e s - kgw"hz [\
L'équation de Schrijdinger s'crit done 1 .Ew_. Ef? + V(X)) y =By
o encome © {Jﬁ{ Zm (?4 V(Y}} y=0 W

3°) Cetie éguation a des solutions guel que soit £ > 6. La paﬁ:iauie est confinée dans Ia
ségion IL Le potentiel est nul dans cette région et égale & +oo dans les région T et 11l « Clest
une barritre impénétrable. Nous svons donc y = 0 dans les réplois Tt 11L

Dans Ta région 11, le poientiel est nul ot Féguation (Ddevient: w"+ m&% =

Ia solution duee telle dquation : wymAe e B e R gven

A% oS T o svenent] e
4%y wy La contl

A g R 4 g o D e

¥ De ces deux relations on tie

- . kL ; 1it o n
A= B 2y soit sin %h:: ) e by = *%% 2 pair = {
ou A=B 3 it mm%m 0 e ky = EE pimpaic> 0
2 2m K
¢) En définitive, (2) ot (3) exigent : ;2 = ”‘Z;&é = Tt
Z
Soit ;? fg n? nentier >0

5va) @ Cas o A =~ B (Dona wiy zA(e g ""k”x) = 7iA sinkax

Soit yax) = 2 1A sin (%} avec n pair » 0

On voit gue cetie Tonction est impalre (antisymétrigue).

& Caso A =B 3 yixi=A (E g 4 g “""‘W‘} = JA cos k,x
Soit ’ woix) = 24 cos '3%3& avec n impair >

Cette fonction est paire {symétrigue).
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Ho résumé, nous avons 1 y=0 poty  x % 57-2“{'« et x 2%‘»
j%(x} = A’ sin ﬁfi i pair » 0 {4
}1/:; E
= NEY . .
[l;fn(x) 4% cos - nimpair > 0 (53
242
- ;Zmz? nl neniier > 0
Remargue ;1) 51 nous effectuons une wanslation de Torigine des coordonnées 1 x = P
£ 2
lgs deux formes de yw,/x) se ramdnent & la forme unique ; yfx) = AsinTHE N
v, que kg T

i1} On retrouve les nivesus d'énergie en Sorivant que l'onde de De Broglie est stationnaire

) A
Lsn o = 9
2 ey

4 ﬂz h"" W

O wz%

1. donpe nmédiatement

L3 fla nix 2 PR aam 7
bl sin® *}W de = 21471 g sin? B gy = 2l E?‘f} = ]
}wz . i Y
iz 2
Onadone: j4 § =5

En choisissant A" véel ot positif (si 4" ¢ €}, Ia fonction ne va différer que dun factenr de

2
phase prés, Fob : A = \/ 7
Par un raisonnement analogue, 1a condition de normalisation appliquée & I'égalité {5) nous
. z .
exige ! AY m -

il vient alors ©

[

vlx) = 5 sin ;’%ﬁ n palr > 0
-

Wx) = \/—' 208 ;ﬁ # impair > 0

¢} A partir des résultats précédents, nous pouvons compléter le tablean ci dessous. On pose
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aoeteffer: ’ E; = *}?%gi
7 £, Wiz symétrie
1 o ’\/%::as%ﬁ 3
2 4E, «\E;m 3%5 A.8
3 oF, \/?sasffﬁ s
4 165, *\f%;m ﬁz% A.S

. ey . : ‘ ' 2 s M
4) Représenions graphiquement les fonctions donde w,ix) et b ﬁ(};}% gui représentent la
i 4 @ g # #

dengité de probebilitd des quats premiess ats.

R
N s ng”x
& Y . é};/ ; & N '5

N
\ By
) E, .
£
=12 0 o in

&) A chaque valeur propre £, correspond ane seule fonetion donde
On dit que les valeurs £, sont des valetrs propres simples, leur degré de dégénérescence est

égale & un.
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£) Vérifions que < w; Iy > = §; j=1,2,34

nous avons moniré gue < yi iy > = 7 (condision de normalisation).

‘,,
=
&

W
&
-
&
=5
&
o
&
{
pjta

L imx X
st sin ; T dx
Li

L2, inx i e w e g ;
= 7 sin = am; Sl dx (La fonction & intgrer Stamt paire)

8 ’
En atilisant ls formulaire joing, on obiient :
sin (i — j) nl2 sin (i - J) w2
<y by o — - - b
Vil {i— j)wid {i +j}nid
i#f eti- j=2n (n&Z); les deux ermes sont nuls et par suite < gy > = 0

% i, j sont impaires o

inx
L5 =i mmiww dx

L

& intbgrer

sin (i o+ w2 sin (i~ [} aid
{1+ ) mld '
i dtant Gifftrent de el que s i Jeli s s

¢ Bi{est palre, j est impaive :

i Liz ;g ix
< g ly e w7 E R R 7 ces %m dx
LA -

= 0 {car 1a fonetjon B buggrer ost’ une fonction impaire)

£%) L'état déorivant Ia particule A Uinstant £ = 0 st

[900> = Cly> + Glw> + Clw>+ Clw>

a) Lorsqu'on mesure 1’6&@1’;},3{: de ia particule & £ = £, leg résuliats de mesure sont les valeurs
propres B, (n = 1,2, 3,4).

2 .
Uénergie £ = iﬁﬁﬂm correspond & B, < E < E5 . Donc 1a probabilité de trouver une valeur

202 52
inféricure B wing?“ 85l 2 F= ‘m;/, lgr0p» Iz + 3«:% §¢{G}>~iz
[ =ic,F+ lc.l |
SYRE Cr=Cy = = .

T
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7°y La matrice représentative de lopérateur position X dans la base {ggz/i »>Vi=17234 est
donnde par ses Eléments de matrices : Xj; = <y

8ii=j,X; sont nuls car la fonction A iniégrer est impaire.

57 #j avec (3, §} solent toutes les deux paires, soient toutes les deux kmpaires © dans ce cas
ia fonction & intdgrer est x sin px sin gx ou x cos px cos gx. Ces fonctions sont impaires
et done les X; sont nuls,

8ii =] (V'un est paire ot antre impaire, la matrice est syméiﬁque} :

N 4 pL 1 X 4 pLR 7 1
Ay = A } xsin i cosj T dx = T ? xsin i mv;’;‘m dx
~L42 i . !

(i+j¥ (i-jy 1 4r {i+jy (i-jy

MNous obtenons donc :

{ Esa’n{i 2 sinli - w12 - L2 T cos(i /12 . cog(i~ f)mia" §
;,n:; i % g

i i () ad2 | (i fywd  sinfi 4} w2 | sinfi —uj}%g X
2 Zald wiz - i

2 3 g¥i e i -1
4 i Bafz YalZ H 1
4 3 Tl il i 1 054057

1l est Facile de remarguer que celie matrics est syménique © (X = Xj5).
L4 matrice représentative de X g'6crit done

16 a7y
0 T 0 3
% o 32 o |
¥ - L 9 25 {
R - %
3 35 9
) 9% |
35 0 @ U

B} Do telles wansitions enire 1y, > e 1y,» ne sont permises que si les nombres met n
obéissent B 1n sigle de sélection : mwsntl

%) 2) Les éléments diagonaux de X sont tous nils, done la valewr moyenne de X, quel que
soit I'dtat w;, estoulle: <X > = <yliy> =0

1) Catcwlons la valeur moyenne de X7 dans Uétat w,. Pour cel on a besoin seulement des
Séments diagonanx de 1a matrice représentative de X2,
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0 a 0 b
L | a0 c? kil

Lamapice Xestdelaforme: X = =5

a? 4 B
. , 1.2 ot v B
ot par sue 2 o e,

: & 5
N Vot

1l vient alors : < Hiwy o= ;;; (@ v B} = s (M> (225> :E = 32047
(5} .
“f}

=68 Pint

{]
{4

4
<Ky = %4{(23%«4;”‘ ”%E
4
= 1(

501 AXy = 0,6 Lin
;A = 2 LI
e , I'o Hodo .
B} % A limpuision & est associc I gammu T e it vient dong

N A4 N
{*Pxf“wf. - jm{i’fm H dx{}f};a}ﬁx

Les fonctions A intégrer sont de type sinx cos x {fonction impaire}, donc les imégrales sont
nniles, Soit: <Pyra=0

; Pl | BT
&< Pio, = Im< }*i;:w,m 2k, mwzg“ﬂg
On en déduit : AP, = <P 2> AP, = ﬁwfﬁ

¢) Compte tenu des résultais phienus de AX et AP, , on oblisnt :

(AX AP = 1.8 % = 0,57 h

(AX . AP, = S’?% = 1,66 &
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(4X AP = 81 % =258 b
(4% 4Py, = 788 B o255

. i .
g°) L/énergic de la particule &ant E,= Ef;; et 8a position est X,

Fv
Le commuiateur {X o #0 il n'est donc pas possible de mesurer I'énergie et Ia

position de la particule simultandment.

P2
10°) Par conize le commulatenr [Px, W] =, i est alors possible de mesurer

limpaision et Péacrgie de la particule stpnlianément.

44 y " - . y )
F Al de potentlel - Coefficients de réflexion
Tians wa probléme & wup dimension, on cengidér
-
m souwmiise 4 lo morche de potentiel @ Vix} = 4
L@ Ve, X » Xg

oit Vet ¥V, soni des énergies potentielles consianies positives, xp dignt
une valewr positive de la position de cette porticule.

A/ On se donne un élaf staflonnaive de cetie porticule d'énergie propre
e»V, décrit par la foncon donde p(x) = <x g,

1% x et P éians les abservebles vespectivemeni assocides & la position ef"
& Uimpulsion &'une telle particule.

a) Eprive son Hamiltonien H.

B) Cetie particule est-elle conservative 7 Pourguol ?

¢) Déduire de I'dguntion aux valeurs propres de Vobservable H éguation
de Schridinger indépendante du temps.

29 La particule se déplogent dans le sens de croizsance de x, ferire af
résoudre cette équetion dans chacune des régions de Pespace 1 et Il
respectivement définis por x < Xp el X > Xp.

29 En identifiant chocur des levines de fa solution ef em derivant les
conditions de rgccordement an point de discomiinuité du potentiel, dvaluer
les amplitudes des dlfférentes ondes planes monochromatiques assocides 4
cette particule em fonction de Uamplitude de Ponde incidente. Présenter le

pp{x), x % Xp

résulint sous lo forme %) a{
4 o erifx), x> %o
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4% Caleuler les emfficients de véflexion B e de transmission T ainsi que
leyr somme. Conclure.

5

B/ Ona stintéresse maintenant & un érat swntfionngive de cette pariicule
d'dnergie propre pesitive E<V, décrit la fonction d'onde ¢{x} = < x |¢ >
19 Eerire ef résondre 'éguation de Schridinger indépendonie du femps
dang les deux réglons de I'sspace I et IL

2% Caleuler los différenies constamies d'intégration em fonction de
Pamplitude de Vonde incidente, ln pavtivule se déplagani foyjours dans le
sens positif. Présenter lo solution sous la forme

_feate 0 w<x,
U dpgr(x) ; XmXg

3% Calewler le cofficieni de véflexion R et en déduire celui de
mransmission T, Conclure

¢{x)

Expralt, Fés, MPI - PCI, Jnavier 1988,

g N PP U, T i
I/ Marches de pot

A | Cas ol &> V, 1 réflexion partielie,

1°) ) La particule m g5t placde dang un potentiel V(x} constant dans cerfaines régions
. re s N P -

Uramilionien du sysiéme est H o= £ + VIX)

b) Les observables X et P sont des constantes du mouvements {indépendantes du temps).

Ainsi H est indépendant du temps : propridiés générales des systémes
conservatifs,

¢} Bn représentation {jx =1, Véquation aux valeurs propres de & Hp = Egps'éerit:

g»'ﬁ" &
|G a2 V(%) o= Eg
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{Ezsp(x} 2m, . :
ou encore SR SR(E - V() 9(x) = M
dquation aux £iais stationnaires d'énergie
2%y Borivons I'équation aux iats siationnaires d'énergie dans chacune des végions et di
s o, (x) m
& Pour x < Xy , Péquation (1) devient: v 4 Sam (g4 V) opln) = {2

Comme £>VE> 0, i sensuit que g + V; > 0

f;Z .
Posons alors o o (g + V)

1équation (2) admet des solations de types: @{x) = A € infn -} 4 g - ielx- 5 {3}
oft A et B sont des constantes complexes,

P L ol 2
& Pour x > xp 3 Véquation (1) s'dorit ﬁgyw}; A fg (g~ Vy) gyix) = 4y

N VA
avec = ’gf Sse - V)

3°) @ D ¢ ~Blr%0 ost Ponde de retour de Vinfud. Ainsi on a'D = 0 etil y a donc deux
ammmmfs et & (A diant Tampimde de Yonde incidente)

& Torivons les conditions de raccordement de ta fonction donde et de sa dérivie en X = X 3
ce qui nous fournit du falt des expressions (3) et (7 Y (D = ) les doux relations

A+ 8= )
(A~ Bl = ipC )
De (6) et (7}, on tire: A = (i + gw} 2B=C (] - g*)
o i [74
4 i i~ f )
Soit e A @ o B=A-~—EE (@
I+ Blo 1+ fo
Les expressions de @{x) sont alors :
¢ o - s
§ ﬁ,{f {g ig{x - %)y i- Blo §€ i {x - xg) X< Xg
. i T+ flo
@{}g} =3 2 ) B
Palx) = g iB(x - x) X > Xg

I+ Bl
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4°) Les cfficients de wansmission T et de réflexion R sont définis grice 3 1a notion de

g Icl s ¥
courants de probabilisé par » T om o= el R = e
? p o a4l fa l?
g lc Y
il vient alors ; T o - = B
o AV o (g+fop
soit r » 2Be
{00+ 1
BP 1~ Bray
Compte enu de (9), on a; B = = | -
: © la l? (2’ + ﬁm}
LA
soit alors R s &wmﬁ)mw
(o + B
4B+ (a— BR
On vérific alsmentque R+ T =1 0 B+ T = WQWw o |

Gz} m A g RE-m) s e -leti-S) gyec pf = Zf;? &+ V)
s

- Fhiy 2
ségion 11 @(ﬁm - %%i (Vy— &) fofi) = 0

Lasolution est:  yfx) = C ¢ ~9x-%0) 4 D g 9lx-%0) avee g = %%% (Vy— £

2 Une fonction d'onde doit 8ire de carré sommable, 11 faut dose choisir D = 0 sinon, ¢ ne
pourrait pas représenter un éiat physigue. Alnsi: dulx) = @ = 9lx %0}
Les conditions de raccordementenx = xp donment: A+ B=C ot igfd -~ Bl =gl

[
On tire O 2“_1 - & gm,@wm
I +iglo I+ igia

1.2 solution se présente done sous la forme :

filx) = A e iots-m) . B0, "fﬂf(xwxo)j x < xo
o) o+ g
o=

2A0
o+ g

g~ qlx ~ag) P xé

Pa{x) =




PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE 409

g I - g’
3°) Le ceefficient de réflexion R vaut alors : R = g = = zq%
, 4l o+ iq |

Conclusion 1 On voit qiie B = [ (réllexion totale), comme £n raécanigue classique ol In
particuls est toujours réfléchie. Cependant dans la région 11 Ja fonction d'onde n'est pas nulle
(onde évanescente € ~ #lx~x07), Ainsi 1a probabilisé de présence de {a particule powr x > xp
west pas nulle gui, classiguement, lut serait interdite : mais le courant associé par contre est
aul. Ce fait ne se rencontre pas en mécanique classique, C'est un fait pursment quantigue ; ce
phénomdne a donné naissance & Veffet Tunnel

+12 - Potentiel en escalier : Etats liés.

Considérons une particule de megse m se déplagani dans e potentiel
définie par ;

Vix} = oo xell !
Vix) = - 4V, [ ES R
Vi) = — Vg a=x=dn

off & of Vs somt des véely poshilfs
. Donner Valimre du puits de potentiel

A guelle condition existe~t-il un wivenn d'énerpie ¢ = ~ Vo Hlusirer
votre réponse par une vésoluiion graphique.

Fatealt, Casablonea I, PCZ, Mai 1985,

Uéqgaiéa;a de Schrtdinger indépendants du tomps Vi)
. Fuyx) 2
géerit: d‘i@ Loy %%7« (F - Vix)yix) = 0 2
Om cherche & troaver une condition pour gue B a .
soit égale & — Vp. L'éguation (1 devient N N
Mt o
dhyrx m . 0 1
A2y x <
Réglon I : wi%w}" + 3,5?2,3, {3V} wix) =0 .
iy # >
Cette Squation admet comme solation ; @ (m)
wix)=Aghy Be-ib m o
AV,

omv,
aves k2 "x-—%ﬁ'
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A yr(x)
Région §I ; ~wiess 5 )
8 0

Solution : wolx) s Cx + D qu'on peut écrire par commoditg da caleyl -
¥olx) =Cx~ ) + D {0
Fun)  2mV,

Syrio : o el et 0

région 111 s 77 wix)

. . o 2
solution : Yulij s E ¢ %% 4 g+ ox avec ¥ = 5T 7
La fonction doit &tre bornée (de caré sommable), on choisit alors F = 0,

Soir Yilx)=Eg—ax
et par commoditd de calenl s yry () = B2 ~ @~ Ja) 3

Pouwrx <0, Vix} = 4oo dome wix) dans cotie région est nofle. Les conditions de rmecordement

on x = 0 nous Hopliqu 0=4+F = A B
5011 Wlx) = A sin ke

Walx) = Oy - &) + P a < x « g 4
Pelx) = Ble -8~ g ¥ » 3a

Les conditions de raccordement de I fonction donde et do sa dérives enx e gely = Jg nous
pormet d'éordre

j’{@x sinV3aa=n (5) [2aC+ D= £ (1)
Xmas B x = 3a 1
Wsar cos Vi aa=C 6 C' = - af ®

?%}); et %%ﬁozzs donnent : j\«é«;» ig Vion = gg (% 2+ %% = ;;j, {10y
remplagons 2{? {9) par sa valewr dans {10y 2a + T%; tg \/;; e JZ{”

50t g (“\f:? ms} =3 . 2 (a\f?a}

_posons X=q ‘J:ém o [igX = ~ 2% - Ny g an

Le niveau d'énergic £ = ~ V, existe si Péquation (11) est vérifids, Les solutions de cetie

quation sont les poinis d'intersection de Ia fonction 1gX avee la droite d'équation,
TS & V3, (figure cl-aprés)
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Dhsolntion prophigue de é

Y . .
é., &% /;%V POy tesanelies on obl
pn gl
solutions (Xg,Xgeu X3}

a pémmiw% sm marche. Dans fe ces prisentd sur du fige it oenbgie 3

S s

13 - Etude trés simplifiée du Deuton : potentiel.

On considére le pofensiel défini par la fonetion V{x) :

Vix) = oo pour x < @
Vix) ~Vp= @ pour § = x « § (région I}
Vix) = ¥ pour @ « x {région 1)

1) Représenter lg courbe V{x).
On éiudie seulement les ftars lids pour lesquels Uénergie totale E est
telle gue wVy < B < O

2) a) Déwerminer Péguation de Schridinger du gystéme.
by Déterminer In forme générale de la fouction d'onde wyi{x), définie par
parties (régions I, 1), sous Jorme d'exponentielies. On pogera
. VImE V)
- % ;

_ "J«-ZME
- #

Garder tous les cofficlents sans en donrer Vintergrétation.

k
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[atroduction de lo guantification.

3} a) Ecrire les conditions de continuité en x = 0 ¢f en x = a,

B) Er foncton du cofficient de @ 'rx, calouler le cafficient de € %%, o
celui de & ~%*,

¢} Eerire la condition limite (que Ueon jusdifiera) sous forme d'une
fquation (a;) Dotgipa) = Fip, k).

d) Eerire alovs (les coefficienss étant interprétés) la fonction d'pnde wnon
normée de la particule. ’

e} Dans Yy (x) metire sin (pa) em facteur, faire apparaitrs ig{pa) gue
Pon remplacera par sa valeur trouvée en § ¢,
f) Ecrire la fonciion définitive non normée wix).

On veut résoudre Péguation (b g) du § Joe. On poss p}‘} m pd o+ i

4 n) Caleuler pg. »
b) Exprimesy | sin {pgﬂ en fonction de p el py .

¢} Aves expression de lsin (pa)l et en tenani cowmpte du signe giss
(¢:)

ig {pa), donner pne s@i@mwmzmﬁ graphigue des solutiony de

Eerive une prelgtfon : E,

Marrakech, MP 2 - PO 2 Mai 1884,

19 RBeprésemtatipn de la conrbe ¥yl : ‘
: W)

2%ha) On examine le casob -V < E < & = A "

L‘é{iuaﬁ{m de Schelidinger du systbme g'écrit: T

giw @

S E-vy=0 @ >
b € Dans la régi@:t 1, Péguation de Schridinger y I
o éi??i 2m o
séorit: = 4 TF B+ Vohy = 0
La solution est : WymAgP s Be-in () aves pPw M (E +Vy)

: I & -

% Dang la région 1, Méquation [1] s'éerit : z;/ ( mzi =
T, . , o ook P ™ 2__“‘2’?@5
L.a splotion est : yy = CE€~+ D@ 3 avec &2 = 7

3°y &) Ecrivons les conditions de raccordement de 1a fonction d'onde et de sa dérivée en
=l etx=a;




PROBUEVES CORRIGES DE PHYSIGUE 413

Pour x = 0 A4 B = {4
) Aeiey Beg-ire =Cghiy De e ®)]

Pourx =a .
UpfA e ire B e ~ipa) = k(e %D g ~*a) 6)

by Léquation (4 fournie A = - B
Les équations (5) et (6) deviennent:  Zidsinpa = Cé ke g gk

ip(2A cospa) = k(Ce - D gt

(Zif% sinpa = Cg* 4 p g ke )
O BTG é
o ;\Zix&%ﬁ@spa = (g ke . D g —ha 83
On tire des relations (Tyet (8 O =Z2iA (gg Bpa ig 208 ;m) g ~ka
23
{3
Rl fg pa m - w;:m HE?
#
dy 2y Compte fenu de (4) o1 [9], nous avons
w‘;m?;z}i@ifam Jewx<a

Wy = 2iA (ss’n pa - *E» cos ,C?ﬂ}@ ~r-al  yug

’ - L .
e} Compte tenu de {10}t sinpa = — £ 0 pa. Alnsi:  yy = 4id sinpa e “ME-a)

k
3 Fn définitive, nous avons @ wy (¥} = 24 sin pa Gecxean
Wy {x) = 4iA sin pa g “M¥ - o > a
imV
4°) &) Posons : b=+ K= ’;’2 0

Bb) Exprimons . %Siﬁ {pa}§ en fonction dep et oy

Jéguation (11) nous permet décrire : cotg pa = - L
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5 2 2 g k2 2
d'autre part : - e = 1 4 cotg® pa = 1 + L gk = wg»%w
sin? pa 7 7 7
Soit Psinpal = %
) L'équation (11) permet d'écrire tg pa < 0

" = B2
{ismpa! = 5

L'éguation {11 est dong dquivalent an sysime )
tg pa < 0

Les niveaux d'énergie sont alors déterminés par Vintersection d'une drolie, de pente 7/ py,
avee des arcs de sinpgoides. Mous obtenons donc up ceriain nombre de niveaux d'énergie
(figure ci~dessons)

y = lsin pal avec tg pa <0

Fefa Anfa Attfa Suia

Béselution graphigie des selutisns de dguation :(éi}y
donnant les éonergles des flats Hde (em gras sont les srds
fsin pal rvépondsnt 3 Ja conditlon & po < @)

e a4 2 o ) H2pf
A partic de Pégalité @ = 2 {E + Vp), on tire : E; = s Vg

Remargue : Ce résultal peut Bre obtenu différemment 3 partir de I'équation (31) . Soit:

; , 2mv,
de plus (paf + (kaft = (pa) = ;1 = @ = e
sy
Clest I'équation d'un cercle de ravon ¢ R o= pua = /\Jﬁ?gzﬂ a

L'équation (12} exige gu'il v a des asymptotes powr pa = an (n entler).

Dans le plan repésd par des axes pa ot ka, cette équation est celle d'un cercle, Nous émdiong
alors les interseciions de ce cercle avec les courbes d'équations pa cotg pa = ~ke elce dang
le premier quadrant, Ces intersections sont en nombre find.,
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Supposons a donné. 51 Ve décrodt, le rayon du
sercle déoroit ot Ie nombre d'états Hés déoroit,

ka

PR ] [
SiR = \2mVy 5 < }72 , H 'y a avcun &tat
1ig,
8i g«»« R o= \}rg;?;;/; %v< 7w, il o'y aquun senl

état lié,

7 H 5

14 . Etats tiés d'une particule dans un puits en fonction delta.

O considére une portieale dons pn prebléme & une dimension dans un
pofentizl de la forme

st

YFouetion” de Diras

s

O zuppose que éner de fm particule est mégative {(éigt 1), dung we
vaz lo Joscilon dlends yderit

=< @ wix) = A € 17 + B g 97
x> @ wix) = U g ¥4 + D g —9¥

o g esi une constanie gul dépend de E e m.

19 La dérivde premibre {w'{x)) de la fonction w(x) présenie une
disconsingité en x = 0 Aw'By # 0. On donne

2ma
Ay0) = wHO) - y(0) =~ e ow(8)

Fn utilisant lo continuld de w{x). Doenner ia matrice M définie par :

(i/ ) - g \)

B k;@ J

29 g} Sachant gue w{x} représente aun état physigue, danner lss
expressions mermalisées de wix). En déduive la valenr de Uénergic E.

b} Représenter graphiguement cex fonctions en précizant leur portée 1 en
fonction de ¢. En déduire fewr lurgenr Ay (Ax : extension spatiale
de wix)h

3% a) Caleuler In transformée de Fournier o(p) de lao fonctivn y(x).
by Calewler | pip) 1P, que veprésente ve terme 7
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¢} Pour guelle valeur p, de Fimpuision, | p(p) ? est maximale ?
d) On définit Ap (dispersion de impulsion de lo pardeule doang son dlai

2
{ié) par Ap.=p ~p, o0 p yér;}‘“ie fa relation | @{p)P = W

Calcuier Ap.
¢) Evaluer le produit Ax . Ap. Conclure,

Extralt, Casablanea I, PC 2, Juin 1986

Considérons une particule dans un potentiel V) 1 Vix) = ~ad(x)
On gintéresse an cas des Stats lids (£ < 0). Dans ce cas Ia fonction donde s'écrit

Wix) = Ag¥F 4 Be 9 x<{

pi) = O + De~¥ x>0

ZmE
532

ofl g est une consianie g% w - (& partiy Le Peouation de Scheddingen)

¥ oy

1%} Borivons les co

La dérivée pren in fonclion w{x) présenie une discontin ité om x =

i 2n o
YO0t - Y07} =~ () @

or W 0r) %:q{{r A L W"?x,}*}xmg e gf (- 13}

yio) = [graev-Be-19) ] _, = gA-B)

B

Léguation (2) devientaloss 1 g{(C -~ D) « (A-B)) = wﬁif- L A+ B) &)

On obtient alors un systdme : 5

{Cwﬁ;x%«w}?
leop = 2RO A B+ (A-B
(- = pre } A (A~ B)

ons o = ZLE

posons t k= pre
Cw A{l + k) + kB

Le systbme d'équations nons permet davolr { . 4)
D o= kA + B(1 ~ k)

#* . .
wvoir démonstration  pb-15.
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y I+ k k /
qu'on peut écrire sous forme matricielle C = ( | A
: D [ S A 4 i\ B

2°) a3 @ (x) représente un éiat physique, done elle doit 8ire bomée, il faw alors choisir
B=0 et C=0

J’ 0= A(l +k) [5}}
Le systéme (4) devient : !

D = k4 ®

Léquation (S nous donne 1 k= -] 801t ?;%%m =1 etdonc A =D,

108 fonctions d'onde correspondanies sont doug Wix)=AL% x<0 {7-a)
wixj=Ae 7 x>0 (74

La condition de normalisation {% win) | dr=] nowsespe

e

a

o I __
faf ( ? 205 yix 4 | e 2ux dx

o
|
P

[BE—
i
et

viennent: |y (x) = g'% @~ B! pour tout x |

. , Wi
% MNous avons : ko, s0iL e g ]
q i
or g dmE
’g jgig
1l vient donc ;L mel m? o —m o2
vien ¢ - — -
gl 2m E 4 Zm E K2
7

m o
Soit JO ”

2 B

W) = {iwz e

b) Ces fonctions d'onde sont représentées
sur la figore ci-contre (leur portde émnt

1= =y,
q

L'extension spatiale de y(x) est dong

2h

N-2m £

dxzw’fim
q

3%) &) La wansformée de Pourler ¢ (p) de 1a fonction y (x) est donnée par :
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fﬁ({?} - ] a-m}}”{x) gq’p}:/’ﬁ dx
fi o
= g ? 0 ex(qwipfﬁ)' dx + f” g -xlgviplt dx}
ﬁxfzzﬁz L) o
- = (G TR
- ~;p1h“‘”q+ip/ﬁ
= iw 2 ] 3
"‘vfzﬁ‘}"i 7 j’)zf'ﬁ”'
- m 2 _{hgp”
Soit ] eip) = A\fgr Wt 1 p?

i} i{p {p) { représente la probabilité de wouver la particule avec une impulsion p a Finstant

= 11, Sp valenr ent ;

) Mous cherchons & trouver pour guelle valewr de pona P o) Foe %%ﬂij:
Soit : SR (|
o % (hg5 + pif % Hy
1l vient done 2hgP = g’ on P2 =) Grosepiable physiquemend)
doi p=2hg = 2 -2mE
On définit Ap par . bdp = p —p, = 27 f

¢} Le produit Ax Ap vaut dong.: Ax Ap = wj‘* . Zhg = 4%
Comme d'apths Ia relation de Heisenberg, Ax Ap 2% / 2, on voil gue cetle valeur est

supérievre & Ia borne inférieure.

Complément : Retrouver expression de wix) et Uénergie E de I'étar lié
4 Vaide du théoréme du Viriel

Le théorkme du Viriel noos pormet d'écrise |
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2<Eﬁ>m<xﬂ:> = 0 | x| Wiz f *’éwé{x} dx
ox Ix

Pour une fonction continuement dérivable au point x = 0, la dérivée de & (x) est définie par :

P . rog 1
§(5x & {JL}Jf(«"f} dx = {M N f {X}éx -

En utilisant 1a condition de normalisation | A . g . onaalors:

. r é
2< kB, > = matwg fxq)) = o4

T¥antre part la valeur moyenne de P'énergic potentielle est donnée par :

<V = -~czj§ vl 50 de = ~alal = —og

o Lt 2mE
P T N L AVED 7 m e
o> F > 5 04 5 aver g ey

T B & wo
RELa 4o e owmp o

Al - @ @ 2 I} 4 3 &
15 . Caleul du coefficient de {ransmission dans e cas dlune
particule dans un puils en fonction delfa.

On considére wn Tpuits deltp” centré sur e poini w correspondant au
poigntiel singulier : Vix} = -1 8{x ~ @) (n=8)

oit dfx ~ @) représente la distribution de Dirac.

1% Dédterminer les conditions satisfeites par lo fowclion d'onde wi{x)

5

représentant un fint stationnnire d'énergle B associde & ce puils.

2% Montrer qu'il existe un élat Jié dont on déterminera Pénergie ¢f Ia
Jonciien d'onde correspondantes.

3% Dans le cas o E > 8, caleuler le ceffivient de fransmission T(E) en
Fouction de Pénergie. Donngr sa représentation graphique.

Exirait, Rabat, PC 2, Jjuin 1983,

1°) L'équation de Schrodinger indépendante du temps gui détermine les &als stationnaires de
ia particale dans je potentiel — 9 §x ~a) géorit:
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= il?i., W () .«(n 8(x —a) + E) win) = 6]

2m
(x) est continu pour x = ¢ , mais ¥ (x) est discontinue en ce point. En intégrant

équauon (Dentrea—~€ ef a+ (g0, &> 0} onobtient:

*2??;{ {qf fa + g}~ w'la~ g}ii -7} j FHx—a)wix)dx-E g wix)dx = 0
& -

£

. 24g .
ar lim 77 windx = 0 caryix)estcontinue enx =2
EV Jug
s #EE
@ fim S a) yix} dx=ya)
g0 {.e
1 vient alors @ ;m %‘P’ “ta+ ) -y (a - E}E - w(a=0
Soit wile s gl - w8l e
= ¥ w {a &) -y (o) o=

2% Faat Hé 2 B < 8

Le potential est nul presque partout. Powr x # 4, Iéguation (1) s'éerie:

dhy 2y B
ad " { M/E V=0

La fonction d'onde de I'éae 11 peut done s'8crire

yixj=A¢ glx—a) 4 p g ~ax-a) pour x < &
wix)=Cer-a 4 pe-at=-a potr x> a
— 2in
avec ¢¢ = =T
Comme w (x) dolt Bire bornée dans les doux régions, Hfavique: B =0 e O =0
(W{x} m A g #5 -4 X< a
Soly .
h" (x} = D e ~ilx-a) X > a
Les conditions de raccordementenx = —gdonnemtalors: A = D 3
L'éguation (2) sécritalors: gD ~ gA = ~p 4
— 2mu — 2mE

Compte tenn de (3}, on a: v 2 avee ¥ = g e g = Iy
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Soit (w 2mn. )l {~2m§

o encore FONE" mn?
cT b

La fonction d'onde correspondante est dong ; wix)=Ag-lallx~ “}E pour tout x

3%) Cas ot B > § @ cefficient de iransmission.

; : N , L w2
Dans les deux régions que fait apparaite le puits, M'éguation (1) s'écrit: M@‘f mE T =

Les fonctions d'ondes correspondantes s%crivent par commodité de calow

(w(x)=Agitx-a)l 4 g e-ikx-a x<a
h{ (x) = C g Mx-a) 4 [ g -ikx-a) E
aves &g

O exprime Iz continultd de wixlenx = g elon exprime (2} s on ad fune part

gt dantre parl Bk iA ~ B) = oyl

Sodt ! A
;ﬁa - B Cé(;r«é«‘ik
Dol Pon déduit gue Awm O 4{ + j«wi et B =<lc
: 2ik J 2ik
Le coefficient de tansmission T est donné pay
ig@f M}CE2M4 I B I
L Mi/sézmg, 7 ° y?
I+ ;&;}?3 I+ 1]
. 452
soit T e
' 4r? 4 y?

Er tenant compte des valeurs de & et ¥, on obtient :
(2
- i
(Zm E) 477’12 7 w17
IR E
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- 15

O3 ENCOrE I = :

. w1
E o+ T

my? TE
. Eve)

Laééi‘ivé«e% = mw@i?;wm; £8t toujours

( E ™ n? !
28

positive ; donc T(E) -tend vers la valenr limite
T ] {figure ci-contre)

O

16 . Etude de 1a vibration de Ia molécule HCL

Dans lg moldenle ducide chlorhydrigue HCl Datome O est assez lvurd
peut ftre supposé fixe, L'atome H de masse m est maintenu 4 une disignce
swwyﬁwze a dsﬂ fﬁé‘ﬁmﬁ Ol par un g}ﬁgmmi Vix) = &k {x -~ @) /2 of x est

g stante 45@ Joves réelle, On
de la molévule duw

jesnuels

varie dg = oo 4 pow,

1% Ferire ['éguation de Schridinger indépendunte du femps gul déorit Iez
ftais statipenaives de vibration, repréveniés par les jfoncilons #onde wix).

2% La fonction d'sude de U'éiad fondamenial est de lo forme

2 2, A ”
Walx) = Age 97 F-m 1A 4 o o wdels et positifs.

En vérifiant gu'elle est bien foncilon propre de Uéguation de 1°) déduire

o ef lg valeur propre corvespondante Eg, de Uénergie em fonciion de 8, m

el @ = 7 —
i

3% La fonction d'onde du I1°7 dtat excité est de In forme
wilx) = Ai(x - a) € - -w?iz Ay e [ réels er positifs.
Déduive § et E; valeur propre de ['énergie.

4°) Noermaliser we(x} et w,(x). On donnerg les valeurs de Ay ef A; en
fonction de .

\

52 Vérifier gue la valewr moyenne = x », de x est bien égale & a dans
chacun des étais reprisentés par ywelx) et wi{x).

% On définit Pincertitude Ax sur lo disiance de H & C1 par
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Ax = ‘\jmﬁw;{x - a)? fy>

Calculer Axg dans I'état wolx) et Ax; dans Uétat y(x). Comparer Ax,
gt A¥i-

Dorner une interpréiation physigue du vésultat.

On wiilisera les intégrales :

o z .2 1,2.5. 20 = 1 S
2 o 3 -
J?o yre Ty = grrl giaowld Vo

Extrait, Fes, PC 2, Mai 1985,

1°) L'$quation de Schridinger indépendante du temps qul détermine les tats stationnaires de

vaiome d'Hydrogene dans le potentdel 5~ k (x - aff s'éorit:

2
g‘fjﬁ N”
A {quxma;zmﬁ}gymﬁ M
Suntion admed par hypothiss, une solution de la forme

P
ie foel e A g el E
Wy (x} = Ag g " ¥

O en déduit g 4 - ol (x -4 j}

%ﬁ@ =y o (x-a - 1]

S

P )

L'équation (1) Stant vélié powr v = 9.0 elle g'¥erit alors

vo (x) gaﬁ [(x —a)? - Io? + ’}‘;ff F??f(x-«a?g =0

Soit aprés groupement des termes semblables

willi-or (ot - 58]+ [ @]

Le polynGme en {x -~ a) est identiguement nul lorsque ses crefficients sont tous muls, Sojt -

at - m}{mg}

w?i,z ' {29
2mE
m%?ﬁ-a?ma 3
m

1 druation (2) de degré 4 en o (o > 0), admet la solution o = “*}:;""




424 MECAMGUE QUANTIOUE

2m Ey m , how
Léguation (3) 5~ 2 5 301t E, = ~5
3°) La fonction donde du 1 éiat excité est par hypothése

wi () = A (x-a)e P BI2]1 B2 xap]

ot ' dx2 =Bum -3+ 82 (c-ar]

Liéquation (1) est vérifiée pour ¥ = i, , elle devient aprds groupement des termes
semblables ¢

¥y {x) é{x Q}z (ﬁ” } {“mﬁ! . 3!’52)} -0

Le polyndme en {x ~ g) et nul sf wos les crefficients de ¢ polyadme sont nuls . Soit

4% Horivons 1 condition de aormalisation : % Eyf{.ﬁ:} %i tdx = [
. : 2 o ,‘? . " ES
$Powry = W ona: LAl f g~ -l gy e ]
©Oin fait lo changement de variable: = x~g
.
2 e 2 2 N
I 4,] j e~ dr = | Ayl o
oo 2o
oo 2 2 ) @
ainst on a Al = = = Z”KJW
, Ve w
g e ?
& Pour w = ¥ onal FA § (x~af e~ -0 gy = ]

or e
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342
2 20 2 (m a;)
donc Ayl = R R

g7y Calculons ta valeur moyenne de la coordonnée x da
¥

s

iy N s
<Ky, = f Wy x wy dx o= MQ{Z jw xng(ba)z dx

Onposax—a = 0

<K>wg =

29 g

PORL IRV IR

s

5
S
i+ &

-1

3
o

oF pre . 33 pne 5 o
g PP giva g ge-Fr ay

S

&
|

7 22 . .
b ) car® £ ﬁ? ¥ pat ume fonction mpaire

5088 0 %*(X}wjﬂﬁ §

£°) Par définition, Vincertitude Ax sur la distance de £1 3 Clest: Ax = ‘%f <y §( X - g2 ! [
4 Calcalons dxg -
{4xp)? = }”” {x-a}? E Wy {2} i) dx = | A 12 jm(k’w al ¢ ~o? (z-a)? g

7 P 2
i
e 2 2 .
Fin uilisant @ 5 Pe P 4 = N /2700 ;
kil

7 2
onal (Axp)? = 21 Ay iﬁm L !/g Aol = m?‘wj

2
a0 o L r
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¢ Calculons Ax;
= b3 L2
(Ax)? = j” -ap Ly P drs= iAJizf (x-ajie-@-a) 7 gy
S
= 2|4, e~ gy
@
En utilisant 'intégrale e g o« m H
5 : 2o
: , 208 3+g 3
- LS T A O £ A,
on g P = 2 T T pye
501 Axy == M‘%%; J: L.
| < me

17 - Particule dans un double puits de potentiel,

Dans un probléme 4§ une Yix)
dimension, on considive
une particule de masse m 7
confinde dans la véglon de
Pespace  définie  par
= x £ Za + B sous Vy

effet de potemiiel carréd Y . N S
syméirigue donné par i 7,
igure ci-conitre. S P
s © |®| ®
On se propose de chercher

i~ s P . x
la fonction d'onde : 0 N 2+ b a s 2

gi(x) , 9 5x 5 a —

o(x) =% @u(x) , 0 <x <2+ b e

Y%} . a4+ & <x 5 2a+ b

dévrivant cette particule dans nn  éiai siaflonngire d’énergie propre
positive B < V.,

1%) Herire et vésoudre dans les trols régions I, I, 1 de {espace éguation
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de Schridinger indépendante de femps.
2°) Mountrer, & partivr de la continuité de o fonction d’onde stationnaire
@{x) aux poinis ¥ = § e ¥ = 2a + B, gque @i(x) ¢f @u(x)  peuvent
s'éorive ¢

gz} = A sin kx

@ilx) = D sin k [x - (28 + 8)],
ot A et D sont des nombres d'intégration de k est tel que: ¥ = 2mE [ Bt

3% Daprés les conditions de raccordement guxy poinis X = @ ¢f X = a4 + b,
ftablir deux velations différentes entre les amplitudes A et D,
En déduire Péguation de gquantification des niveaux d'énergie sous la forme

(,z@gg Ea + 3}{54"3 = i("ﬁi’i’g ka -~ 1)

ol g est un parambire réel positif : gé = Zm {Vy - B) B

4% Daps le cas o8 gb »=> I, déterminer & Pordre zére en kg les niveaux
d'énergic guaniifiée de cetle particnle.

Extral WP 2. Juin 1988,

19 Bix 50 onx 2Ze + b, la pariicale e pony
Ia fonction d'onde @ (x) est alors nube.

#i0cxca oues b<x 20+ b, le poentiel V {x) est nul et la fonction donde ¢
{x) de T particule d'énergie F, vérifie Féguation de Schrbidinger:

2 E 42 R 35
%:2 + «gﬁ%ﬂwﬁ = { ou gﬁg“ + Bg = 0 awec K o=

Les solutions de cetie dquation sont done sinusoidales, Nous donnerons 4 ces splutions les
formes suivanies, ponrt alléger les doritures

@r(x) = Asinlkx+ )
Py (x) = D sin E::’.:(x w(Zg + b)) + @*é

& Siasxsa+ b le potentel Vix) est fgale & Vo ot la fonction d'onde ¢ () de la
; - o e B 2
particule d'énergie 0 < E < Vy vénifie: wTR (E~Vojp = 0

dy , _ 2m

jotth A - WP - A N 1)
ou - dx ‘(]3@ G avec g° B Vo £)
Pour tenir comple des propriéiés de syméirie du puits, nous donnons & la solution de cetie
Squation fa forme suivante ;. @u(x) = B €7 b (o (B2)] . ¢ g ~a (2 (B21)]

2%} Les conditions de continuité de la fonction donde aux frontidres du puits (x = J et
x = Ja + b) sécrivent:
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{0} =0 soit Asin =0 , done @ =
Py (2o + bl =0 s0it Dsing =0 R donc @' = ()

Les fonctions @, @y , @ peovent done s'écrice

oy = Asinkx
() = Begab-lav (D] 4 ¢ g -ale~{a s (Bi2)]]

O} = Dainkl{x—{2a + b}

i

N - , oo 4 .
3%} Les éguations de continuité des fonctions d'onde ¢fx) et de leur dérivée Exg = 9 (x)
s'éorit:
[@ifa) = gu(a) soit Asin ka = Be 9512 4 Ce b2

enxea A - ¢)]

( Prle & b) s gfa + b) soit Bed¥2 4 Ce-9¥2 w  Disin ka
yations (1
g gbid g ghil -
Ltp ke = ge - rLe Gy ok opka e 4y
[ S Be bl p ogbi2 & ;
L'égafizé de cos deux relations nous donne ©
é‘ o abit. {:g~(g§:‘2}§<ﬁ e~aBi2 4 O q%;w} - {g p-ah2 g ;taiz}g:ﬁg - {;‘g'—(ﬁ)ii’}
B2ty BCle 1h- e ~1¥] = — (B2~ 2~ BCle vob - ¢ ~a¥])
s0it B (w Bty (R
B o (7

it vient alors LB = 5
Introduisons ces égalitds dans (1) et (2):
$5iB=C Asinka = B (€ -%12 , g 1/2) (1)

~Dsinka =B {e §hiz 4 ¢ mqw} )

Dot

% Si B = -, il est facile de montrer par un ralsonnement analogue qus ©

!A=+I)§
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En tenant compte de Sgalitd (5), les équations {3y et (4) deviennont confondues,

Soit donc

g gt 4 g gbiZ b
a$ w ) R e : ﬂ» TSRS e gz‘”"'
st (B s A D) i igka TR coth %5 ©
U encore A oygha = ”{,_"_tjfﬁ
“ R T T e
('}%48 ka - J>~€q’7{%tg k{1+1> = {}
(.
done g“f'rgﬂ:a + ]}6 b (}g;g ka«i> (D
] ) ) g~ . g qbl2 :
54 {8 w A = § K .J:L 4 G e e e £ %
8t (7 £, A = D) P tg ka ST g b th G &
ou eneote par un raisosnement analogue, on obtient
’g' G ke »‘E% o gh e {‘%’TZ@ @ | . Q\‘é £53Y
%i;{t ig ko 4 },5{ ; Ui tg ka i} o

(i = A sin kx

7 b
B ch agg x - La j;}

‘ N e o
| /; aplution syméirigue
'{ Lo fr) w } . b

I8 shgl x - (o + =) 3 solulion antisyméirigue

o (x) = FAsink[x~({2a+bJ]

o5 équations transcendantes (63, (7). {8), (9) géorivent

%zgk& = o (Oth %}i pour  solution symétrigue (6)
“Ifg-tg ka = —th «%Q pour solution antisymétrigue £
Ol BRCOFE {«f;g ka. + z}e o= {»fzg ka - 1} (7 et(9)
4°y Mous reprenons les équations (7) o1 () gue nous Sorivons sous la forme::
p Jredh g o -thg ]
igha = = o it
B =y T ear T g etbo 40
‘ p 1-e9b o eg-th.7
& g ka = wm - 11
g q 1+edb g ¢ -1 an
; . I
ast (b grand g% pet pegit k & sr—— i“,‘”(ﬂ?
51 gb est rbs grand, € 99 ezt peid devant l'unid pueTE= l+e
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(10} devient tgha = - w?{] +e-?)] 4 g i)

- «f {1+ 2e -4 au second ordre
(11} devient : toka = 7;5 (£ -9 1)l g4t

= de ,éi (1. 2~ au second ordre

Si de plus on néglige @-9° devant Punité, los deux types de solution précédentes deviennent
confondus,

tg ka = £
g
- n , kb
qu'on peut éorive aussi tg kg = mé;;—
. . N 2w B
8ig —» v on obtient alors tg ke == aves | - S

soit alorg ¢

]

. . 7 H
dol E, = soes pl
) # Zm gl

Remargue : Ce résuliat Sialt prévisible, car lorsque ¢ — o, Vyy — »0 et lo double puits
de potentel devient donc un puits simple de potentiel infind,

. - EE
T Im gt

Complément : Résoudre graphiquement les éyuations obtenues en 3% en
se plagani dans le cas 08 B << Vg

. f Tmv,
Danscecas, g »> ketdone g = "'“%?"g"

Les énergles pour un tel pults {cf exercice 18) sont:

. . 1+2e ~9¥
Nous pouvens glors éerire: gk = ~ka (mw

Le signe + correspond & @, {solution symétrique), le signe ~ 2 ¢, (solution antisymétrique).
Cete équation permet de calculer les valewrs quantifiées de ke, Ces valeurs sont oblenues
graphiquement aux polnts d'abscisses des intersections des arcs successifs de y = 1g ka  avec
deux droites d'équations :
ke Ay (figure ci-dessous)
}’ B Ag
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Aq et Ay sont deux constantes, petites par rapport & 1 {g>>1), voisines el telles que A, < Ag.

18 —particule dans un puits de potentiel infini -Efude physigue -
Evplution de la fonction d'onde ef de la forme du paguet
d'ondes - Mesures de 'énergle.

Notation : lwix, &> désigne I"#tat quantigue d'un systéme physigue 4
Pinstant §, w{x, ) est lo fonction d'onde covrespondante & cet diat.
On conzidére une porticale de masse m, souwmise au peleptiel V(x).

R ; ” . p2
L’hamiltonien de cette periicule s'écrit © H = it V(X
19 L'évolution de cetfe particule est régie par Véguution de Schridinger,
éerire cette dquation dans les deux représentations {| x >} et fp=p?

2% Le purticule se trouve placde dans un puits de pofentiel infini de
largeur a ! .

Vig) = @& i 05x54a

Viz) = oo ailleyrs,
Didterminer les $tats siationnalres de o particule et les valeurs propres
gui leur covrespondent {orsque § < x 5 a

3% A Finstant ¢ = 0, lo parficule a ponr fonciign d'ende ;
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wixd) = :5;.:? {Sin (:fr %} + §inm {f-ffrm } i sy a
a .
v {x0)

#} Viérifier gue cette fonction donde est norméde 7

B} On mesuve 4 cef instant Pénergie de la pariicule, quelles valeurs
{reuve~t-on ¢f avec gquelles probabilités ?

¢} Quelle gst la probabilitd de frouver une valeur de Vénergie supéricure &

2t Rt
ma?

4 ailleurs

i

4% Caleuler wix, #) ¢ démonirer gue la densité de probubilité de

21
"

&
présence de la particule, dépend de lo fedguence de Bokr 3 dons on

précisera Pexpreszion en foncton de wm , a of A,

5% Calenler lo valewr moeyenne de Uobservable X

" L )
< X »f = § wh e B ox w0 dx
-

Un donne
2

Extrait, Fétopan, MP-PL 2, juin 1986,

17} Considésons une particule de masse m, plongée dans un potentiel V' (¥X). L'hamilionien
i

de cetle particule séorlt: H = g'?;; + V(X)

Rappelons I'équation de Schridinger dans les deux représentations {} x>et {i P}

i -

¢ Représentation {ix“;»}‘ z?iﬁﬂ {x £)~§- i éj«+ V(ﬂ% {x, 1)
P A A I AR

S D J— - -
@ Représentation {gp >} ik 5‘2.,, wip, )= 5‘13;; wip, t) + (A hyiE }Adp’ Vip-p) wip, 1)
Z £

avec 1;,;( . 1) et v {} sont les wansformées de Fourler respectives de yw{x, fjet V (x).

2% Dans Vintervale 0< x < g, l'éguation de Schridinger indépendanie du wmps 5'6erit ¢
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Fy  2mE
Tt 5T v =0 n
Cette équation admet comme solution : W= Ae iy pe-it 4 @

avec K = *2%33

Les conditions aux Hmites de Ia fonction d'onde au point x = 0 el x = ¢ exigent que :
Wil = wia)=0
j{/% + B =0 A = B

s0it L . ) dod
A g ike 4 B ke o g 2iA zinka = (
Lasolution (2) s'éorit alors :  wix) = A(é’ i g "“”) w JIA sin kx

avee I condition © sinka =0 gokt alors ka = nm

1 dgant un nombre entler positif, carsin = 0, w=0,

en définies par Téquation (1),

wz:e de la particul

nepeulp

3 que des vale
Hy 4 donc quant

on deg

La fonction propre correspondanis y (x) = K sin

Laconsianie & se déermine par la condition de normalisation : 1w, () w,(x) dx =
4@ " & )

En cholgisant X réel ef positif ; on a;

., 2 a o 2 2
% g2 g M ,;{i;w,éc@ ~cos %} ax = ‘"K’””E“ ,:;.‘EL. sin 22 xﬂ
o a z Jo o 2 L7 2ax

o

2 . nomx
3,'&(41)-“\[{2 sm{ p > fxx<a

wo(x) = 0 aifleurs

3% A Tinstant ¢ = 0, la panticule a pour fonction d'onde

yix, 0} = :f;t{;: %sirz (%%} + SE?I(Z%)E 0xx5a
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a) Calculons :

jah}/(x, 0)52 dx = LUT&G sint B dy + fa,s*inzgjgwm + jﬁ 2sin B gin éﬂmd zJ
o 21 1 a4 o o é a

m“ﬂ;é{“;){z‘”% w:?w»a» 0

Mous vérifions bien que cette fonction d'onde est normée.

b} wix, ) est une combinaison linéaire des élats y, (x) et yi (x):
win0) = W (vix) + wa(x))

Les valeurs des énergles qu'on peut trouver lors de a mesure de 'énergie 5 1 = 0 sont done
soit ii,, soit £,

@ La probabilitd F7E,) du résufiat £, gque peut donner Ta mesuee de 'observable M a1 = 0

” 2 f o~ ]
est done FHE) = ey luwmop | = Ay L
{2,

o} La valeur de [nergle B

e correspond An =2

La ;u‘éi}a‘héi%s@* de wouver uog valenr de énergie supérieur 8 B, (n = 3, 4..) est alors
HE=Ey) = 1 - [P(Es) + P(E,)]
8ot HAE > Ey) = 0

; I L mX 2 x}
V@ lyix, O = o g G e g e
4°) iw (x4} > ”\]:z g sin p + gin P

L(\E (VE it o Tonisd)]
m{;{ EV\:@S“&@% asmﬁ/}
i
= e Y (X)) kW (%)
L )
A{;phquans la formule ly(x, > = T C(0) € But!F |y, 5

5 - FIETY j -y FF g
Nous obtenans immédiatement Ly (x, 11> = m‘?ﬂ ge Ep 0t Wy 4 g iEp 11 By, >E
2

, o B A amp
avee P I e 27 2ma?
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ou encore en supposant un factewr de phase global de by o>

; R 425 §
i%;'f{&«i}?ﬁcr's?mw fwi>+e 2 lv2 > |
Soit lyy>ec ey > v e 7 ¥y > |
T
Ey - E 3t n
aves ay; = mi%,.wl, = ”2”?%? Q)
gy 3 mh
o Vi = Ge T d ma

© La forme du pagnet d'onde est donnée par la densité de probabilité :

L o = <wie o lyix >

a

(X} & WL Cos gy i

On voil que les varistions dans le temps de la dengité de probabilité sont dues au 0IHe

" . : . By~ E, 3 nh
dinterférence en v W, Une seule fréguence de Bohy apparail) 1z, =73 el

57y Valewy moyenne e Tobservable X

n

Caleolons la valenr moyenne < ¥ >, de la position de b particule a Vinstant 1

s o 2
<Ky 5’ i )x ywx g dx = jm x% w (x, 8 i dx
Pour dviter wrop de caleuls, i1 est commode de poser X = X - af2 car, par syméirie, les
Sléments de matrice diagonaux de X" sont nols, En effet:

<y | X|w> o fl(ﬁi é{' sing?'ﬁf"dx = 0
0 ~

<y |xin> o< j”(w 3‘1} sin? 2EE Q4 = 0
o
1l nous reste b calenler alors
”\"Kfs!X’}%} i <%L’;§X§ %),-«*'5“<¥’1&% mmc%gax sin H%E" sin focbz
0
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’ 2 ¢ Iod ~16a
QWJ;Xi§If2> m”z"(“"w . vz{:}o;’zew-
On a alors ; <X's, = e Wi (%) v (x) cos @t dx
J0
= cosay i<y | Xy = :’-é%fzg‘mffo;;z
e a
Donc <X>;=—«<X>,+w§«
<Kz, o= ‘“g'i - g}%msmgif

Remargue @ € < X >, représente le mouvement de contre du paguet d'onde.

@ La valeur movenne de Fénergie de s particule dans 'éat {x, £} > s'obtient par
¥ & !

< H >, = »5»}, & wa,g w g B

2

whanis du jemps i pat Svident cor H ey

On volt que < H >, « I » et AN sont indépes
pne constanie du mouvement.

% Le pagquet d'onde évoloe de manitre appréciable au bout d'en temps de T'ordre de

o {& causs du terme cos @ o O
iy
L 3o
Soit alors : AH AL = = By e
2 Wy
3E,

Cowmpie tenu de (%), ona iy = %

}l e

Soit AH 4t = 2 E, A
ey i £

Nous retronvons done 1a relation ('incertitude temps-énergie,
Complément ¢ Tracer les cowrbes correspondsntes aux variations des
fonctions v (x), v (x) et w 6x) wa(x).
. obabilité - | 2 _ 4 2 o2
La densité de probabilitd [ wix, g1 = 3 Wi {x} + 3 V:2 {x) + Wiz} yoix) cos w4y ¢

2 Z ., 2.2 . 2m 2 mx . Zax
avec yy (x) == sm:’w;m D oWaix) = = smzmz«» D W(x) yhix) = = sin =% sin ===
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P v B 2 2 .
Les courbes correspondantes aux variations des fonctions ¥, , ¥, et iy, sont ractes sur
les figures @, et e,

3 . 2
w0 Wl
2l 2]
a a
: x " kS
G 2/2 4 o aiZ A
figure 1 Densité de probabilitd de figure b« dengité de probabilité de
présence pour le niveay fondamental {n = 1), présence pour le Ter nivean exclid,

(0 gt

figure ¢ « Terme dinterférence responsable de 'évolution de ta forme du paguet d'ondes,

19 - Postulats de la mécanique guantique appliqués 4 une
parficule confinée dans un puits de potentiel infini,

1} Trouver les diais propres ¢f les valewrs propres d'une pariicule dans un
puits de porentiel Vix) = 0 pour § < x < g ¢ V(x) = oo § Pextérienr,

2) La particule dans le pufls précédent se trouve dans UVétat fix) = (¢ - 2z
pour G<x<a et ¢(x} = 0 & Uextérieur. Trouver la probabilité pour qu'un
résulint de muesure denne ka valewr E, & Uinstant ¢ (Attention toutes les
fonctions d'onde dolvent éire normées ).

Caleuler numériguement en particulier les probuabilitds Py, Po, Py et Py
correspondent & Ey, B, E; et By @ Conelure,
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3) Exprimer VUénergie moyenne de o particule en fonction de Ei, Ez ... et

» 3 3 W""’l‘“‘w"m E=1 ]{d
P, Py ... sachant gue g:,g (zp + 1)¢ = 0%

Rappel

o
o, B, A, v, b doivent &tre colculds en fonction de A, B, C.

Extrait, Rabat, MP 2, Mgl 1985,

j'r (Ax7e Bx' + O) sin ¥’ 43" = (o0x? + Px + p) o5 x + (Ax + wisin x.

7
1°) Rappelons les résultass obtenus (cf exercice ...) &, (1) = “’\,{ m? sin {” ;g }:}

. Ea
o
Zm ot

{n entigr(}

2%} La particule se trouve dang Pt Pix) = Axla-x}.

5 impose

svy ohtlent

dong §(x) = “J"fgg? xfa - x}

Les erefficients £, sont déterminés par la connaissance de w{x, 0} yix 0 = zd(’ﬁ &, {x)
ke

Comple tenu de jﬁr?m {,ﬁz G dx = Snm (&1 symbole de Fronscher)
Onadone: Ly = j% f;i}i wix 0) dx {1
0
Vo 30
dans notre cas , wix, 0 = @f{x}= 23" #{a -~ x}

Lavalenr C, est, dans ce cas (1)

P [{Z’; onmx L300 3 dx
¢, = j; = sl = P xi{x—-a) dx
. ’60 fa . (EEX ’
= pri ;gﬁ x sm( - )x{a—x} dx




PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIQUE

439

60

& v
g x sin { BEE
{1( o
o m’( J !a '{i — }E}

Ije ;gqaxsm (ﬁmm> dx
o ]

dx

™y
B

AVEC

et

a5 n X ‘
x*. sin dx
P} a

dx

Iy = R ‘sm{
8

Ces deux intégrales se caleulsnt aisément par Ia méthode dintégration par pzmis& 5012

~{f
i; W(}g oS
n o

i

ﬁﬂx}ﬁ (n TX
4,.,.;.% w
a Jp

cos (n n x}d

-y

Ll SHeEe

gt wx, 0 est dono Ggal i

g{dm

o

\/ %;i x{a wx)

16

Ce développoment est celui d'une série de Fourier.
Comme il v & conservation au cours du temps
f=yix, pwin

done

i3

dr = [

e

Wik, Wy 0) dx = ]

soit d'aprés (2)

b3
i
b

dol

U=(1'F
nt

i

U-(-1)"P

#Sinestpair(n=2n"):

Eat

#
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*§inestimpair (n=dn v 1) [I~(~-1)"F = 4
Y

dol 50 S & O iR {(n'=p)
. Fise - I
50it L SN S—
960 ;,Z;; (2p+ 1)
‘ 960 o i 5o
o encore b= = p}:‘} ey PO,
950 ¢ 1 7 1 A .
1= poes (! ot ot F ot } )
= 1o+ 1ol « Tof o (5)
& Ey
&3 For

3% @ L'énergie moyenne de la particule A Uinstang £ est

»

<l = <ymol Hlymp> = T E Lo = :}?éP
] a

‘

L'énergie moyenne dans Tt ¢ est: < H >y, = < @) 1973 g ix) >

Solt daprés (3) : cHw, = ¥ E, fc, P
? nesd
o p b - . 2
pd H #
240 4

"‘ﬂ(% Eapas S (p v i

960 & 1
Iz % Pip w1 Lor

poc oo i SR RO (2p+]}6+ }
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2 2
Rt

OrE, = 7= e n
Done | SH >y = %ég"[; z{(! + “%ia %4%% Forrann }
-2 E L T
Ea utilisant Z‘b ?5;*%%@ = gg, on obtient
< Hory o= %%Qﬂ Lo %m%ggm&

3 sme de deux particules - E.C.O.C, -
Postulats de Iz mécanigue gquantique.

On considéve I purticuler de

soumises & wmn potentiel Vix) = = Mow? yt

L'Hambltonien du sysiéme esi donné por H = Hp + Hy H ;
respectivement les hamiltoniens de lo particule I et de la particele I,

Vi

1% A guelle granmdeny physigue esi assoctd {‘spdrafeny hpmilionisn
Donner les expresziens de Hy et M.

2% On appelie |@,> Uétat propre de Hy, correspondant 4 fa valewr propre
E,, dans Uespace des diais gf,y fpo= Péiat propre de Hy corvespondant § la
valeur propre E, dens P'espace des drats 5’2 L'état propre de H est défini
par le Ket lp,> @ lp,> appartenani @ Ugspace F-r86 é’} appelé
produii fensoriel de 5@; et 5‘; '

Les petions de Hy et Hy sur 1@, > sont telles que !

Hil@n,> = Ey | > o8 By = (2 2 howet Hylpe s = Byl 9>
o B, = (p+ 12 R o, nefp sont des entlers naturels.

Eerive Péguation aux valeurs propres de H.

3% Quel est le degré de dégénérescence des piveanx d'énergle suivanis :

u

% oo, 2% ®, 3% w. Ecrirve les keiy propres @, correspondanis 4 ces
3 wiveaux d'énergie. .

4° Lesguels des ensembles suivanis forment un ELOL ¢
(H,} dans &, ?,[H,) dans &2,(H;) es {H;) dans &, (B, Hy) dans &7,
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(H) dans &? et (H;, H} dans &7 .
Jusiifier voire répense dans chague cas,
&) L'état du systéme 4 Vinstant £ = 0 est décrit par e ket !

FEiay 1
lg{ti> = ”g(f‘?o,ar’ + @a> + lgge> + lgy ;}A
o) Ouels résuliats peut-on irouver guand on mesure Uénergie du systéme 4
Pinstant t = § 7 Avec quelles probabilités 7
b) Méme guestion pour Pénergic de la particule 1.

6% La mesure de Vénergie & ¢ = 0 a donné le réspltar 2h w.

#) Quelle est Finfluence de ln mesurg ? En déduire I'élal dy sysiéme 8
Uingtant t guelcongue.

b) Calenler & linsiant t la valeur moyenne de 'énergie de la parficule L

Agadir, PC 2, Mai J987.

1°) La grandeur physigue 3 laquelle o5t associé PHamilionien est [énergie.

2
e e N . 1 A 2
L'Hamilionlen do systbme s'éerit: N = fg; i( 5 m w? ‘é@ 5 Py \f
N &

@, = . L'guation 4

propes de 5 5

= g;&ﬁ,ﬁg,g}g Doy >

Les états stationnaires du sysi2me global sont des produits tensorlels de fa forme
{o.> ® | 9>
lenrs énergies Etant By = E, v 8y, = (nrp+ i @
Py reip songdes entiers, le niveay fondamental est donc oblons forsque n = Delp = (L
1énesgie comrespondante est: Epp = A0
Ce nivean n'est done pas dégénéré.
L B¥ premx&r nivean exciié cst obtenu soit pour n = J et p = O, soltpour n = Qetp = 1 :
T By = By = 2B 0

Ce niveau est deux fois dégénéré puisque A ce méme nivean correspond denx états dilférents
qui sont indépendants | @ro> et ] @o1 >

& Le second niveay excitd correspond & n =Zelp=0,osn=detp=2Zioun=letp=F
"EZQ @ E@g = E;} = 3Hw

e nivean ast dongs wols fois dégénésé.

@ Les kets propres 3 P> corm‘;pgndmts & ces trols niveaux d'énergle sont :
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{1 %.a>} 3 “ Po. > ME‘PJ,O?"} ; “ qu.o>’§ Po2 > et | P11 3’}

14°) DYaprés les propriéiés de Voscillatenr barmonique 3 une dimension, £, est non dégénéré
“dans & , et E, dans & ; par conséquent {#;} constitue 3 Tui seul un BE.C.O.C dans & et

{8} constitue également un B.C.0O.C dans &,

{H;} ne constitue pas 2 lui seul wn E.C.O.C dans & car les valeurs propres
correspondants & ;(E’,l = {n + %} h w) sont associées A one infinité de vecteurs
propres ! Pap > {n tant fixé, p peut prendre aimporte quelle valeur). Le raisormement ¢st
analogue pour {Hz) dans &

Nous avons vu 3 la trolsidme question qu'a un couple (s, p) correspond plasiours vecieurs
propres | @u,> de & ® & = & donc (H; + Hy =1 ne constitue pas un E.CO.C

L ¥ N ¥ s .
dans & Par contre, Pensemble des denx hamiltoniens H, et H, constitue, i un B.C.O.C.

Fin effet, il n'y g pag deux vegieurs | @, > qui aiont les mémes valeurs propres, 4 1a fols
pour H; et Hy, Clest pourgaoi, le systéme de veclowrs propres COMMMURS ali;et Hyest
nirgue {8 des factours de phases prés).

3 « - s ey vy
121 fovme ol sussi un BCOC 4

e S

s offes, les valenrs propres de 1, ot H

VHw eifn +p o 13E @, Pow tout n, 1 exisie plusienss

&=

1 e e . “ .
vectenrs | @, >, mais le verteur propre associs 3 H exige gue Yon fxe de mme p il ny
H X2 g £ ¢l

% pas donc doux vecigs propres i o, » > qui aient les méracs veriewss propres 4 lp fois 2
Hy et .

5% L't du systbme & 1 = 0 st déorit par le ket
fw)> = gﬁ Poo> + |0gy > + é Pro> * ] @1.37}3

a) Les résultais de mesure de Ténergie sont les valenrs propres des vectours | o>

constituant | w (0)>. Soit alors, % @, 2% @ et 3% @. La probubilité @;P d'oblenir comme
résuliat a valeur propre a,, de l'observable H correspondante est !
F .
P S i 2
Z, = Ll<o, la0>]
ol g,,, est le degré de dégénérescence de a,, ot l tp’;’ > un systbme orthonormé de vecteurs
formant une base dans le sous-espace propre & associé 2 la valeur propre a,, de H.

N £}

Soit : Ty = <ol w@)>F =14
-5%‘;&' @

ﬁi @

Remarguons que ! ot P+ P 1

l< gos | wioysf + l< ol wy>f = 12

< ol w0 »F = 114

i

i
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b} Energie de la particule 1 :

I,
E, = (n »i«;}ﬁm
. ge 1o e I P T N R
et Hi|y(©0)>=5(Eo| 000> + Eol @o1> + Er| @10> + Er| 91, 7)
. . M i

Pt

Les seules valeurs possibles sont donc Ey = 5 et g om Eﬁ @ avec les probabilités

respectives ; Gy = <o | wi0)> Folcalwor> =12

T =l <oplv>l + <oy lyw@ > =2

%°) La mesure de P'énergie totale 81 = 0 a donné 1o résuliat 28 w = By = F, 5 L'éat du

Polw{l) >
<y ()| P lyo) >

systirne juste aprés Iz mesure est la projection normée

de | w(0) > sarle sous sspace propre assocté & 20 .

Soit donc ;

11 wisni alors “

5 5 ¥
[<v {0 Palegills = = &

-

Aot Péat du systbme est : [p(0)> = ““%* §§ Pg,y > % @ L
N2 .

On voit que la mesure de Pénergie a perdurbé P'élat du systdme,

L'¢tat du sysiéme A un instant ¢ quelcongue st donné par

i Epyt! & |

[¢m> = L C,0e

@B,ﬁ >

) i Bgy 1 F i Bt 1 E
Soit lpm> ;img et | pos> + 7700 | (pw>:§

V2

Comme By = Ejp = 2hw, alos ;] | {f)k{i‘) > wm\?% ~ait Ei Do > + 1 Pro> é

Remarque : § ¢ {0)> et § ¢ (1} > ne différent donc P'un de Pautre gue par le facteur de
phase global € ~21% Ces deux états sont physiquement indiscermables : toutes les
propriéiés physigues d'on sysidme physique qui se tronve dans un état propre de H ne
varient pas an cours du temps. Ces éiats propres sont appelés pour ceite raisen
états stationnpaires.

b) La valewr moyenne de Pénergle de la particule 1 est donnée par :
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Compte tenu de la remargue précédente : < H; >, = < H;>p
Soit < Hyze=< g0 i, 00

ir
:EL( Dot !;}1 15}70.;?7 <@ ;f{] {

m% 27w + 25

Done < Hy»p = e

- 31 - Postulats de la mécanigue quanfique - Ensembles complets
d'observables aui vomumutent @ B.C.O.C

On consigére gie Pespace des éiaty & trols dimensions est rapportd & la

#, o e 7 %V b3 3 g g

base orthonormdbe 11w e} 1, %, 3. L'Hamiltonien H et deux
wables A et B zent ¢ mpirices

w ) oo )
H o # & A =g , B=h 18
| g 16 i L.
402 10 \o 1)

By

Wy, @ € b sont des constantes rdelles positives. A Ulnstany ¢ = § e
#

systéme physigue est déeris par @

lwi{l) » = :{j%;w jwym =+ fi fig s > Ei jus >

5

19 @) On mesure & Uinstant initial Uénergle du sysidme, gquelles valenys
peui~on frouver ef avec guelles probabilités 7 g
» Calowler dans Udrat (wills, < H> o AH,

29 a) Au Heu de mesurer H & Vinsiont ¢ = 0, on mesure A, Qusls sont Tog
résultaty possibles et leurs probabilitds § Quel est e vectewr 4 éiaf
immédiatement aprés fa mesure 7

p) H et A formeni-elles un ECOC 7

%

39 Caiwie}« lw(g)> & Finstani 4

4% Caleuler les valeurs moyennes < A = el < B >, de A ef B 4 Uinstunt ¢

5% Quels résulints obiient—i-on_si {'on mesure & Uinstant ¢ U'observable
A P Méme question pour Fobservable B, avec guelles probabilités 7
Retrouver = B >, en utllisant les probabilités.

Exiratt, Casablanca I, £C 2, Mal 1938,
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1%y a) L'hamiltonien H# esi diagonal dans 1a base {i P R P ;}
Les résultats possibles de ['énergle sur une mesure de Vénergie sont les valeurs propres de &

qui sont ;. H @, (valeur propre simple) el 2% @, (valenr propre double).

L

La probabilité qu'une mesure de  donne i g est P52 B = Law ly)»F = 351

La probabilité gu'une mesure de H donne 28 g est 75 ¢

F o=l + l<uwlyo>F ««é‘i
A AT

b) 4 La valeur moyenne de ['énergie est donnée par - < H >4 = < w(0) |H 1 w0) >

Comme F ost diagonal, il n'y 2 que les termes diagonauz qui ne sont pas nuls. I vient
alors ¢

Moy = Y el ey By = :,d;é»?é @ -”;i {ﬁz wy + 2h (Og}

w H R | iy

J
o H = #
. . ' § 2 9 2 7 af
On en dédnir: A 5 A iy y 7 ap 7
R W ow,
Soit : aH =22

2°) &) La matrice représentative de 4 dans Ta base {1 0y >, Luy >0 vy >} s'erit
10 0

Awmagl 0 0 1
T
Les valewrs propres de a sous-matrice non diagonale sont 4 4 tellesque: A% - & = &
Soit : Ay =3 oa

et les vecteurs propres correspondants s'écrivent aisément ;

¥ ]@94.? = "éw {i Uy > o+ | 1y :—,3 «»  {valeur propre +a)
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Jo> = % {] Hy > - [ ug >} 4 {valewr propre—a)

s !(pgp» = l:,s,> &~y {valeur propye 44)
Les résultats possibles fors de la mesure de A 37 = 0 sont +a et ~a avee fes probabilités .77
ot 57, wlles que Fo=l<elvos | o =19,
Motons que U'état g y (0) » peat $'éerire en fonction des i P>
! . , \
y> == go> = ilo.>) )
N2 ,
1 vient alors @ =g lyosF = wgm

A

7

& Silamesure do A donné (+a), 16t du sysibme immédiatement aprds la mesure est le
P, lyi(0) >

ket nonmé % g,

e

{ e el | @, > . Soit:

Dob § hyw o % P> 5w facteur de phase prés.
& 5 la mesure de A a donné (), Pt du systhme juste aprds la mesure est

P lw(o) >

[¢.0>= avec P, = lg><ql
Ve [P.]wio)>
pone P luw@s = —=—lp > e New@lrlwo)>-= !
on [w) " | ¢ ¢ vyl Py T

llvientalors: | g,> = i]@> Ouencore |g,> = L@ > 3 un facteur de phase pris.

b} Les vecieurs propres communs & / et A sout donnds par

valeur propre de | valeur propre de A

]%:w = fu> Aoy V @
§q)+> = é;@ wy> 4+ | u;}] 2h ap . I

= ol wy > — | By 23 ~a
ifpﬁ.%@{i 2> = Lug>] 2 ay o
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On voit sur le tablean que M a une valeur propre dégénérée deux fois (24 wy) et B a elle anssi
une valeur dégénérée deux fois {4). Done, aucun des ensembles {(H)] ou [(4)] ne constitue
3, Tui seul, un B.C.O.C. Par contre, Pensemble des deux observables {(H, A} coustitue,
fui, un B.L.OC car il n'a y pas deux vecionrs i > qula
ia fois pour H et A,

3°) L'étar du systéme 2 un instant ¢ ultérieur est donné par

lwai» = 3 C, (0 e Bat 1B | @

F N S

Fn piilisant le tablean ci-dessus ot Vexpression de ﬁ w {0} > {1}, on obtlont

ii}/(f}> m:%"‘? gté,miw@i g gy> + Qe ~Ziwgt §(§’M>§

4%y 9 La valewr moyenne de A maw‘ﬁ nis par ;

wﬁ

v ot s B e B -
= {«\ pol+e@irTl g 3} A {§ Pp> o+ g TN T g :»}E

Soit alors ¢

& 11 est facile de remarguer gue 5 est H ne commuient pas et donc B n'est pas une
constante du mouvement : le résultat de < B >, va dépendre antomatiquement du

temps,

Berivons ]y {1} > en fonciion des f >
by > = 3 C, (0 e-Eulk lu,;;«
kS

& »2:‘9?9{ i . 1 L
553 s m——— % wr oy € O L g e 8 ~Zioy | gy
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¢ iog i
Ouencore |y 4 e [ + 5l

V2o

My > fw;:s) = Z Curt) ?z;n:a

o & i!fe){}l » i -
aveg Cift) = M&;@m}ﬁfﬁ ; U A

La valepr moyenne de B 3 Vinstang ¢ gyt -

CH>, < Wi 53iyr(t)> s ;jqc}::uj gﬁ?zgf:»
Y
Avee <w lplys . g

i 1es Eléments de matrice de B dang Iy bage des |

#i>. Les sauly
fnon nols sany - < 1slys

o My %BE&Q% = <y !Biflj o= b
# I - . W

=00 B4 ¢ Lo By + ¢y Cy By,

- Compte 0 des définitions des ), on obtien; ;

E

I vient dong « <8,

) i {zﬂwmz(;: g iogy i ) - g y
Ermbp =t 7o () @Ng?}

2 {? iz

J |
. . ; 7 4 e N
L4 valewy moyenns de B oseiflp alors et § ( = ‘:;:zw‘z I £ “’i«v
Yz vz

5% @ L fésultagg de mesure de A3y s # song {a) ou (- a) aver lge probabilige
Teapectives B2 o G oo que ;

=y, b s P o, beplywsp 17

. 2
o= lcq lwiwsF < i
* Les résultars possibles lorg do 1 mesure de B sont Jeg valewrs propres ge B, Pour cely,
Ia disgonalisation de Ia SOus-matrice de g donne b ot p comme valeyrs Propres. Leg
VECIeuss propreg Comrespondansg 8'8crivemnm aisémen; -

: i ’ ‘
§$+>m”$;giaj}+lzfghj e o b

!¢1>m%[5u(>-3u2>§ P -«;‘:
Foy > = [1 w>] o g

La probabitis ds trouver Iy valear {ME} est ; LA @’ | W) > Jf?
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En utilisant (3), on obtient ¢

ﬁiﬂ{ﬂi R ,% i §2
by > < :5“/1423»«3«»:1;),,, gy

Ny { 5

e i |

ﬁgm§<qzw'§

2
! N i
= cos Wgl ~1{ - sin apt)

S 2 w2 4 V2
= -;é leos? wer + (m.iwm sin wgl }2]
L N2
. 3 sin ot
Soit : TPy w el
8 oz
Nous avons : o+ S = 1, onendéduin I
o ) sin wpt
P w7

sin @ty

22 - Postulats de la mécanique quantique -
Mesures simultanées,

On considére un  systdme conservallf 4 treis wiveaux déerit par
Vhamilsonlen Hy ; les trods étass de base du systdme somt représenifs par
fes irols vectemrs  |oy» , |9y, (s> dlafs propres de Hy avec lo méme
valgur propre Eg. :

Holor> = By log> 5 Hylgy> = Eplo;> 5 Hy l@s> = Ep 195>

Le couplage entre les différenis édiais précédents est décrit par un
hamiltoniens V dont les seunls élémenis de mairice non nuls sont

. . A
<oV s> = <05 [V g> = <9, [V gg> = <95 |V g = N

cest une coukinnte réelle felle gque 0 < A < B,
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1%y Eerive Iz mairice représentans Uhamiltonien total H = Hy + V dans In

base {ter>, 1o2> , 193> }.

2% a} Déferminer, en jonciion de E, ef de A, les valeurs propres £, gy,
g, de UHamilionien otel H (remarquer gue § < £.< £3< £,)

b} Déterminer les kets propres correspondanis aux valeurs propres que
Uon notera respeciivement |w.», lwe» ef ly,» af gue Den exprimerp

dang ln base {}@13’ s leae, gs>

39 Le systéme est d Piastant | = 0 dansg Uétat @?5’)% = gy,
a) Déterminer Uétat du systéme & un instant ¢ wliérieur gue l'on noiers

e, Le systéme g-t-il dvelué ?

by Calenler lo valewr moyenne de H dans état §’?:}:>
Retrouver la définition classigue d'un sysiéme conservafif,

4% Seoit obsgrvable A dont le matrice dons la base % fwoz, lye», jw,>

i'/' ~q @

ki
Gy
s

St onm mesure gimulignémeni Jex observables A et H & Pinstani &
. L'étar du systéme étant |S0y>, guels résuliats pewt-on trouver af avec
guelies probobilités 7

87y On considére [Pobservable B do dany o  bave

S’

{W %%lffﬁ’“ﬁ TV”}“} X1 B o=

@) Bi Péiat du systéme & Viegtont ¢ = 8 es1 :

180> = j% ty > + %‘ Vo> + %* >,
ki

et xi on Mesure Pobservable B, quelles valeurs peut-on irouwver ei avec

guelles probabilités ? Doit-on attendre 4 ce résuliad 7

B) Déterminer Udtat 3391’?):» du sysidme 4 un msm:zs ¢ ultdrienr. Le

systéme a~-i-i dvelud 7

¢} Quels résuliats obtiendra—i-en si Uen remesure 4 i*’i’mmm ¢

observable B eof avec guelle probobilité 7

Retrouver le vésultat de la guestion a)

Méknés, PC 2, Mai 1857,

1°) Sur 1a base | @ >, I @, ! Py >, la matrice représentant H = Ho + V s'éorit:

Les—
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o A A

SR S

) vz 2

H=] T & o avec 0 < A< B,

V2 |
i

A

e 0 £,

50 =)

2°y a) Les valeurs propres cherchées sont racines de !

Ep~— o A A
Eg~ s "
’ V2 A2
A
pa | T Feme 0 1eo
A
Ve W2
‘ v 42
w fy- A + A
On voli gue £,

=

B} Les kets proprez corvespondants aux valeurs prop ., Ep , B, 80BL BOIGY

N §
respectivement | w s Ly ot Ty >

% On fait agir 1o ket | w o= xl g vyl P> + 21 ;> sur la matrice représentant

PHamilionien #
g‘/ AA N
g@ — ——
‘\{5 '\[Z ( ™ x

= B 0

L;Y = Ey- My

%\‘1{}.@:'3/ i
\!'5 &

on + Mi“{y & 2‘3} E {EQ - /’l}f
V2
A
me %+ By = (Ep— A}y
N2

W%mx + Egz w (Ey— Az

V2
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On en déduit X om 2 2= -2 b

Soit  xm=1 = =

A oy 7w e
ST 7

Le ket gi;ab m e i(p; o 2 (5% o % &) correspond donc & Ia valeur (B~ A),

% On fait agir de nouveau s kez! [ T H i woe = (Epv A ! (A
On en déduit faclement 1 x=V2 72 = V2 y
; 1 i {
Soit Lp> =i L gy 42 (| 03> + | @55
gt )
& Par un raisonnement analogue on obtient i Y = w;gr;nm { E P2~ | o3 >}
NE ’

En vésomé, on g ¢

't} Py > =

& fy,> = f .

3°) a) Le systéme est & linstant ¢ = 0 dans Vet | F(0) > = | ¢, >,

Exprimons dabord | g, iy > dans la pase |y, | Yple, ! W, >

- . } -y
§§F(§}3’ = gi’ﬁ;”} = W;w EE w.» o+ I W, ‘N§ ),

A uningtant 1 > 0, le systbme sera déorlt par le vectenr V&) >
2
PEM) > = 0.0 e BatlF [y
o i
. e . o ,
Soit * &) > = !,»?{”m (g ~i{fp - A3 1 H Ei;fmi"—‘ go@ -ty # AT ;,,}
| AR

{t’%’?’l} WW‘[—%: & -~l5{}£/’?§[6 ilfgi?’ia W.o» 4 gwiﬁyffffgwdv}j

08l EROOTE é un factenr de phase global prés:

187 > oc L= o> ¢ e #MIT |y o

V2

©

f H—
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La présence du couplage (V) inroduit donc un terme € 24/ B enre te cofficient affectd an™
ket |y, > @ le systdme a done évolué au cours du femps,

by Par défintion, la valewr moyeone de H dans 'diat | &71) > normé est :

<H», = <&yl >

i

Dapres (6):  H1E)> = :—%LEQ Sl s e By Aye PRIy J

Or c &l = “:j% g< g/v} b g PR, E;!+§ E
. . 1 . , -~
11 vient alors : < H», = 5 E(EI{) ~ &)+ (Ep+ A}

4%y Bodt T'observable A dont la matrice dans Iz base g Py s, § o, | w, > § ast

00 |
0 a f
J
aisément gue F4 = A @ done il est possible de reswrer simultandment 4 et 4

Les vectenrs propres communs & # et A sont donnés par

valeur propre de H valeur progre de A
fa;,c;» g = Eg- A g
3 Wy g = By 4
L, > g, = Fp+ & a

Les résultats de meswe de H ot A simuliandment & Pinstant 1 donnent les couples sulvamis ;
(g ,~a) ; (£, ). Les probabilités correspondanies sont ; T

I~ 1
Procag={==] =%
{E..~a} 4‘42‘ 7

_bio eziaen L
Floy-a = i\fg ¢ [=3

5%y Considérons Tobservable B dont la matrice dans 1a base {3 W >, i Yo >, I ¥, >}

2
/b0 0

Bm%{}{}b . )
i\{?é{};
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| &) > et 1& 0} > diffprent P'om de Tautse par des termas £ HUIE affeciés aux
cofficients de | w.> et | w, >. Le systtme 2 donc évolué.

¢} §i Fon semesure h Vinsiant £ Tohservable B, on trouve b ou —b avec leg p

) et F-b)elleque: Py = [ <y | Fm>T + 1< &0 3

abititds

i

D'une part: f<w [&m>F «::fz;

Dastrepart: | <@ & W > F m{fﬁ;}% <wp F) >+ < [ &> ]

7117 o
’m?g?{;%gmzhiﬁjiz
1] L Ae : ?é%z“} 7,
=3 g(? +cos g ) + sin 573 cost 5o
s
Soit alors G = %é P

s ¥ N
ny § i ] £ P [ N
pibye= laty [FwsT =2 lewld@W>- <y oW

it done | L
Soit done Fb) = 5 sin® 53
On vérifie aisément que 1a probabilisd pour que la mesure de B donne indifféremment b ou-b
estégale a1 by + Fb) = ]
At At
ey ) - T fr2 e
Sit=0 wtr? T i et sin® z= 0

Nvient done  Plhlg = 1 et FH-bluy = 0 résuliats que nous avons trouvés 2 la
~question 53a).

% 23 . Mise en évidence de la fréquence de Bohr - Observable
dépendant du temps.

On considére un systéme quantigue conservallf & frois miveaux ayani pour
hamiltonien Hg. Sofent lug;> ,|uz» o | uy> los Stats propres norinds
de H, d'éncrgie respective Ey, Eg ¢t By On suppese E;< Ep< By
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5

19 L'état du systéme & Pinstent £ = @ est donné par

11;{{0}} m. «:%*qu> * %iu;»

a) On mesure & cet instani U'énergie du systime. Queiles o5t In p%abaéili:é
de trouver ia valenwr Eg ? Dans guels états peut-on trouver le ?yszeme fors
dé cette mesure ef ovec quelles probabilités ? .

by Calenler In valeyr moyenne « Hy»., dans i'emf. w{f) > .

5

c} Déterminer, & partir de (0>, Véial {y(t)> du systdme & Dinstant i

Lrétar w(0)> esi-il stationnaire ?
) Pouvezr-vous prévoir sans calewl la valeuwr moyenne< Hy>, & Pinstant 17

-

29 On cmzszdeﬁv Pobservable D attachéde & ce systéme ef représentée dans
Ja base [lui>,lu,>,lu;>) par fa matrice dont les seuls éléments
non nuls sont > @a;éﬂ§a;>m%4;iﬂiu,%wﬁ
g) Cetie vhservable est-clle wém constente du mouvement 7
B) Calenler & Palde de Pétat \w(0) » déterminé & la premitre guestion la
valewr moyenne de ¥ & Fingtant . Donrner fe résultat en fonction de

: suppose mainfengni guele systéme est déerit poar I'Hamilionien
Hix Hy + Hyp o Hp() st une abservable dépendant givetemps.

a) Berire Péguation de Schridinger gqul §'éorit Pévolution dans le temps de
I'état \wity> de ce systbme.

b On pose \yig> = € ~Ho /% o> » guelle est Uéguarion d'évolution
dans le temps de Pétat loly) » ?

<) Lighservable H (1) est représenide dans In base {lay o, lmym, las > ipar
une mateice dent Jes senls {didments non nuls sont

<y [H (0 gy = <uy 1l {0 lagr = m, “sinflok w; est wme consiamie réelle.

ETE S

2

Par oillanrs, Ia décompesition de lo(n> surle base {lu;», lu
stderds : 1ot = ap() lupe> + o0 (> 4+ @) fus>
Déterminer & Ualde de Péguniton treuvée au 3% b), ie sysféme d’éguaswm
différentelies satisfaites par o D), o0 e os(D).

£y~ B
In posera i«w = My,

On roppelle gue 5i A lu>»=a izg_ woalers : €A Jur = €7 lu>

4° On suppose quz 0 (0) = o(0) = %;&3({’} = § et on propose

dinidger le systdéme d'éguativns précédent. Pour ecla, on admelira qus Von
peut négliser dans ces éguations les fermes en
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g TH@ Y 032) 5f @y, = (B - BB #f gue © = 85,

Montrer alors que :

i 1 Wyt -] (Y]
g (1) me e Lt wm v oy mmemy gf 't o f [P el B
R R A ML ST

En dédaire \w(th» ; cet état est-ii normé ¥
Exiraif, sgadir, PC 2, Mai 1986,

1%} La mauice représentant Hy est diagonale, elle s'éerit dans 1a base { ET Pug >, § U3 > }

par :
{ B )

| )

Hy = | Ey %

\ £ )

Supposons qu'h Vinstant £ = 0, le systéme solt dans état
. ! |
! gz = {ﬂ) o+ i)

& Lo sysime peut se frouver & £ = 0 dans Pétat | 4, > ou | 4y >, Les probabilités
correspondanies sont
3, v | 53 oo ) . i
FE) = <y lyo)> =5 i FE) =|<wlvorl=%

b La valewr moyenne < Hy»>p dans i‘azai wil) > et i< Hymg = < yr(0) 1 Hc, w(0) >

soit <Hp>p = E; + Egjy

o) Le vectour d'éiat S w{t) > & Uinstant ¢ est obienu en wl tifisant Ia formnle générale |

EC;&{G) g il 1R }H ~

b

Lv> =

i!

soit §w(;}>— r{,é,g”iﬁsz“ﬁi;g!;, A A §z¢3;»§
Wz o

1 i;!(t}p mg%w;«g"-«iﬁ?;flﬁ i-i Uy A gvi{E;; - Ejli iR ;u2};§
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ou encore, en suppriment un facteur de phase global € <£1¢/ 7 de P>

lvw> oc L[ luw> v e-iontfus]

aves @y = T

Lt | w i) > introduit on erme £ -1t comme coefficient du ket { uy > (différent de celui

affecté & § ;> 3. L'8tat du systbme a done

&) Appliguons le théordme d'Elrenfest i I'observable Hp :

a 1 JH,
S<Hy> = =< (Ho Hol>+ wg;%

&
‘ i Hyy
Hyne dépend pas du temps, éc}ﬁcfwx?g = {, Donc: ;?7 <Hp» = 0
s l Aak

O en Ged0IL < Hy o, ot une constante. Bolt 1| <« Hy», = < Hy>y = (£ + Ey) §

s

27y L miat

o0 o)

a3 Movs ponvons vérifier aisément gue D ne commutie pas avec Hy, done 12 n'est pas une
ansiante di mouvement, |

b} La valeur moyenne de D dans 'éiat 3 yr{t) > (Eguation (%)) s'oblieat par

<D> =<uiy | D] w@) >

mé* Ea‘ y % yoE iRt g, }jﬂ ﬂ u; > + € ol "3 iy i>§
m% [ | D lug> +< w) D luy> <y | D iy > € 1921 14 <y | D gy > @ 7921 1]
w;f» [0+0+de o210+ eio211)]
$0iE ¢ 1 <« P>, o= deps (0 18) i avee @y = .
. P By~ E,
On en déduit 1a valeur de la fréquence de Bobr Uy = G = TR

3°) On suppose maintenant que le sysiéme ost déerit par THamiltonien H (1) = Hy + H, (1)
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a) L'évolution de i W (1) > en présence de H, (1) est donnée par Péguation de Schrddinger

i ;% lweg> = (Hy, + H, {f}}égff(f}t» (1)
b) Soit : > =e-#0r % | o> @

Calculons : ik -(%%z;/(:}:» = i 2% ie it 1 E | g gy) ;w}

- [H . Lo . ;
= ik g{%?{l g ~iHpt 1% ] @U}) 4+ g ~iHpt 1 F ;%é "P“)'?"E

it

Hye-Hot % L gy » b g g -Hot/ R »{%i @l >
Caloulons :  [Hy + Hy (0] | w(t) > =Hy e -5t/ % lo (1) > + Hy() e 0t F | o>

O en déduit d'aprds (1)

L T N A fr ses o wifind FB D s
Fhg gt 8 “‘%j“? @ity o = Wy} 8 gt 17 @ {1} = {H
A4

ey i (e

H@m=]0 0  aosno | @
\o o 0o J

Par aitleurs Ia décomposition de | (1) > sur ln méme base g'crit :
low> = o) Ju> + | m> + | uy> )

En utilisant (3), (4), et (8}, nous pouvons ferire Méguation de Schrddinger sous la forme

ihe Hpri ® E&%al (e u;» +§?a; IR g‘;‘(%g (3] g ;»Aé
=tyme- 5 {an]u>+ o] us + a5 s>} ©

Projetons Péquation (6) sur les vecteurs d'états i e, i 1y > et i iz >, nous obienons

1
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3 e, - oy (1)
co il 1 h Sl
ine ar g M
g -yt Ih W. @y (1) € B3 Ry sin wt (8
- das(t ;
in e —iEz I h wf%t-{-i = oy (1) € B2 R gy sin ot (9)
4% ® L'équation (7) permet de trouver 1 ogft) =cte = o) = e &

nEy

¢ Les éguations (8) et (9) peuvent g'éerire :

L Ho (1) . ,
ik Wﬁ*m = 0y (1) W, sin wi g ~HE3-E2000 7
V., dog (1) . . .
i “"“;%M = gy 1)y sin wi g HE3-Ez) 1%
. i’:\, - f:m
Soit aves @y =~ =y

{%zzj (£}

SE S A

de

e i g oy
O singp s s cog dauations deviennent @

2i
I iy (1) st} @
| - 1 Ho -yl ~§{w v @izl
|7 =5~ = 55 Le ¢ ]
iﬁi {ia;“;;’) - mz“éiw; gé‘ o+ w32t g, wi{e- mjz;fg

On admetira gue Ton peut négliger dans ces Squations les termes en 2%+ @5 ) g gue
o @By . 50i:
[ldeg()  ~ a5 (1)

= ; 100
& P A (10)
dog(t) o () .
N T 1D

3 1 2

: o NS B deop {1 N - gy dog {1} _ — {9,

; Dérivons (10 par rapport au temps : ag = R T = TR @ (4
o 2
on encore ; Ci TCR o = 0

da 4 Bt



462 MECANIGUE QUANTIGUE

R R s N [
La solution d'une telle éguation est: opfl) = A sin W2;§ + Beos M2% {am
. 1
raf= - E wy ow—
orht=0 oy (0) = B N

Dérivons (12) par rapport 3 t et utilisons éguation (10} :

day (1) @ {' W, ) m}z] @,
QI A A e g s | vz iy f1} e
| o3 sin 55 5 (1) L

& - Zh h
3 Acliyie v ‘4 -~ % i %
Omendéduit: oy (1) = Acos T B sin 55 {13y
Orai=0 a;(0) = 0 = A

Les expressions (9), (12) et (13) deviennent alors en tenant compte des valours de A et B ¢
i 1 Wy ! P T
g “ o Vome e o me— s ¥ S Y R

oy (1) \@ o {1} 42 cos Sem S o {t) @ sin o

On en déduit Vétat | w() >

i 7 wy 1 L oA d ‘%
Ty RS - Bt B e o B b
< i e >+ 3 %\ws = v sin® g j

24 . Fiude de la molécule d'ammoniac NHj (systéme 2 deux
niveaux) - Influence d'un champ électrique.

Lo moléenie demmoniae NH; 4 la forme d'une. pyramide 4 bave
triangulaire

H

g‘«i} \ i %2}

Patome d'azote se trouve dons 'une des dsux positions symétriqgues pav
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rappori wu plan des atomes dhydrogine, la molécule NH; posséde ua
moment dipolaive dlectrigue permaneni pouvant prendre les velewrs

d, = *+ d
19 Nous supposerons gue les fiafs de base nécessaires pour lo description

de la melécule NH; sont :

]!}w(i) et §2>m(j}

gt gue dans cette buse son hamiltonien ast !
E{; B A
Hy = ( "By, w vonsgionte e IRV
L W E@
Dérerminer Pénergie des éints stationnalres de NHy el exprimer ceux-ci
dans la base {11 >,12>},

2% Expliguer pewrguoi danms Jg base {1 1 », 1 2 =), Pobsevvable D,
nssocide & to mesure du moment dipoloire &, 42 In melécnle esi ¢

. / d ¢
o g i i
8 id /

pz. On reppelle gue clussiguament

. e g . ve = . .
Vénergie d'inferaction d'ue dipele dlecirigue § dons un champ électrigue

- g
g est ! g = - 5 , £

Consiraive danrs o base (V1 », t 2 »|Phomiltonien de In molécule NH,
dans ie champ & en suppesani gue celul-¢i o3t lo somme du hamilionien

Hy of @'un ferme d'interaction obieanu en remplagant le moment dipelaire
par Uobservable convenable dany Usxpression classigue de Uénergie

4% Déterminer 'énergie des nouvemux dtaty siationnaires de In molécule
s
dang le champ £ .

5% On suppose mainfenant que lo chaomp é?z} exi Juible (2d << w) muais
&2 présente wn gradiens dans la direction z.

Montrer gus des molécules WH, dang des élats stativanaives diffévents sont
soumises 4 des forces wvpposdes gue on déterminera.

Tétonan, PCZ, Juin 1984,

1°) &i T'on vent twouver les valenrs propres des éiats stationnaires de NH 3, il faut alorg
_ Ep -w
disgonaliser Topfratenr hamilionien total Hy, dont la matrice s'6ctit: Hy = . !
-w Eg



464 MECAMNIGIUE QUANTIGUE

Un calcul 8lémentaire donne los valewrs propres de Hy: dét 1Hy - A11 = 0

soit (Ege AP ~wf = 0

Eo~w correspond an ket propre § @ ;o Ep+w correspond au kel propie § iy >

i )
aveg et |15 - 12> af > omm e P>+ 12>
3?3‘1 _\{-‘2“ i’ » % ;‘f’? ‘\/E {i {

2°) Sous Peffet du couplage la molécule d'ammoniac s'inverse de manidre périndique. Done,

Ie moment dipolaire électrigue de la moldoule dans les &ais biselzs, prend denx
valenrs oppasées notées +d et —1, L'observable D, associ€e & 1a mesure du moment dipolaire

&, de 1a molécule est représentée dans la bass{ 112> } par une matrice diagonale
dont Jes valenrs propres sont +d et~ :

~d 8
]ﬁ} =>4

j/ \}Z {3 ‘é
{Heg) = d& !
N

H

FEerivons done la mamice représentative, dans la bass i% 1=, b2 = iﬁ%, Vopérateur
hamiltonien total de la moléoule Hy + Ufe)

Eg-deg  -w 7
H = Hy + Utg) = ( }

oW By o+ de
4°) Cette malrice peut &ie facilement diagonalisée ; ses énergles propres B, ot £ et ses
vectenrs g}r@grcs;§ W, > ﬁt]'ip‘w> sontdonmés par . dét{H ~ Al) = ©

{Eg — d& ~ A By + de — A~ wh o= O

(B ~ AF — (& + w?) = 0

0t ¢ E, = Ey + \fw3 + dPe?

E = E; - \fwz + d? e
Le ket normé 1o plus généralestde la forme:  |w> = a[I1> + f]2>

avec iaizﬂkiﬁiz*f n
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ke é
Compte tenu de (1), i existe forcément vn angle 8 tel gue Pl = cos 7 i ﬁl = $in g—

Done les états | W, r ol I > sont donnds par:

2, . .8, 9
;l}&,}m{,(}szfgf}w szn«2—“11> : [e;r,::»::sm%"§1>~»» c05§~§2>
- . Y P
ofl Fon a posé : 1g 8 = mee O<8sn
dg
- , . & d
5% En champ [aible (e 4 <<w), on peut développer B, et E_en puissances de e :
. - ! dey
ﬁ;t F;flg +ow I % (W)
/ 1 (de y
wm fa oy o o il !
E{; oW (}7 o} b (W)Z T j;
7 ¢
st FONE W éﬂ.i%fi s
&= W

sles darunoniac qui se déplacent dans une
gradiont dans la direction Oz de Taxe dos mole
4
dz

(e7) = A

D'aprés (23, los molbonles gul snt dany Péiap % > sont sournises 4 une force paraliéle & Oz

. X i (-1 4% d(&)
qui vaul : F *”“{gg> - Lz w2 )
2
. LA
W
dE,
D'apris (3) et par un raisonnement analogue Fyo= ( a )
~1.d*A
P 2w F-

Ceite égalitd monire que les moléeules de NH; qui sont dans 1'état | yr, > sont soumises &
uen force opposée,
Remarque : Ce résuliat ést & Ia base de la méthode gui sert, dang le MASER 2

ammoniac 2 Her leg moléonles et sélectionner celles gui sont dans 'étal d'énergle 1a plus
grande. Hn effet, on utilise un dispositf ob rigne un fort gradient de champs électrigue ; les
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molécules raversent cetie région et suivent selon le cas de leur 8t | ¥ > ou § y, = des
trajections différentes. Par un diaphragme convenable, on peut isoler 'un quelconque des
deux élatg,

25 - Oscillateur harmonique chargé placé dans un champ
électrique uniforme - Equation aux valeurs propres de I en

représentation {jxr >}

On considére un oscillatenr harmonigue a une dimension consiiiué par une
microparticule de masse m, soumise 4 nne force de rappel F = —kx (k>0).
19 Eerire Péguatien aux valeurs propres de Uhamilionien de ces
osciffateny dawns la représentation {| x »}, puis dans la représentation
{1p >}

2% Seit pgx les Jonctions propres relotives anx diais siatiopnalres de
cette micreparticnly, Rappeler Uexpression de la veleur E, des wiveaux
#'dnerpie corvespondante.

kx, & un champ dlecirigue uniforme ¢
Péguation aux valewrs propres de

iise, en plus de g jor
paralidle & Vexe Ox.

4% Déterminer les drafy stationneires et les aiveawx d'énergle de ce
systéme vespectivement en Jonctlen de . (x) ef de E,. Duelle remargue
petit-on foire sur Pensemble de ces nivegux d'énergle.

Extrali, Casablaopca I, MFPZ, Juin 1986,

1°) Pour une particule plongée dans o potentlel scalaire VIX), Yopérateur hamiltonien

PR
§'éorit: H o= zmi’ + VIX}

& Mous cherchons & éorire cette équation en représentation { } x>}, Cest-a-dive en faisant

interveniy la fonction d'onde wix, &) définfe par: wix, ) = <x E yrft) >
I'équation de Scheédinger: %!w)» = H wig> Y]

En projettant cetie dquation sur i x>, nous obienons

J ! " .
i §;<xizg{z}> =5 x| Py v <x |V wa>

Les équations qui Interviennent dans cette relation peuvent &re exprimées en fonction de
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\ g d
w(x, )5 oneffet, nous avons *:;w < x hgf(:} > o= *5; yrix, £)
[

IV v s = Vi yix
Lélément de matrice < x| P21 W (1) > peut 8tre calculé en atilisant le fait qu'en

%3
i gx

représentation { x >} P agit comme ;r Vo=

2
| P2y = W2 s Wiz, 1) =-T2 Ayt
o

1.'équation aux valeurs propres devient alors @

L3 a2 o
iw P wo{x, t) iy”‘j}?{“d“‘“ V(k)jwm 1}

#

Twip i) = <plyle

% Hn reprds

P plwigs = w{Mm;} Pelyi> + <p|vixsl iy
dr ‘ 2m a
. J - d - 7 PR
Op e p Wi > = e yrip t) af EEJ ; wit)s = pt wip 1)
i di
Calolons fa quantité : cplviriiwis = gdp’ <plvixyip s<plwi>
o
Or <p V)| p> = 2mni? V p-p)
aves ?{ﬂ) = (2F y? ;[d,x g ~pxiE Vix)
1 vient alors - <plvislww > = ganye {4V o-0) v o

J

L'sguation de Schrtvdinger en représentation (| p >3 sécrit done .

o 2. o -
ih f"; wip, i) = 2%; wip, 1) + {2?:‘?5)“*’"2 {dp’if’ (p-p') wip.t}

oft wi;i; {p. 1) et Vi {p) sont les wansformées de Fourler respectives de y(x, 1) et Vix).
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2} En représentation {§ x>, Péguation (2) aux valenrs propres s'€crit :

gk 1, ,
T oag = ma? ﬁ} Oulx) = E, fx) 3

La résolution de ceite équation nous donne les valeurs d'énergic acceptables que nous
rappelons E, = (n. + %)Tz‘ @ obn esi un nombre entier positif,
;?;} Supposons de plas que cetle ;)ariicukja porle une charge g ef qu'elle est plongde dans‘ un
Zzamp élecirique uniforme 2 paralitle & l'axe Ox. iﬁéﬁ@rgée potentielle classique d'une
particale placée dans un champ uniforme vaut : We—qEx,

Ponir obtenir en mécanique quantique I'opératenr H'(g) en présence dn champ &, i Tant done

. s s . . I . . :
ajouter 3 Vénergie potenticlie Eﬂm?ai’}(? de Yoscillateur harmonique ke terme Wi} = g & X

“to et g B2 Lo Lex ,
Ce qui donne H =5= +5 Pl COE 3 ¢ 4

1

.
4
Lt g I .y | o »
|2 e g wemeda? g e x 10 () = E'Q (%) %)
Ldm 2 §Ex|p tx ¢ o
Dians lo premier membre de (5), groupons dans un cared les lernes en eteny:
o i ge 'y FE ”
?wm Tt (x - E£Y _ K @ (x} = B9’ {(x) G
1 2m dx 2 U ma Zmed
. . g e
Remplagons Ia variable x par une nogvelle variable n, telleque . w=x ~ .,m;;
i

¢ est alors une fonction de » o1 Péquation (6) devient:
72 & 1 zj o glery .
{ Y 3 W oy mw? g (u) = (ﬁ" o+ Qm{&z)qy () = E'@'(u} h

 L'gquation (7) est la méme que celle qui permet d'obtenir les états stationnaires de
Poscillateur harmonique en Fabsence du champ électrigue (3), Nous savons gue les valeurs

. . I
acceptables de £7 sont donndes par: B, = {u Ay L &
ol » est un nombre entier positif ou nol,

On déduit @aprds (1) et (8), les édnergies E7 des dus stationnaires de Foscillateur
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. 1 ., qie?
harmonigue Ey e { + w)?i @ = [, 4 e
. A " 2 Zmad
i . 7 . Zg.? 9
soit Bl = (n + 3*} e - gmm?maf ®

Remargue @ 1) Le spectre de Voscillatenr harmonique est done décalé "en bloe” de 1a
2p2
L. grE
quaniie L=l .
2muf
% Les forictions propres ¢, (x} associées anx valewrs propres (7) sobtiennent toutes 2 partiy
des @, (x), par une méme ransiation.

En effet, 1a solution de (7) correspondant 3 une valear donnée de n est ¢, (1)

T Ty
TOD Sy i parhicie,

&

Complémen: © Reprégenter V, Wiz} et VaWiz)

La présence du champ Slecrique unlforme £ a powr offet de déplacer 1a parabole roprése
¥ de Toscillatowr harmonigue.

Yo+ W(g)

8 fme?

%2 ) dmel N
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26 - Propriétés des états jo> (étais propres de I'opératenr
d'annihilation @) - Valeurs possibles de ['énergie.

Seit H Phamiltonien @'un psciligtenr harmonigue & wne dimension de
masse w et de pulsation o, Solent i{p,,;w et E, legy élais propres ef
valeurs propres de H : H lp,> = E,lg.>

Considérons Popératewr d'annihiletion a dont les dints propres |o> ef les
valenrs propres o, sonf définis par : & lox = olo>

avee | op=3 O, () lp.> of Cy(w) est réel positif ef <o jaw= [

1% L'opératenr o esi-il une observeble 7

#

) o
29 Monirer que O, (0) = e {7 {60).
’ e d
En déduire O, (o) en foncilon de Cy (o), ef ealewler O, (0} en fonction
s - x® . ‘
de » et o [utifiser fo folt gue % o gt )

4% Calculer In velour movenne de ¥ dons Pdint o,
E ; H

5% Calender Uétat du sysiéme & Pingtant t, sinsi gue < H »{5).
Extralt, Casablanca I, MPZ, Joanvier 1987,

1°} Rappelons tont dabord guelques définitions,
5 &
On définit les observables X ef F sans dimension par

& el 2 7
£ = 5 X et P o= r"‘"’“"P
N wilfiw
La relation de commuiation s'éerit X, Pl=i

" )
Lhamilonien s'écritalors: H = %;; + éﬁ*’rna}?ﬁ = z‘gﬁ (??3 + ?9}

i 3 s i A
HMous posons a = w\?‘r( X % 13’} gt at = m (}? - zi")

. ) 2 '
X ol 7 sont hermitiques, @ et g ne le sont pas & cavse du faaaeurz mals sont adjoints 'un
de Fauwe. Donc g n'est pas une observable. s

2%y % On a ala>= olas 6
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Or ala>=YCmalp> =3 CiasVn o>
i #
En reportant cette 6galitd dans (1), et aver la>=%C (o i @, ; >, obtenons

SV lo>=ala> = a 30 @lp>

Y . o
soit Co{og = wﬁm 01 EnCOTe @f&gﬂi = O (o)
b n o+ 1

4 Cetie relation nous permet d'oblenir par réourrence tous Jes ceefticients C, (o) en fonction

de Col0) : Cilo) = %cﬁm)
Z,

Cof0) = —=C; (o)

V2
2

& Eerivons la condition de normalisation duket | a>: <aja> = 3| Cu| =7

remplagons C, (o) par sa valewr obtenve en (2)

§€X2n gﬂ:g?n

Z | Cotay | = ICoter [ L=

HH

lal” o
" . “ i ‘ ; N ER 3 e
Utitisons e fait que 3, = or Ity l e = ]
o !
avee la convention prise olt Cy (¢ est réel positif © Cplo) = € taltiz
, Lo ot - 2
Llexpression (2) devient alors : O, (o) = m\},m g ~l®ITI2
Nl

y ey o”

et finglement : la> = ¢ % 25 = g,
N " n]
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3°%) ATinstant ¢ = 0, le systbme se trouve dans 1'éiat
Aalz ¢ @7 ;
ly@s> =la> = ¢- L=ler o
Vol
On voit que dans | o> figure | @, > qui sont &ats propres de Toscillateur harmonique avee
valewrs propres F, = (n + i;*} W .

Done, une mesure de Pénergle peut donner fo résultat £, = (n + E}ﬁ @ avec la probabilisé

T, Fe) =< lo>l = |cyarf
. | o Egﬁ —tai? g ;
soit SHE ) = i ‘ @

4%y Pour calepler Iz valenr moyenne < H >, de Pénergie, on utilise :

4 e . ;/
=<3 BT C e = ZE, [Cutey ]
w Y

3 T § o EEW, .
w f " tot
201 o, e iy s @ e -
it 2 H ey, %é;sz =)he 4

£l

= hw ( Y 0 () 4 f; 5 fﬁ;g,ﬁ;}

N

Remarquons goe la distibution des probabilitds FYE,) est une distribution de Poisson.

ol N
I vient alors 5. =1 et Xn G { 3o }
a n = wow f

Onpose Jaf=a o edo?i2.4

A icngilgmiwlg/E

en utitisant I'expression {(4), on obtient ; R, oy

’ i awm d *

o - y At # R’Il
2 PEA LT A E ;osAr X
=4 5 F=i=laf
now g

L'expression {4) devientdone: (< H >, = h ( | 22 S+ é:} 63

Remargue : Ce résuliat peut Btre obleny autrement en remarquant que ;
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yalas = ala> —» <ela = o <ol

dob <alatala>=|ap
. N i
iy H=Jhelata + 5
ainsi <H>y=Ho {i af + %}
59} 1'8iat du systbme & un instant ¢ > 0 est domnée par
ly> = % Cule) et T g,
i - Ot g
Bl iiﬁf(?}?/“*“i,”‘“a? Tat Jlgél‘ﬁif}?i(pn:?

en piitieant e it que B, = < nt s %, onobient:

wittll g FR A S

seer de | w{0) > &

it que pour e

Ly (1) >, it suffit de changer o en o @ %, et de multiplier lo kel phiens par €~

(factour de phase globsl sans conséquences physigues), T vient alors 2

. %sg),{g}:; w @ ellZ 3@5{5%@5} : o

O voit done qu'on st quasi classigue resie loujours veckeur propre de a au cours du Bmps,
avec une valsur propre o € ~9,
20
/\f 20 Re (o)
i

Zmbiy Im o)

i

Rappelons que <K»p=<oiXlo>

4

“Pr,w <alPla>

#

En utilisant {7) et en changeant dans ces dermibres expressions o par o € -6 on obtient
aisément :
2%

<X, = A5 Re(ag )
] ~
<Py o= \/Emﬁ(u fm (o0 @ %)

1'énergie moyenne est done indépendanie du temps. Fo effet
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qﬂmmﬁmé( 2)

27 - Oscillatenr harmonique 4 une dimension - Fonction d'onde

associée a 1'état fondamental - Mesures de Pénergie.

Lex parties A et B sonr indépendantes.

A1 1% Boit lgg> Pun guelcongue des dtats staiionnaires normés de cetie
particuly d'énergiec propre By, treuver Uéguation différentielle satisfaite
par lg fonction d'onde puix) = < ¥ |pg>.

2% Montrer gue @plx) = N mcyg -{ m fz}f?ﬁ}x‘«’:g, N étant une consiante de

normalisation, esi une solution de ceite dguation ; en déduirve lz volewr de
Fénergie propre correspondante Eg

veslaurs moyennes de s positon =X>y e de Uimpulsion
atenr hermonique dans Péigt wmmmwﬂw déerit por o

fongiion @onde wglx). Celeuler de méme Jes valeurs moyennes <K%, of
<‘:§}2@wg,

£° En déduiry les e{'arm guadratigues moyens de la  position
N 7 2
(AZ)g = { <X P>y ~ M”X‘:a@} 2t de UVimpnlsion (4F)y = {&WM - dmg}
dang Pérar fondomental de Peseillotenr harmonigue. Les interpréter
physiguement, Le principe d'lncertitude de Helsenberg est-il zatisfair pav
Voseillateur harmonigue dans Uélat fondamental 7

On danne lexy intégrales d'Buler

2 2
L= [* e P ay = (wp)? o L= 2e P ax = anr B,
. J-n

ot B est ume constente réelle positive. 5

B! Dans le cos général, on monire gue les dnergics propres de Uescillatenr
harmoenigue unidimensionnel corrvespondantes aux {filats stationnaires

grthonormés |g > sont donndes par By = (i UDko, k¢ W
1% Ces niveanx d'énergile sownt-lly dégénéréy ? Pourguoei 7
2% A Vinstant ty , Voscillateur considéré est dans V'étut

lw(te)> = (N2 lge> + (112) [1os> - 19> ]

5

Lors d'une mesure de Uénergie de cette partienle & Vinstant fy, est-il

possible de trouver la valeuwr Bol? Pourguol 7 Esi-il passible de trouver
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Ia valeur TRwi2 ? Pourguof ?

3% Quelle est o probubilité T (ta, 3B i2) de trouver la valeur IR o/ 2
comme résuliat de mesure de Pénergie & Pinsioni fp 7
49 Aucune mesure w'éiant effeciude enire les instants Iy et i, dvalger

Pétar \@(> du systéme a Dlnstant f.

5% Caleuler la probuabilité o 3B wi2) de trowver fn valenr 3RwlZ lors
de la mesure de énergie 4 Vinstant i Conclure. Doaner une

A

interprétation physigue & ce résultat,
Exmrait, Fés, MP2 -~ PC2, Mgl 1987

Ha mécanigne guamﬁqme, ey grandews x et p sont Eemp&ce% ;ﬁ:»;perzé,iwmnem pay les

feng < [X, Pl = il

mps T systbme conservatif,

régolution de

T A 1°) L'$tide guantigue de T'osciliatewr harmonigue se raméne & 1o
Véquation aon valgurs propres Hlp>=Elp»

qui $écrit en représentation ([ x>} :

1
w»;w? & ATy e B .
Tm ot oy me XEE wfx) = Ey @p{x) {1y
273 On & & iésoudre nne dguation différentielle du second ordre | sa solution générale est !
®plx) = N& - | 25 N éant une constante de normalization
Posong A = 2?3 ,,;i vient alors gplx) = N &
dop(x) L, a2 Loolx) _ (_, 2,
i 2 N € et o {m}i + 4A%x }fpa(x)
27 sl
Léquation (1) devient L;—& {F - 24z 2} * -’%M o 5x’~’J iz} = Ey op(x)
Sy
(1, -azr) [m
#le mp? ~ el g e o Ey = 0
"\2 2m m
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] e ) #2A B? mow
Le terme constant est son identification 3 zéroexige: &y = e

soit : By m g

. . N~ Lo F1ooo oo
3°) La condition de normalisation, solt icl l gy {x} § drx = ] nous permet d'écrire (on

cholsit N réel positif) ¢

or
[24 ’, o
dong w Q!i = %}

et done I foncton ¢

de du fondamental egt Ppia) =

4%y & La valenr moyenne de la posttion est, poor ua éas @y {x),

< Xy w § e () K wplx) dx W 5 T ref(n) dr s WP iéfy e I gy
2o o .

=

ia fonction & intégrer étant une fonction impaire et Vintégration élant sur un intervalle

svindirigue par rapport & Torigine, on a L E =y =m0 ¢
) 4 Faoe o 37
¢ Lavaleur moyenng < 1% »y est: < it my = NP wg& it g A gy

e bon 7 [ A .
en uiifisant §*° 22 ¢ -B7 dx = 4= jw ., on obtient :
. 26 N B
, 1 [z 1 - 4\[ 22,}
ol o w W s g N2 = sy
Fro=NENTT A 1\ T

$0it 3 < xmy o= A &Y
2mw

& La valewr movenne de Pimpulsion p cst, par définition

<P o= j*m @' (x) (wz”}z “{%%(XJ} dx xﬁw Py (%) g'_wih (~2}lx (pﬁ'x})} fix
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ot

<P> mj*‘“’ 2% Ax . (x) dx

done <P = {4) pour les mémes raisons que (21
® Dantre part, <Pz, = }*"” NES ( -#? W%{x)}(ix

o [ [ © go(x) dx ~ 24 ga“’ *2 giofx) dx}
- J |

= 2h7 [1- 24 <25,

. . , Amio
Compte tenu de la valeur de A, on obtlent aisément < Plu, = 5

£y 16

5%y Lifquart guadratique moven de la position & powr expression ;

2
app = N X25y = <X 5

U défind fe Iisnpulsion par

De(6) et (1, 1l vésulte Lxg Apy = %«

Comme daprds la relation de Heinsenberg, 4x dp 2 {}“ on voit gue Ia bore inféricwe %ﬁ’

est atteinte dans le cas de I'état fondamental de i‘mmliataur harmoniguoe.

119 Les énergies propros de Poscillatenr harmonigue sont donndes par :
. I " .
Ey = (k + 5:} fien avec ke IV, Eyest non dégbnéed ¢ & tont valeur de £ correspond un

vectenr E @ >, unigue.

2°) A Vinstant £, oscillateur considéeé est dang Pétat :

' I I
L) > mjm?i%> +5xlo> - 5le>

@ Aucune valeur propre ne peut &re égale & fie, done lors d'une mesure de I'énergle, il

n'est pas possible de wouver Iz valew fa.
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7
2
§ @3>, On voit que dans Yéat | w (1) >,§ @y » est alfecié d'un ceefficient nul. I n'est done
pas possible de trouver cetie valewr lors de la mesure de I'énergie & Tinstant 1

@ Par conire la valeur By = = e est une valeur possible qui correspond & I'éiat propre

3 H .
IV E = Wf(ﬁ valenr propre correspondante & 'état ;}m;)rei @; > 11 vient alors ¢

! b
T = l<olvi>F = 7
4% L'éat du systBme 4 un instant 1 > 7p est exprimée par

2 Frel N
f yeo{i) > klggcke ~Ht - tpi R § o>

501t
i - .
23:,4{{!} _— (mm)é, iw (1 -ip)i2 3%}} %‘Eé’"f} Jim (e~ 1g} it 2 3{?3%
ks
F
! s e {t-tp} 2y, .
v ?§ "é%"‘ty
o [ 3
. v bl . z{
501t R {ﬁﬁ = } = =

Mons retrouvons 1a mbme valour gue celis obienus 2 ¢ = 1o Te résniiat ast dvident car H est
ume conslanie du mouvement.

28 - Opérateurs a et a* - Valeurs possibles de 'énergle.

Dans tous le probiéme X et P reprisenteni respectivement les observables

pusition et impulsion,

Lthamiltonien d'une particuls en mouvement oscillateire unidlimensionnel
»E

stéorit ¢ H == %ﬁg X mﬁi mm?X %, o0 m e @ désignent respectivement ia

masse & I pulspfion.

Boient & et a* deny opératenrs adjsinis Pun de Poutre, agissant sur Jes

éiats stationnaires (9,> du systéme telles gue :
alpe> = Vu (90> 5 @ 1> = Va a1 100> Lo, a®) #0

Py

1% {]gbﬂ:a» } &8t une base arthonormée et compléte., Généraliser los
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relaiions qu'elle deit vérifier.

2% Caleuler les éléments de matrice ! <¢, | a [9,> <, 1a” d,>,
”’"d’n’ g ag® ;@n%, (:gbﬂ’ 3 ata Hﬁn}’ Q“gﬁrﬁ* I a? [¢R> el "“’:(bn’ ! at? ldbn}

i 112

% i i

3% On pose X = (w«m J e (g 4 ) gd P o= (m B @} e (gt )
mao ) 2 V2

Démontrer gue les valeurs moyennes des 2 pbservables dans un {diat

statlonnaive |g,» , sont nuplles ?

En déduire : - Les élais quadratigues moyvens (AX)? et (AP)?

- Les valeurs moyennes des deuwx {dnergies cindtigue ef
poientielle P Le produit AX . AP est-il conforme 4 la relation
diincertitude d'Heisenberg 7
iov Ty " e s . . Ew
4% Démonirer gue Uhamilionien du systdme sterit 0 H = -5 {aa* + a*a)
ayant pour veleurs propres, assocides unux digts stafionnaires,

. ' 7 .
B, = ho !5: oA e avee mow= 0,1, 2, 3.

.

ysidmie a3l downng par

al Onr mesure § cot Instent Pénergle du systime, guetles veleurs trogve—t-
on ¢f gvec gueiles probubilités 7 :
by Quelle et ja probabilité B, ponwr guw's Vipstont { > 0, nme mesure

de Pénergle donme un résulfal supérienr & Zhw 7

¢) Coalculer Ies valeurs moyennes de X ef P g Uinstant ¢ ef monirer gue
leur dvolution dams le temps vérifie le théoréme &Ehrenfest 7

Rappel de formutes : (X,F(P)} =i YL 1p, 601 = m e
Ecart gquadeatique moyen &'nne observable Ad (A4)7 = < A%> - <« A>?

Extrait, Tétouan, FC 2-MP 2, Jonvier 1987,

1) @ H éiant hermitigue, les kets 1 9, > correspondant & des valeurs de # différentes sont
orthogonagx ) comme chacun d'eux est anormé, ils vérifient alors Iz relation

d'orthonormalisation 1 < ¢, | gu> = Sur

& H est une observable : Tensemble des | ¢, > constitue donc une bage dans &, ce qui

s'exprime par la relation de fermeture: 3| @< ] =1
L3
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@ Nousavons a* | g, > = Vn | ¢,>

sniti&pw%;mwmmfj«: _\fi}(aw‘fm‘z:\» :f“ \,r“ \F(m);%

. I
£ Boom : *
S8 ; ¢ﬁ m (a*} l {pO >
2°) Nous avons ald> = Ja boy> et at g =Vnvl g,

Les équations adjointes sont: < ¢, | a* = Va<doy| et <@yla=Var? <yl
Les éléments de matrice dos opSratewrs g, %, aat, ara, &% et {a*F en représeniation { i thy > %
sonti< gy [a] do> = < gy %"».7?% boi> = V\f}? Butn-1) )
<4y |a

.éﬁa‘{ﬁw}f) (3}

<ty lwPlos = <pelaVe+ T W= Vnel <pp 1 Var2 | o>

= V(n+ Din +2) Syqmaz) ©
. T mie
39 @ Posons ¥ - {at + a) of P o= - Hat - )
Im @ : “

MNous avons :

A= @ v a b= [TE= [T Lo+ il

Pl = VL @0y g\ TEL (VT ] > < Vo s ]

Les éiéments do matrice des opératenrs X et P sont done ;

X |¢,>

i

ig}n IX (bn N\[:‘:ﬁm i' )\j;:‘";‘z 5!4 asd 4“ Yiﬁ-l}} (7}

<¢e 1P lon> ’\/M‘” [VEFT 8 ner = V0 Bygry] ®
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Pour # = n', nous véyons que les valeurs moyennes des deux observables X et F sont
mtles.

¢ Poar obtenir les écarts quadratiques moyens (AX) 2 et (APF, i nous faut calenler les
valeurs moyennes de X2 et P2

x# =7 L {a* +al{at +ao)= p L. {a* + aa* + ata + &) (9 -a}
mow oW
P2 o ﬁi_;?,fﬁ {a* —a){a-a} = N-mgi-;w@m (ﬂ*zmm§wa*a 4_(2’2; (5 -b}

Les termes en oF ot ¢*? ne contribuent pas aux Sléments diagonaux (daprés (5) et (6)). Par

contre d'aprés (3) et (4), ona: < ¢, lata +aat| g,> = (2n+ 1)

11 vient alors ; A% =< g1 X2 00> M{ﬁ: D G W } =g | X2 1 g, >
o - - (24} = {/z + !}; S 44}
Zom o 7 mw
L‘%Zj. P
. P L i . , / 1%
4 Oy en dbdutt le produit 4% . AP AX AP = {n+ 50
kY e

Mous gouvons gu'il est supériear on égal w3 La borse inférdeure o3t atteinte pour 'étal
fondamental, Cest-he-dire pour n = 0 {of exergice 27).

oy T 4 3 > [ P 2 i v
4° L'hamiltonien du sysidme séorit: H = St gm X

en utilisant les expressions de Pl et de X2 ()

Pl om M~ {g}?: I R K2 I3 (@t + aat vata @)
2 2m
Do H o= &%ﬁi (a2 —aa® —ata + &) + ﬁfi (' v aar 4 ara + oF)

H‘ S %@* (aa* + a*a}

On en déduit les valenrs propres, associées aux fiats stationnaires ©
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#

#
Eo=<t> =<4, | ]8> = 52 <plla raalg> = 5= @n+l)

50it E, = fo {:n ¥ %} avecn=0,1,2, ...

Remargue ; Ce résuliat pent e ebtf:hu B partir des résultats (10) et (11) en caloulant
E, = <E> + <E,;> Eneffot:

e cprs o B2, v o d et < x> = B oy
< E, > = 3 ? = =7 (n+ i) e <E»= 5 M «Xi> = 7 {2n+1}
O en dédnit - E, =H0® (3’2 + %}

Les énergies cindtigue et potentielie moyennes sont done égales.
29y A Vinstant ; = 0, Toscillateur harmonigue st dans T'éiat :

| y(0)> = AT

wergis du syst

ysinnl =

corespondantes aux éiais | ¢y

‘ . .
Ly soit: Hy o E, = & hao, Ey = ™ B
i ¥ & b £ 4 2 )

. p )

{ g3 postudats de fa méraﬁégw guantigne nous permettent dobtendr les probabilitds 2 FPEY
des différentes valewrs By ; on effer:

32 S, 1 2 i

FEY =<t |wO)sf =% FE) =l <p vl =5

at L)

#

B P s

<tlwo>] =
By Lidat | w0 > alinstant £ > ¢ estdonné par :

2 2 . ¥
lyw> = 3.Cu0) eutl? > = $C 0 e T2 4>
¥ o Frel}

aver Co(0} wméz— o ) = ‘:‘f;x" s {0} = 3**

Soit & 1*3&31&11; ¢ > 0, une mesure do I'énergie donne un résultal supérieur 32% o {Cest-h-

dire - 3 k @ qui correspond A a = 2}

La probabilité de se trouver donc fans I'éat ! ¢ > gécrit:
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P =l<glvws>F =]cof = cof

soit Pty = ?Z-

¢) La valeur movyenne d'une grandeur physique quelcongue A est donnée en fonction du
wempspar: <y lAlw>= 3 T Cof0) < ¢p | A] ¢y >Col0) € {En-En)t 1 %
well gl )

= 3 T Cal0)Caf0) Auy @ iH oo
EXS gy
aver Ay = < Oy iA M,,:» etn’, n sont des entiers,

4 Applignons co résuliat aux observables X et P,

Dapetis 1égalité (7), les seuls £1éments de matrice X, et P non nols de X et P osont tels
que #' = n ] Par conséguent, les valeurs moyennes de X ot P comprennent uniquement
des termes en € 191

correspondantes 2 A = X el A = P dany in base

28

Herivons alors les matric

&

YRS
A

R/ [/ 76 { [N
§“ e ; 2 T
‘a\ o472 0 ) Loz o

La vaieur movenne de X est donc
w X o= Co(B) Co ) Ko @ -iat g X ém;j k3 C; o [ (0} X8 g }{2! & éw:}

soit d'apres les valeurs de Cp, C), Oy et dgy, Ajp, Ay Bt Ay,

VFZ (e-ioty giog

(g i 1v}£+€ zwi) R m

s Noma

]
e 742 ‘ {12
7 }V’Z:nw { + }ms&z (12

Par un raisonnement aualogue, on obtient

<P, = Col0) Cr{D) [Py €214 Prge i ®s Cy(0) Cy(0) [Py € 1@ 4 Py e i

. mhw 7 , » X )
= '\J[“ > m«?; {{6’ it g ~ioty 4 A7 (g iei_ g —~zcaz}}

2

<X >y o
a&

<P =~ W (1 +42) sinwt | (13
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& Appliguons le théordme Q’E%‘arenfﬁst aux observables X et P

4 o o A TR ) ;

a <K > o= % X Hl = pos {14y
4 «:P"»::wj [PH] s-moF <X > (1%
dt ’ B - -

e {0} L
Daprbs (123, nous avons | 4 < K > ow e A (3 + ”\»fZ) sin @t
dr 2 m o

- LA TN T
= - (14»“!2}&@;1:&;“ "

Donc Péquation (14) est vérifide.

Nmt o =
Daprés (13) ¢ ;% < P o ,m?;w {i“ + ‘M} o8 Wi

{ T ,
IEE I ﬁ? cos 1= —m w? <X

s mpatrices de Pauli,

Considérons Ies irols mairices de Paull o, , 0, ¢f ©, gui, dans In base
des  vecteurs propres normés |+ =, #8f - >, de o, aver lex valeurs
gropres respectives +l et -§ , g'éerivent :
g 1 F 8 i {E g .-
Ty = ( ) s Uy ef o, = }
10 ’ i 8 ) Lo -1 )
Et considérons les trois observables S, = (B/2) o, ; 8 = (hi2)o, &

S, =(hi2}o,.

Poyr la terminclogie, les observables §,, 8, et 5, veprésentent ivois
grandeurs physigues mesurables atiachées 8 Uélectron gppelées compo-
santes du moment cinétigue de spin de I'électron. Les matrices agisseni
dans un espace 4 denx dimengions appelé des éints de spin de I'électron et
noié gx‘i

1% Quelles sont les valenurs ef vecteurs propres de 8, ?

2% Déterminer les valelirs propres eif les vecieurs propres normés noids
(2o, 2 etfls >, |~ »)deoc, eto, respectivement.

En déduire Izs valeurs ef états propres de 3, e §,,
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39 Monirér que ©,,0, el O, obfissent eux relations de commuiation :
[0,,0,] = 2oglo, o, = 2o, e [0, 0,] = 2 o,
En déduire les commutatenrs [S,, §,), {S'}, s 8, ler 15, 1.

4% Seit 8% Pobservable associde au carvd du moment cinétique de spin de
Vélectron définie par @ 5 = §72+ 8§72+ 87, évaluer le commutatenr
182, §,1. Que peuni-on déduire ? 521 §, représenteni-elles des grandeurs
physigues compatibles 7

5% FErvaluer Poction de 5% sur les dlavs |+ », et |~ », . Conclure.

§% 8% et 5, formenmi-elles un ensemble complet d'observables gqui
commutent ?  (ue peut-om conclure 7

7% On mesure Pobservable 52, P'éleciron élant dans Péiat de spin déerit
par le vecteur Yy o= o |+ x>, 4 fle 2y, (o, ) € CF de Uespace & .
gueliey valeurs peut-on frouver ¢t aver guelles probabilités 7

8% La mesure de §5° n'dtent pas effectude, nunpe wmesnure de 5, donne lo
veleur B2, gw! est Féimt de spi ¢ {Ydlectron immédintement awégf la
megure 7§ : lars trouver lors Twme mesure de 5, ef
aver s

1%} ¢, est une matrice hermitique, diagonalisable. Ces valeurs propres sont done 1 0 7. Lesg

yecieurs propres de o, sont E + > el 2 >, Ces mbmes vecieurs propres sont los widmes gque
eux de $,, par contre ses valeurs propres sont & B/ 2.

37} o, et o, ont {outes la mBme équation caraciéristique : ’ Aol=0

Les valewrs propres ds oy et gy sontdong s A=k 1.

Donc les valeurs propres de 5, 81 5, sont & %/ 2. Cherchons les vectenrs propres de 7, qui
sont aossi ceux de 8§,

] I \ o] ’ <y \§
En représentative | + >, = ;] + >, v | =30 ( | ::(
i 0 } €y @ )
G0
1) e
On choisit ¢ = L Doy o= L pour que | + >, soit normé
V2 vz

11 vient alors ¢ §+;>x e % (i»}« ::»,}7 4+ } >, )
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. . i
It est facile de montrer par une raisonnement analogue que ; |- >, = f >, - |- >, >
2

OU e TemATqUARt gue < + | — >, =0

: (] 4]
Pour o, , on fait agir ls vectenr colonne pour trouver + 1
i’ £ £ o
2 7]

- §(g % £y ot iy =6

) R 1
De plus cz + az w 11 vient alors : £y m ommme 3 gy o e
B 1t ! [N

Enrézpmé :

Exiyg i £ :}":r‘,y,z 2” @{: ‘7”&3:13
I
AVEC gi:”zw:ﬁ; {Z%;&zig P

3%) D'aprés la définiton des matrices o, , 0, , o, 1l est facile de vérifier les Sgalités
suivantes © Gf = of =gt = (I matricemnité 2% 2 (D

GG,y = Oy, =10, @

ainsi gue les Squations qui se déduiseat par permumtagion clrculaire dex, y etz

De (2) on tive lo, o] = o0, ~ 00, = 21

ainsi que les Sgalitds obtenues par permutation circulaire.

Soit : lg,. 0] = 2o, : [6,, 04 = Zig,

On en déchit st = (Y oo = (EY 2igy = ims
0 en déduit ; [5:, 5] = (2} o, o] = 5 icy = (RS,

(5,80 =i%ns, 15,5, =i#h s,
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4°y Commutatewr [8% , 5,1 ¢
[52,51= 187+ &+5.81= S.81 +155,5] +155, 8.

or ES L8 = 808, 51+ 15, 8 S =i [5,5, + 5,8,

§

(5,50 = §,8,.5,] + 15,815, = i715,5, + 55,1

On volt gue 8§72 et §, commutent. Iis ont done des fonctions propres communes e, plus
précisément, ils ont wne base propre compldie commune gul est celle de 5, ( § + o, 8t
[=>J

£°y On voit gue le caé de chaque mairice de Pauli st 12 matrice wiié

Done

ey g . 3% : H . w34 . 3 7\3&! »

Dob 5? § oy o T IS S P RS T § oy

On conclut qoe St do=nSE+ ) L 4> 5 éant un demi-entier = w,;g:«
Fa

§°) §7 et §, commuient et forment une base propre compléte. Donc 'ensemble {57 ,5,}
constile un ensemble complet d'observables qui commutent (B.C.0.0). Par conséquent le

résultat de la mesure par les différentes observables $%ou §; est suffisant pour déterminer
T'éiat du systéme aprés la mesure,

7°) L'électron se trouve dans Iéiat de spin décrit par Je vecteur : | w> = a] +>,+ Bl -2
) . 3z, e e .
ies valeurs propres de 57 sont R (valeur deux fols dégénérée) ot les vecteurs propres
‘ Z 7 ) ) ht
de 8 somi + el E — >, Donc, Ia mesure de 5% donne 3 coup sfis S avec la

4

probabilité ; P (E= m} =+ v+ <= Tw>f

Soit @ ﬁ{E“M)wiﬁlg*gﬁiz
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| w> doit dtre normé, done | aiz + ﬁrzm 1. I vient aloms: FUE = m = J

°) & Remarquons dabord gue les valeurs propres de S, et 5, sont & #/ 2.Pour 5, ,0n 1

obteny :
[ 25, = = (§ b, |- >z> o
2 /
et pour S, , on a obtenu ; | £>, e {i + ot il- m} ')

% Lamesure de §, donnant Ja valamgm montre que Féiat de la particule est >, Lésar

de spin de P'électron immédiatement apids la mesure est le ket nommé

E do = [re—— €Y

H
[
H

Exprimons Féiat by

done %wz}m@{‘:((a'%ﬁ}i%bx”’“(&“!—%}%”}*x} ‘{5}
s [ L
] Polws = ===(ag+ )+,
O déduit d'aprds (4) et (5): ;
<ylPuly> = S « ) o+ ) <+ [+ >,
= 5 la+pf
161 de $pin de I'électron immédiatement aprds Ia mesure est daprds (352
. {fee+ B)
[g>= S22 s,

lec+ B
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g P = o= i + B, & un factenr de phase pids

% La probabilité gu'une mesare de la varisble 8, {Ia:mné, dans V'éat ] y >, un résultat dgal &

+ g est égale B la probabilied qu'a Pétat | y > déwre identique 3 | & >y . Soit:

= {Sy *%} = |y o+ fy> T - (Sy :m?:z; = }y{v»—%yf‘:%s

¥

Cormpte tenu de (2) of, on thrg ¢

; i
V(’,}W‘{S}‘ = ;“5"} w2

.;,,j;? <+ - gzu»;m%}{a:;&»}x + ﬁgm%}Ez

“Lya-ipp =Ll al « 18P)-1

[T £

. Remarquons que s probabilit€ de Ja mesare de §, donne indifféremnent 7 ou prest bien

4

‘.Wéfiy s % ”%ﬁ(ﬁy = jﬁz}ﬁ%g)g&g? «%Zfﬁizg =]

A

> 30 — Illustration des postulats sur le cas d'un spin 1/2 -
Préparation de Vétat le plus général - Evolution du spin /2 dans
un champ magnétigue uniforme,

\ s , , 1 . .
I — On considéve une pariicule de spin § = 5 2t spit la direction de

I ’ .
vectenr unitpire w  dlangles polaires 0 ef .

1% Rappeler les matrives représentanis 8., 8, et 8, dans In base des éiats
‘prepres de 8, guon aofera |+ > el |- > .

2% Frouver lo composante 8, du spin de lp porticule, Ie long de lo divec-

o
tion w, et donmner ln wmatrice gui représempe S, dans lo bose des dlaty
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propres de S, ‘
3% Donner les 2 états propres de §, gu'on neters |+ >y @t [~ >y,
1 - Solt lo méme particule de spin 3 = % s on congidére dans gﬁ, Uespace

des ftuts de spin de cetle pariicule, lu base formde par les dtats propres de
8.

1% Quel est sur ceite base Uétat de spin {(novrméd) ly> le plus général de
ln particule dans espace gs' 7

2% Montrer gue cel éint peut S'écrive & une voustante de novmé 1 prés
g ; &
lw> = cose W92 4 > & sin e 1L
3% Montrer {en utilisant les résultar de 1) que Viy> «&:»éi! il existe un

vectenr unitaive # fel gue \w> soit colindaire pvec un ot propre de 5,

s s , .4
11} - La particule considérée daws I et 1 de spin % est plongée dans un
. . s . . . g
shamp magudtigee uniforme By et Von eholsit Paxe O suivant B

sy By B, (7 reppori gyremagnéiigue, By wodule du
champ mogrdtigus) ef Pobservable hamilionien correspondanie  esi
Hw we 5, s @y =-y B

1% Trouver los vectsurs progres de M et les mivenux d'énevgle.

2% On suppose qu'é Pinstant ¢ = § Pétat de spin de lp particule est douné

par Pexpression fronvée en 11 27 :

Wyl = wsw;g* g i fun w Kfﬁ%wéiwgﬁwb

.\

donner Pétar de spin |yt & un instant [ » 8.

3% Eu comparant expression de \w(th» & Fun des diais propres de By
-3 s
caleulé dans 1.3° mongrer gque Vangle entre w(t) et Oz (direction de By

m.,‘s
reste constani ef gue le vecteur unmitalve u(8} tourne quicur de Oz N
vifesse enguloive ®, (précession de larmor).

4% Caleuler les probabilités d'ebienir %“ ef - % dans une mesure de S, ,

dans  Péiat \yii)>».
5% Calculer les valewrs moyennes: <y{}] 8, lw(f>, <y(is, ly(t)>
ef <w(t)| 8, lw{)> e gue pouver-vous conclure 7

Rabat, Juin 1980,




PROBLEMES CORRIGES DE PHYEIGUE 491

I~ 1% Considérons une particale de spin 5 = L Rappelons les matrices représentants S, ,

5
Sy et S, dans la base des états propres de 8, { |+ >, |-» }:
S%ﬁ(aj) ‘?mﬁ-{(}“i Sﬁ@ I 0 -~
210 T2 i ‘Zao»-z)

2°) La composanie 5, du spin le long du vectewr unitaire
e
u , caractérisé par les angles polaires 86t g écrit;

- “? . z
Se= S, o= S+ Su+ 8,0

= 5, 5in B cosp + S, sin @ cosp + 5, cosl

En utilisant les définitions de 5, , §, et 8, , on wouve la
matrice qui représente I'observable corespondante 5, dans

labase [ [+>,]-> )

b

3% € Yalenrs propres de §,

L'éguation caractéristigos de 1a matrice (1)

Det {(S)~ Al = — ( B oo 22| - B sin2g =
4 4
N /
donne immédiatement les valewrs propres B, et B _de (8):  E, = 5 e E=-3

On remargue go'elles sont bien réelies (propriéid d'une matrice hermitique).

Remargue : On voit que 5, 2 les m&mes valowrs propres +‘§= et - ?’ que 5, S, et S,

Ce résunltat est 1w important physiquement ; on peut en it tosmer en bloc Pappareil de
Stern et Gerlach de fagon que T'axe défini par le chamyp magnéiigue soit paralltle 8 0, O,

ou %. Les phénoménes observés sur 1a placue de Vappareil doivent 8ire inchangés par de
telles rotations. La mesure de 5, , 5, ou 5, ne pent donc donner que Tun des deux résultats

a2
2 2

@ Vecteurs propres normés de 8,

Solent aret f les composantes dei &y, OB ! + >l { -3, Elles doivent vérifier
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5 cos@  sin@e~® N 5 (@)
2 (:;;’ﬁf?g 2 cos@ K g ) 2 kﬁ )
" cosf—1 sin@e® 0 g 0\
01 BHCOLE 5 ' ( }
sinf €49 -cosf-1 0
d'os V'on tre {cosf-—1 }a+ sinfe Ph = 0
Clesp-d-dive {2 swg P ) o + 2sin ‘g’ €08 5» -9 f =
. 8 g .
OU BICOIE (~sin 3) @+ co8 5 € "“‘@ﬁ = 0 ]
Soit daprbs (2) o=cig 5 ~eg

H P
Lo vactenr propte | + », s'8cri done %% my wm f éuwsg

Lo vecteur | + >, doit Btre normé, done s f= sin 3
2

L& vectens propre pormé § + o, peut done s€orie

g . P R
§»«*¢~>um£cﬁ§*§=@“‘$"’2§%«>««% smgw’f“ﬁf”z%m’b 6]

Le vectens proprs nommeé 3 >, doit &tre orthogonale & § E

Soit ; fe>, = o f->+ {(5';*
, R TP R
11 vient aloss - R D T AN Brsin e 9/2= 0
~ , 0o , 8 .o
Soit : o = —siny iy &t B o= EGS%’;’@”}’
N 8 .
Done : f->y= —sing g2 a4 665“2“6"3’12 [~

O véritic blen que 3 -~ =, 881 ROFNE,

11 1°) Le ket normé 1o plus général de Tespace des Siats de spin de celie particule est de la
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forme : bus = al+>+ Bl->
2°) Cet état est normé {af +18F =1

Comple tenu de cette relation, il exisie forcément un angle 8 telle que :

@ 8
|al = coss el | Bl = sin
81 de plus, nous mposons @ =8sm

& .
L’équaiicmg £ % =185 détermine 8 de fagon unigue,
i

Mous savons d'antre part, que les phases de o e § ninerviendront dans les probabilitds
que par leur différence. Soitalors: 9 = Arg i ~ Argo 1 g = Arg B+ Argo

Om e alors ; Argfl = n&;,%wgﬁ ot Arger = &,&;’;ﬂwﬁf

LEL N

(4%

b

3% §1 on rapproche Pexpression (3) wouvée en 137, on voit que | w > {4) ne diffire du ket
‘ Lo by .
|+ =, comespondant an vectear initaiee u que par un terme de phase £ 7 g v's pas de

—p ;
signification physigue : dono U exisie un vectewr u 12l gue i w > soit colinéaire au ket |+

-5
1 17 L'bamiltonden  gui déerit Pévolution du spin de la particale dans Te champ 8, est
H o= “?Biﬁ Szw wﬁsz
Comme 8, est un opéaenr qui ne dépend pas du temps, la résolution de 'éguation de
ScheGdinger se raméne & celle de I'équation aux valeurs propres de & qui sont ceux de 5, ¢

. ho
ffj%}mﬁmfﬂg-;);ﬁmiw - aﬁf
Remargue : On a alors deux nivesux
d'énergie. Leur séparation Hwg est v
proportionnelle au champ magnétique 3
By - o=
h vBy ; ils définissent une fréquence de ?
Bohr unigue : ; Ty
@ B, -E B, -E_ Bl 4 [ >

Ve =5 T 7w S T %
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2°3 A Vinstant £ = 0, le spin est déerit par Péat
i ip

w0} » mwsﬁ €7 4> 4+ sinz e 3 f->
2 2

Léat | W{t)> B un instant 1 > 0 est done lwiws>= 2, Ca{0) eniBntiB |
k3
g e g v ]
[w@>= cosy € 2 «‘3"”‘“%"} Ales 4 sing € 2 gritE_ IRy

En considirant Jes valeurs de £, et £_, nous obtenons ;

fw>= smg'e“‘?‘?‘*%’“? f+>+ singie@’*%‘)/? | ->

-3
Remargue : La présence du champ magnétique By introduit donc un déphasage

proportionnel au temps entre les cofficients affectés aux kets | + » o bow,

3°) En comparant Pexpression de | w (1) > & Vétat propre de §,, | + >, calculé dans 1 3°). On

(vw;’; ) B .
@) = @+ apt angles () towme autour de Oz & In vitesse

s

angulaire my, {propostionsells an champ B, ani
porte e nom de "précession de Larmor™

4°) L'aprés Vexpression de Phamilionien, Fobervable &, est une constante du mouvement.

Leg probabilisés dobienir %»%w on- 3 dans une mesure de 5, sont indépendantes du ©mps ;

le module de ¢ TP+ o«

) 8
.5%“@ D=l<rvw>F = cory

A 8
F(-5) =t <= lwto>1? = e
5% @ La valear moyenne do §, est également indépendants du temps pour la mbme raison
que 4°) : <y s> =<5, (S, commute avec H )

ak

T 8"
m% kws‘g - 5in? 5 jm 5 cosl

# La valeor moyenne de 5, dans P'éiat E wi) > nousdomme: < 8,5, = <yl % SX! W) >



PROBLEMES CORRIGES DE PHYSIGUE 495

<8, > =< ()| 8y cos g?e“i(@"“%f)’z [+ >+ <y |8, sin fgé"{%%’”z [

Or S, 14> = fes i S

Pt

Diong < § >, = g (:mg gier el 12 < y (1) [-»+ g sin g? e iorag)i? oy e >
i

g . 8 o
Entenant compte de: < w (1) | = cos 7 giprapti2 < ¢ | 4 sin s g ~iovag)i2 ¢ |

{e ~i{prapt) 4 @ et n@!}}

[ 3% £

. o ¢ g
511 vient alors @ 8y = % cos 3 sin

2 £

% g
w = pop o Sin cos {agt + @)

2 2

3

wsind gos (gt & )

el o I »
ittt & ézK oy oW

sonnement analoges ©

< 8wy o= }j’xmg{f/ﬂﬁ{m@! @)

Conelusion

i) §, et §, ne commutent pas avec #, donc §, ¢t 5, ne sont pas des constantes du
mouvement. Cest pour colb que los expressions de < S, » et < 5, », dépendent du temps.
i) Dans les expressions de < 5, >, ot < 5, >, , on rewouve 1y Fréguence de Bobr unique o
da systéme .

3i) Les valeurs moyennes de 5, , 5, €1 5, se comporient Comine 1o feraient les composaniss
dun moment cinétigue classique de m@ﬁxﬂ@% gui serait animé du mouverent de précession

de Larmor.
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