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Cours de Probabilités et Statistigues

Cours de Probabilités et Statistiques |

CM : 8H TD: 12H

Ohjectil général et compétences attendues : donner (rappeler) aux apprenants (futurs
professeurs de mathématiques au collége) les outils mathématiques en termes d'organisalion

et de traitement des données, de caleul de probabilités et de prévision,

Objectifs spécifiques :
- Maitrise du vocabulaire des probabilités
- Calcul des probabilité
- Maitrise du vocabulaire des statistiques
- Calcul de proportions (fréquences et pourcentages),
{arithmétiques), variance et écart type
- Constructions de diagrammes, de tableaux,
- Prise de décision sur la base d'une estimation

Organisation des enseignements
- Cours magistral (CM) : 8h soit 4 séances de 2h
- Travaux dirigés (TD) :12h soit & séances de 2h
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Cours de Probabilités et Statistigues Dr Ahoulou

PARTIE 1 :
PROBABILITES

1. Vocabulaire
a. Expérience nléatoire
Une expérience aléatoire est une expérience dont le résultat dépend du hasard,

b. Univers
L'ensemble de tous les résultats possibles d'une expérience aléatoire s'appelle
I'univers de l'expérience. On le note en général £2.

c. Issue (éventualité ou événement élémentaire)
Chacun des résultats possibles s'appelle une éventualité, un événement élémentaire
ou une issue.

d. Evénements
Soit une expérience aléatoire d'univers £2. On appelle événement tout sous
ensemble de L.

Exemples
Le lancer d'un dé a six faces numérotées de 1 4 6 est une expérience aléatoire
d'univers : 2={1:2;3,4,5:6}

e L'ensemble E;={2;4;6) cst un événement. En frangais, cet événement peut se
traduire par la phrase : « fe résuitat du dé est un nombre pair »

+ L'ensemble E;={1;2;3} est un autre événement. Ce second événement peut se
traduire par la phrase : « fe résultat du dé est strictement inférieur a 4 »

Ces événements peuvent étre représentés par un diagramme de Venn :

Définitions
« l'événement impossible est la partie vide, noté @, lorsque aucune issue ne le
realise.

« l'événement certain est £, lorsque toutes les issues le réalisent.
= Iévénement contraire de A noté A est I'ensemble des éventualités de L2 qui
n'appartiennent pas a A.
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Cours de Probabilités et Statistigues Dr Ahoulou

« [I'événement AUB (lire « A union B » ou « A ou B ») est constitué des
éventualités qui appartiennent soit & A, soit & B, soit aux deux ensembles.

« ['événement ANDB (lire « A inter B » ou « A et B ») est constitué des
éventualités qui appartiennent i la fois d A et a B,

Exemple

On reprend Pexemple précédent | E, = (2;4;6) et E; = (1;2:3)
¢ L’événement « obtenir un nombre supéricur & 7 » est un événement impossible
« L'événement « obtenir un nombre entier » est un événement certain

« E, = (1; 3; 5}. Cet événement peut se traduire par « le résultat est un nombre

impair »

Lt T
._.--"'J E ‘\.
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7 a N )
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( 2
i .l" 1

« E,UE, ={1:2;3;4;6). cet événement peut se traduire par « le résultat est pair
ou strictement inférieur & 4 ».

Réunion de E; et E;

« E, nE;,={2). Cet événement peut se traduire par «le résuliat est pair et
strictement inférieur 4 4».

Intersection de E1 et E2

Définition
On dit que A et B sont incompatibles si et seulement si A N B=0. Deux événements
sont incompatibles lorsqu'ils ne peuvent pas se réaliser simultanément.
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Remarque
Deux événemenlts contraires sont incompatibles mais deux événements peuvent étre
incompatibles sans étre contraires.

Exemple
« Obienir un chiffre inféricur & 2 » et « oblenir un chiffre supéricur 4 4 » sont deux
événements incompatibles.

e. Probabilité
La probabilité d'un événement ¢lémentaire est un nombre réel tel que:
+ Ce nombre est compris entre O et |
« Lasomme des probabilités de tous les événements élémentaires de l'univers
vaut |

Propriétés: p(0) =0; p() =1; p(4)=1-p(4).

Théoréme
Quels que soient les événements AetBde ) :

p(A U B) =p(A) +p(B)—p(A n B)
En particulier, si A et B sont incompatibles : p(A U B) = p(A) + p(B)

f. Expérience équiprobable
Deux événemenis qui ont la méme probabilité sont dits équiprobables.

Lorsque tous les événements élémentaires sont équiprobables, on dit qu'il y a
équiprobabilité.

Exemple
Un lancer d'un dé non truqué est une situation d'équiprobabilité.

Propriétés
On suppose que l'univers est composé de n événements élémentaires
« Dans le cas d'équiprobabilité, chaque événement élémentaire a pour
probabilit¢ =
« Siun événement A de 2 est composé de m événements élémentaires, alors

_m o . _ nambre ditléments de A
P(A} T’ Clest 4 dire: P(A} " nembre dréitments de

Exemple
On reprend I'exemple du lancer d'un dé avec E, : «le résultat du dé est un nombre pair»
P(E,)=3/6=12

2. Probabilités conditionnelles
a. Définition
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A et B étant deux événements tels que p(A)#0, la probabilité de B sachant A est le
nombre réel :
pa(B)=p(A N B)/p(A)

Remarques
=  On note parfois p(B|A) au lieu de pa(B)
« De méme si p(B)#0, la probabilité de A sachant B est py(A)=p(A N B)/p(B)

b. Arbres pondérés

Le diagramme ci-dessous montre, sur un arbre, les chemins a prendre en compte pour
calculer p(B). Ce sont les chemins qui aboutissent a B,

Pa( 1) 17

) A=

pa@® B
7=l IT} I

p(-) it

(1) £

Exemple
Une ume contient 3 boules blanches et 4 boules rouges indiscernables au toucher. On
lire successivement 2 boules sans remise. On nole :

« B, l'événement "la premiére baule tirée est blanche”

« Ba.l'événement "la seconde bowle tirée est blanche”.

La probabilité pg,(B;) est la probabilité que la seconde boule soit blanche sachant que
la premiére était blanche. Pour la calculer, on se place dans la situation o0 l'on se
trouve aprés avoir oblenu une boule blanche au premier tirage. 11 reste alors 6 boules
dans I'urne; 2 sont blanches et 4 sont rouges.

La probabilité de tirer une boule blanche au second tirage est done @ py(B2)=2/6=1/3
Cette probabilité¢ se place sur l'arbre de la fagon suivante :

1 /3 12

On peut calculer de méme pgz(B2) est la probabilité que la seconde boule soit blanche
sachant que la premiére était rouge. Il reste alors 3 boules blanches et 3 boules roupes
aprés le premier timge done :

pi(B2) =3/6 =1/2 ct on peut compléter l'arbre :
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¢. Formules de calcul de probabilité

De la définition précédente, on déduit immédiatement que :
* P(A N B) = p(A) X pu(B) er )
* p(B)=p(A n B) + p(A n B) =p(A) Xp,(B) + p(A) X ps(B).

Exemple

Si l'on reprend l'exemple précédent, la probabilité de tirer 2 boules blanches est
p(B, N B,) (il faut que la premicre boule sait blanche et que la seconde boule soit
blanche).

D'aprés la formule précédente : p(B, N Ba)=p(B)*pri(B.)=3/T=1/3=1/7

3. Variable aléatoire et loi de probabilité
a. Variable aléatoire

e« Soit une expérience aléatoire ayant comme univers
2 ={xy; x3;. . .; X}
On définit une probabilité sur £ en associant, a chaque éventualité
x;, un réel p; compris entre 0 et | tel que la somme de tous les p; soit
égalea 1.

# On définit une variable aléatoire en associant un nombre réel 4
chaque éventualité d'une expérience aléatoire,

Exemples

« On mise 1€ sur le numéro 1 d la roulette. On gagne 35€ (36€ - la mise) si le
numéro sort, On perd sa mise (soit 1€) dans les autres cas. On peut définir une
variable aléntoire représentant le gain algébrique du joucur. Cette variable
aléatoire peut prendre la valeur 36 (en cas de gain) ou -1 (en cas de perte).

+«  On lance 4 fois une piéece de monnaie. On peut déhinir une variable aléatoire
égale au nombre de "faces™ oblenues. Les valeurs possibles pour cette variable
sont : (; 1;2; 30ud.

Notations
« On note généralement une variable aléatoire a 'aide d'une lettre majuscule (le
plus souvent X)
« Si la variable aléatoire X peul prendre les valeurs ay, a,, . . . a,, on note (X=a;)
I'événement : "X prend la valeur ;"
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b. Loide probabilité
La loi de probabilité d'une variable aléatoire X associe 4 chaque valeur a; prise par X
la probabilité de I'événement (X = a;). On la représente généralement sous forme de
lableau.

Exemples
+ Sil'on reprend l'exemple de la roulette (ci-dessus) et si on suppose que la
probabilité de sortie de chacun des 37 numéros (0 4 36) est égale, la probabilité
de gain est de 1/37 et la probabililé de perte 36/37.
La loi de probabilité est donnée par le tableau suivant :

a; -1_|3s5 ]
p(X=a,)|[36/37|[1/37

« Sion lance 4 fois une piéce de monnaie équilibrée, on montre a l'aide d'un arbre
que la variable aléateire X donnant le nombre de "faces™ obtenues suit la loi de
probabilité donnée par le tableau ci-dessous :

b o [ |

X=a)1/16]1/438] 141116

¢. Espérance — Variance — écart type

Définitions
Soit X une variable aléatoire qui prend les valeurs x; avec les probabilités p=p(X=x;).
On appelle espérance mathématique de X le nombre :

EX)= x; Xp,+x, Xp+... +x,%Xp, = Z:,pl
[l
La variance de X est :

n n

V() = ) [x ~ ECOVp = ) x7pi— [EQO?

i=1 =1

Et I'écart type est a(X) = [V (X).
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Cours de Probabilités et Statistigues Dr Ahoulou

PARTIE 2:
STATISTIQUES 1
1. VOCABULAIRE

a. Population — Individu
La population d’une élude statistique est 'ensemble sur lequel on effectue 1'¢tude
statistique. Chaque élément de la population cst appelé individu ou unité statistique.

b. Caractire

Le caractére d'une étude statistique est I'objet de I'étude, c’est aussi le critére de
répartition des individus de la population. [l est soit qualitatif soit quantitatif.

¢. Série statistique

Une série est I'ensemble des données correspondant a I'étude d’un caractére. Une série
statistique peut é&re : wunidimensionnelle (une scule varable statistique),
bidimensionnelle (deux variables statistique) ou méme multidimensionnelle (plusieurs
variables stalsuques).

d. Modalités

Chaque résultat obtenu selon le caractére est une modalité. Pour I'étude d™un caractére
quantitatif, les modalités psuvent €tre regroupées sous forme de classes (intervalles).

e. Effectils
L'effectif d'une modalité est le nombre d'individus qui ont pour résultat cette valeur
de modalité. Le nombre tolal d'individus de la population est 1'efTectifl global ou
effectif total.

. Mode ou modalité dominante
Parmi les modalités, celle(s) qui a {ont) le plus grand effectif est (sont) appelée(s)
mode(s) ou modalité(s) dominante(s).

g. fréquences

La fréquence d'une modalité est la proportion du nombre d'individus ayant cette

valeur de modalité par rapport & 1'efTectif total.
ef fectif de la modalicé

effectif total

fréquence d'une modalité =

Exemple 1
On fait une étude portant sur 'ge des éléves d'un lycde.

« le caractére ¢tudié est l'age

= la population est I'ensemble des éléves du lycée

« Teffectif global cst Ic nombre d'éléves du lycée

« le t1ableau ci-dessous est la série statistique pour ce caractére dans un lycée
donné :
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Cours de Probabilités et Statistigues Dr Ahoulou

iges (en unnées]]-[ﬁ 19)tal17]18] 19, 20
effectifs I3 |[22]l65]/82 Effs}z

Exemple 2 : création d'un tablean pour une série statistique
On suppose que les notes & un contrdle dans une classe de 21 éléves sont les suivantes

5:;14;13;16:9;8;18;2;13:;12;15;12;8;6;5;17:;3;19:;9;13;14
Ces données brules sont assez peu pratiques 4 utiliser sous cette forme (notamment
lorsquil y a beaucoup de valeurs)..

Pour commencer on commence a trier les notes de la plus petite a la plus grande :
2;3:5:5:6:8:8:9:9:12;12;13;13;13;14;14;15;16:17:18;19

Ensuite, on va créer le tableau de cette séric en indiquant pour chaque note son effectif
c'est a dire le nombre d'éléves ayant obtenu cette note :

|otes |_||_|L||_||5|19|| FEIEEEER
letrectifs] 1]1 2] 1]/212f2 3 Ji2 fi fu Ju Ju fu J

2. DIAGRAMMES

Apreés avoir récolté des informations sur une population, il peut étre intéressant, pour mieux
les visualiser, de les représenter graphiquement (diagramme en béitons, en scctleurs,
histogramme,...}.

Comment représenter les différentes données sous forme d’un diagramme en batons, dun
diagramme circulaire, ou en histogramme 7

On a demandé & 24 éléves d'une méme classe d'un collége quel était et leur spon préfiérd.
Leurs réponses sont préseniées dans [e tableau suivant :

Sports Effectifs
Busket 4
Football H
Handball 3
Natation 5
Volley |
Danse 3
Totnl 24

Exemples de lecture :
5 éléves préférent la natation. On dit que 5 cst I"effectil des collégiens interrogés préférant la
natation comme sport.

Plusicurs représentations graphiques sont possibles pour mettre en évidence les résultats de
I'enquéte statistique :

= On représentera les résultats lids au sport par un diagramme en barres (ou en bitons) ou
par un diagramme & secteurs (circulaires ou semi-circulaires).

= On représentera les résuliats liés i la taille regroupée en classe par un histogramme.
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a. Diagramme en barres ou en biltons

On peut représenter ¢es données par un diagramme en barres tracé dans un systéme de deux
axes perpendiculaires,

Les effectifs sont toujours représentés sur ["axe des ordonniées.
Dans un diagramme en barre, les hauteurs des barres sont proportionnelles aux effectifs.

-

—

-
L
3
2

L

-+

{ I I
E 3

B s H-ir'ldl:dl ".n‘uile-r
FinriE Matat an D anse

G = M W B N & 9 @

b. Diagramme circulaire ou semi-circulaire

On peut aussi représenter les données de 1'exemple précédent par un diagramme circulaire ou
semi-circulaire.

Dans un diagramme circulaire, ou semi-circulaire, les mesures des angles des secteurs sont
proportionnelles aux effectifs.

a. Diagramme circulaire
L'effectif total (24 éléves) doit étre représenté par le diagramme circulaire entier soit 360° en
termes d angle. Les mesures d'angles étant proportionnelles aux effectifs, ona:

) ; i 360°
= %
mesure angle modalité = ef fectif modalité of fectif total
Exemple :
Sport Basket Total
Effectils 4 24
Angles {(en ?) * 360

x={4 = 360)+ 24 = 60°,
Le coefficient de propartionnalité est %,
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On a donc le tableaw suivant ;

Sport Effectifs | Angles {(en ®)
Basket 4 (1]
Football B 120
Handball 3 45
MNatation 5 7%
Yolley 1 15
Danse 3 45
Total 24 360

On construit le diagramme avec un rapporteur.,

b. Diagramme semi-circulaire
Dans ce cas, I'effectif total (24 éléves) doit étre représenté par un diagramme semi-circulaire
soit 180° en termes d'angle.
. g . iu g 180°
mesure angle modalité = ef fectif modalité x oTFecti] total”
On a dong le tableau de proportionnalité suivant ;

Spart Effectifs | Angles (&an ®)
Basket a 30
Football 8 60
Handball a 22,5
Matation 5 37.5
Yolley 1 7.5
Danse 3 22,5
Total 24 a0

180
o —

24
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I ard

et B

On voit micux sur le diagramme en barres que le sport préféré des éléves est essenticllement
le foothall. En revanche, on voil mieux sur les diagrammes circulaire ou semi-circulaire, que
la moiti¢ des éléves préférent le football ou le basket.

Le choix d'une représentation graphique dépend done de I'élément que I'on souhaite mettre
en évidence,
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3. ETUDE D'UN CARACTERE QUANTITATIF
a. Moyenne, variance, écart type

I.  Moyenne (arithmétique)

La moyenne est le quotient de la somme des valeurs numériques (de la liste) par le nombre de
ces valeurs numériques.
n
l

:d

Si les valeurs sont groupées par effectil comme dans le tableau suivant :

Modalités Xy X5 X,
Effectifs Wy Wy Wy
Ona:

mm
”o Li=1WiX; _Z”
noy - el
P =1

ii. Variance et écart type

Si la série statistique X est de moyenne ¥ et prend les valeurs xy, x5, ..., X5, 5a variance esl
n

IO EES YR
i=1

Le théoréme de Konig-Huygens permet de présenter le caleul de la variance sous la forme
suivante :
1 n
Vo) = (—fo) -x2,
n
i=1
Quand la série X prend les valeurs xy, x;, ..., x, avec les fréquences f,, 3, ..., fy. sa variance

est:
V(x) = Z filx— %) = ( f.x.‘) -2

i=1

Et I'écart type est o(X) = .fV(X).
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b. Quantiles (Médiane, quartiles, déciles)

i. Médiane
La médiane d'une série statistique est la valeur du caractére qui partage la population

en deux classes de méme effectif.

Remarque
En pratique pour trouver la médiane d'une série statistique d'efTectif global n :
« On ordonne les valeurs du caractére dans 'ordre croissant.

. 5 - n
« Si n est pair, la médiane sera la moyenne des valeurs du terme de rang 7 du

terme de rang E +1.

. i ; . qe n+l
= Sin est impair, la médiane scra la valeur du terme de rang -

« Lorsque l'effectif global est élevé, il est souvent utile de calculer les effectifs
cumulés pour trouver cette valeur.

Exemple: Reprenons l'exemple 2 ci-dessus. Dans cet exemple, c'est la 11eme note

(11=(21+1)/2) qui est la médiane. En effet, il y a 10 notes au-dessous et 10 notes au-

dessus :
2;3:;5:;5:6:8:8;9:;9;12512;13;13513;14;14;15;16;17;18;19

La médiane est donc 12.

Supposons qu'il n"y ait que 20 éléves (on enléve I'éléve quiaeu 2):
3;5:5;6.8;8.9:9;12;12,13;13;13;14;,14;15;16;17:;18;19

Il n'y a plus ici de note située "juste au milieu".

Si on choisit la 10éme note (qui est 12) il ¥ 2 9 notes en dessous et 10 notes au-dessus,

Si on choisit la 1 1éme note (qui est 13) il v a 10 notes en dessous e1 9 notes au-dessus,

2:3:5:5:6:8:8:9:9: 1212513131314 14;15:16:17:18:19

Dans ce cas, on prend comme médiane la moyenne de 12 etde 13 ¢'esta dire 12,5,

La médiane est done 12,5.

ii. Quartiles

« Le premier quartile Q1 d'une séric statistique est la plus petite valeur des termes
de la série pour laquelle au moins un quart des données sont inféricures ou égales a
Ql.

e Le troisitme quartile Q3 d'une série siatistique est la plus petite valeur des termes
de la séric pour laquelle au moins trois quarts des données sont inféricures ou
égales a Q3.

Exemple

Reprenons 'exemple des notes ci-dessus (avec 21 ¢léves)

Pour le premier quartile il faut qu'il y ait au moins 1/4 des notes qui soient inféricures
ou égales. 1/4x21=525 Le premier quartile est donc la 6°™ note.
2;3:5:5;6:;8:;8;9;9;12;12;13;13;13;14;14:15;16;17;18;19

le premier quartile est 8.
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Pour le troisiéme quartile il faut qu'il y ait au moins 3/4 des notes qui soient
inféricures ou égales.3/4%21=15,75.

Le premier quartile est done la 16¢me note.
2:3:5:5:6:8:8:9:9:12:12:13;13;13;14;:14:15;:16;:17;18;19
le troisiéme quartile est 14.

lil. Déciles

e Le premier décile D1 d'une série statistique est la plus petite valeur des termes de
la série pour laquelle au moins 10% des données sont inféricures ou égales 4 DI.

¢ Le neuvitme décile D9 d'une série statistique est la plus petite valeur des termes
de la série pour laquelle au moins 90% des données sont inférieures ou égales &
D9.

iv. Diagramme en boite
L'écart interquartile est la différence entre le troisiéme et le premier quartile Q3—Q,.

On peut résumer un certain nombre d'informations relatives a une série statistique
grace a un diagramme en boite (aussi appelé boaite @ moustache) qui fait apparaitre
{voir figure ci-dessus) :

« les valeurs minimum et maximum

« le premier et le troisiéme quartile (Q1 et Q3)
= la médiane

= ¢t éventuellement les déciles

VT -
TERArY iy L= [T L =" R weRa——
i I ! ] | i |
[T ] AN AR P o A a5 AranE R T T ] -, w
fLatal =
w—a T Tl aad mmaa
j . 'gl ] -
l 1 | 1 ] | 1 1 |
i s P
-3 l.._l = | -
" & e L " A " 1 i
L L Ll L L L] L1
L TERTER R T¥ TR D'I IIJ‘ M ddinmne L ] - Dﬁ P irmiurm

Exemple

Le figure ci-dessus représente une séric statistique de valeurs extrémes 3 et 20, de
premier quartile 6, de troisiéme quartile 14 ¢t de médiane 9,5.
Remarque :
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On peut éventuellement placer le premier décile DI et le neuviéme décile D9 sur le
diagramme en boite.
v. Intervalles de confiance
¢ [Intervalle interquartile [Q1,Q3] : 'intervalle interquartile contient au moins
50% des effectifs de la population.
¢ [ntervalle interdécile [D1,09] : I'intervalle interdécile contient au moins 80%
des effectifs de la population,
¢ Les intervalles [min,Me] et [Me, max] contiennent chacun au moins 50% des
effectifs de la population.
e Lesintervalles [min,Ql]. [Q1.Me], [Me, Q3] et [Q3.max] contiennent chacun au
moins 25% des effectifs de la population.

c. Variables statistiques continues (regroupement par classes)
Les données de la série sont regroupées en n classes Iy = [ay; agq] . i =1,..., 0

i. Amplitude, centre et densité d'un classe

L'amplitude de la classe I, = [x,, X3, [ d'effectif n; est e, = X3, — X;: Son centre
TeTEE1 o1 sa densité 8 = :—:.

ii. Classe modale
La classe modale est la classe de fréquence la plus élevée (si les classes sont
d'amplitudes inégales, il s'agira de la classe de fréquence comgée ou la densité la plus
élevée ).
Exercice: déterminer la classe modale de chacune des séries statistique suivantes:
Série A

estcy, =

Classes I, [0 20 120 ; 40] [40; 60] [60 ; 80| |80 : 100]
Effectifs w, 20 &l 50 41) 30
Série B

Classes [, |0 20] [20 ; 40] [40 : 50] [50 : 80| 180 ; 100]
Effectifs w, 20 60 50 45 25

iii. Moyenne, Variance ¢t écart type
Pour calculer la moyenne ¢l la variance d'une variable statistique continue, on wtilise la
formule de la moyenne précédente en remplagant les x; par les centres ¢ des

; —  Ti-qwicy
mtervalles [xy, x4y [. Onaalors X = --EJ:;LT.
i=1 Wi

Sa vanance esl
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Vi =) fite - D2

i=]

Le théoréme de Konig-Huygens permet de présenter le caleul de la variance sous la forme

suivante ;
VX = (Z ,ﬁ-cﬁ) -2,

iv.  Quantiles (Médiane, Quartiles, Déciles)
Pour déterminer la médiane ct les quantiles, on se sert du tableau des effectifs cumulés.
e SiI'effectif cumulé croissant de [, = [xy, Xp 44 [ égal exactement 50% de
I'elTectif 1o1al, alors Me = x;..,.
e SiI'effectif cumulé croissant de J,_y = [Xg—y, X, [ est strictement inférieur &
50% de |"effectif total et I'effectif cumulé croissant de I, = [xy, Xpsq[
strictement supéricur & 50% de I'efTectil total, alors x, < Me < x;,,. Pour

Me-x Xg+1—X
trouver la médiane Me, on résout I'équation F- k = "': k
=5—ECC(k-1) k

2
* De la méme maniére on détermine les autres quantiles.
Exercice : Construire le diagramme en boite des séries Aet B

Sénie A

Classes I, [0:20] [20 ; 40] [40 ; 60| [60 ; 80 |80 100[
Effectils wy 20 60 50 40 30
Séric B

Classes I, [0:20] [20 ; 40[ [40 : 50] [50 ; BO| [80 ; 100]
Effectifs w, 20 60 50 45 25

v, Histogramme
L'histogramme est la représentation graphique la plus courante pour une variable

quantitative conlinue. Chaque classe cst représentée par un rectangle dont I'aire est
proportionnelle a son effectil (4 sa fréquence).

Remarque : Lorsque les classes sont d'amplitudes égales, la hauteur du rectlangle
représentant chaque classe est proportionnelle & son effectil (i sa fréquence). Si les
amplitudes sont inégales, alors la hauteur du rectangle est proportionnelle a sa densité (a
son eflectif cormigeé ou a sa fréquence corrigée)

Exercice : Construis les histogrammes des séries A et B ci-dessus
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4. ESTIMATION ET ECHANTILLONNAGE

a. Estimation des earactéristiques d’une population
Nous savons qu'il est difficile d'observer toutes les unités constituant une population
statistique, surtoul lorsque la population en question est d'efMecnf élevé. L'éude compléte
peut demander beaucoup de temps et de 'argent ; elle peut détruire les unités observés
{expérience chimique ou biologique par exemple).
Le statisticien est donc contraint de procéder & un sondage. Il extrait de la population
compléte un certain nombre A unités, nombre qu'il souhaite le plus élevé possible, unités sur
lesquelles portera son étude.
C’est sur cette fraction de la population totale, fraction qu'on nomme échantillon que le
stalisticien calculera les caractéristiques qui I'intéressent : moyenne, médiane, écan type, clc.
[l est évident que la mesure d'une caractéristique ainsi calculée sur un échantillon différera de
la mesure de la méme caractéristique calculée sur la population totale ou population mére.
Le probléme se posera de savoir quel degré de confiance on pourra accorder aux résultals
calculés a partir d’un échantillon, ¢’est-a-dire la probabilité de dire juste (ou de se tromper) en
énongant ces résultats.
Cela nous permet d’envisager trois types de problémes :

i. Probléme d’estimation : Désireux d'estimer certaine caractéristique d’une population
statistique mére, nous calculons la caractéristique correspondante sur un échantillon et
nous essayons d'étendre a la population mére le résultat obtenu. Ainsi il ne faudra pas
oublier que les résultats sont issus d'un échantillon et non de la population mére et que
I"estimation ne pourra se présenter que sous la forme d'un intervalle de confiance.

ii. Probléme de contrdle (ou de validité) d’une hypothése : Celte fois, et contrairement
au probléme précédent, le statisticien aura déjd une certaine connaissance de la
population mére, ou il se Tivrera & une hypothése sur la population mére, ou s¢ sera
fixé cenaine norme relative 3 une caractéristique précise de cette population mére.
L'échantillonnage aura alors pour but de contréler, a I"aide des résultals fournis par
I"échantillon, que la connaissance qu'on croyait avoir de la population mére avait une
validité cenaine, ou encore que ces résultats ne sont pas significatifs d'un désaccord
avee les hypothéses faites.

iii. Problime de comparaisan @ [ s’agit cette fois de comparer deux populations méres 3
I"aide des résultats fournis par deux échantillons tirés de ces populations, dans le but
de vérifier si des hypothéses faites sur ces deux populations méres peuvent ére
acceptées, ou au contraire doivent &re rejetées. Mais il pourma s'agir de confronter
deux échantillons tirés d'unc méme population.

b. Choix de la taille de I"échantillon
Considérons unc population mére de traille N trés grande. On s'intéresse d une caractéristique

guanlitative précise et estimons sa moyenne . Choisissons au hasard un échantillon de taille
n el de moyenne m,.et d"écart tbype o,
Proposition : lim,_ym, =m
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La moyenne empirique est un estimateur convergent de l'espérance mathématique
Pour n fixé, nous avons 95% de chance que : m € [, = [m, — 2a,: m,, + 24, ]
{intervalle de conliance a 93%).

Estimation d’une proportion

On appelle épreuve de Bemoulli une expérience qui n’a que deux issucs possibles @ obtenir
pile ou face, répondre oui ou non, perdre ou gogner,...

Dans une population de taille N, on veut estimer la proportion p d'individus réalisant une
caractéristique particuliére donnée, On choisit pour cela un échantillon de taille n sur lequel
sera veérilié la caractéristique en question, [l s'agit ici d'une expérience de bermoulli car chaque
individu vérifie ou ne vérifie pas la caractérisque en question.

On s"intéresse donc a un échantillon d'¢preuves de Bemoulli de taille n et & la fréquence
d'apparition F d'une issue choisie de probabilité p.

Nous savens quc le nombre x de cas vaforable est une variable aléatoire binomuiale
d'espérance mathématigue (inconnue) np ef o 'écart fype finconnn) o, = Jn_pq

Ainsi, la fréquence observable F = ﬁ est wne variable aléatoire gaussienne de moyenne p et

d'écart fype @'y, = J%.

Nous avons alors 95% de chance que F € [p - ZE;‘F +2 ’:Tq c lp - #;p +%]

On montre aussi que p a 95% de chance d"appartenir 4 I'intervalle

F(1-F) F{(1-F) 1 1
F=-2 ‘T'F+2 ’——“—\C[F—E,F+ﬁ]

appelé imervalle de fluctuation 4 95%.

On peut remarquer que, pour diviser par 10 la longueur de l'intervalle de confiance, ce qui
consisle & augmenier Ia précision de 'estimaleur, il foul multiplier par 10° = 100 la taille de
I'échantillon.

On appelle épreuve de Bemoulli une expérience qui n'a que deux issues possibles © obienir
pile ou face, répondre oui ou non, perdre ou gagner,...

On s"intéresse 4 un échantillon d'¢épreuves de Bemoulli de taille N (N225) et 4 la fréquence
dapparition F d’unc issuc choisic de probabilité p comprise entre 0.2 et 0.8, on remarque

I=

que F a 95% de chance d'appartenir A intervalle 1 = [p = :”I:_v" p+ ?ll;] appelé intervalle
de fluctuation & 95%.

c. Applications : accepter ou refuser une hypothése

Sitvation A : Au Casino BELLE CHANCE, sur 2500 lancers de dé, 1150 ont donné un
nombre pair. On se demande 5"l y o lieu de faire une enquéte pour utilisation de dés trugués.
Situation B : Les 10 000 employés de |'entreprise LENN FASHION doivent étre consultés
sur la nouvelle couleur du sigle de entreprise : vert ou rouge. La direction, qui a fait un
sondage auprés de 100 employés sur leur choix a obtenu 54% pour le rouge. Que peut-on
conclure.
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5. SERIE DOUBLE ET AJUSTEMENT

Une série double permet d'étudier deux caractéres d’une méme population ; par
exemple les tailles et les poids (masse) des enfants de moins de 2 ans d’une certaine
cité.

a. Nuage de points et point moyen
Etant donnée une série statistique double (x; ; v;), la représentation graphique

composée des points M,(x; ; ;) est appelée nuage de points de la série (x; 7 v).

Le point moyen de ce nuage de point est le point G{X; ¥) ol X et ¥ sont les moyennes
respectives des séries (x;) et ().

b. Droite de Mayer

Lorsqu'un nuage de point a une allure globale rectiligne, on peut effectuer un
ajustement affine, c’est-a-dire trouver une droite qui passe au plus prés des points de
ce nuage.

La méthode de Mayer consiste a découper le nuage en deux sous-nuages de quantités
identiques (a une unité prés pour le cas ou le nombre de points est impair), puis on
détermine les points moyens G et G; des deux sous-nuages : la droite d"ajustement
affine (G,G;) est la droite de Mayer.

¢. Droite des moindres carrés

Etant donnée une série statistique double de N couple (x; ; y.) dont le nuage de point a
une allure globalement rectiligne, la droite d'ajustement affine de y en fonction de x
est y=ax+b avec

_XLxy — NIy b= 7—aF
S Txiom o =Y

d. Corrélation linéaire

Le coefficient de corrélation

_ L =80 -¥)
r= Na(x)o(y)

Ona:—1<r < 1.Lacorélation est d'autant plus forte que [r| est proche de 1 et le
signe de r indique le sens de la corrélation.

Le coefficient a de la droite des moindres carrés de y en fonction de x est = r:[—[:; .
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