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Chapitre 1

Intégrale

1.1 Définitions

Définition 1.1.1 (Primitive).

Soit une fonction définie sur un intervalle I de R.

. On appelle primitive de f sur I, toute fonction F' définie sur I telle que F est

dérivable et

Veel, F'(z)=f(x).

. On dit que F(x) + C est I'intégrale indéfinie de la fonction f(x) si et seulement si
F'(xz) = f(x) et 'on note alors :

/f(x)dx:F(a:)—l—C, C eR.

Exemple 1.1.1.

1
La fonction x + In(z) + 2® + x + 1 est une primitive de x — — + 3z* + 1 sur |0; +-00l.
T

La fonction x — e® — 1 est une primitive de €* sur R.
Théoreme 1.1.1 (Existence de primitive).
Soit [ une fonction continue sur un intervalle 1. Alors,
. f admet une infinité de primitives sur I.
. Si Fy et F, sont deux primitives de f, alors Fy — F; est constante.
1.1.1.

Soit f une fonction admettant une primitive F' sur un intervalle I. Soita € I et b € R.

Alors il existe une et une seule primitive G telle que G(a) = b.



CHAPITRE 1. INTEGRALE

1.1.1 Primitives usuelles

Dans ce tableau ci-dessous, pour chaque fonction f, nous donnons une primitive F’ et

un intervalle ou des intervalles sur lequel ou lesquels f est continue.

Fonction définie par

admet pour primitives les fonctions

Sur I'intervalle

f(z) =aotaecR F(z)=ax+c¢ =R
il I=R ou
f(x)=a"our e Retr # —1 (x):r+1+c I =]0;4+00] ou
I =] —o00;0[
f(z) = sin(x) F(z) = —cos(z) + ¢ I=R
f(z) = cos(z) F(x) =sin(x) + ¢ I=R
f(x) =1+ tans = 45 F(x) = tan(z) + ¢ I=R
1 I =]0; +00] ou
r) == F(x) =In(|z|) + ¢
fo) =+ (x) = In(je] A
f(z)=¢€" F(z)=¢€e"+c¢ I=R
1
f(z) = cos(ax +b),a #0 F(x) = —sin(ax +b) + ¢ I=R
a
1
f(x) =sin(ax +b), a # 0 F(z) = ——cos(ax +b) + ¢ I=R
a
1
f(z) =€t a0 F(z) = e +¢ I=R
a
Fonction définie par admet pour primitives les fonctions
f=u+ F=u+v+c
f=kuoukeR F=Fku+c
f=u(vou) F =vou+c
ur+1
f=vu oureRetr#—1 F= +c
r+1
f=1ucosu F =sinu+c
f=usinu F=—cosu+c
7
f:Z F=lInlu|+c¢
U
f=ue" F=e"+c

1.1.2 Exemples

Exemple 1.1.2.

o . 1
Déterminons les primitives de la fonction f(x) = 4x* — 5x + — sur RY.
f est égale a la somme de trois fonctions. Déterminons les primitives de chacune de ces
fonctions. On a ainsi les primitives de f, qui sont de la forme

4 . 1
F(x):—a:‘g—?:ﬁ—z—l—a

CeR.
37 T3 <
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CHAPITRE 1. INTEGRALE

Exemple 1.1.3.
Soit la fonction
fR - R
o 2234322 -5+ 5
Déterminons une primitive I’ sur R’ de f.
f est égale a la somme de quatre fonctions. Déterminons une primitive de chacune de ces

fonctions. On a ainsi une primitives de f

1, 1, 1, 1 1, 4 5, 3

Exemple 1.1.4.
Soit la fonction
f:R — R

x

1+22
Déterminons une primitive I’ sur R de f.
Soit u(z) = 1+ 2 On a u/'(x) = 2z. On constate que f(x) = 2

_ ' _l / _1 .
f= Sve = U2 Par suite,

[NIES

u
1
2

S

F = =u.

=U

N | —

F(z)=V1+a?

Exemple 1.1.5.
Soit la fonction
g:R — R
r = (322 +1)4
Déterminons une primitive G sur R de g.
Soit u(z) = 32® + 1. On a W/(x) = 6x. On constate que g(x) = Sx(32? + 1)* =

§(62(32% +1)*), donc g = u'u. Par suite,

F=—u.
30

Flz) = 3—10(3:1;2 +1).

Exemple 1.1.6.

Soit la fonction

h:RY — R

xr +—

rlnzx
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CHAPITRE 1. INTEGRALE

Déterminons une primitive H sur R’ de h.

1 /

= 1 u'(x)
Ona h(z) = ] =In(z). Onav/(x) = =. O tat h(z) = :
na h(x) - () = In(x). On a v'(x) — On constate que (x) (o)

!/

u .
donc h = —. Par suite,
U

H = In(|ul).
H(z) =In(|Inx|).

1.2 Intégrales définies
Théoreme 1.2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La fonction
F:la,b)) — R

r est 'unique primitive de la fonction ui s’annule en a. Par
N / F(t)dt quep f 14

a
conséquent pour une primitive F' quelconque de f :

b
/ f(t) dt = F(b) — F(a) = [F(x)]"

Exemple 1.2.1. Calculons trois intégrales a l’aide a chaque fois de la primitive de la

fonction figurant sous le signe /

0] 1:/1 1dm—[1n( )];” = In(10) — In(1) = In(10)

(5(1)3 + (1)* + 5(1)) =51

Propriété 1.2.1.

(P1) Soit f une fonction continue sur |a, b),
/a f(z)dx = / f(z et /fl f(z)dz = 0.
b a
(P2) (Linéarité)

Pour f et g deux fonctions continues sur le segment [a,b] et ., 5 € R, on a

/ab(af + Bg)(z)dz = a /: f(x)dz + 8 /abg(x)dr

UPB 6 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

(P3) (Intégrale d’une fonction continue positive)

Si f est une fonction continue positive sur |a, b, alors

b
/ f(z)dz > 0.

(P4) Une fonction continue et positive sur un segment [a, b] est nulle si, et seulement si,
son intégrale sur |a, b] est nulle.

(P5) (Majoration d’intégrales)

Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b).

[@ Si f < gsurla,bl, alors
b b
/ f(x)dx < / g(x)dz.

B Si3Im, M € R telles que Yz € [a;b], m < f(x) < M, alors
b
m(b—a) < / f(z)dz < M(b—a);
@ f est bornée et

r)dx

/|f Jldz < (b— a) sup |£(2);

z€la,b]

. On a l’inégalité de la moyenne :

v)dx

< swp |f(z /!q )| da

z€a,b]

[ On al’inégalité de Cauchy-Schwarz :

b
< \/ / (f( QC[I\/ / )2dx;
(P6) (Relation de Chasles)

Soit f une fonction continue sur [a,b], si a < ¢ < b alors

/ab f(x)dx = /ac f(x)dx + /Cb flz)dz.

g(z)dz
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CHAPITRE 1. INTEGRALE

1.2.1 Méthodes de Calcul de primitives et d’intégrales
A) Changement de variables

Théoreme 1.2.2. Soit f : I — R une fonction continue sur [’intervalle I. Soit ¢ :

[, B] = I une fonction de classe C' sur le segment |, B]. Alors
@(B) B ,
[ s [ rewisa
p(a @

Exemple 1.2.2. Calculons la primitive F' = / tant dt.

int
F:/tantdt:/sm dt |
cost

A . . / . . ., .
On reconnait ici une forme *- (avec u = cost et u' = —sint) dont une primitive est In |u|.

/
DoncF:/—Z = —[Inju|] = —Inu| + ¢ = —In|cost| + c.
u

Nous allons reformuler tout cela en terme de changement de variable. Notons p(t) =

cost alors ¢'(t) = —sint, donc

[ ¢®)
F‘/ o)~

Si f désigne la fonction définie par f(x) = %, qui est bijective tant que x # 0, alors
F = — [ J#)f(e(t)) dt. En posant x = ¢(t) et donc dz = ¢'(t)dt, on reconnait la

formule du changement de variable, par conséquent

1
Fogp1:—/f<gj)daj‘:—/—d.’lf:—hl’l’|+c
s

Comme x = p(t) = cost, on retrouve bien F(t) = —In|cost| + c.

Remarque : pour que l’intégrale soit bien définie il faut que tant soit définie, donc
t # % mod m. La restriction d’une primitive a un intervalle | — 5 + kn, 5 + kx| est
donc de la forme — In | cost| 4 c. Mais la constante c peut étre différente sur un intervalle
différent.

1/2 .
E le 1.2.3. Calcul d ——s
xemple alcul de /0 A=)
Soit le changement de variable u = p(x) = 1 — 22, Alors du = ¢'(z) dv = —2x dx.
Pour x =0 onau = ¢(0) =1 et pour x = gonau= ¢(3) = 3. Comme ¢/ (z) = —2u,
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CHAPITRE 1. INTEGRALE

1 3
@ est une bijection de [07 5] sur {1, 4_11 . Alors

1/2 T dx 3/4 7Tdu 1 3/4 3/2
_— = = —— - d
/0 (1 _ :L’2)3/2 /1 u3/2 2/1 u u
1 _1/213/4 1 3/4
I /2 - [
2[ 2u }1 - [\/ﬂ]l

1 2

1= _1

3 V3

4

1

1/2
Exemple 1.2.4. Calcul de /0 m dzx.

On effectue le changement de variable x = p(t) = sint et dx = cost dt. De plus t

1 T
arcsin x donc pour x = 0 on at = arcsin(0) = 0 ef pour x = 5 on at = arcsin(§) =5

1
Comme @ est une bijection de [O, %} sur [O, 5} ,

/1/2 dzx B /”/6 cost dt _/”/6 cost dt
o (1 —x2)3/2 - 0 (1—sin2t)3/2_ o (cos?t)3/2

/6 ¢ /6 1
— / = / dt
o cos3t o cos?t
T ].
= [tant] = — .

e

B) Intégration par parties

Théoréme 1.2.3. Soient deux fonctions u,v : [a,b] — R de classe C' sur le segment

[a, b]. Alors

1.2.1. Cette relation est souvent utilisée pour diminuer successivement le de-
gré d’un polynéme g(x) qui multiplie une fonction f'(x) que I’on sait intégrer.
Elle sert aussi pour l’intégration des expressions faisant intervenir les fonctions trigono-

metriques, ou [’on retombe sur la fonction d’origine apres deux intégrations.

1.2.2 (Cas classiques d’utilisation). P étant un polyndrne et o« # 0,

e pour /b P(t) sin(at + B)dt, on pose u(t) = P(t) et v'(t) = sin(at + 3).
e pour /b P(t) cos(at + B)dt, on pose u(t) = P(t) et v'(t) = cos(at + )

b
. pour/ P(t)e™8dt, on pose u(t) = P(t) et v'(t) = e***F;

UPB 9 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

b
o pour/ P(t) Intdt, on pose u(t) = Int et v'(t) = P(t).

1
Exemple 1.2.5. Calcul de xe” dx.

0
On pose u(x) = x et v'(x) = €®. Nous aurons besoin de savoir que u'(x) = 1 et qu’une

primitive de v' est simplement v(x) = €®. La formule d’intégration par parties donne :

/01 zre® dr = /01 w(x)v' (z) dx

1
= [u(:c)’u(:c)}é — / o' (z)v(z) d
0
1
= [:L’e”"](l) — / 1-e" dx
0
(e -0 )~ [
= e— (el —¢Y)
1
Exemple 1.2.6. Calcul de / xlnx dx.
- 1
. . 1 x?
On pose cette fois u = Inx et v' = x. Ainsi v’ = — et v = Ch Alors
x
/ Inz-zdr = / w' = [uvﬁ—/ u'v
1 1 1
2 e 2
= [lnx x_]e_ 12 g
21 L T2

Exemple 1.2.7. Calcul de / r2e” du.

On pose u = 22 et v' = e* pour obtenir :

/m263’j dr = [x%ﬂ — Q/xex dx

On refait une deuxieme intégration par parties pour calculer

/xexdx: [z€”] —/exdx:(x—l)ex—l—c

/9[;269C dr = (v* — 22 + 2)e” +c.

UPB 10 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

Exemple 1.2.8. Calcul de | sin(2z)e” dx.

On pose u(x) = sin(2z) et v'(x) = e* pour obtenir :
/sin(2x)em dz = [sin(2z)e”] — 2/(:08(2:6)6"” dx

On refait une deuxieme intégration par parties pour calculer / cos(2x)e” dx.

On pose u(x) = cos(2z) et v'(x) = e* pour obtenir :
/cos(Qx)ex dz = [cos(2z)e”] + 2/sin(2x)e” dr.
D’ou
/sin(Qa:)ex dr = [sin(2z)e’] —2 ([cos(Qaz)e‘T] + 2/5111(23:)6“” dx)
= [sin(2z)e” — 2cos(2z)e”] — 4/sin(2x)ex dx

sin(2z)e” — 2 cos(2z)e”]

5/8111(23:)6’3 de =

1
/sin(Qx)ex dex = £ [sin(2z)e” — 2 cos(2x)e”]
C) Intégrale d’une fonction paire ou impaire

1.2.1 (Intégrale d’une fonction paire ou impaire).

Soit a > 0 et f une fonction continue par morceaux sur le segment [—a, a).

0 a
— Si fest paire, alors/ f(x)dx —/ f(z)dz.
—a 0
Enparticulier/ f(x)dx = 2/ f(x)dx.
J—a Jo

0 a
— Si f est impaire, alors / flz)dz = — / f(z)dz.
—a 0

En particulier/ f(z)dz = 0.

1.3 Calcul de primitives

1.3.1 Primitives de fonctions rationnelles

Soit I une fonction rationnelle F'(X') € R[X]. On cherche une primitive de F c¢’est-
a-dire / F(X)dX.

UPB 11 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

A) Décomposition en fractions simples

Méthode 1.3.1.

. S’assurer que le degré de [ est strictement inférieur au degré au degré de g, si

non, faire une division Euclidienne .
. Factoriser le dénominateur g (les facteurs identiques doivent étre regroupés).
. Déterminer la forme a priori de la décomposition :

@ sile dénominateur comprend un facteur de la forme (ax +b)", alors la somme

de fractions partielles doit contenir les n termes

Al + A2 + AS + + An
ar+b (ax+b)?>  (ax+b)3 (azx + b)"

. si le dénominateur comprend un facteur de la forme (ax® + bx + ¢)", alors la

somme de fractions partielles doit contenir les n termes

A1$ + Bl + AQZL‘ + BQ i Agl‘ + B3 i i An{lf + Bn
ax?+br+c  (ax?+br+c)?  (ax?+br+c)3 (ax? 4+ bx + )"

. On utilise les symétries pour trouver des relations

. On détermine les coefficients manquants

Exemple 1.3.1.
X —4
(X -DH(X+1)X

Décomposons les fractions rationnelles F/(X) =

Tous les poles sont simples.

X -4 a b c
Ona F(X) = == . Ce qui d
naF(X) X DX+ X X+X—1+X—|—1 e qui donne
. : X -4
“ = }Q%XF(X)_}§§D(X—1)(X+1)_4
X -4 3
b= }QE(X_DF(X)_}QEX(XH) 2
X -4 5
© = 11—>H11(X+1)F(X) Xh—>—1X(X—1) 2
On trouve :
-3/2 —=5/2 4
F(X)= —.
=1 Ty x
Exemple 1.3.2.
X3+ X -2
Décomposons les fractions rationnelles F/(X) = ();FW. Ona
X4 X -2 a b c d

F(X) =

(X + 1) :X+1+(X+1)2+(X+1)3+(X+1)4‘

UPB 12 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

Méthode 1
Posons G(X) = (X +1)*F(X)=X3+ X —2.Ona

‘ 1
G(J)(X) = 6)<h—>n—116 =1

SR P
b = —i—-mnG®u3=11mmTu3:1hmm@:—3
(4—2)! x>-1 21 x5 1 2 X511
1 1
— 1 (1) e 1 / — 1 2 =
¢ = Gaogim, O ) =g lim G0 = Jlim (307 +1) =4
1 _ L . 3
d = ﬁxh_{rhG (X>7aXh—>HilG(X)7Xh—>H—11(x +x—2)=—4
On trouve : | 3 4 4
F(X) + + +

TX+1 ) (X412 (X+13 (X +F

Meéthode 2 : Division Euclidienne succéssive

X? + X - 2 X+1
—(X3 + X?) X?—X+2
-X? + X
(=X - X)
2X — 2
—-2X + 2
—4
X2 — X + 2 |[X+1
—(X?% + X) X -2 X - 2 |X+1
—2X + 2 —(X + 1) 1
—(—2X — 2)
4
On trouve : ) 4 4
F(X) = —.
A S Il 5@ P 5 E O g
Exemple 1.3.3.
X+ X -2
Décomposons les fractions rationnelles F/(X) = m. Ona
X°4+X—-2 a b c d e f g
FX)=—mo——— =t +t— .
M -x—y x e e xaa oy Ty o

Ona (X —1)"=X*—4X?+6X? —4X + 1. Ondivise X° + X — 2 par (X —1)* =
x* — 423 + 622 — 42 + 1 suivant les puissances croissantes d I’ordre 2 ( car on a X3 est

UPB 13 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

un facteur du déterminant).

-2 + X +  X° 1—4X +6X2% —4X3-
—(-2 + 88X — 12X? + 8Xx% — 2X% —2-7X —16X2
-7X +  12X?2 -  8X?® + 2x* + O X°©
— (=7X +  28X?2 — 42X3) + 28X*% - 7Xx°
- 16X%? + 34X3 — 26X* + 8X°
— (-16X? + 64X3 — 96X%) + 64X° — 16X°
— 30X% + T70X* — 56X° + 16X

X'+ X -2 X3(16X3 — 56 X2 4+ 70X — 30)
Donc ———— = = —16X2—-7X — 2 . D’oil
onc (X—1)4 + (X—1)4 ou
16 7 2 16X3%—56X%2+ 70X — 30
F(X)= —— — — — —
M= " X 1)t

16X3 —56X2% + 70X — 30
Pour la décomposition de G(X) = i

, on peut utiliser une des

(X —1)
méthodes de |’exemple précédent.
Exemple 1.3.4.
1
Décomposons les fractions rationnelles F'(X) = XX 12 Ona
1 a b c d
F(X)= = .
M= Finxser X1 x 2 T T (a2
. , 1
1
Soit G(X) = (X +2)3F(X) = ——.
0it GX) = (X + 2 F(X) = 1
1 1 1 2
_ - . (2) _ . 1/ _ = . I Y
b= om0 = g i, G =5 e ()
1 : 1 1
= i 1 =— 1 ! = lim (———M ) = —
¢ = Fooim, ¢ (X) =g fim G (X) = Jim ( (z + 1)2>
1 . L. . 1
T ¢ m g i, G = i, ey =
1 1 1 1 1
F(X)= = — — — .
(X+D(X+2)3 X+1 X+2 (X+2)2 (X+2)3
Exemple 1.3.5.
XP4+X?+1
it F(X) =
Soit F(X) XL oxt L X0
X84+ X2+1 2X0 4+ X4 - X2 -1 o
o Ona ST S IR ) G La partie entiere est X et le

dénominateur se factorise en :

X3(X +1)(X —i)2

UPB 14 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

e}

1l existe donc un unique (a,b, c,d, e, f,g) € C” tel que;

a b c d
F(X) = X—i_}—i_ﬁ—i_ﬁ—i__x—i

e f g
X2 " X+i (X+ip

+

o On teste les symétries habituelles F(—X) = F(X) et F(—X) = —F(X) . Ici,

F(—=X) = —F(X) donc par unicité de la décomposition en éléments simples, on a
b= —b, d=F, g=—¢
o OnaaussiF:Fdonc&za,ézc,azfetézg.

X(—(2X%+ X1 — X2 - 1))
X7+2X54 X3

o Enfin, la partie entiere de nous permet d’obtenir, —2 =
a+d+ fdonca+2=-2d.

De plus, c = X3F(0) = 1. On a aussi,

1 X0 —-X?2—-1
F(X)— — = i
(X) X3 X(X*+2X2+1)
1
Doncb:O,a:—l,d:f:—§.
nfin, e = ( i)2F (1) 1 1¢9 e=7
Donc
1 1 1 )

Exemple 1.3.6.

Décomposer la fraction rationnelle suivante en éléments simples dans C|X|, et puis dans

1
R[X] : XTI

Décomposition dans C[X] :

On calcule d’abord la factorisation dans C|X| du dénominateur de cette fraction ration-
nelle :
X(X2+1)? = X(X +4)*(X — i)~

Donc la décomposition en éléments simples de cette fraction rationnelle s’écrit sous la

forme suivante :

1 _Cl+ bl + b2 4 C1 i C2
X(X2+1)2 X X+i (X442 X—i (X—4)2

(1.1)

avec a, by, by, 1, co des coefficients a déterminer (la partie entier est 0 puisque le degré du

numérateur = 0, qui est strictement inférieur au degré du dénominateur). En multipliant
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Uidentité (1.1) ci-dessus par X, on trouve

1 ( by by c1 Co )

(XZ+1)2 X+i X+ Tx—i T (x—ig)

Puis en remplacant X par 0 dans I’identité ci-dessus, on a a = 1. Ensuite, en multipliant
Uindentité par (X + )%, on trouve

1 ) a c1 Co 2
=yt b(X (% )X i)
Posons
1 a c1 Co
X)=—F—= t X)=— :
X =3x—pr ¢ X =tx5tm o
En particulier, q(X) est un fonction continue et dérivable en x = —i. Par conséquent, on
a
f(=1) = by + (=i +i) - (i) = by
et
. . a C1 C2 2\
(=) = (by + by (X 2 (X +0) —b,.
P = (X )+ (4 g+ g X+ | =h
D’ou by = f'(—i) = —1/2, et by = —i/4. De la méme maniére, on peut calculer les coef-
ficients cy et ¢, et on trouve ¢c; = —1/2, co = i/4. On obtient donc enfin la décomposition
suivante :
1 1 —1/2 —i/4 -1/2 . i/4

X(XCH1? X X4i (X4 X—i (X =i

Décomposition dans R[X] :

1l faut calculer d’abord la factorisation du dénominateur dans R[X] : puisque le poly-
néme X*+1 est irréductible dans R[X), la factorisation du dénominateur est X (X*+1)>.
Donc, la décomposition de cette fraction rationnelle dans R[X] s’écrit sous la forme sui-

vante :
1 a le + bg ClX + o

X(X+12 X X211 (X402

avec a, by, by, 1, ¢z des coefficients a déterminer. En multipliant I’identité (1.2)) ci-dessus

(1.2)

par X, et puis en remplacant X par 0, on obtient a = 1. Ensuite, on muitiplie ’identité

(1.2) par X, on a

1 —at X(le + bg) X(ClX + CQ)
(X2+1)2 X2 +1 (X2 +1)2

(X(le + bg) X(ClX + Cg)

= b1.
X2+1 (X2 +1)2 ) @t h

UPB 16 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

Donc by = —a = —1. De facon similaire, on a
B X o XX +b) X(aX+c) _
0= Jim ey = A (o =+ e ) X) =k
donc
1 . 1 X -X 4 01X+CQ
X(X2+1)2 X X241 (X2+4+1)2
d’ou

I=(X?+1)? - XX(X?+ D)+ (e X +e)X =1 +c)X? + X +1.

En effet, ici on a les égalités suivantes :

X2(by X + by) (X24+1-1)(n X + bo)
X+——== = aX
ax + X211 aX + X211
b1 X + by
= aX+0X+by— —
aX + 01X + 0 X211

b b1 X + by

T X241
Par identification, on a c; = —1 et co = 0. La décompostion en éléments simples dans
R[X] cherchée est

1 1 —-X -X

X(XP+12 X X241 (X212

B) Intégration de fractions simples

=g

d
o sinzl,alors/—len\x—a\
r—a
dx 1

e sin > 2, alors/ —ayr = (1= 1)z —a) T

b
./ Q—ix—l-—'— dr avec p?—4q <0.
(z pT +q)"

e sin =1, alors

b 2
/;de _ E/ﬁv_ﬂﬁdﬁ
¢+ pr+q 2

2b — ap . 2v +p
———— arctan ——
V4q — p? \4q — p?
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e sin > 2,

/ ar +b

dz
(22 + px + )" ;
2
:% 2 R ndx+(b—%)/ p2x 49-p*1n
($4ﬂg+Q) [(x + )2 4 2427]
= +
2(1 - n)(wj +pz+q) ! ;
ap x
b _ n
o= D | —
2z+p + 1
(%)
e . o 2x +p
Dans la derniere intégrale, le changement de variable défini par t = \/ﬁ ra-
q—p
. dt
mene alors au calcul de | ———.
(1+22)m
C) Exemples
Exemple 1.3.7.
4

Déterminons une primitive de f : x — (x n 1)2(x2 )

1) La fonction f est continue sur | — oo, —1[ et | — 1,+oo[. Les calculs effectués

concernent [’'un ou ’autre de ces deux intervalles.
2) La décomposition en éléments simples de f donne

3 n 1 _ T
2 +1) 2x+1)?2 2x2+1)

fla)=1-

3) Soit F une primitive de [ sur| — 0o, —1[ ou | — 1,400|. Il vient alors que

1

F(m):x—gln(lm+1])—m

1
—1 In(z* + 1).

Exemple 1.3.8.

z+1
Soit =
ot f(0) = 3y 41

Uu e
— (que ’on sait intégrer en In |u)).
u

. Dans un premier temps on fait apparaitre une fraction du type

dr+ 1) -1 1 4r + 1 3 1
202 +a + 1 4 224+l 4 222+a+1
4 1
On peut intégrer la fraction #—;H .
Az +1 ’
/deZ/U(x)dJU:anxQ—}—x—i-l +c
202+ + 1 u(z)
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1
Occupons nous de ’autre partie ————, nous allons [’écrire sous la forme
202 +x + 1
2 (dont une primitive est arctan u).
1 B 1 B 1

202+ x+1  2@+3)2-141 2@+1ip+2
8 1 8 1
- 53 1 -5 2

T OR2w+ )2+l T (E@+bh) +1

4
(z + 1) (et donc du = —=dx) pour

VT

On pose le changement de variable v =

trouver
/ dx /8 dx 8/ du 7
— = > . —— 2 LY
2 +x +1 7(%@_,_%)) +1 7J ur+1 4
= —=arctanu +c
V7
2 . <4( +1))+
= —arctan | —(z + - c.
VT VT 4
Finalement :

/f In (22 —i—x—i—l)—i—%arctan (%( 1)) ‘e

1.3.2 Fonction Circulaire

Soit F'(X,Y) une fonction rationnelle. On cherche une primitive de la fonction f
définie par f(x) = F(cosz,sinx).

A) F est un polynéme

Par linéarité de I'intégrale, on est ramené au calcul de primitive de la forme :

Iy = /cos" rsin™ zdx

ou m et n sont des entiers naturels
1) m ou n est impair

-n=2p+1l,avecp e N:Iy,41,, = /(1 — sin® )P sin™ x(cos x)da.

Le changement de variable ¢ = sin x ramene au calcul de / (1 — t3)Pt™dt
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-m=2¢+1,avecq € N: [, 9,41 = /cos”x(l — cos® z)4(sin z)dx.

Le changement de variable ¢ = cos x ramene au calcul de — / (1 —t2)9t"dt

2) m et n sont pairs
Si p et g sont trop grands pour que la linéarisation soit aisée, on se ramene au calcul
de | cos?(P+9) zdx au moyen d’une relation de récurrence. En effet, en intégrant par

partie, on a :

Iopog = /SiIqu_l z(cos® xsin z)dx

1
= —m COS

2g — 1
d / cos?P2 £ ¢in?12 pdx
2p+1
1 2¢ -1

1
T+ o——Ipi229—2

2p+1 xsin2q—1 x4+

= —— cos? zsin?®~
2p+1 2p+1

1 2p — 1
cos??~ 1 pgin?it x4 P
2q +1 2q +1

ou, de méme Iy}, 9, = I5p 99442

B) Regles de Bioche

Régle 1.3.1.

On étudie si f(x)dx est invariant quand on remplace x par —x ou par ™ — x ou par 7+ .

a) si f(x)dx est invariant quand on remplace x par —z, le chagement de variable
défini par x = arccost, donc t = cosx, ramene au calcul d’une primitive d’une

fonction rationnelle en t.

b) si f(x)dx est invariant quand on remplace x par ™ — x, le chagement de variable
défini par x = arcsint, donc t = sinx, raméne au calcul d’une primitive d’une

fonction rationnelle en t.

c) si f(x)dx est invariant quand on remplace x par ™ + x, le chagement de variable
défini par x = arctant, donc t = tanx, ramene au calcul d’une primitive d’une

fonction rationnelle en t.

Reégle 1.3.2.
Si deux au moins des changements a) ou b) ou c) laissent invariant f(x)dzx, le chagement
de variable défini par x = % arccost donc t = cos 2x, ramene au calcul d’une primitive

d’une fonction rationnelle en t.

Regle 1.3.3.
Dans tous les cas, le changement de variable x = 2 arctant donc t = tan %, ramene au

calcul d’une primitive d’une fonction rationnelle en t.
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1.3.1.

Pour avoir les calculs les plus simples possibles, il faut utiliser ces regles dans [’ordre

préférentiel [1.3.2] puis[I.3.1|puis[l.3.3]
1.3.2.

Le changement de variable t = tan g

Les formules de la « tangente de |’arc moitié » permettent d’exprimer sinus, cosinus

) x
et tangente en fonction de tan 5

Avec t = tang ona
1—1¢2 , 2t 2t
cosx = T smx:m tanle_t2
2dt
et dr = e
C) Exemples
Exemple 1.3.9.

Déterminons une primitive de f : x + sin®(x)

sin®(z) = (1 — cos?(x))?sin(x) donne avec le changement de variable défini par t =

cos(x) :

/sinS(x)dx =— /(1 —t3)2dt = — /(t4 — 2% + 1)dt.
Soit F une primitive de f sur R. On obtient alors F(x) = —1 cos®(z)+2 cos®(x) —cos().
Exemple 1.3.10.

Déterminons | cos*(z)sin®(z)dzx

On a cos*(z) sin?(z) = cos*(x) — cos®(x). En utilisant les formules d’Euler; on a

1 . < 1
cos(z) = ﬂ(em eyt = g(cos(llx) + 4 cos(2x) + 3)

. . 1
— (e 4 70 = ﬁ(cos(&r) + 6 cos(4x) + 15 cos(2z) + 10).

Ainsi cos*(x) — cos®(x) = —55 cos(6x) — 15 cos(4x) + 55 cos(2x) + 15. Par suite,

cos® () =

1 1 1 1
A4 102 = ——_gj — — 9] — i -
/cos (x) sin®(z)dx ™ sin(6x) ol sin(4z) + ol sin(2z) + 6

Exemple 1.3.11.
Calcul de la primitive /

cosz dx
2 — cos?x
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cosx dx
On note w(z) = Sy Comme
w(r — ) = cos(m — x) d(m — x) _ (—cosz) (—dx) ~ ()
2 — cos®(m — ) 2 —cos?z

alors le changement de variable qui convient est u = sin x pour lequel du = cosz dz.

/cosxd:c _/ coszx dx
2 —cos’r 2 — (1 —sin®z)

du
= / = [arctan u

1+ u?
= arctan(sinz) +c .

Ainsi :

Exemple 1.3.12.
0 dx

xj2 1 —sinx

Calcul de ’intégrale /

29

2t 2 dt
etdx = .
1+ t2 1+¢2

Le changement de variable t = tang définit une bijection de [—Z%,0] vers [—1,0]

(pour x = —g, t=—letpourx =0,t=0). Deplusonasinz =

/0 de /0 e ) /0 dt
z 1 —sinz S 1- 1422
0 0
di 1 1
= 2/ —2:2{—] =2(1--)=1
L (1= 1—t] | 2

1.3.3 Fonction hyperboliques

Soit F'(X,Y") une fraction rationnelle. On cherche une primitive de la fonction f dé-
finie par f(z) = F(chx,shz).
Chacune des regles suivantes donne un changement de variable qui ramene le calcul de

/ f(z)dz a celui d’une primitive de fonction rationnelle.

Regle 1.3.4.
On examine F(cosz,sinx) et quel changement de variable permet, le plus efficacement
possible (voir les priorités annoncées pour les regle de Bioche) de se ramener a une

primitive de fonction rationnelle.

a) Si/ (cos(x),sin(x))dz se calcule avec t = cos(z), alors /F(ch(m),sh(x))dx

se calcule avec t = ch(x).

b) Si /F(cos( ),sin(x))dx se calcule avec t = sin(x), alors /F(ch(w),sh(x))dx
(

se calcule avec t = sh(x).

UPB 22 ASSRI - MIAGE



CHAPITRE 1. INTEGRALE

c) Si /F(cos(x), sin(z))dz se calcule avec t = tan(x), alors /F(Ch(x),sh(x))dx
se calcule avec t = (x).

d) Si / F(cos(z),sin(z))dx se calcule avec t = cos(2z), alors / F(ch(x),sh(x))dx
(

se calcule avec t = ch(2x).

Regle 1.3.5.
x
Dans les autres cas, on peut utiliser le changement de variable défini part = th(E)’ mais
la il est en général préférable d’utiliser t = e”.
Exemples

Exemple 1.3.13.
sh®(z) sin®(z)

Caleuler F(z) = / ch(z)(2 + sh*(x)) cos(2)(2 + sin(x))
onaw(—zx) =w(z), wr —x) =w(z) et w(r + ) = w(x). On peut utiliser plusieurs

dx. En notant w(z) =

>

changements de variables :

W ¢ = sh(z) donne G(t) = / i t2§(2 m tz)d :
2\ ¢ = ch(z) donne G(t) = /ﬁ :

43
B ¢ = th(x) donne G(t) = / 5 dt.

2 _ 13
B t = ¢ donne G(t) = / ("~ 1) dt.

t(t2+1)(t* + 612+ 1)
Les fractions rationnelles a primitiver ne sont pas toutes agréables! Le mieux ici est

d’utiliser le changement de variables t = (x) pour calculer

t2
G(t)=——In|t? -2

2
puis
Fz) = —thz(x) (2 — th(z)) + C.
In(2) do
Exemple 1.3.14. Calculer /0 5sh(z) —dch <x>dx

5sh(z) —4ch(x) = 0 lorsque 5(e* — e ") —4(e” + e *) = 0 c’est-a-dire e* —9e " =0

ou encore e** = 9, soit enfin x = In(3).

La fonction f : x est donc continue sur [0, 1n(2)].

5sh(x) — 4 ch(z)
Nous utilisons le changement de variable t — €', bijectif de [0,1n(2)] sur [1,2]. 1l vient

In(2) In(2) 2
/ dx dxz?/ d—xdeQ/ zi’
o  9sh(z) —4ch(x) g er—9e* 1 2=9
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et donc

In(2) dx Ip, (t=3p2 1, ,2
/0 5sh(x)—4ch(x)dx:g[ln‘t—i—iﬁulzgln(g)'
1.3.4 Intégrale Abélien

Soit F'(X,Y’) une fraction rationnelle. L’objectif de cette partie est de calculer une

primitive d’une fonction f de ’'une des formes suivantes :

H /@) =P (e {250

cx+d
. f(z) = F(z,Vax® + bz + ¢)

A)/ \/ax+2>dx, ad — bc # 0

Regle 1.3.6. Le changement de variable défini par

_ ajar+b
 Vexr+d
. .jax +b . . oo : .
ramene le calcul de | F (:c, n d> dx a celui d’une primitive de fonction rationnelle
cx
ent. Avec 5 b I b
xr = -t et dr=n—2 7 gty
" —a (ct™ — a)?

B)/ Vaxz? + bx + c)dx a#0 b> —dac # 0

On posera b* — 4ac # 0 sinon az? + bz + ¢ admet une racine double «.. Alors
— Pour a > 0, Vaz? + bz + ¢ = \a|z — a.

— Pour a < 0, ’ensemble de définition est réduit a un point.

1) Se ramener a une primitive de fonction rationnelle

Regle 1.3.7. Avec a > 0, le calcul de / F(z,Vax? + bx + ¢)dx se raméne a celui d’une

primitive de fonction rationnelle au moyen du changement de variable défini par
Vaz? +br +c = xva +t.

On a alors
> —c —2t2\/a + 2bt — 2c\/‘
b —2tya B (b — 2t\/a)?
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Regle 1.3.8. Avec A\ > 0, le polynéme ax? +bx + c admet des racines « et 3, avec o # f3.

En écrivant

Valz —a)(z = ) = |z — o

r—

on est face a une primitive de fonction rationnelle de x et de \ | a .

2) Se ramener a une primitive de fonction rationnelle de fonctions circulaires ou

hyperboliques
N L. 2 b, A
Regle 1.3.9. Avec a > 0 et A > 0, en écrivant ax® + bxr + ¢ = a |(x + 2—) it
a a
. o VA .
le changement de variable défini part > 0, |x + %l = 94 cosh(t) raméne au calcul
a a

d’une primitive de fonction rationnelle de fonctions hyperboliques.

b SYAN
Regle 1.3.10. Avec a > 0 et /A < 0, en écrivant ax’+br+c=a [(x + ) + —],

2a 4a2
AN

2a
primitive de fonction rationnelle de fonctions hyperboliques.

le changement de variable défini par x + % = sinh(t) rameéne au calcul d’une
a

JAN b
Regle 1.3.11. Avec a < 0 et A > 0, en écrivant ax*+bx+c = (—a) {4 — (z+ 2—)2},
a
b VA
le changement de variable défini part € ] —g, g [ T+ %0 9q sin(t) ramene au calcul
a a

d’une primitive de fonction rationnelle de fonctions trigonométriques.

C) Exemples

1+ 2dx
Exemple 1.3.15. Calculer F(x) = . — sur Uintervalle I =0, 1. On effectue
— -z
le changement de variables

1+ y?—1 J 4y p
—= rT = xrT = —m—
/ 1—a’ y*+1 2+ 12

et on se ramene a calculer la primitive

_ y?
Cly) = 4/ (y? = 1)(y2 + 1)dy'

La décomposition de la fraction rationnelle s’écrit

x2dx 14 1/4 1/2
4/< "

—1)(@2+1) -1 x+1 22+1

Y
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1
et on trouve que G(y) = In ’y 1 ‘ + 2arctan(y). Apres simplifications :
Y
\/ I

F(z) =

‘+2 ; 1+
arctan .
\/1+:(:—|—\/1—x l—2

On peut utiliser ensuite les quantités conjuguées pour écrire

T 1+z
F(x) =In ———— + arctan )
(@) 1+ V1 —22 ( 1—$>

Exemple 1.3.16. Calculer F(x / Va2 + x + ldx. On réduit le trindme a lintérieur

de la racine :

. B : VB [ 2e 41
Val+r+1=+/(z+1/2)2+3/4= [\/§

241
2 P+

2x+1
\/g ’

3

1 / VY% + 1dy. Ensuite, avec la changement de variables y = sh(z), dy = ch(z)dz, on

se ramene d

et par le premier changement de variables y = on se raméne au calcul de G(y) =

H(z) = %/Ch(z)dz.

ch(2z) +1

11 suffit de linéariser ch®(z) = 5

pour calculer

H(z) = % sh(2z) +

= 2 (/T 92 + axgsh(y))

2z + 1)v/2? I
F(q;):(ghL ) Z T +§ln(2x+1+2\/1:2+x+1)+0

3
8”

1.3.5 Sommes de Riemann
On peut calculer des limites de sommes a partir d’intégrales.

Théoreme 1.3.1. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable, alors

b_aZfa—l—k—) e /bf(:z: dx

n—-+0o0o

Définition 1.3.1. La somme S,, s’appelle la somme de Riemann associée a l’intégrale
et correspond a une subdivision réguliere de l'intervalle |a,b| en n petits intervalles. La

hauteur de chaque rectangle étant évaluée a son extrémité droite.
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b— 1
Remarque 1.3.3. Le cas le plus utile est le cas ot a = 0, b = 1 alors ¢
— n n
b— k
f( a> = f(—) et ainsi
n
1,k !
= — — e d
DY R— / F(z) dz
k=1
Remarque 1.3.4. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable, alors
1 a I
:ﬁZf(a ) — b—a/a f(z) dz
k=1
¥
k
f(3)4-—------
= i
| 3
X
0 k 1
Exemple 1.3.17.
1
Calculer la limite de la somme S,, = Z
~n+ k
1 1 1 1 1 1
OnaS, == 5%=-4+-,5=-+-+—,...
A T A I A
I 1
La somme S,, s’écrit aussi S, = — ,a = 0 et
o 2:1+ @)=

b = 1, on reconnait que S,, est une somme de Rlemann. Donc
n

n—-400 / f dl’ o

Ainsi S,, — In 2 (lorsque n — +0).

= [ln\1+xué =In2-Inl=1In2.
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1.3.6 Calcul d’aire

e Fonctions positives :

Soit f une fonction continue et positive sur [a; b]. si
D={M(z;y):a<z<b et 0<y<f(x)}
alors I’aire de D est ,
A(D) —/ f(z)dx ua.

¢ Fonctions négatives :

Soit f une fonction continue et négative sur [a; b]. si
D={M(z;y):a<z<b et f(r)<y<O0}

alors ’aire de D est ,
A(D) = —/ f(z)dx ua.

e Deux fonctions :
Soit f et g deux fonctions continues sur [a;b], C; et C leurs courbes si D est

délimité par C'f, Cj et les droites d’équation © = a, x = b alors

b
AD) = [ 1#(a) = gw)]ds ua
Dans le repere (O, I, J) 'unité d’aire notée ua en cm? est ua = OI x OJem?.

Exemple 1.3.18.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J) unité : 2cm. On donne la fonction f
1

définie sur |0; +-o00[ par f(z) = e * + —.
x

Déterminer en cm? Iaire du domaine limité par (Cy), (OI) et les droites v = 1 et x = 3.

3 1
/ <€x+_> dr = [_6*14_1113;]?:—e’3+e*1+ln3—ln1.
1 Xz

A= (et —e?+1n3) x2x2em* =4(e' — e +In3)em?.

1.4 Intégrales impropres

b
L’ objectif de ce paragraphe est de calculer f(z)dz, ou f estune fonction continue

sur Iintervalle [a; b (c’est-a-dire que f n ’est gas définie en b) ou sur lintcrvalle |a; b]
(c’est-a-dire que f n’est pas définie en a).
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Exemple 1.4.1.

o 1
/ —dx ou f(x) = —; est continue sur [1; +00.
2 x

Exemple 1.4.2.
1
/ In(x)dz oi f(x) = In(x) est continue sur |0; 1].
0
Méthode 1.4.1.

W Si f est continue sur a;b], alors [ est continue sur [a; xo) pour xy < b. Dés lors,

Uintégrale / f(z)dz se calcule en deux étapes :

@ Calculer ®(xg) = /xo f(x)dx

b Calculer la limite de ®(x() lorsque x( tend vers b.

Si cette limite existe, on a hm/ f(z d:z:—/ f(x

xo —b

2\ Si f est continue sur ]a;b), alors f est continue sur [zo; b| pour zo > a. Dés lors,

Uintégrale / f(z)dz se calcule en deux étapes :

b
a Calculerq)(aco):/ f(z)dx

b Calculer la limite de ®(x) lorsque xo tend vers a.

To—a

Si cette limite existe, on a lim f Ydx = / f(z

Exemple 1.4.3.

+00 1
Calculons / —Zdac ou f(x) = — est continue sur [1; +o0.
1 x

T ]y To
. : 1 . 1
lim ®(zp)= lim (1—-—|=1— lim —=1-0=1.
zo—+00 xo—>+00 X ro—+00 X
+00 1
Donc/ —dz =1
Lz
Exemple 1.4.4.
1
Calculons / —21In(z)dz on f(x) = —In(x) est continue sur ]0;1]. Une primitive de
0
—21In(z) est F(z) = —2xIn(z) + 2.
1
B o(z) = / —2In(x)dr = —[2zIn(x) —21‘]9100 = 2+ (2zoIn(z) — 2z¢) =
Zo

20 In(xg) — 2z + 2.
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2 lim ®(z0) = lim (220 In(zg) — 220 +2) = 2 + 2 lim xo1In(ze) — 2 lim z =
50100 _ 0 o 2 x0—0 xo—0 xg—0

1
Donc/ —2In(z)dr =2
0
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Chapitre 2

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
ORDINAIRES

2.1 Introduction

Les équations différentielles ordinaires se rencontrent beaucoup de domaines. C’est
une relation entre une fonction inconnue et ses dérivées. La fonction inconnue ne dépend
que d’une seule variable, par exemple f(z).

En Economie, Elles interviennent :

— En macro-économie, les équations linéaires d’ordre 1 (et aussi 2) permettent de
décrire le principe de I’accélérateur et du multiplicateur dynamiques continus. Ces
modeles économiques traitent et lient I’investissement et la consommation.

— En économie, I’effet multiplicateur décrit pour un systeme donne, la constatation
qu’une variation initiale d’un élément a 1’ entrée (du systeme) provoque par le biais
d’ entrainements successifs, une variation finale en sortie du systeéme plus impor-
tante d’un ou plusieurs autres éléments ; a titre d’exemple, la variation d’'un montant
d’une dépense peut avoir un effet multiplicateur sur le revenu national ou I’activité
économique en génerale. L’effet d’accélérateur reposera quant a lui ;sur I’effet d’en-
trainement réciproque entre la croissance de la demande et celle de | *investissement
productif. Les deux effets cumulés permettent d’analyser le cycle economique plus

globalement.

2.2 Définitions

Définition 2.2.1. Une équation différentielle est une relation du type

F(x,u(z),d(z),d"(2), - ,u™(x)) =0,

31



EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

entre la variable x € R et les dérivées de la fonction inconnue u au point x. La fonction
F' est une fonction de plusieurs variables (x,y) — F(z,y) o x est dans R (ou parfois

dans un intervalle de R) et y = (yo, ..., yn) est dans R,

Définition 2.2.2 (Solution.).
On appelle solution (ou intégrale) d’une équation différentielle d’ordre n sur un certain
intervalle I de R, toute fonction y définie sur cet intervalle I, n fois dérivable en tout point

de I et qui vérifie cette équation différentielle sur I. On notera en général cette solution
(y; 1)

2.3 Equations a variables séparables

Définition 2.3.1. On appelle équation différentielle a variables séparables une équation

qui peut se mettre sous la forme :

Y (z) = g(x)h(y(z)).

Ici on va supposer que g est continue sur un intervalle I, et h est continue sur un intervalle

J.
2.3.1. Si h(a) =0, alors y(x) = a est une solution constante.

2.3.2. On suppose que h ne s’annulle pas sur J. Si W est une primitive de

1
et si G est une primitive de g, alors I’équation y'(z) = g(z)h(y(x)), x € T ety € J
est équivalente a

W(y(x)) = G(x) + C, C eR.

2.3.1. si la fonction W admet une fonction réciproque, on pourra exprimer y

comme fonction de x.

Exemple 2.3.1.

Considérons |’équation

y'(z) = ,  x>0. 2.1

Nous avons
g(x) =~— et h(z) = .

Comme h(0) = 0, admet la solution y(z) = 0.
W(z) = In|x| est une primitive de e G(z) = 21In|z| est une primitive de g(x)
x

admet aussi pour solutions les solutions de In |y(z)| = 2Inx + C qui sont

y(x) = ka?, keR.
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Exemple 2.3.2.
Considérons ’équation
d t—4
A — 2.2)
.  y+1
t—4
2.2) & 1 (t) =
R & yt) = g

Nous avons

1
t)y=t—4 t h(t) = ——
o) ot b =
1 ) o 1 1 9 o
W(z) = i(t + 1)° est une primitive de 0} et G(x) = §(t — 4)* est une primitive de
g(t) admet aussi pour solutions les solutions de (y + 1)* = (t — 4)? + C.
Exemple 2.3.3.
Résoudre sur I =]1, +o0[ I’équation différentielle
zy (z)Inz = (3Inz + 1)y(z). (2.3)

On peut diviser par x In x, ce qui est permis car xlnx > O d’apres I’énoncé. On a

(3lnz+1)
@y (7).
zlnzx

Nous avons ( .
3lnz+1) 3 =
9(@) rlnz x * Inx ¢ (z) =2
Comme h(0) = 0, admet la solution y(z) = 0.
W (x) = In |z| est une primitive de —, et si G(x) = 31n |z|+1In | In x| est une primitive

h(x)

de g(z) admet aussi pour solutions les solutions de In |y(z)| = 3In |z|+In |In x|+ C
qui sont
y(z) = k2’ Inz, keR.

2.4 Equation différentielle linéaire du premier ordre

2.4.1 Définitions

Définition 2.4.1. Une équation différentielle linéaire du premier ordre est du type :

a(z)y'(x) + b(x)y(r) = f(z) (2.4)

ott les fonctions a et b avec a # 0, sont données et s’appellent les coefficients de I’équation

différentielle et la fonction f est donnée et s’appelle le second membre.

Définition 2.4.2. Une solution de sur un intervalle I est une fonction y de classe C*
sur I vérifiant (2.4) pour tout x € 1.
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Définition 2.4.3. est dite normalisée si a est la fonction constante identiquement
égale a l.

Définition 2.4.4 (Condition initiale). Soit I un intervalle de R. Soit (xo,v0) € I x R.
On dit que la solution ¢ de vérifie la condition initiale (xq, o) si et seulement si

¢(T0) = Yo

2.4.2 Equation homogene

Définition 2.4.5. On appelle équation différentielle homogene associée a I’équa-
tion :
a(z)y'(x) + b(z)y(z) = 0. (2.5)
2.4.1. Soit I un intervalle de R oii les fonctions a et b sont définies et conti-
nues et telles que a(x) # 0, pour tout x € 1.

W Les solutions de I’équation différentielle a(x)y' + b(z)y = 0 sur I sont de la forme

v(z) = Cef @ Vrel

(
a()

. Si I’on fixe une condition y(xq) = yo, alors cette solution est unique.

ou G est une primitive de g définie par et C une constante arbitraire.

. En particulier, si y s’annule en un point, y est identiquement nulle.

2.4.3 Recherche de solution particuliere

On commence toujours par regarder s’il n’y a pas de solution évidente, sinon on peut

appliquer I’une des méthodes suivantes

a) Second membre de la forme : f(z) = e’ P, ()

Pour une équation a coefficients constants, si le second membre est de la forme f(z) =
e* P, (x) ou P, est un polyndme de degré n :

ler cas : /\7ér:_—b,

alors on cherche une solution sous la forme vy(7) = e**Q, () ou Q,, est un poly-

ndme de degré n.
—b
2emecas: \=1r=—,
a
on cherche une solution sous la forme vy(2) = e**2Q,,(x) ou Q,, est un polyndme

de degré n.
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Exemple 2.4.1.
Déterminons une solution particuliére de I’équation iy’ + 3y = 2.
Onar = __T =3, A= 0etp(x) = 2. Donc X\ # r. Par suite, une solution est sous la

Ox

forme v,(x) = ae’ = a. On a aussi v,(z) =0

v, est solution < Vr € R, v (v) + 3v,(z) = 2
& VoeR 0+3a=2

2
& Vaz‘ER,a:§.

2
vp(x) = 3
Exemple 2.4.2. Déterminons une solution particuliere de I’équation y' + vy = e**.
1
Onar=—=-1,\=2et p(x) = 1. Donc X\ # r. Par suite, une solution est sous la
forme v,(z) = ae®**. On a aussi v)(r) = 20e*®

vy est solution < Vr € R, vy (v) +v,(z) = e*
Vo € R, 2ae?® + ae?* = e
Vr € R, 3ae?® = e?*
VeeR 3a=1

1
VeeR o= -
xr (8% 3

S

vy(z) = se

Exemple 2.4.3. Déterminons une solution particuliére de I’équation 2y' + 6y = e 3.

Onar = 5= =3, A= =3 et p(x) = 1. Donc A = r. Par suite, une solution est sous la

forme v,(z) = (ax)e™*. On a aussi vj(x) = ae™* — 3(ax)e "

Vo € R, 20)(x) 4 6vy(x) = e
Vr € R, 2(ae™® — 3(ax)e ") + 6(ax)e 3" = e3°
Vr € R, 2ae™" — 6(ax)e ™ + 6(ax)e " = e3¢

Vg est solution <
<~
<~
& Vo eR 2ae73% = 3%
-~
<~

Ve e R, 2a =1
1
VreR, a==
rEeER « 5
vp(z) = geih
Exemple 2.4.4.

Déterminons une solution particuliére de I’équation y' + 2y = xe3.

2
Onar =——= -2 A= 3etp(x) =x Donc \ # r. Par suite, une solution est sous la

forme v,(x) = (x4 B)e*. On a aussi v)(x) = ae® + 3(ax + ()
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vy, est solution

Par identification,

& Vz e R v (z) 4 2up(x) = e

& VreR, ae® + 3(ax + B)e* + 2(ax + B)e** = xe®”
& VreR (a+3ax+ 36+ 2ax + 28)e = ze’®

& VzeR (bar + a+ 53)e’ = xe®®

& VeeR bar+a+5p)==x

onaba=1leta+58=0

5a = 1 a = 5
= 1
a+58 = 0 B = ——

1 1
vp(x) = (Sx - %> e,

Exemple 2.4.5.

Une solution particuli

1
0 :——,A:
nar 9

1e

ere de I’équation 2y’ +y = (2 + x)e 2"

1 . .
5 et po(z) = 2% + x. Donc X = r. Par suite, une solution est

sous la forme v,(z) = (az* + Bz + V)ze 2 = (az® + fa? + yx)ze 2% On a aussi

p

vy, est solution <
=

Par identification,

1 1
vy(T) = (gzc?’ + lez

v (2) = (3aa® + 26z +7)e 3" — L(ax® 4 B + yx)e 2

Vo € R, vy(r) + 2uy(x) = ze 2"

Vo € R, 2((3aa® + 28z + 7)e 2% — L(aa® + B2 4+ yx)e 2%)+

(azd + Ba? + ya)ze 2" = (22 + x)e 2"

Vo € R, (6az? + 48z + 2y — aa® — Ba? — yx + az® + Ba? + ya)e 2®
= (2% + x)e_%l’

Vz € R, 2(3ax? + 2Bz 4 7)e 2% = (22 + z)e 2"

Vr € R, (6ax? + 48z + 27) = (2% + x)

onaba=1,48=1et2yv=0

1
6a = 1 o = §
4 = 1 = B = =

_ 4
2y = 0 — 0

1
) e 27,

b) Second membre de la forme : 7, cos(wx) + 7y sin(wz)

Soient 1y, 12, w €

Y

R avec w # 0. L’équation

€ I, ay'(z) + by(x) = my cos(wz) + no sin(wz)
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admet une solution particuliere sur [ de la forme ¢ — pi; cos(wz)+ g sin(wx) ol puq, o €
R.

Exemple 2.4.6.
Déterminons une solution particuliére de I’équation y' + y = 2 cos(4x).
Onan =2, 1, =0 etw = 4. Par suite, une solution est sous la forme

vp(2) = pi1 cos(4x) + posin(4x). On a aussi v),(r) = —4py sin(4x) + 4pg cos(4)

vy est solution <V € R, —4p; sin(4x) + 4us cos(4x) + py cos(4x) + pe sin(4z)
= 2 cos(4x)
& Ve eR Ve eR (4ps + p1) cos(da) + (pe — 4p) sin(4a)
= 2 cos(4x)

Par identification, on a 11 + 4ps = 2 et =4y + o =0

2

ST
—afy T H2 = = —
2 17

2
vp(x) = T cos(4x) + % sin(4x).

¢) Méthode de variation de la constante

Si vp(z) = CeX@® est solution de 1’équation homogene, on cherche une solution
f (=)

particuliére sous la forme v,(z) = C(z)el®. C" vérifie alors C'(x) = a(z)el@"

— On détermine C” (on calcul C'(z));
— On détermine C' qui est une primitive de C”;

— On détermine v, définie par v,(z) = C(z)el®).

2.4.4 Solution générale

Définition 2.4.6. Soit v, une solution particuliere de (2.4) ; alors les solutions générales

de (2.4) s écrivent
y(x) = va(x) + vp(x)

ot vy, est la solution générale de I’équation homogeéne (2.5).

Exemple 2.4.7.
Résolvons I’équation différentielle xy' (x) + y(x) = x pour x € R*.
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. Equation homogeéne

L’équation homogene associée est
zy'(x) +y(x) =0 x>0

Les solutions de (2.6)) sont de la forme
C

op(z) = Ce iz — g C eR.

. Recherchons une solution particuliére v, de I’équation @ :

Utilisation de la méthode de la variation de la constante :

C
On pose donc vy(z) = (a:)
x
f (=) x
/ p— J— J— .
) = e mih = g1 ="
1
C(z) = =2?
(v) = 32
On en déduit donc
1)(1/L):—9U2><—:E
b r 2
. Solution générale
La solution générale s’écrit donc
C =z
=—+ = CeR
y(z) = —+3, €

Exemple 2.4.8.
Soit I'équation y' +y = e* + 1.
. Equation homogene

L’équation homogeéne associée est
y'(x) +ylx) =0

Les solutions de (2.9) sont de la forme y(t) = Ce™®.
. Recherchons une solution particuliere vy, de I’équation @ :

Utilisation de la méthode de la variation de la constante :

xT

On pose donc y,(z) = C(x)e”

/ o f(i[f) _€z+1_2x x.
C(x)_a(x)e*z_lxe*t_e T

(2.6)

2.7)
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3 Solution générale

La solution générale s’écrit donc

1
y(zr) = 56‘” +1+Ce™™, CeR.

Exemple 2.4.9.

Soit I’équation différentielle suivante :
y'(t)+2y(t) = 1; vVt >0 (2.8)

sous la condition initiale y(0) = 1.

. Equation homogeéne

L’équation homogeéne associée est

y'(t) +2y(t) =0 (2.9)
Les solutions de (2.9) sont de la forme y(t) = Ae™*.
. Recherchons une solution particuliere y, de I’équation :

a Utilisation de la méthode de la variation de la constante :
On pose donc y,(t) = A(t)e 2.

A(t) = = =
®) a(t)em? 1 xe 2 ’
1
A(t) §€2t
On en déduit donc 1 )
yp(t) — _62t6—2t —

2 2

b Autre méthode pour la recherche de solution particuliére

Remarquons que le second membre est une constante. Nous aurions pu deviner

la forme de la solution en posant y,(t) = a. Il vient alors : y,(t)+2y,(t) = 1;
1
200 =1; y,(t) = .
2
. Solution générale
La solution générale s’écrit donc

1
y(t) = Ae™ + 2
qui dépend d’une constante A. Celle ci est déterminée a l’aide la condition ini-
tiale. Si on suppose que y(0) = yo = 1, alors la constante A est déterminée par

I’équation :
1 1
0O)=A+-=1A=—.
y(0) = A+ 5
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La solution de I’équation avec la condition initiale y(0) = yo = 1 est donc

y(t) = 50+,

Exemple 2.4.10. Résoudre I’équation iy’ + y = e**

e La solution de I’équation homogéne est y,(x) = Ce " avec C € R.

2x

e Une solution particuliére est de la forme y,(v) = -e

W

62

.8

W =

e La solution générale est donc y(x) = Ce ™ +

2.4.5 Principe de superposition

2.4.2 (principe de superposition des solutions).
Soient a, by et by trois fonctions continues sur un intervalle I a valeurs dans R.
Soient \i et \y deux nombres réels. On suppose que f, est une solution particuliére sur 1
de ’équation
y +ay=b
et que f est une solution particuliere sur I de I’équation
y' + ay = by.
Alors, la fonction f = A1 fi+ Ao fo est une solution particuliére de I’équation différentielle
y' +ay=>
onb= Albl + /\2b2.
Exemple 2.4.11.

Considérons par exemple 1’équation différentielle v — y = cosx + x. La fonction x —
p p q Yy -y

—cosx +sinw . , : .
est solution de y' — y = cosx et la fonction x — —x — 1 est solution

de y' — y = x sur R. Donc, une solution particuliere de y' — y = cosx + x sur R est la

. —cosz +sinx
fonction x 5 —x— 1L

2.4.6 Résumé

Pour résoudre 1’équation différentielle (E) : a(z)y' (z) + b(z)y(x) = f(z),

. On détermine I’ensemble des solutions .S, de 1’équation homogene

(En) = a(@)y'(z) + b(x)y(z) =0

=N
—

z)

en trouvant une primitive L de la fonction [ définie par [(z) = —

~—

(x

Q

Sy = {x > ke?@ ke R};

(Voir sous section [2.4.2))
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. On détermine une solution particuliere y, de 1’équation différentielle (£); (Voir

sous section [2.4.3))
Bl Onécrit S = {z — y,(z) + ke"® | k € R}. (Voir sous section [2.4.4)

2.5 Equation différentielle linéaire du second ordre

2.5.1 Définitions
Définition 2.5.1. Une équation différentielle linéaire du second ordre est du type :
a(x)y"(z) + b(x)y'(z) + c(z)y(z) = f(z) (2.10)

out a, b et ¢ sont des fonctions données avec a # 0, appelées coefficients de |’ équation dif-

férentielle et f une fonction donnée, appelée seoncd membre de I’équation différentielle.

Définition 2.5.2. Une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants

est du type :
(Bc)  ay"(z) +by'(x) + cy(z) = f(x)

out les réels a, b et c sont donnés dans R avec a # 0 et f une fonction donnée.

Définition 2.5.3. Une solution de (m est une fonction y de classe C? sur un intervalle
I vérifiant (2.10) pour tout = € 1.

Définition 2.5.4. La solution générale de I’EDO de s’écrivent :

y(x) = yn(z) + yo(x),
ou yp, est solution de 1’équation homogene associée et vy, une solution particuliere de
2.10).
2.5.1. Soit :
(Bn) s al@)y’(z) + b(@)y'(2) + c(z)y(z) = 0.

Contrairement aux EDO linéaires homogenes du premier ordre, on n’a pas d’expression

explicite des solutions lorsque les coefficients sont non constants.

2.5.2 Equation a coefficients constants
a) Solution de I’équation homogene

Considérons I’équation différentielle linéaire du second ordre du type :

(E)  ay’(x) + by (z) + cy(x) =0
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ou les réels a, b et ¢ sont donnés dans R x R x R avec a # 0. On appelle équation

caractéristique associée a (Fc) :
ar® +br +c=0. (2.11)

Notons A = b? — 4ac son discriminant.

. Si A > 0 alors I’équation caractéristique admet deux solutions r; # r; réelles. Les

solutions de (Ec) s’écrivent :
y(x) = Cren* 4+ o™,

avec : (1, (y € R constantes arbitraires.

. Si A < 0 alors I’équation caractéristique admet deux solutions complexes conju-

guées r = a + 1 etr = a — i. Les solutions de (Ec) s’écrivent :
y(x) = e**(Acos(fzr) + Bsin(fx)),

avec A, B € R.

. . . . . —b )
. Si A = 0 alors I’équation caractéristique admet une unique solution r = % (racine
a

double) et les solutions de (Ec) s’écrivent :
y(x) = (A+ Bx)e™,
ou A et B sont deux constantes arbitraires réelles.

Exemple 2.5.1.

. Résoudre sur R ’équation y"" —y' — 2y = 0.
L’équation caractéristique est r> —r — 2 = 0, qui s écrit aussi (r + 1)(r —2) =0
(A >0)(rp =—1 et 1y =2). Dow, pour tout v € R, y(z) = e ™ + pe*,
avec A\, € R.

2 Résoudre sur R I"équation ' — 4y’ + 4y = 0.
L’équation caractéristique est r*> — 4r + 4 = 0, soit (r —2)> =0 (A =0) (r = 2).
D’on, pour tout v € R, y(x) = (Ax + p)e**, avec A\, € R.

. Résoudre sur R I’équation y" — 2y’ + 5y = 0.
L’équation caractéristique est r* —2r+5 = 0. Elle admet deux solutions complexes
conjuguées : 1y = 1+ 2ietry = 1 —2i (A < 0). D’on, pour tout © € R,
y(x) = e*(Acos(2x) + psin(2z)), avec A\, € R.

UPB 42 ASSRI - MIAGE



EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Exemple 2.5.2.

e Les solutions réelles sur R de I’équation différentielle iy’ — 4y’ + 3y = 0 sont les
fonctions de la forme
x = Xe® + pe’?,

(A, 1) € R? (I’équation caractéristique associée est r*> — 4r + 3 = 0).
e Les solutions réelles sur R de I’équation différentielle 4y" + 4y’ + y = 0 sont les
fonctions de la forme

x> (A4 px)e 2,

(N, ) € R? (I’équation caractéristique associée est 4 + 4r + 1 = 0).
e Les solutions réelles sur R de I’équation différentielle vy’ — 2y’ + 2y = 0 sont les
fonctions de la forme

x— e*(Acosx + psinx),
1

(A, 1) € R? (I’équation caractéristique associée est > — 2r + 2 = 0 et a pour
solutions 1 + i et 1 — 1).
e Soit w un réel strictement positif. Les solutions reelles sur R de I’équation différen-

tielle y" + w*y = 0 sont les fonctions de la forme
x +— Acos(wz) + psin(wz),
(A, 1) € R? (I’équation caractéristique associée est r* +w?* = 0 et a pour solutions
w et —iw).
b) Recherche de solution particuliere

On commence toujours par regarder s’il n’y a pas de solution évidente, sinon on peut

appliquer I’une des méthodes suivantes

Second membre de la forme : f(x) = « cos(wz) + fsin(wz)
Pour une équation a coefficients constants, si le second membre est de la forme f(x) =

acos(x) 4 [sin(x) alors on peut chercher une solution sous la forme :
yo(z) = ¢1 cos(z) + cosin(x).

Exemple 2.5.3.

Résoudre dans R le systeme :

y'+vy — 2y =10sinz (E)
y(0) =0 et y(0)=1
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e Equation homogene : (E},) : y' +y —2y=0.

Donc I’équation caractéristique associée a (Ey) est > +1r — 2 = 0.
A=12—4x1x(-2)=1+8=09,
-1-v9  -1-3 C-1+44V9 143 2

T T 2 S AV 2 2

2
L’équation homogéne associée (E},) a pour solution y,(x) = Ae*+pe 2%, \, u € R.

—4

e Solution particuliere :
Pour trouver une solution particuliere a (E), comme les dérivées des fonctions si-
nus et cosinus se répondent, on prendra comme forme de la solution particuliere :
Yp(r) = acosz + Fsinz.
On dérive vy, deux fois : y' () = —asinx + fcosz et y'(x) = —acosz — [sinx.
On remplace dans I’équation (E) : —a cos x— [ sin x—a sin 2+ 5 cos —2a cos £ —
2fsinx = 10sinz < (—3a+ ) cosz + (—a — 35) sinx = sinz.

en identifiant on obtient :

—3a+p = 0 a = —1
=
—a—38 = 10 g = -3
Une solution particuliére est : y, = — cosx — 3sin .
e Solution générale :

On obtient les solutions de I’équation (E) : y(x) = \e® + pe™>® — cosx — 3sinz.

De la condition initiale, on obtient :

e + e —cos0 —3sin0 = 0 o Ap =1 - A= —1
e —2ue 0 4 s5in0 —3cos0 = 1 A—2u = 4

La solution du systeme est : y(x) = —e® + 27 — cosx — 3sin z.

Second membre de la forme : f(z) = e’ P, (z)
Pour une équation a coefficients constants, si le second membre est de la forme f(z) =
e* P,(z) ot P, est un polyndme de degré n :
lercas: sia)? +b\+c#0ie \#ri et \+#ro,
alors on cherche une solution sous la forme vy(7) = e**Q,, () ou Q,, est un poly-
nome de degré n.
2eme cas : sia)? + b\ +c=0et2a\+b#0ie. si\ =1 oul\=ryavecr, #ry,
alors on cherche une solution sous la forme vy(z) = e**z2Q,(z) ot Q, est un
polyndme de degré n.
3emecas: siA=1r; =17y
alors on cherche une solution sous la forme vy(z) = e**2%Q,,(z) ou Q,, est un po-
lynéme de degré n.
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Exemple 2.5.4.

Résoudre I’ équation différentielle :
(Ey) y" — 5y + 6y = dxe”.

Trouver la solution de (Ey) vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = 0.

o Equation homogéne ().
(Eo) y" —5y 46y = 0. L’équation caractéristique est > —5r+6 = (r—2)(r—3) =
0, avec deux racines distinctes 11 = 2,179 = 3. Donc ’ensemble des solutions de
(Eo) est {ne** + pe | n, € R}.

e solution particuliére
On cherche une solution particuliere de (Ey) sous la forme yo(z) = (ax + b)e”.

Lorsque I’on injecte yo dans I’équation (E1), on obtient :

(ax +2a +b)e” — 5(ax + a+ b)e” + 6(ax + b)e” = 4xe”
<~ (a—5a+6a)r+2a+b—5(a+0b)+6b=4x
< 2a=4et —3a+2b=0
< a=2e b=3

Donc yo(x) = (2x + 3)e”.

e L’ensemble des solutions de (F1) est
{(2z + 3)e” + ne® + pe® | n, p € RY.

e Onay(x) = (2x+3)e+ A e* + pe®™. On cherche \, ptels que y(0) = 1,7/(0) = 0.
C’est-a-dire que 3+n+p =1, 5+2n+3u = 0. Doncn = —1, u = —1, c’est-a-dire
que y(x) = (2x + 3)e” — > — %",

Exemple 2.5.5.

Résoudre les équations différentielles :
(Ey) y" — 5y + 6y = dwe*

Equation (E,).
o Equation homogéne (E).
(Eo) y" —5y +6y = 0. L’équation caractéristique est > —5r+6 = (r—2)(r—3) =
0, avec deux racines distinctes 11 = 2,175 = 3. Donc ’ensemble des solutions de
(Eo) est {ne** + pe® | n, € R}.
e solution particuliére

Comme N\ = 2 = ry # 19, on cherche une solution particuli¢re de (FE3) sous
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la forme yo(x) = z(ax + b)e*® = (ax? + bx)e**. Lorsque ’on injecte vy dans

I’équation (E,), on obtient :

2¢% (a + 2b + 2az* + 4ax + 2bx) — 5e** (b + 2ax? + 2ax + 2bx) + 6(azx? + br)e*® = dxe®
—e?® (b — 2a + 2ax) = dxe*™™

—2ar +2a — b = 4x

—2a=4 et 2a—b=0

a=—-2e b=—-4

1117

Donc yo(r) = z(—2z — 4)e** = yo(v) = (—22% — 4x)e*.

e L’ensemble des solutions de (E,) est
{(—22% — 42)e* + ne** + pe® | n,p € R}.

Exemple 2.5.6.

Résolvons I’équation différentielle y" (x) — 4y'(z) + 3y(x) = x + 1 pour v € R.
Solution de I’équation homogene :v(z) = C1e3* + Coe®, Cy,Cy € R.
Solution particuliére : on cherche donc une solution sous la forme vy(x) = ax + b,
cela donne vy(x) = £ + L.
Solution genérale :y(x) = C1e3* + Coe® + 3+ g, C1,C R

Méthode de variation de la constante

Le principe est le suivant : on a trouvé une solution de I’équation homogene de la forme :

yn(z) = Ay1(v) + Bya(z).

On va chercher une solution particuliere sous la forme :

yo(x) = A(x)ys(z) + B(z)ya(z).
Soit

W(z) = y1(2)ya(z) — v (2)y2 ().
On calcule donc A'(x) et B'(x). On a

(1) ()
Y2 Y1
A=\ et B =%

w w

On integre pour trouver A(x) et B(z) et on en déduire yo(z).

Exemple 2.5.7.

Soit I’équation différentielle suivante :

y'(t) + 3y () + 2y(t) =t 2.12)
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Le polynéme caractéristique associée est r> + 3r + 2, dont les racines sont r

= —1;
r = —2. La solution de I’équation sans second membre est donc :

yn(t) = Are™" + Age™?

Nous recherchons une solution particuliere de la forme :

yp(t) = Ai(t)e " + Ag(?ﬁ)e_21t

Onavy(t) = et etys(t) = e . Par suite, y;(t)

= —etetyy(t) = —2¢7*. On a alors

W(z) = yi(x)yy(x) — v (x)ya(z) = e7H(=2e7%) — e (=) = —

Ona:
bty
Al Ie 2t 1 2t 1 2t .
H(t) = = —te*t = Ay(t) = —§te + Z(e —1) + Cy;
_Ee_Qt
AL(t) = _167& =tet = A(t)=tel —et+1+C,

ou Cy et Cy sont des constantes, respectivement les valeurs des fonctions t — Ay (t) et

1
t — As(t) en zéro. En choisissant finalement C; = —1 et Cy = —, on obtient alors
1 3
t)==t—=.
yp( ) 5 4
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Chapitre 3

DEVELOPPEMENTS LIMITES (DL)

3.1 Formules de Taylor

Théoréme 3.1.1 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f de classe C" sur un
intervalle I de R, et vq € 1. AlorsVz € I,

(‘T B xO)z "

flx) = f(xo) + (x —xo) f'(w0) + F(xo) + ... +

(2= 20 o0 )+ / R

!
n! o

Théoreme 3.1.2 (Formule de Taylor-Young). Soit f de classe C" sur un intervalle I de
R, et xg € 1. AlorsVx € 1,

1) = fa)+ (@ —20)f o) + T )+t

20 ) ) 4 () (),

n!

ou lime(z) =0
T—T0

Théoreme 3.1.3 (Formule de Taylor-Lagrange). Soit f : I — R une fonction de classe

C™1(n € N) et soit a,x € I. I existe un réel c entre a et x tel que :
f(z) = f(a) + f(@)(z = a) + Hgth(a — )’ + -

™) (q " (n+1) (¢ N
e fn_'()(x —a)" + f(n+1)(!)(x — a)™*,

Corollaire 3.1.1 (Formule de Taylor-Mac Laurin).
Soit f de classe C™1 sur un intervalle [0; z] de R. Alors il existe 0 €]0; 1| tel que :

f(b) = f(0)+xf’(0)+§f”(0)+...+

" (l,)nJrl

—f(0) + mf(nﬂ)(@x)

n!
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3.2 Définitions

Définition 3.2.1. Soit une fonction f : I — R définie sur un intervalle I et un point
xo € 1. On dit que la fonction f admet un développement limité ou DL a I’ordre n en xg

s’il existe un polynome.
F(z) =ao+ a1(x — x0) + ... + an(x — 20)"
de degré < n et une fonction h : I — R tels que

Ve e I; f(x)=F(x) + (x — z0)"h(z) avec lim h(z) = 0.

T—T0

Le polynéme F(x) = Zak(x — 0)¥ est la partie réguliére ou partie principale du DL
k=0
tandis que (x — xo)"h(x) noté encore o((x — x()") est le reste du DL.

Définition 3.2.2. On dit qu’une fonction réelle f admet au voisinage de O un DL d’ordre

n s’il existe des constantes ag, ay, - - -, a,, telles que

n

f(x) = Z arx”™ 4+ 2"h(z) avec limh(x) = 0.

z—0
k=0

Le polynome P(z) = Zakxk est la partie réguliére du DL tandis que x"h(x) noté encore
k=0
o(z™) est le reste du DL.

Définition 3.2.3. On dit qu’une fonction f admet un développement limité a droite (res-
pectivement a gauche) a I’ordre n au voisinage de x si la restriction de f a D N[z, +00[

(respectivement a D M| — 00, xo|) admet un développement limité a I’ordre n en x.

3.2.1. Si Df est tel que :
dh > 0: [xo—h,$0+h]\{l’0} CDf,

il est équivalent de dire :
(i) la fonction [ admet un développement limité a I’ordre n en x,
(ii) la fonction f admet des développements limités a droite et a gauche a I’ordre n en
xg et les coefficients de ces derniers développements limités sont égaux.
Définition 3.2.4. La fonction f admet un développement limité a [’ordre n au voisinage
de +oo (respectivement au voisinage de —oo) si la fonction g : h +— g(h) = f (%

possede un développement limité a [’ordre n en 0 a droite (respectivement a gauche),
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c’est-a-dire s’il existe une (n + 1)—listes de réels (ag, a1, -+ ,a,) telle que I’on ait, au

voisinage de +oo (respectivement au voisinage de —o0) :

1
3.2.1. Par un changement de variable h = x — xg si xo € R, ou h = — si
x
To = 00, on peut toujours se ramener au cas ou xq = 0. Dorénavant, nous parlerons

plus de DL en 0.

3.3 Propriétés

Propriété 3.3.1. Toute fonction continue en 0 et admettant un DL d’ordre 1 au voisinage
de 0 est dérivable en 0.

Propriété 3.3.2. Pour n € N, si ") existe et est continue, dans I, alors f admet le DL

d’ordre n suivant :
/ x? " z" (n) n
F(r) = FO) 4 2f(0) + 5 F(0) + o+ 3 F(0) + ofa").
Propriété 3.3.3. Si f admet un DL d’ordre n, au voisinage de 0, alors ce DL est unique.

Propriété 3.3.4. Soit f une fonction admettant pour DL au voisinage de 0
fl@) = apa® + 2"h(z)
k=0

. Si f est paire, alors a;, = 0, pour tout k impair.

. Si f est impaire, alors a;, = 0, pour tout k pair.

Propriété 3.3.5. Si f admet un DL d’ordre n, au voisinage de 0, alors f admet au voisi-

nage de O un DL d’ordre p (p < n).
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3.4 Quelques DLs usuels (au voisinage de 0).

2

n

T _— 1 T x n
e’ = +x+§+...+m+o(:ﬂ)
' I g i
sinz = - op ot +(=1) (2n+1)!+0(a: )
ZEQ 1'4 . xZn —_—
cosr = 1—54-1—1— .+ (=1) o) + o(z”" )
3 5 221 -
ha = -t =+t — "
shz +3!+5!+ +(2n+1)!+0(x )
a? ! o 2n+1
chx = 1+§+Z+ ..+(2n)!+o(x )
22 8 4 2
In(1 S A n
n(l+z) st3 -7t +(=1) — Fo(z")
2 23t "
n(l—z) = —(@4+—+24+2 4+ +2 n
n(l—x) (:c+2—|—3—|—4+ +n)+o(x)
3 45 2n+1 -
t = -+ =+ .. -1 "
arctan T+t + ( )2n+1+0(1‘ )
3 1.3...(2n -1
arcsinz = x+ % +..+ sznﬂ + o(x®"t?)
arccosr = -

— —arcsinx
2

™ z3 1.3...(2n — 1)

T2 T T m2nt)

5 5 $2n+1 +O(Q?2n+2)

Pour z €] — 1;+o00] et a € R,

-1 —1)(a—2
(1+2)*=14azx+ %ﬁ + ala 3)‘(04 )xS + ..+
—1).(a— 1
oo D)o mntl)
n!
En particulier : Pour oo = %
1 1 1 (—1)""'1.3....(2n — 3)
V1 — 14 g — =2 —3 " "
L S T WY PR
Pour oo = —%,
1 1 3 5 (-=1)"1.3....2n — 1)
—1— x4+ 2 3 " "
N 2T T T 2asnam ¢ T
Pour av = —1, )
1+x:1—a:+x2+...+(—1)"x"+0(x”)
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et

1 2 n n

3.5 DL des fonctions en un point quelconque

La fonction f admet un DL au voisinage d’un point a si et seulement si la fonction
x +— f(x 4 a) admet un DL au voisinage de 0. Souvent on rameéne donc le probléme en 0
en faisant le changement de variables i = = — a.

Exemple 3.5.1. DL de f(z) = expz en 1.
On pose h = x — 1. Si x est proche de 1 alors h est proche de 0. Nous allons nous

ramener a un DL en O de exp h en h = 0. On note e = exp 1.

expr = exp(l+ (x—1)) =exp(l)exp(z —1) =eexph
h? v
= 6(1+h+§+"‘+m+h€(h))
_12 — 1)
[t R Clnd )

- 6(1”””_1” 5] !

+ (2 —1)"e(x — 1))

oulime(zx — 1) = 0.

z—1
Exemple 3.5.2. DL de g(x) = sinx en /2.
Sachant sinz = sin(§ + x — §) = cos(x — §) on se raméne au DL en 0 de cosh
quand h = x — 5 — 0. On a donc
T
: (:L‘ B %)2 n(x — g)Qn ™ 2n+1 T
sing =1— ST 4 (=1) on)) + (z 5) e(z 5),
T
v i ~ o
o)

Exemple 3.5.3. DL de ((x) = In(1 + 3x) en 1 a I’ordre 3.
1l faut se ramener a un DL en p du type In(1 + h) en h = 0. On pose h = x — 1 (et
doncx=1+h). Ona

3h

() = In(1+3z)=In(1+3(1+h)) =In(4+3h)=In(4-(1+ Z>)
— ln4+ln(1+%)—ln4+%—%(%)2—%%(%)3—1—}5‘6@)
= 1n4+@—?%(a:—1)2+6%(x—1)3+(x—1)3e(33—1)

oulime(z — 1) = 0.
z—1
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3.6 Développement limité au voisinage de I’infini

Soit f une fonction définie au voisinage de +o00 ou de —oco. On pose :
]' *
A:{—\ ze€DfNR }
x
1

et on note ¢ la fonction définie sur A par g(u) = f | —

On dit que f admet un développement limité a I’infini si g possede un développement
limité en 0. Elle est alors définie au voisinage de 400 ou au voisinage de —oo (ou au

voisinage des deux) et y admet un développement limité.

Exemple 3.6.1. Développement limité a [’ordre 2 au voisinage de l’infini de la fonction

[ définie sur R\ {1} par f(x) = =% Si pour x € R*, on pose u =+, on a :

La fonction u +— ﬁ a pour développement limité a [’ordre 2 en O

1
1—u

=1+u+u*+ o(u?)

ce qui, en revenant a la variable x, donne :

1 1 1
f(x):1+;+?+o(?).

3.7 Opérations sur les DL

3.7.1 Combinaison linéaire de DL

Théoreme 3.7.1. Soit I une partie de R. Soient deux fonctions f et g de I dans R qui
admettent des DL d’ordre n au voisinage de 0, de parties réguliéres respectives F'(x) et
G(x). Soient deux scalaires (\; i) € R
Alors la fonction

Af g

admet un DL d’ordre n au voisinage de 0, de partie réguliere
AF(x) + pG(z).

Exemple 3.7.1. Trouver un developpement limité de x +— e* —In(1+ x) a l’ordre 3 en 0.
Ona
e’ =1+x+ (1/2)x* + (1/6)2” + o(z*)
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et
In(1+4z) =z — (1/2)2* + (1/3)2* + o(z?).

Donc

e —In(l+2) = (L+z+(1/2)2"+ (1/6)2") —
(z — (1/2)2% + (1/3)2%) + o(z®)
= 14+2*—(1/6)2® + o(2®).

Exemple 3.7.2. Développement limité a [’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction f

définie sur R\{1} par f(x) = = —e". Les fonctions x — 1 et x — e* admeitent pour

-z

développements limités a ’ordre 3 en 0 :

1
=14z + 2%+ 2° + o(z?)
11—z
2 3
em:l+x+%+%+0(:€3)

ce qui donne le développement limité de f a l’ordre 3 au voisinage de O :

fw=§+%¥mw»

Exemple 3.7.3. A partir des développement limités a 'ordre 5 en 0 de e* et de e™7,

déterminer le développement limité a I’ordre 5 en ch(x) et celui de sh(x).

3.7.2 Produit

Théoreme 3.7.2. Soient I une partie de R, ainsi que f et g deux applications de I dans
R admettant en 0 des développements limités a I’ordre n, alors f g admet un DL d’ordre n
au voisinage de 0 dont la partie réguliere s’obtient en prenant dans le produit des parties

régulieres de f et g les monémes de degré inférieur ou égal a n.

Exemple 3.7.4. Trouver un developpement limité de x — slmﬂ al’ordre 4 en 0. On a

-z
3
sin(z) =z — 5 + o(z)

et 1

. =1+z+2*+2° + 2" + o(z").

—x
§ 5 54 5 1 1
(:c—%)(1+x+x2+x3+x4) :x+x2+6x3x+6x4+éx5—6:06—61'7

Donc in(z) . .

slm_(a; =z +2°+ 6$3 + 6354 + o(z?)
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eﬂ?
V1+zx

=1+ (1/2)x + (3/8)x* — (1/48)2> + o(z?).

Exemple 3.7.5. Montrer que Le DL d’ordre 3 de , au voisinage de 0 est

ex

1+

Exemple 3.7.6.

1 1
cosx X 14z = (1 —Zx? + 0(:1:2)) X <1 + 3%~ §x2 + 0(332))

1 1 1

=1+ 2%~ ga:Q + o(2?) — 53:2 + o(2?) + o(z?)
1 5

=1+ 5%~ gxz + o(z?)

3.7.1. Le théoréme m permet de calculer les développement limités des

puissances des fonctions

Exemple 3.7.7. Au voisinage de 0, on a

cos® x = (1—1x2+zx4+0(x4)>3: 1—§x2+ix4+0(m4)

2 8 2 24
.3 L 3 a1 6
sin xz(m—éx +o(x)) =1’ oz + o(x”)

3.7.3 Composée

Théoreme 3.7.3. Si f et g admettent des DL d’ordre n au voisinage de 0, de parties

régulieres respectives F(x) et G(x), et si f(z) — 0, alors la fonction gof admet un
T—

DL d’ordre n au voisinage de 0 de partie réguliere obtenue en ne gardant que les termes

de degré inférieur a n dans le polynome (GoF)(x).

1
Exemple 3.7.8. Cherchons le développement limité a I’ordre 3 en 0 de h(x) = T oo
— —sinx
1
Posons g(x) = . et f(z) = sin(z) de sorte que h(z) = g(f(z)). On a
—x

sin0 = 0. De plus, g(z) =1+ z+2%+2°+o(z?), f(z)=2— % +o(z?)
et G(x) =1+ x4+ 2*+ 2%, Flz)=z—-%.

x3 x3 z3
(GoF)(@) = 1 (z =)+ (=G +(@—F)
1 9 1 7 1 6 5 4 ) 3 2
= To51a Py SAT — -z = 1.

21635 +12 +36x 23: 396 —|—6:z: +x+x+

Par suite, ,
1 5z
e — 2 o 3.
[ —sinz +x+ x4+ 5 + o(x?)
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Exemple 3.7.9. Calcul du DL de h(z) = sin (In(1 + z)) en 0 a l'ordre 3.

— On pose ici f(u) = sinu et g(x) = In(1 + x) (pour plus de clarté il est préférable
de donner des noms différents aux variables des deux fonctions, ici x et u). On a
bien (f o g)(x) = sin (In(1 + z)) er g(0) = 0.

— On écrit le DL & I'ordre 3 de f(u) = sinu = u — % + ude; (u) pour u proche de 0.

— Etonposeu=g(z)=In(l4+z)=x— 7 + % +x 3ey() pour x proche de 0.

— On aura besoin de calculer un DL ¢ 'ordre 3 de u? (qui est bien siir le produit
uxu)u?=(r—L 424 :cgeg(x))Q = 2% — 2% + 23e3(x) et aussi u® qui est
u X u?, ud = 23 + 23ey(2).

— Donc h(x) = (f o g)(x )—f(u)

=u— U +ude(u) = (v — 1a% + La) — LB+
Pe(x) = v — 2% 4 $2° + 23e().

Exemple 3.7.10. Soit h(z) = /cosx. On cherche le DL de h en 0 a I’ordre 4.

On utilise cette fois la notation « petit o ». On connait le DL de f(u) = \/1+ u en
u=0alordre2: f(u) =v1+u=1+ ju— tu® + o(u?).

Et si on pose u(x) = cosx — 1 alors on a h(z) = f(u ( )) et u(0) = 0. D’autre part
le DL de u(z) en x = 0 a l'ordre 4 est : u = —32* + a* + o(a*
u? = ot + o(z?).

Et ainsi

). On trouve alors

3.7.4 Quotient

Théoreme 3.7.4. Soit une fonction u telle que lirr(l)u(x) = 0. Si v admet un développement
Tr—r

limité a I’ordre n au voisinage de 0 de partie réguliere un polynoéme P.

Alors la fonction x — admet un développement limité a [’ordre n au voisinage

1 —u(z)
de 0 de partie réguliere obtenue en ne gardant que les termes de degré inférieur a n dans

le polynéme 1 + P + P? + ... + P™

Théoreme 3.7.5. Soit I une partie de R ainsi que f et g deux applications de I dans R
admettant des développements limités a ’ordre n en 0. Si g a une limite non nulle en 0,

alors la fonction f /g admet un développement limité a I’ordre n en 0.
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3.7.2. Une méthode de calcul du DL d’un quotient f /g. Soient

f@)=coter+ - e +atalr)  ge) =do+dir+ -+ dpa" + 2"e(7)

Nous allons utiliser le DL de =1l—u4uw>—u+---.

+u
. Sidy = 1onposeu = dyx + -+ d,a" + x"es(x) et le quotient s’écrit f/g =
X 1
. Si dy est quelconque avec dy # 0 alors on se ramene au cas précédent en écrivant

1 1 1

g9() _d01+g—;x+...+%xn+w”z(z)'

. Si dy = 0 alors on factorise par x* (pour un certain k) afin de se ramener aux cas

précédents.

3.7.3. Si f et g admettent des DL d’ordre n au voisinage de 0, alors f /g admet
un DL d’ordre n au voisinage de 0 dont la partie réguliere est le quotient de degré n de
la division d’ordre n suivant les puissances croissantes de la partie réguliere de f par la

partie réguliere de g.

Exemple 3.7.11. Calculer le DL d’ordre 5 de tan x au voisinage de 0.
1) Méthode 1 :

sin
tan(z) = -
1 1 1 1 -1
= (x—6x3+ﬁox5+o(x5)><l—§x2+ﬂx5+o(x4)>
1 1 1
= (:c—6x3+m$5+0(x5)><1+§x2—2—43:4—|—(Zx2—|—24w4)2—|—0(a;5)>
1 1 1 5
= (a:—8m3+ﬁox5+o(x5)><l+§x2+ﬂx‘l—l—o(x‘r’))
+x3+5x5 23 x5+x5+ (%)
= 24+ —+ ——————4+—+o0(x
2 24 6 12 120
3 2a° 5
= +§+1—5+0(1’)

2) Méthode 2 : Effectuons la division suivant les puissances croissantes sans écrire
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les termes de degré supérieur a 6.

r — =z + Elox5 1—1x2—|—ix4
—(z — %3 + g—i) x—l—%x?’—i—%x‘r’
1s _ 3—101;5
- G - )
On a donc tan(z) = EE;Z =T+ %3 + 21—9? + o (z°).

3.7.4. L’hypothése g a une limite non nulle en 0 dans le théoreme n’est

pas indispensable, il suffit de supposer que la foncttion = possede une limite quand x tend
Y

vers 0.

Exemple 3.7.12. Si l’on souhaite calculer le DL de e en 0 a l’ordre 4 alors on écrit
— shx
. a8 20 5 1 — 22 xz? 4
sinz @ g—i—g—ko(x):x( L+ L+ o(zt))
sha r+ L+ +o(r%)  z(1+ %+ +o(zt))
2 xt 1
= (1-% 4+ = 4o(zh) x
( 3! 5! ) 1+§—?+E—T+O($4)
2 7t
= 1-"=—4 = 4
3 + 12 + o(z")

3.7.5 Dérivation

Théoreme 3.7.6. Si f admet un DL d’ordre n au voisinage de 0, et si f est indéfiniment
dérivable au voisinage de 0, alors [’ admet un DL d’ordre (n — 1) obtenu (a I’exception

du terme constant) en dérivant terme a terme le DL d’ordre n de f.
f(z) = ag + a17 + ax2®... + a,a" + o(a™)

Alors
f'(z) = ay + 2ap7 + 3azx®... + na,z" "+ o(z" ).
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Exemple 3.7.13. Au voisinage de 0, on a

: 1 3 1 5 n x2n+1 n
sinz = 1 - 17+ et +- 4 (—1) (2n+1>!+0(x) donc
cosx = sin'(z)=1-— le + im4 o (=) 2" o
2" T2 (2n)!

3.7.6 Primitivation

Théoreme 3.7.7. Soit un intervalle I contenant 0 et une fonction f : I — R de classe
C! sur 1. On suppose que la fonction f' admet un DL d’ordre n au voisinage de 0 de la
forme

f(z) = ag+ a1z + ... + a,a"” + o(z")
Alors f admet un DL d’ordre n + 1 au voisinage de 0 obtenu en primitivant la partie

réguliere et en ajoutant f(0) :

f(x) = f(0) + apx + L o(x" ).
2 n+1

Exemple 3.7.14. Calcul du DL de arctan x au voisinage de O.

On sait que arctan’ z = En posant f'(x) = et f(r) = arctanz, on

L 1+ a2 1+ 22
écrit
1 n
o _ k2K o 2n
arctan’ x = e kgo( 1)z + z*"e(x).

1)

Et comme arctan(0) = 0 alors arctanx = Y p_, S+l 4 g2t le(g),

k
+
Exemple 3.7.15. Calcul du DL de In(1 + x) au voisinage de O.

1
Soit f(z) =In(1+z). Ona f'(x) = iTa On écrit
1

fl(x) = 1+ —1—az4a>— -+ (=1)"z" + o(z").

2 3 —1) n+1
Parsuite,ln(l—l—x):x—x_+x__...+¢

n+1
5 3 | +o(z").

3.8 Développements limités généralisés

Définition 3.8.1. Soit f une fonction réelle définie au voisinage de 0. Etant donné p € N*
et n € N, on dit que [ admet un développement limité généralisé a ’ordre n + p en 0
lorsque la fonction x — xP f(x) admet un développement limité a I’ordre n en 0. 1 existe
dans ce cas un polynéme P(x) = ag + arx + ... + a,x™ tel que xF f(x) = P(x) + o(x™).
On peut donc écrire f(x) = %(ao +a1x + ...+ aa” + 0(x”)>
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3.8.1. Certaines fonctions n’admettent pas de développement limité généra-

lisé. C’est le cas de In x en 0 ou en +00,

x| en 0, €* en +00.

Exemple 3.8.1. Déterminer le développement limité généralisé a I’ordre 3 en 0 de : .
anx
En formant
1 T COST
x = — ,
tanx sinx

nous pouvons utiliser les développements limités a ’ordre 4 en 0 de x cos x et sin x.

2 2t
1 T COST 1—?—1—%—1—0(1’4)
€T g g
tanx  sinz 2 N z! T ozt
—— +—+o(x
6 120
2 2t 4
= —§—4—5+0(5L’)
Donc .
1 1 T 3
tanx—;_g_g—i_o(x)

3.9 Utilisations des DL

3.9.1 Recherche d’équivalents

Quand une fonction f admet en zy un développement limité d’ordre n dont la partie

réguliere est :

n
Zak($ —x0)* avec a, #0.
k=p

alors :

F(@) ~ apla = 70)"

Exemple 3.9.1. Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de la fonction f définie sur
R par :
f(z) =2(1+cosx) — 2tanz.

L’utilisation directe des équivalents :
z(l + cosx) ~ 2z et 2tanx ~ 2z

ne permettant pas de conclure, le recours a un développement limité s’ impose. On constate
que [ est impaire et que le coefficient de x dans le développement limité de f est nul, ce
qui oblige a chercher un développement limité a un ordre au moins égal a 3.

Ona:
a? 2 L 4 3
x(1+cosas):x<2—?+o(a: )) :2$—§$ + o(z?)
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2
—2tanr = —2x — —2° + o(z?).

3
7
ce qui donne f(x) = —gx?’ + o(z?), et donc :
7 3
f(z) T 6"

3.9.2 Calcul de limites

Théoreme 3.9.1. Limite Soit un intervalle I contenant 0 et une fonction f : I\{0} — R.
Supposons que [ admet un DL d’ordre n au voisinage de 0 avec n. > 0.
Soit .
F(x) = Z apx® = ag 4+ a1z + ... + a,z"
k=0

sa partie réguliere. Alors
. f admet ay pour limite en 0 ;

. La fonction f est prolongeable par continuité en 0.

er 1 1 er
Exemple 3.9.2. Cherchons lim(—— — — — —). Comme lim(——) = +o0, cette
; L r=0smtr oxt o r 20 sI”
fonction n’admet pas de développement limité au voisinage de 0.

2, x

On remarque que l’on a hH(l) (=—=—) = L. Le développement limité au voisinage de 0 de
z—0"sin”

2, x
L2 donne

z’e” x2(1+x+%2+0(:c2)) B 1+x+%2+0(x2)
sin’ x (x — %3 + o(x?))? (1— % + o(x3))?
5 2
= 1+$+%+0(x2)
e’ 1 1 5 . . 5
Onadonc —5— = — + — + — + o(1) et la limite cherchée est .
sin“rx x 6

3.9.3 Etude de Dérivabilité

Théoreme 3.9.2. Dérivabilité Soit un intervalle I contenant 0 et une fonction f : I1\{0} —
R. Supposons que f admet un DL d’ordre n au voisinage de 0 avec n > 1.
Soit .
F(x) = Z apx® = ag + a1z + ... + a,z"
k=0

sa partie réguliere et g le prolongement par continuité de f en 0. Alors g est dérivable en
Oet g (0) = a.
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sin x

Exemple 3.9.3. Montrer que la fonction définie par f(x) = *3 se prolonge en une
fonction dérivable en 0.
Le DL d’ordre 3 au voisinage de 0 de f est

f(z)=1—(1/6)2* + o(x®).

La fonction f est prolongeable par continuité en 0. g le prolongement par continuité de f
en 0 est dérivable en 0 et g'(0) = 0.

3.9.1. Le théoreme précédent ne se généralise pas aux dérivées d’ordre supé-

rieurs comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 3.9.4. Soit f : v — 23sin % f admet en O un DL d’ordre 2. sa partie réguliere
d’ordre 2 est le polynome nul.

f admet donc un prolongement par continuité en 0 que nous notons g. On a g(0) = 0 et

4(0) = 0.

1 1
Vo #0, ¢(r)=3zsin— — zcos—.
x x
Ainsi g’ admet un DL d’ordre 0 au voisinage de 0 de partie réguliere 0 a I’ordre 0.
Mais /() (0) . .
g% — 9\ _ 3z sin — — cos —
x x x

n’admet pas de limite en 0. Il s’en suit que g admet un DL a ordre 2 en 0 mais qu’elle

n’admet pas de dérivée d’ordre 2 en 0.

3.9.4 Etude des branches infinies

On se place dans le cas ou f est définie au voisinage de +oco ou de —oo.

Régle 3.9.1 (Asymtote oblique ou horizontale). Si f(z) = az + b+ 2 + o(), avec
p € N* et a, # 0, la droite A d’équation y = ax + b est asymptote a (C'f) en +00 ou
—00.
— En +oo, (Cf) est au dessus de A lorsque a, > 0, et en dessous lorsque a,, < 0.
— En —oo, (Cf) est au dessus ou en dessous de A selon que Z—Z est positif ou négatif;
cela dépend du signe de a,, et de la parité de p.
- Sif(x) =b+ %+ O(I%, avec p € N* et a,, # 0, la droite A’ d’équation y = b est

une asymptote horizontale a (C'f) en +00 ou —oc.

Regle 3.9.2. Si
1

xP

F(x) = gla) + 2+ o(=),

avec p € N, a,, # 0 et g une fonction définie au voisinage de +00 ou de —oo, alors (C'g)

est asymptote a (C' f) en +00 ou —o0.
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Exemple 3.9.5. Etudier les branches infinies de la courbe représentative de f(x) =
x2e?/@ =V, Posonsx = 1. Ona

&4

1 1., 14—
frnd —_) = ( — (%)271
f@) = 1) = ()2
Le développement limité a I’ordre 3 de u® f (%) au voisinage de 0 donne
1 1 7
qu(a) =1+u+ §u2 + 6“3 + o(u?).

Par suite au voisinage de 0 on a

1 1 1 1 7
f<ﬂ):§ —+§+6u+0(u)
Ce qui donne
1 71 1
_ 2 - _ _
flz)==x +:B~|—2—|—6x+o(x)

au voisinage de +oc. Soit g(x) = 1% + x + 3. (Cg) est asymptote a (C f) en +o0 et en

—OQ.

3.9.5 Position locale par rapport a la tangente

Théoreme 3.9.3. Si une fonction f admet un DL en x de la forme

f(x) = ao+ ar(z — z0) + ap(z — 20)* + o((x — 20)¥), ax #0.

Alors
. I’équation de la tangente en xy est Y = ag + a1 (X — xg) ;

2 f(z) —[ag+ a1 (x — x0)] = ap(z — 20)* + o((z — 20)F), et en fonction du signe de
ay et de la parité de k, on en déduit la position locale de la courbe par rapport a sa
tangente.

Exemple 3.9.6. Soit f(x) = In(tan x). Déterminer une équation de la tangente T' a (C'f)
en 7 et donner les positions relatives de T et (C'f).

Posons x = % + h. Nous avons

1+tanh 2

T
tan(z) = tan(7 + h) = 1 —tanh - 1—tanh

4

Avec tanh = h + % +o(h®),ona =2 =1+h+h®+ % + o(h?). Par suite,

h3
tan(% +h)=1+2h+2h*+ % + o(h?).

Ce qui donne

4h3
mtan(% +h) =20+ ==+ o),
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et donc

m. Ax-3)° T3
f(x):2($—z)+T+0((I—Z) ),

T a pour équation y = 2z — 3. A gauche de 7, la courbe (Cf) est en dessous de T, a
droite de %, la courbe (C'f) est au dessus de T

UPB 64 ASSRI - MIAGE



Chapitre 4

Notions sur les fonctions de plusieurs
variables

Ce chapitre est conscré aux fonctions de plusieurs variables, c’est-a-dire définies sur
une partie de R", qu’on appellera son domaine de définition. On se limitera essentielle-
ment aux fonctions de 2 ou 3 variables.

Les fonctions de plusieurs variables constituent la matiere Mathématique de prédilection
pour la formalisation des problemes de la gestion. Qu’il s’agisse de traiter des questions
relatives a la production, la consommation ou encore 1’environnement et la gestion pu-
blique, une modélisation adéquate s’exprime le plus souvent a I’aide de fonctions de
plusieurs variables. Les restrictions exigées par ce cadre conceptuel impose toutefois,
d’une part, la quantification des facteurs pris en compte (les valeurs des variables sont des

nombres réels) et, d’autre part, la représentation des relations sous forme déterministe.

4.1 Normes

Définition 4.1.1. Une application N de R" (n > 2) dans R est une norme si
- Yu e R", N(u) >0;
- VYueR", Nu)=0=u=0;
- Y(u,v) € R* x R", N(u+v) < N(u) + N(v);
- VA eR YueR", N(Au) = AN (u).

Exemple 4.1.1.
— la valeur absolue est une norme sur R, le module une norme sur C.

— Normes usuelles sur R" , n € N*; soit v = (x1,--- ,z,) € R"; on pose

va(r) = (O |2;)"% veo(w) = max |a;| et vi(z) =) |zl.
j=1 j=1

1<j<n

vy s’appelle la norme euclidienne, v, la norme sup.
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~Siz=xz+1y € Con(x,y) € R% le module de z est égal a la norme euclidienne
de (z,vy).

— L’application u = (z,y) > /22 + y? est une norme sur R*

— Lapplication u = (x,y) — |z| + |y| est une norme sur R?

— L’application u = (z,y) + sup{|z|;|y|} est une norme sur R*

Notation 4.1.1. Etant donné u = (x,y) € R?, on pose
B (ull = llulls = /a2 + g2
2l lull = Jz| + ly
Bl [lufloo = sup{lzf;[y]}.

Définition 4.1.2. Soit (R™, ||.||) un e.v.n.
L’application d : (xz,y) € E X E — d(z,y) = ||x — y|| est une distance sur R", appelée

>

distance associée a la norme ||.||. En pratique, on suppose toujours qu’un e.v.n. est muni

de la distance associée a la norme.

Exemple 4.1.2.
Les distances usuelles sur R", n > 1, sont associées aux trois normes rappelées plus

haut : pour x = (x1,+++ ,2,), y = (y1, - ,Yn) € R™:
da(z,y) = (71 — 11)* + - + (20 — yn) ]2 (distance euclidienne)
di(z,y) = |1 —yu| + -+ |20 — Ynl
oo (2, y) = max(|zy —w1l,- - |20 — Ynl)-

Exemple 4.1.3.
Dans R?, siu = (2;3), on aura :

Ni(u) =2+ 3| =5; No(u) = V4 + 9 = V13; Nyo(u) = max{2;3} = 3.

4.2 Ouverts

Définition 4.2.1 (Boules ouvertes - Boules fermées - Spheres). Soita € R? et r > 0. On
appelle :

. boule ouverte de centre a et de rayon r,
B(a;r) = {x € R*/ ||z —a|| < r}.

B(a,r) est tout simplement le disque de centre a et de rayon r, cercle non compris.

. boule fermée de centre a et de rayon r, [’ensemble :
B(a;r) = {z € R?*/ ||z —a| < r}.

B(a,r) est tout simplement le disque de centre a et de rayon r, cercle y compris.
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. sphere de centre a et de rayon r, [’ensemble :
S(a,r) = {zr € R?||z —al =r}.
S(a,r) est tout simplement le cercle de centre a et de rayon r.

Définition 4.2.2 (Parties ouvertes). Soit U C R2 On dit que U est une partie ouverte si

Va € U, il existe r > 0 tel que la boule ouverte de centre a et de rayon r soit incluse dans

U.
. T~B(Ar)
Définition 4.2.3 (Voisinage).

Soit a € R% L’ensemble V' C R? est un voisinage de a si Ir > 0 tel que B(a;r) C V.

Exemple 4.2.1.

Remarque 4.2.1.

V C R? est un ouvert < U est un voisinage de chacun de ses points.

4.3 Graphe

Définition 4.3.1. On appelle fonction reélle de n variables (n € N\{0; 1}) toute fonction
f D — RouD C R" c’est-a-dire toute fonction définie sur une partie de R" et a
valeurs dans R.

Exemple 4.3.1.
f R — R
(z;y) — 2sin(iz? —y)
Exemple 4.3.2.
f R = R
(r;9,2) — 23+ 2%y — 20y2
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Définition 4.3.2 (Graphe d’une fonction de deux variables). Soit f : D — R ou D C R
On appelle graphe de f I’ensemble :

G={(r,y,2) eR’| (z,9) € U, z = f(x,y)}.

Définition 4.3.3 (Graphe d’une fonction de trois variables). Soit f : D — R ou D C R3.
On appelle graphe de f I’ensemble :

G={(w,zyz2) e R (w,z,y) €U, z= flw,x,9)}.

Remarque 4.3.1. Le graphe d’une fonction d’une variable est une courbe dans R? ; celui

d’une fonction de deux variables est une surface dans R>,

Exemple 4.3.3.

E :-: f;/}l 7 /
707 Wrze
:’zzﬁ%{%&

R e

3
2

Graphe de (z;y) — 3 sin(32% — y).

4.4 Applications partielles

Définition 4.4.1.
Soit une fonction f : R" — R et un point a = (ai;as;---;a,) € R" On définit les

fonctions d’une variable (applications partielles au point a) par :

fiaR%R

t = fla - saimt a5 an)

Exemple 4.4.1.
Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 2% + x + y> Soit a = (0;1). les deux applications
partielles au point a sont :

fla(t) =2+t +1 et faalt) = 2.

Exemple 4.4.2 (Graphique).
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Applications partielles

4.5 Limite - Continuité

On considére maintenant une partie U € R? (resp U € R?) ouverte et une fonction de
deux (resp trois) variables :

f: U — R resp f U - R
(z;y) = flx;y) (z;9;2) = flo;y;2)

En dimension 1, on a vu que la notion de continuité est associée a celle de limite. Une
fonction est continue en xg si f(x) s’approche de f(x() lorsque = s’approche de z, c’est-
a-dire lorsque |x — x| devient petit. En dimension supérieure, pour définir les notions de
limite et de continuité, il est tout d’abord nécessaire de définir une notion de proximité,
et c’est-a-dire de définir la distance entre deux points de R™. Il y a de nombreux choix
possibles, mais ils conduisent tous aux mémes notions de limite et de continuité. Nous en

considérerons un seul, pour sa simplicité.

4.5.1 Limite

Définition 4.5.1 (Limite).

On dit que la fonction f définie sur un domaine D de R™ admet la limite { en uqg si pour
tout € > 0, on peut trouver un § > 0 tel que si d(u,ugy) < oo, alors |f(u) — | < . On
note lim f(u) = /.

Uu—uUQ

Interprétation : Le fait que f admette la limite ¢ en uq signifie d’une part que si u est
proche de uy, alors f(u) est proche de ¢, et surtout que 1’on peut obtenir une approximation
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arbitraire de ¢ par une évaluation de f en un point u, a condition que u soit assez proche

de Ugp.

4.5.1.

— Si elle existe, la limite d’une fonction est unique.

— Pour prouver qu’une fonction de deux variables n’admet pas de limite en a, il suffit
d’expliciter une restriction a une courbe continue passant par a qui n’admette pas
de limite, ou deux restrictions qui conduisent a des limites différentes.

— Pour prouver I’existence d’une limite, il faut considérer le cas général. Dans le cas
de deux variables, lorsque (x,y) tend vers (0, 0), il peut étre intéressant de passer
en coordonnées polaires.

— Lorsque ’on dit que u s’approche de uy au sens de la distance d définie ci-dessus,
le chemin par lequel u s’approche de uy n’est pas pris en compte. Donc lorsque
f admet une limite { en uo, f(u) s’approche de ( quelle que soit la fagcon dont u
s’approche de ug. Par exemple, en dimension 2, un point (x,y) peut s’approcher de
o = (0;0) d’une infinité de facon, par exemple :

— le long de I’axe horizontal, c’est-a-dire que y = 0 et x tend vers (),

— le long de I’axe vertical, i.e. © = 0 et y tend vers 0,

— le long de la diagonale, i.e. © = y et tend vers 0,

— le long d’une courbe quelconque, par exemple la parabole y = x°.

Si lim f(u) = ¢, alors quel que soit le chemin que u prend pour aller a ug, f(u)

uU—uUQ
vaal.

On peut utiliser cette remarque pour montrer a contrario qu’une fonction n’admet pas
de limite en un point donné.

Exemple 4.5.1.
Soit f la fonction définie sur R*\{(0,0)} par
LY
f(x,y) = 21
Alors f n’admet pas de limite en (0,0). En effet, le long d’un axe, par exemple le long de
I’axe horizontal, on a f(x,0) = 0 pour tout = # 0, et donc lirr(l)f(x, 0) = 0 (la limite est
T—
ici considérée pour une fonction de la seule variable x). De méme, f(0,y) = 0 pour tout
y # 0, et donc linéf((), y) = 0. Le long de la diagonale x = y, on a f(x,z) = 1/2 pour
Yy—r
tout © # 0, et donc lirr(l)f(:z:, x) = 1/2. La fonction f n’admet donc pas de limite en 0 au
y—

sens de la définition
4.5.2.

En pratique, lorsque n = 2, il est souvent utile de passer aux coordonnées polaires pour
ramener le calcul de la limite d’une fonction de deux variables a celui de la limite d’une
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fonction d’une seule variable. En effet, tout point (x;y) € R? peut étre représenté par

ses coordonnées polaires centrées autour du point a = (ay, as) vers lequel il est appelé a

tendre
x a, + pcost
xr = as+ pcosd
A
y
p
do A
a, X >
Exemple 4.5.2.
3y

Calculer lim -
(z3y)—(0;0) = + Y

Introduisons des coordonnées polaires x = r cosf, y = rsin 0,

3y

ol % cos? 0] cos 0| sin 0| < r?
=Ty

3
r2 — 0, par conséquent,  lim f—y _
0 (@3)—(0;0) 22 + y2
Exemple 4.5.3.

2_ 0

. . X — . . . -

Montrons de deux maniéres que  lim  — - ’V, n'existe pas. La premiére résulte directement
(x.y)—(00) X y-

de la définition. En effet, le long de I'axe horizontal X =y =0, on a:

i ) X

lim  f(x,p) = lim f(x,0) = lim — =1

(x.3)—(00) x—0 x—0 x2
(x,y)eX

tandis que, le long de I'axe vertical Y =x =0, ona:

2
. . N 4
lim (x,)=1lmf(0,y) = lim —— = —1#1
(.\-,)-)_.m.mf y y=0 4 y—0 32 *
(xy)EeY

de sorte que les deux limites ne coincident pas.

-y . . . x = pcosh
La seconde maniére est basée sur les coordonnées polaires. En posant : g cona:
y = psin

2 020 _ o2sinl @
. - . . o . pcostB— pSsin“ B
| =1 B, 0 =lm—"7—"—
i.\',le}D,OJf(x ») rll—rgf (pcos®, psin®) l'E:]}J p? cos? B+ p?sin? B
2 ? n .
“(cos” B —sin“ B
p—0 p? (cos? B + sin? B)

Le résuliat varie selon la direction 6, donc  lim  f(x, y) n’existe pas.
(x.¥)— (00}
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4.5.1. Silim f(z) = [, alorsVa,, = (xp,yn) = a = (xo,y0), ona lim f(a,)

T—a n—-+00

4.5.3. On se sert souvent de cette propriété séquentielle pour montrer qu’une

fonction n’a pas de limite.

Exemple 4.5.4. Etudier I’existence de  lim W

— (w5)—(050) 2% + Y

Supposons qu’il existe | € R tel que lim ———
pp ! T o0 22+ g

X, = (1/n,0) et Y, = (1/n,1/n). Comme X, - (0,0) et Yy, - (0,0), on a

n—-+00 n—-+0o0
f(X,) - Let f(Yy,) - l.Orvn € N, f(X,) = 0et f(Y,) = 1/2. On aboutit a
n——+0oo n—-+0oo

I’absurdité | = 0 = 1/2. Par suite f n’admet pas de limite en (0,0).

= [. Considérons les suites

4.5.2. Soit [ une fonction définie sur U. Si f admet une limite en a € U,
alors cette limite est f(a).

4.5.2 Continuité

Définition 4.5.2 (Continuité). — On dit que la fonction f définie sur un domaine D
de R" est continue au point a € D si et seulement si lim f(z) = f(a);
r—a
— On dit que la fonction [ est continue sur D si et seulement si elle est continue en

tout point de D.

4.5.4. Les fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de définition.
Notamment, les polynomes, les fractions rationnelles aux points ou le dénominateur en
s’annule pas. Les régles de la continuité des fonctions d’une seule variable s’appliquent :
la somme, le produit de fonctions continues sont des fonctions continues. La composée de

deux fonctions continues est continue.

Exemple4.5.5. Ml f(z:y) = 2° + 4> — xy + y est continue sur R? (Polynome du

second degré a deux variables)

. f(x;y; 2) = € + xy? — 2 est continue sur R3 ( somme d’une fonction exponentielle
et d’un polynome).
B f(z;y) = In(x+y?) — 3 est continue sur D = {(z;y) € R?;::x+y* > 0} comme

somme du logarithme d’un polynéme et d’une constante.

4.5.3. Si une fonction f : U — R est continue en a = (x9,yo), alors les

fonctions fiq définie par fio(x) = f(ziyo) et foi) définie par fou(y) = f(zo;y) sont
respectivement continues en x et .

4.5.5. La réciproque de la Proposition est fausse en général.
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Exemple 4.5.6. Soit la fonction f : R? — R définie par

f(fic;y)szcfy2 pour (z;y) # (0;0)et f(0;0) = (0;0).

Les deux applications partielles en a = (0;0) définies par : fi,(x) = f(x;0) = 0 et
faa(y) = f(0;y) = 0 sont continues mais f n’admet pas de limite en (0;0) donc n’est pas
continue en (0;0).

4.6 Dérivées partielles

Soit f : D — R une fonction défine sur un domaine D de R". On appelle i-eme

fonction partielle au point a = (ay,--- ,a,) € D la fonction fi, définie sur le domaine
Dia - {I cR ’ (ala"' y Qi—1, Ly Qg1 " Jan) € D}’par
Vo € Dia,  fia(x) = flar, -+, ai1,7,ai41, -+ an).

Exemple 4.6.1. Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 2> + = + y* Soit a = (0;1). les
deux applications partielles au point a sont :

fra(t) =t* +t4+1 et foa(t) = t2.
Exemple 4.6.2. Soit f définie sur R? par

f(z,y,2) = 2y*2°.

Soit a = (1,—1,2). Les fonctions partielles de f en a sont définies sur R par

fla(x) :f($,—1,2):8$, f2a(y) :f(lvyaQ) = 8y, f3(z):f(17_17z)zz'

Exemple 4.6.3. Soit f définie sur le disque D de centre O et de rayon 2 par

f(xy) = VA —a2? =y

Soit a = (1/2,1). Les deux fonctions partielles de f en a sont
fra: [—\/§7\/§] - R, x—V3—1?

VI3 V5

o [T B

=R,y %

2 2 4

Définition 4.6.1 (Dérivées partielles). Soit f : D — R une fonction définie sur un do-
maine D de R"™. Soit a € D. Si la i-eme fonction partielle de f en a est dérivable en a;,
alors sa dérivée (par rapport a la variable x;) est appelée i-éme derivée partielle de f

en a, et notée

of
o (a).
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Exemple 4.6.4. Soit f définie sur R? par f(x,y) = 2®y*. Alors f admet deux dérivées
partielles en tout point a = (a1, as) de R? :

0

2 (a1, ) = 3l ()

ox
§—§<a1, a2) = 4(ar)*(a2)*

Exemple 4.6.5. Soit f définie sur R* par f(x,y) = :c_—i—y Alors f admet deux dérivées
SACIPpIE Ty

partielles en tout point a = (ay, ay) de R? tels que a # b :

ﬁ(& as) = — 2a
o 1,42) — CL1—CL27
g(a as) = 2az
ay 1,42) — a —(Zg.

Définition 4.6.2 (Dérivées partielles d’ordre supérieur). Soit f une fonction définie sur un
domaine D de R". Si ses dérivées partielles d’ordre 1 sont encore dérivable par rapport a
chaque variable, leurs dérivées partielles sont appelées dérivées partielles secondes. Par
récurrence, on définit les dérivées partielles d’ordre n comme les dérivées partielles des

deérivées d’ordre n — 1.

4.6.1. Une dérivée partielle d’ordre n est donc obtenue en d’rivant partielle-
ment successivement par rapport a une des variables, n fois. Par exemple, on obtient une
dérivée d’ordre 4 d’une fonction de trois variables x, vy, z en dérivant d’abord en x, puis

en vy, puis a nouveau en x, puis en z ; ou bien en dérivant en y puis en z, puis deux fois en

x.
Notation 4.6.1. La dérivée partielle d’ordre p d’une fonction de n variables x1,--- , x,
obtenue en dérivant p, fois par rapport a x, ps fois par rapport a xo --- p, fois par
rapport a x,, ou py,- -+ , P, Sont des entiers positifs ou nuls tels que p, + - - - + p,, = p est
notée
o f
ozt - ol
0% f .
4.6.2. « W(M) se note aussi [ (M) ;
x
« L (1) se mote aussi f.,(M)
se note aussi f, ;
OyOx v
« L (A1) se note aussi f,,(M)
se note aussi [, ;
OxOy Y
’f M ] M
* 8_3/2( ) se note aussi f,,(M).
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Exemple 4.6.6. Reprenons [’exemple et calculons quelques dériv ‘ees partielles suc-

cessives de f(x,y,z) = zy*2>.

0
a—i(:r,y72) =927,

>’f *f 3

B (Y, 2) = 0; 8x8y<x’y’ z) = 2yz”,

P f 923
8x—ay2(xay7z> - 2237 8x8y82 (xvya Z) = 6y227
o f

8x3y3($’y’z) - O

Il est naturel de se demander si dans les dérivées partielles d’ordre au moins 2, 1’ordre
des dérivations importe. Pour les fonctions usuelles dont toutes les dérivées existent et
sont continues sur leur domaine de définition, I’ordre n’importe pas. Plus précisément, on

a le résultat suivant.

4.6.1 (Lemme de Schwarz). Soit f une fonction définie sur un domaine D
de R™. Soient i # j deux entiers compris entre 1 et n. Si les dérivées partielles secondes
0 f . 0 f
e
8%6@ or jami

4.6.3. Ce résultat sera admis et on admettra aussi qu’il existe des exemples

existent et sont continues, alors elles sont égales.

de fonctions pour lesquels les deux dérivées existent en un point mais ne sont pas égales.

On ne donnera pas de tels exemples car ils ne seront pas rencontrés en pratique.

Exemple 4.6.7. Soit f : R? — R définie par

f(z,y) = 22%y +y° — 2°y".

On obtient

0 0
_ai (z3y) = day — 32*y"; —85 (w1y) = 22" + 2y — da’y”;
puis
0*f (z1y) = 0*f
Oxdy Y= Oyox

(z;y) = 4z — 122%°.

Exemple 4.6.8. Soit f : R2 — R définie par f(x,y) = \/x3y. Alors, pour z,y > 0, ona

0 3 0 1 [a?
e =5V ) - 5\/%;

0 f 3 [y o*f 1 |23
@(m,y)zz — 8_y2(x’y>:_4_1 3
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02 f of (of of (3 37
m(ﬂf,y) =9 (@) (z,y) = o (5\/@) =1y
o2 f

_of (Of _of [1 3 3 [z
ey = g (o) v =50 (35 ) = 1y

4.7 Recherche des extrema

4.7.1 Définition
Définition 4.7.1. Soit My € U. Soit f : U — R.
. | admet un maximum local en M, si et seulement si
IV € v(My) CR?*/ f(M) < f(My), VM eVNU.
. f admet un minimum local en M, si et seulement si si
IV € v(My) CR?/ f(M) > f(My), VM eV nU.

. | admet un extrémum local en M, si et seulement si

f admet un maximum local en My ou un minimum local en M.

. f admet un maximum global en My si et seulement si
VM eU,  f(M)< f(Mo).

. f admet un minimum global en M, si et seulement si
VM eU,  f(M)z= f(Mo).

. f admet un extrémum global en M si et seulement si

f admet un maximum global en My ou un minimum global en M.

4.7.2 Condition nécessaire du premier ordre

Théoreme 4.7.1 (La différentielle est nulle en un extremum local). Soit f : U — R de
classe C* sur U et My = (zq,y0) € U. Alors

0 0
My est un extrémum local = dfy;, =0 = a—f(xo; Yo) =0 et a—f(xo; yo) = 0.
z )

4.7.1. Un point vérifiant la condition ci-dessus i.e

of of

%(ﬂfo; Yo) =0 et 8—y($0; Yo) = 0.

est appelé point stationnaire ou point critique de f.
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Exemple 4.7.1. La fonction définie sur R? par

flx,y) =2 +zy+y*+z—y+3.
a pour dérivées partielles

of of
=L =2 1 - =z +2y— 1.
8x(x’y) r+y+ et oy (x,y) =x+ 2y

- Le seul point critique est (—1,1). En faisant un changement d’origine, on étudie,
pour tout (h, k) € R?,

f(=1+h1+k)=h"+hk+E +2.

2
Comme b+ ki + K = (h+ )+ %2 > 0, 0na f(~1+h, 1+ k) =2,

ie. f(=14+h,14+k) > f(—1,1), ce qui montre que [ admet un minimum global en (-1,
1.

Exemple 4.7.2. La fonction définie sur R? par
fla,y) = a® —y® + 32% — 3y°.

a pour dérivées partielles

%(x,y) =322+ 6x et Z—ch(a:, y) = —3y* — 6y.

ox

Ses points critiques sont (0,0), (—2,0), (0, —2) et (=2, —2).
o Ona f(0,0) = 0 et au voisinage de 0,

f(h,0) =h*+3h* ~3h* et f(0,k) = —k*—3k* ~ —3K>.

Pour h et k assez petits et non nuls, on obtient f(h,0) > 0 et f(0,k) < 0: la

fonction n’admet pas d’extremum en (0, 0).
o On obtient de méme f(—2, —2) = 0 et, pour h et k assez petit non nuls,
f(=24+h,—2)=-3R*+h*<0 et  f(-2,-2+Fk) =3k>—FK >0.

La fonction f n’admet pas d’extremum en (-2, -2).
o En A = (—2,0), on étudie

f(=2+4+hk)=4—-3h>-3k*+h* - k> =4 - h*(3—h) — K*(3+ k).

Si(h,k) <3,ona3—h>0et3+k>0etdonc f(—2+ h,k) < 4. Autrement
dit, pour (z,y) € B(A,3),ona f(z,y) < f(—2,0). La fonction f présente un
maximum local en (-2, 0).
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o En A = (0, —2), on étudie
f(h,=2+k)=—4+3n*+3k>+h* — k> = —4+ h*(3+ h) + K*(3 — k).

On obtient de méme que, pour tout (z,y) € B(B,3),ona f(z,y) > f(0,—2). La

fonction f présente un minimum local en (0, -2).

4.7.2. Si f est définie sur un ensemble fermé borné €}, on sait que [ posséde
un maximum et un minimum sur ). Mais, comme $) n’est pas ouvert, on ne peut pas dire
que ces extremums sont atteints en des points critiques de f. On peut alors considérer
I’ensemble des points X de ) pour lesquels il existe une boule ouverte de centre X in-

cluse dans ). C’est un ouvert appelé intérieur de 2, sur lequel ce qui précede s’ applique.

Un extremum de f est donc obtenu

— soit en un point critique de l’intérieur de §2 ;

— soit en un point de §) qui n’appartient pas a intérieur de ) (on dit qu’il appartient
a la frontiere de ).

Dans le cas ol Q est la boule fermé B(A, ), lintérieur de 2 est la boule ouverte B(A, ).

Exemple 4.7.3. Soit f la fonction définie sur Q = {(x,y) € R?| 2* + y* < 1} par

flz,y) =2 — 2y + .

Comme elle est continue, f possede un maximum et un minimum sur le fermé borné
Q (c’est le disque fermé de centre (0, 0) et de rayon 1).
— Sur le disque ouvert, f posséde des dérivées partielles

of of
ax(:c,y) rT—y+ et o (x,y) x+ 2y

et un seul point critique (0, 0). On obtient f (0, 0) = 0.
— Sur le cercle, on peut poser x = cosd, y = sinf, € [—m, 7]. On obtient

f(cosf,sinf) =1 —sinfcosf =1 — 2sin 26.

Sur ce cercle, f possede un maximum % et un minimum % Le minimum de f sur €

vaut donc 0 est atteint en (0, 0). Le maximum est % et est atteint pour sin 20 = —1, ce
2 2
quidonne § = =F ouf = ?jf ; le maximum est donc atteint aux points <\/7—, — g)
et ——,— ).
27 2
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4.7.3 Conditions du second ordre

Théoréeme 4.7.2. Soit f : U — R une fonction de classe C* sur U et My = (x¢,y0) € U.
Posons : o f o f o f
r= @(IOJJO% s = 8x0y($0’y0) et t= a—y2($07y0)~

Si My un point critique de f tel que s> — rt # 0.
- Sis?—rt <0etr >0, alors f présente un minimum en M.
— Sis? —rt <0etr <0, alors f présente un maximum en M.

— Si s®> —rt >0, alors f ne présente en My ni minimum ni maximum.

Méthode 4.7.1. Pour déterminer les extremums locaux d "une application f : U — R. de
classe C? sur un ouvert U de R?, commencer par déterminer le ou les points critiques de

f, c’est-a-dire les points (x,y) de U tels que :

{ filwy) = 0
fyxy) = 0
Si f admet un extremum local, ce ne peut étre qu’en un point critique de f.
En un point critique (xo, o) de f, calculerr, s, t :
2 2 2
r= %(%,yo)’ §= ;x—g:y(xo,yo) et t= %(xoyyo)-
Puis calculer s* — rt.
— Sis?—rt <0etr >0, alors f admet un minimum local en (o, yo).
—~ Sis?*—rt <0etr <0, alors f admet un maximum local en (x, yo).
— Sis>—rt > 0alors f n’admet pas d’extremum local en (x4, 1) ; on dit que f admet
un point-col en (o, Yo).
— Sis?—rt =0, essayer :
— ou bien de montrer que f(xo+h,yo+k)— f(xo, yo) n’est pas de signe fixe lorsque
(h, k) est voisin de (0,0) en envisageant, par exemple, de lier les variables (h, k),
et alors f n’admet pas d’extremum local en (xg, yo).
— ou bien de montrer que f(xo+h, yo+k)— f (o, yo) est de signe fixe lorsque (h, k)

est dans un voisinage de (0,0), et alors [ admet un extremum local en (xq, yo)-

Méthode 4.7.2. Pour montrer qu’une fonction [ de deux variables réelles x, y n’a pas
d’extremum global, on peut essayer de construire une fonction composée, par exemple
v f(x,x), r— f(x,2?), ... de limite +00 ou —oo.

Méthode 4.7.3. Pour trouver les extremums globaux d’une fonction f de deux variables
réelles, on peut commencer par rechercher les extremums locaux de f, car, si f admet un
extremum global en (x, yo). Pour montrer que f admet, par exemple, un minimum global
en un point (o, o), former f(xo+ h,yo + k) — f(x0, yo) et montrer que cette expression
est > 0 pour tout (h, k).
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Exemple 4.7.4. f(x;y) = x* + 4> Le point stationnaire est (0;0) etr =2;s=0;t =2

c’est-a-dire s> —rt = —4 < 0 etr > 0, donc f présente un minimum en (0,0).

Exemple 4.7.5. f(z;y) = xy. Le point stationnaire est (0;0) etr = 0; s = 1;t =0
c’est-a-dire s> —rt = 1 > 0, donc f présente un point-selle en (0 ;0).

Exemple 4.7.6.

Pl |

Maximum et minimum

Point-selle

UPB 80 ASSRI - MIAGE



	Intégrale
	Définitions
	Primitives usuelles
	Exemples

	Intégrales définies
	Méthodes de Calcul de primitives et d'intégrales

	Calcul de primitives
	Primitives de fonctions rationnelles
	Fonction Circulaire
	Fonction hyperboliques
	Intégrale Abélien
	Sommes de Riemann
	Calcul d'aire

	Intégrales impropres

	EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES
	Introduction
	Définitions
	Equations à variables séparables
	Équation différentielle linéaire du premier ordre
	Définitions
	Equation homogène
	Recherche de solution particulière
	Solution générale
	Principe de superposition
	Résumé

	Equation différentielle linéaire du second ordre
	Définitions
	Equation à coefficients constants


	DEVELOPPEMENTS LIMITES (DL)
	Formules de Taylor
	Définitions
	Propriétés
	Quelques DLs usuels (au voisinage de 0).
	DL des fonctions en un point quelconque
	Développement limité au voisinage de l'infini 
	Opérations sur les DL
	Combinaison linéaire de DL
	Produit
	Composée
	Quotient
	Dérivation
	Primitivation

	Développements limités généralisés
	Utilisations des DL
	Recherche d'équivalents
	Calcul de limites
	Etude de Dérivabilité
	Étude des branches infinies
	Position locale par rapport à la tangente


	Notions sur les fonctions de plusieurs variables
	Normes
	Ouverts
	Graphe
	Applications partielles
	Limite - Continuité
	Limite
	Continuité

	Dérivées partielles
	Recherche des extrema 
	Définition
	Condition nécessaire du premier ordre
	Conditions du second ordre



