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Université Henri Poincaré , Nancy 1
Licence EEAR Semestre 4- Cours d’algebre linéaire
Diagonalisation,trigonalisation
Sandrine Marchal

Dans tout ce chapitre, la lettre K désigne I'ensemble des réels R ou
I’ensemble des complexes C.

1 Diagonalisation

1.1 Introduction

Soit A € M,,(K) une matrice carrée de taille n.

On associe a A une application linéaire ¢4 de M, ;(K) dans M, ;(K), définie
par ¢pa(X) = AX (X est un vecteur-colonne de M, 1(K)).

La matrice de ¢4 dans la base canonique de M, ;(K) est A.

Diagonaliser A, c’est trouver une base B de M, ;(K) telle que la matrice de
¢4 dans B soit diagonale.

1.2 Polynome caractéristique d’une matrice carrée

Définition 1 Soit A € M, (K). On appelle polynome caractéristique de A
le polynome P(X) = det(A — X.1,,).
On note ce polynome x a(X).

10 --- 0
o1 ---
Remarques : I, = | . . . .| estla matrice identité de taille n.
00 - 1
X 0 --- 0
0O X -+ 0
X'In = . . .
o o0 --- X
Le déterminant de la matrice A — X.I,, est un polynome en X.
Exemples :

1)A = <(1) (1)) € My(R).
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Calculer y 4(X).
On forme la matrice A — X.I, : A — X.I, = (_X 1 )

det(A — X.Ip) = X2 —1 = (X — 1)(X +1)
donc xa(X) = (X —1)(X +1).

-1 1 1
2)B=|(1 -1 1
1 1 -1
~1-X 1 1
B—XI3= 1 —-1-X 1
1 1 —1-X
—1-X 1 1
det(B—X.I3)=| 1 -1-X 1 |
1 1 —1-X

On fait Li<—Li+4+ Ly+ L3 :
1-X 1-X 1-X

det(B — X.1I3) = 1 —1-X 1 .
1 1 —-1-X

Le déterminant est linéaire par rapport a la premiere ligne, d’ou :

1 1 1
det(B-—X.I3)=(1-X).|1 -1-X 1 .

1 1 -1-X
On fait Ly < —L3 — Ly :

1 1 1
det(B-—X.I3)=(1-X).|]1 -1-X 1 .

0 0 —2-X

On développe par rapport a la derniere ligne qui contient deux zéros :
det(B — X.I) = (1 - X).(~)#(2-x) |} 1o
det(B—X.I3) = (X -1)(X+2)(-1—-X—1).
det(B — X.I3) = —(X — 1)(X + 2)%

donc xp(X) = —(X — 1)(X +2)2

1.3 Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice

Définition 2 Soit A € M,,(K).

Un scalaire X € K est une valeur propre de A si et seulement si il existe un
vecteur-colonne X € M, 1(K), non nul, tel que AX = \.X.

L’ensemble des valeurs propres de A se note Spec(A) (il est encore appelé le
spectre de A).

Définition 3 Soit A € M,(K), soit A € Spec(A).

2
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On appelle vecteur propre de A associé a la valeur propre A tout vecteur-
colonne X € M, 1(K) non nul vérifiant AX = \.X.

Proposition 1 Soit A € M, (K).
Les valeurs propres de A sont exactement les racines de son polynome car-
actéristique x a.

Définition 4 Soit A € M,(K), soit A € Spec(A).
On appelle ordre de multiplicité de X\ le plus grand entier m € N tel que l’on
puisse écrire x a(X) = (X — N)"Q(X) ou Q(X) est un polynome.

Exemples
01
1) A= 10
Xa(X)= (X —-1)(X +1). On a donc Spec(A4) = {—-1,1}.
-1 1 1
2B=[1 -1 1
1 1 -1

x5(X)=—(X —1)(X +1)% On a donc Spec(B) = {—1,1}.

1.4 Sous-espaces propres d’une matrice
Définition 5 Soit A € M,(K). Soit A € Spec(A).

La réunion de ’ensemble des vecteurs propres de A pour la valeur propre A
et du vecteur nul est notée SEP(A, \).
On a SEP(A,\) ={V € M, 1(K)/AV =V}

Proposition 2 Soit A € M, (K). Soit A € Spec(A).
SEP (A, \) est un sous-espace vectoriel de M, 1(K).

Proposition 3 Soit A € M, (K). Soit A € Spec(A).
On note m ordre de multiplicité de A dans xa(X).
Alors 1 < dim(SEP(A,\)) < m.

Exemples :
01
1) A= 1 o)

Xa(X)= (X —1)(X+1). Spec(A) = {—1,1}.
Déterminer les sous-espaces propres de A.

a) Sous-espace propre associé a la valeur propre —1.
On cherche tous les V € My, (K) tels que AV = =V,
On résout I'équation AV = —V.
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10 (%) —UV9
_ U2y  [(—U1 _
AV = -V & (Ul) = (_UQ) < {vg = -1

L’équation matricielle AV = —V est équivalente a un systeme d’1 équation
indépendante & 2 inconnues : SEP(A, —1) est donc un sous-espace vectoriel
de dimension 2 —1 = 1 de M1(R). On trouve une base de ce sous-espace en
donnant une valeur non nulle & vy ou vy : par exemple v; = 1 d’ot1 v9 = —1.

On a alors SEP(A, —1) = {\. (_11) /A € R}

b) Sous-espace propre associé a la valeur propre 1.
On cherche tous les V € My, (K) tels que AV = V.
On résout I'équation AV = V.

Av=ve (Y Nx(u)=("
10 Vo (%)
AV =V & (U2) = (Ul) s {vy =
1 V2
L’équation matricielle AV = V est équivalente a un systeme d’l équation
indépendante & 2 inconnues : SEP(A, 1) est donc un sous-espace vectoriel de

dimension 2 — 1 = 1 de M;(R). On trouve une base de ce sous-espace en
donnant une valeur non nulle & v; ou vy : par exemple v; = 1 d’ott v = 1.

On a alors SEP(A, 1) = {\. <1) /A € R}

-1 1 1
2)yB=(1 -1 1

1 1 -1
xB(X) = —(X —1)(X +2)2 Spec(B) = {-2,1}.
Déterminer les sous-espaces propres de B.
a) Sous-espace propre associé a la valeur propre 1.
On cherche tous les V' € M;s,(K) tels que BV = V.
On résout I'équation BV = V.

-1 1 1 Uy (o
BV=V&|1 -1 1 X |ve | = | v
1 1 -1 Vs V3
—U1 + Vg + U3 V1 Vo + Vg = 21)1
BV =V < U1 — VU2 + U3 =\|v| <= V] + v3 = 209
V1 + vy — U3 U3 V1 + v = 2v3
N V1 = V2
Vg = V3

L’équation matricielle BV =V est équivalente a un systeme de 2 équations
indépendantes & 3 inconnues : SEP(B, 1) est donc un sous-espace vectoriel
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de dimension 3 —2 = 1 de M;;(R). On trouve une base de ce sous-espace
en donnant une valeur non nulle a v, : par exemple v = 1 d’ot1 v = v3 = 1.

1
On a alors SEP(B, 1) ={A. [ 1] /A € R}.

1
b) Sous-espace propre associé a la valeur propre —2.
On cherche tous les V' € M5;(K) tels que BV = =2V
On résout I'équation BV = —2V.

—1 1 1 U1 —21)1
BV==-2Vs |1 -1 1 |x|v]|=|-20
1 1 -1 U3 —2u3
—VU1 + Vg + Us —21}1
BV =2V & U1 — V2 + U3 = | —2v, <:>{U1+UQ+'U3:O
V1 + vy — U3 —2v3
L’équation matricielle BV = —V est équivalente a un systeme de 1 équations

indépendantes a 3 inconnues : SEP(B,—2) est donc un sous-espace vec-
toriel de dimension 3 —1 = 2 de M;;(R). On trouve une base en cher-
chant deux vecteurs indépendants vérifiant vy + v + v3 = 0, par exemple

{(1,0,-1),(0,1,—1)}.
1 0

On a alors SEP(B,=2)={A. [ 0 | +pu. | 1 | /A, neR}.
—1 —1

1.5 Diagonalisation d’une matrice

Définition 6 Soit A € M, (K).

On dit que A est diagonalisable si et seulement si il eriste une matrice
inversible P € GL,(K) et une matrice diagonale D € M,(K) telles que
A=PDP 1,

Remarque : Diagonaliser A, c’est trouver P inversible et D diagonale
telles que A = PDP~ .

Proposition 4 Soit A € M, (K).
A est diagonalisable si et seulement si

> dim(SEP(A,\) =n

A€Spec(A)

Proposition 5 Soit A € M, (K).
A est diagonalisable si et seulement si il existe une base de M, 1(K) formée
de vecteurs propres de A.
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Exemples :
0 1
1) A= 10/

Xa(X) = (X =1)(X +1)
Spec(A) = {-1,1}

SEP(A, —1) = {\. <_11) /X € R}

SEP(A, 1) = {\. G) /A €R}.

dim(SEP(A, —1)) + dim(SEP(A,1)) =14+ 1= 2.

Donc par la propriété ci-dessus, A est diagonalisable.

Pour diagonaliser A, on cherche une base de vecteurs propres. On en obtient
une en réunissant des bases de chaque sous-espace propre : par exemple

B = {(_11> , (i)} est une base de M ;(R) formée de vecteurs propres de

-1 1
1 1
La matrice D dans cette base de l'application linéaire de My ;(K) dans

M, 1 (K) définie par A (¢pa(X) = AX) est diagonale :

La matrice de passage de la base canonique a B est P =

Comme _11 ) est un vecteur propre pour —1 et 1)) un vecteur propre
—1 -1 1 1 N
pour 1, on a QSA(( 1 >) = (—1). ( 1 ) et gbA((l)) =1. (1), d’ou la ma-
. -1 0
trice D : D = < 0 1

La relation de changement de base s’écrit A = PDP™!.

11
pe- (i 1)
1-X 1

C—-X.1I2= 0 1_x

Xo(X) =det(C— X.I) = (1 - X)* = (X — 1)~

donc Spec(C') = {1}.

N , )2 . r1+ 29 = 21

Sous-espace propre associé a C': on résout I'équation CX = X < o —
2 = T2

{ZEQ = 0

L’équation équivaut a une équation indépendante, ’ensemble des solutions

est donc de dimension 1 (droite), dont un vecteur directeur est par exemple

()
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Y dim(SEP(C, \)) = dim(SEP(C, 1)) =1 # 2.
AeSpec(C)
Donc C' n’est pas diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces
propres est strictement inférieure a 2).

-1 1 1

3)B=[1 -1 1

1 1 -1
xB(X)=—(X —1)(X +2)% Spec(B) = {-2,1}.

1
SEP(B,1)={\. [ 1] /xeR}.
1

0
SEP(B,—-2) = {\. O +p | 1| /A peR}
-1 -1
Z dim(SEP(B, \)) = dim(SEP(B, 1)) + dim(SEP(B, —2)) = 1+2 = 3.
AESpec(B)
Donc B est diagonalisable.

1 1 0
Une base de vecteurs propres est, parexemple: B'={| 1], 0 |, 1 |}
1 -1 -1

Dans cette base, la matrice de ¢ est D' =

1 0 1
1 -1 -1
La relation de changement de base s’écrit : B = P'D'P'~1.

La matrice de passage de By a B est : P’ =

~ N O O =
—
—_
o

2 Trigonalisation

2.1 Matrices triangulaires

Définition 7 On appelle matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure)
une matrice dont tous les éléments situés strictement au-dessous (resp. stricte-
ment au-dessus) de la diagonale principale sont nuls.

Remarque : Une matrice diagonale est a la fois triangulaire supérieure et
triangulaire inférieure.
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2.2 Trigonalisation

Définition 8 On dit qu’une matrice A € M,(K) est trigonalisable si et
seulement si il existe une matrice inversible P € GL,(K) tel que P~'AP
soit triangulaire supérieure.

Théoréeme 1 Toute matrice de M, (C) est trigonalisable.

3 Reéduction de Jordan

A1 0
0o X 1
Définition 9 On appelle bloc de Jordan une matrice de la forme .
0
ou A est un réel quelconque. La diagonale principale contient des \, on trouve
des 1 au-dessus de cette diagonale, les autres éléments de la matrice sont nuls.
Le bloc de Jordan de taillen > 1 et dont I’élément sur la diagonale principale
est A est noté J, ().
3100
03 10 -1 1
Exemples de blocs de Jordan : J4(3) = 00 3 1 , Ja(—1) = ( 0 _1>,
000 3
Ji(8) = (8)
Définition 10 On appelle matrice diagonale par blocs une matrice formée
d’une diagonale de matrices carrées, non nécessairement de meéme taille.
Les éléments non situés dans ces matrices sont nuls.
On note diag(Aq, Az, -, Ap) la matrice dont les blocs diagonaux sont Ay, A, -+ , A,.
1200 1 0 0
3400 . 1 2 2 4 0 3 2
Exemples: A = 00 2 4|7 dzag((?) 4> , <6 8))’ B = 0 0 -1
00 6 8 0 -3 —4
3 2 1 3 0 0 1 1
diag((1),{ 0 -1 =2]),C={(0 1 —1] =diag((3), (_1 1 ))
-3 —4 =5 0 -1 1

Définition 11 On appelle matrice de Jordan une matrice diagonale par blocs
dont les blocs sont des blocs de Jordan.

> = O
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Définition 12 Soit A € M, (K).
On appelle réduite de Jordan de A toute matrice de Jordan J telle qu’il existe
P e GL,(K) telle que A= PJP™!.

Théoréme 2 (Réduction de Jordan) Soit A € M, (K).

Sotent A\, Mg, -+, A\, les valeurs propres de A.

On note p; lordre de multiplicité de \; dans x 4.

A admet une réduite de Jordan J et une seule (a l'ordre des blocs pres).
Tout bloc de la réduite de Jordan de A est de la forme Ji(\;) avec \; €
Spec(A) et 1 <k < p;.

Sur la diagonale principale de la réduite de Jordan, on trouve les valeurs
propres de A comptées avec leur multiplicité : \; apparait u; fois.

Exemple
1 00 0
-1 4 1 =2
A= 2 1 2 -1
1 21 0

1)Montrer que A n’est pas diagonalisable.
2)Donner la réduite de Jordan de A.
1)1 faut déterminer les sous-espaces propres de A.

1-X 0 0 0
) =de(a-xy=| 0 T
1 2 1 -X
b-X 1 -2
—1-X)] 1 2-X -1
2 1 - X

1-X)4-X)2-X -1 1 —X}—; __)1( — ‘; 2 X
(1-X)[(4—-X)(—2X + X2+ 1)+ X —2—2(1 — 4+ 2X)]
=(1-X)[-X?+6X?—-9X +4+X —2+6—4X]

(1-X)[— X3+6X2 12X + §]

= (X —1)(X?-6X%+12X —38)

2 est racine évidente :
=(X-1)(X - 2)(X2 —4X +4)
=(X-1)(X - 2)3.

Donc Spec(A) = {1,2}.
1 est valeur propre simple, donc dim(SEP(A, 1)) = 1.
2 est valeur propre triple, donc dim(SEP(A4,2)) € {1,

1,2,3}.
A est diagonalisable si et seulement si dim(SEP(A, 2)) = 3.
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On détermine les sous-espaces propres :
r1 = I
—I1+3$2+$3—21’4:O
2$1+$2+ZE3—ZE4:0 '
[L’1—|—21’2—|—£B3—$4:0

1)Sous-espace propre associ¢al: AX = X <

T1—3T9 — 23+ 224 =0
<~ 7$2+3$3—5$4:O
5ZE2 + 21‘3 - 31’4 =0
1‘1—3$2—$3+21‘4:O
=4 Txo 4+ 323 —dxy =0
%1$3 + %I4 =0
I1—3$2—I3+2l’4:0
-~ Txy 4+ 3x3 —dbxs =0
—T3 + 4.%4 =0
On obtient trois équations indépendantes, le sous-espace propre est bien de
dimension 1, une base s’obtient en posant par exemple 4, = 1, d’ou : z3 = 4,
To=—1, 21 = —1.

-1
—1
4
1

On a donc SEP(A,1) = {\. /A € R}

—$1:0

—x1+ 229+ 23— 224 =0
2$1+I2—.’L’4:0 '
T+ 229 + 23 — 224 =0

1)Sous-espace propre associé a3: AX = 3X <

.73'1:0
2£C2+l'3—2$4:0

<~
To— x4 =0
2x2+x3—2x4:0
$1:0
=4 To = T4
I3:0

On obtient trois équations indépendantes, le sous-espace propre est donc
de dimension 1, une base s’obtient en posant par exemple z, = 1, d’ou :
$3:0,$2:1,$1:O.

0
1
0
1
On adim(SEP(A4,2)) + dim(SEP(A,1)) =1+ 1 =2 < 4, A n’est donc pas

On a donc SEP(A,2) = {\. /A € R}

10
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diagonalisable.

2) Réduite de Jordan de A

On regarde quels sont les blocs de Jordan possibles pour la réduite de Jordan
de A.

On sait qu’ils sont de la forme Ji(\), ol A est une valeur propre de A, et k un
entier compris entre 1 et 'ordre multiplicité m de A dans x4. (1 <k <m).
La valeur propre 1 est d’ordre de multiplicité 1, le seul bloc de Jordan pos-
sible est donc Ji(1) = (1).

La valeur propre 2 est d’ordre de multiplicité 3, on a donc trois blocs de

9 1 2 1 0
Jordan possibles, J;(2) = (2), J2(2) = <O 2)’J3(2) —1lo 2 1
0 0 2

Sur la diagonale de la réduite de Jordan, on doit trouver les valeurs propres
comptées avec multiplicité, on doit donc avoir une fois 1 et trois fois 2.

1 000
L ) 0200
Les réduites de Jordan possibles sont donc : J; = 00 2 0l Jy =

000 2
1 000 1 000
0200 0210

7J3:

00 21 00 21
000 2 000 2

Si J; était la réduite de Jordan de A, comme J; est diagonale, A serait di-
agonalisable, ce qui est faux..J; n’est donc pas la réduite de Jordan de A.

Si J, était la réduite de Jordan de A, on aurait A = PJoP~!, avec P une
matrice inversible. Dans la base {ej, €2, e3,e4} de My;(R) définie par P, la
matrice de ¢4 est Jy, donc ¢a(es) = 2ey et Po(e3) = 2e3. On aurait donc
deux vecteurs propres pour 2 e; et e3 indépendants. Ce n’est pas possible car
SEP(A,2) est de dimension 1 : tous les vecteurs de cet espace sont colinéaires.
La réduite de Jordan de A est donc Js.

Il reste a trouver P € GL,(K) tel que A = PJ3;P~!.

Si P € GL,(K) est telle que A = PJ3P~!, alors si on note B = {ey, 3, e3,€4}
la base de My;(R) formée des vecteurs-colonnes de P,par la relation de
changement de base la matrice de ¢4 dans B est J3, on a donc ¢4(e1) = ey,
dale2) = 2eq, pales) = 2e3 + ea,04(eq) = 2e4 + €.

Réciproquement, si on trouve une base B = {ey, ez, 3, €4} de My 1 (R) vérifiant
les quatre égalités précédentes, et si on note P la matrice de passage de By
aB,onaura A= PJ;P L

On résout donc les quatre équations ¢a(e;) = ey, dpa(es) = 2es, dales) =
2e3 4+ ea,04(eq) = 2e4 + €3.

e; et ey sont donnés par des vecteurs propres pour 1 et 2 : par exemple

11
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€1 =

@
-+
&
[\
|
N

On résout Aes = 2e3+e5 : Aez = 2e3+ 65 &

Zﬂl:O
To =X
PN 2 4
5133:1

Un exemple d'un tel vecteur es est

O = OO

On résout Aey = 2e4+e3: Aey = 2e4+e3 &

T = 0
<~ To=x4+1
T3 = —2
0
1
Un exemple d'un tel vecteur e est | 9
0

Conclusion: ona A = PJP~! avec J =

o O O =

12

S o N O

—ZE1:0
—ZE1+2$2+I’3—2I4:1
2$1+ZL‘2—954:0 '
Ty + 209 + 23 — 224 =1

—:1:1:0
—$1+2$2+$3—2ZE4:0
2[E1+J}2—ZL‘4:1 '
ZL‘1—|—2£L‘2+373—2£L'4:0
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