Nombres réels, bornes supérieures et inférieures

. s Fomesoutra.con
Exercice 1 : it ey

Docs a portée de main
Si a et b sont des réels positifs ou nuls, montrer que

Va++Vb<vV2Va+b

Allez a : Correction exercice 1 :

Exercice 2 :
Déterminer les ensembles suivants, mettre ces ensemble sous la forme d’un intervalle de R ou une
réunion d’intervalles.
A ={x eR x? <1}
A, ={x eR,x3 <1}

A —{ ER_1 <> <1}
TS x?+1

1
A ={ ER*,—>1}
= x|

Allez a : Correction exercice 2 :

Exercice 3 :
1. Montrer que pour toutn € N*,m € N*
PRI
(m+n)?~ 4
2. En déduire que
mn * *
A:{m,neN,meN}

Admet une borne inférieure et une borne supérieure que I'on déterminera.
Allez a : Correction exercice 3 :

Exercice 4 :
Pour chacun des exercices suivants, déterminer s’il y a une borne inférieure, une borne supérieure, si
oui, les déterminer.

Zn * 1 *
Az{zn—r"EN}; B={m'"”‘}

|x3 — 1]’ |x™ — 1|

Allez a : Correction exercice 4 :

C= {L x€101[U]L, +oo[}; D= {L x €101[ U1, +oo[,n € N*}

Exercice 5 :
Soit
x=fslpqen
p g1
1. Montrer que X est majoré et minoré.
2. En deéduire que X posséde une borne supérieure et une borne inférieure.
Allez & : Correction exercice 5 :

Exercice 6 :
Soit

Xz{(_l)n+z;nEN*}
n

n



1. Montrer que X est minoré et majoré.

2. Montrer que X admet un plus grand élément et le déterminer.

3. Montrer que X admet une borne supérieure et une borne inférieure et les déterminer.
Allez a : Correction exercice 6 :

Exercice 7 :
Soit

;xE]R{,xS—3}
x+2

Montrer que X admet une borne inférieure et une borne supérieure et les déterminer.
Allez a : Correction exercice 7 :

Exercice 8 :
Soit

2xy . .
={5—— x€R,yeR
x“+y
1. Montrer que X admet une borne inférieure et la déterminer, est-ce un minimum ?
2. Montrer que X admet une borne supérieure et la déterminer, est-ce un maximum ?
Allez a : Correction exercice 8 :

Exercice 9 :
Trouver tous les réels x telsque [x — 1| + |[x — 2| = 2
Allez a : Correction exercice 9 :

Exercice 10 :
Résoudre I'équation

V4l —x+V41+x =10
Indication :
Malgré les apparences il n’est pas nécessaire de connaitre la valeur de 412
Allez a : Correction exercice 10 :

Exercice 11 :
1. Résoudre
lu—1]l+u+1] =4
2. En déduire les solutions de
Vx+1-1|+|Vx+1+1|=4

3. Puis les solutions de

\/x+2—2\/x+1+\/x+2+2\/x+ =4

Allez a : Correction exercice 11 :

Exercice 12 :
Soit
2p ,
X:{2pq+3;p'qE N }
1. Montrer que X est minoré et majore.
2. En déduire que X admet une borne supérieure et une borne inférieure et les déterminer.
Allez a : Correction exercice 12 :



Exercice 13 :

Démontrer que 3\/ 3 + 2+/6 est un nombre irrationnel.
Allez a : Correction exercice 13 :

Exercice 14 :

On considere la partie X = {(—1)" + %; ne N*}

Démontrer que X posséde une borne inférieure et une borne supérieure, déterminer chacune d’entre elle.
Allez a : Correction exercice 14 :

Exercice 15 :

Montrer que a = \/7 + 443 + \/7 — 4+/3 est un nombre entier.
Allez a : Correction exercice 15 :

Exercice 16 :
Soit

a=\/4—2\/§+\/4+2\/§

Montrer que a € V3N (Cest-a-dire de la forme v3 multiplié par un entier naturel).
Allez a : Correction exercice 16 :

Exercice 17 :
Soient

(P 2 (P 2
X = +—;p €EN" et ¥ = +—;p €N*;q EN*
p p p q

1. Montrer que X posséde dans R une borne supérieure, une borne inférieure et les déterminer.
2. Montrer que Y posséde dans R une borne supérieure, une borne inférieure et les déterminer.
Allez a : Correction exercice 17 :

Exercice 18 :
On rappelle que /2 est irrationnel (c’est-a-dire que V2 € R \ Q).
1. Montrer que @ = 6 + 4v/2 et § = 6 — 4+/2 sont irrationnels.
2. Calculer \/ap.
3. Montrer que va + /B est rationnel.

Allez & : Correction exercice 18 :

Exercice 19 :
On suppose que V2, v/3 et /6 sont irrationnels. Montrer que
1. V2+V3¢Q
2. (VZ+V3) ¢ Q
3. V2+V3+V/6¢Q
4. (3vV2+2V3+ \/6)2 ¢ Q. On rappelle que (a + b + ¢)? = a? + b? + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc
Allez a : Correction exercice 19 :

Exercice 20 :
1. Montrer que pour tout réels x et y ona:
E(x)+E(y) <E(x+y)<EMXx)+E(y)+1



2. Montrer que pour tout entier relatif on a :

E(m+n>+E<n—m+1) _
2 2 -
On pourra distinguer les cas m + n pair et m + n impairs.

3. Montrer que pour toutn € N

E((Wa+Vn+1) )=dn+1

On pourra montrer que E (2 n(n + 1)) =2n
Allez a : Correction exercice 20 :

Exercice 21 :
Montrer que pour tout x et y réelson a:
E(xX)+EW)+E(x+y) <EQ2x)+EQy)
On pourra distinguer les cas
(EG) Sx <EG)+50uE@) +5<x <E@) + et (EG) <y <E@)+50uE®) +5 <y <E@)+1),
Ce qui fait 4 cas (n’est-ce pas ?).
Allez & : Correction exercice 21 :

Exercice 22 :
SoientA c RetB ={y = —x;x € A}
1. Montrer que B est minore si et seulement si A est majoré.
2. Ensupposant que A est majoré, démontrer que B admet une borne inférieure et que
inf(B) = — sup(4)
Allez a : Correction exercice 22 :

Exercice 23 :
Soient p et g deux nombres réels non nuls et n un entier strictement positif.
Montrer que le polyndbme P(x) = x™ + px + q ne peut avoir plus que deux racines réelles si n est pair
et plus que trois racines si n est impairs.

Allez a : Correction exercice 23 :

Exercice 24 :
On rappelle que si I est un intervalle ouvert, quel que soit x € I, il existe € > 0 tel que :
lx—ex+e[lcl
Plus généralement, un sous-ensemble A de R vérifiant la propriété :
Vx€A,Ae>0,]Jx —e,x+e[c A
est dit « ouvert ».
Soit I un intervalle ouvert. On veut démontrer qu’il n’existe pas de sous-ensemble ouverts non vides A
etBde Rtelsquel = AU B et AN B = @ (autrement dit tels que {4, B} soit une partition de I). Pour
cela on va supposer que de tels ensemble A et B existent pour aboutir a une contradiction. On considére
pour celaa € Aetb € B et I’ensemble
E={te[01];a+t(b—a) €A}
1. Montrer que E admet une borne supérieure, que 1’on appellera T. (On ne demande pas de trouver
T).
2. Montrer (en utilisant le fait que A est ouvert) que a + T(b — a) ¢ A.
En déduire (en utilisant le fait que I est un intervalle) que a + T(b — a) € B.
4. Montrer (en utilisant le fait que B est ouvert) que ceci contredit le fait que T soit la borne
supérieure de E.
Allez a : Correction exercice 24 :

w



CORRECTIONS

Correction exercice 1 :
(VZva+b) - (Va+vh) =2(a+b) - (a+2vavb+b) =a—2vavb + b = (Ya—-b) =0
Ces deux expressions (vVa + Vb et vV2va + b) sont positives donc
(V2Va+b) > (Va+vh)’ ©v2va+b>va+Vb

Allez a : Exercice 1:

Correction exercice 2 :

A =1-11
Ay =]-0o,1]
2x \* (24 1% —4x? x*+2x%+1—4x% x*—2x24+1  (x%2-1)2
1= (xz + 1) - (x%2 +1)2 - (x? +1)2 - (x%2+1)2 - (x%2+1)2
Donc
2x \? (x? —1)?
Vx € ]R’l_(xz—-l-]) > 1@W> 0ex ER\{—].,].}
On pouvait aussi étudier la fonction f: R — R définie par :
2x
fe = x*+1

On en déduit que :
1
VxE]R*,m>1(:)|x| <1
A4 =]_1,0[U]0,1[
Allez a : Exercice 2 :

Correction exercice 3 :

1. metn étant strictement positifsona 0 < o
(m+n)?
1 mn  (m+n)?—4mn _m?+2mn+n®—4mn _m?-2mn+n®> (m-n)? -0
4 (m+n)? (m + n)? B (m +n)? - (m+n)?2  (m+n)?2”
Donc
mn 1
_— S —_
(m+n)2~ 4
2. (mﬁz)z est borné donc A admet une borne inférieure a telle que 0 < a (car a est le plus grand des

: ‘s 1 . .
minorants) et une borne supérieure b telle que b < " (car b le le plus petit des majorants).
mn
(m+n)?’

Comme pour toutm > 0etn > 0,a < en prenantm = lona:

._n
_—
a= (1 +n)?
Ce qui implique que a < 0,onadonca = 0.

0

Comme pour toutm > 0etn > 0, % < b,enprenantm =nona:
n? <)
(n+n)2~
Puis
n? n? 1

(n+n)? “an2 4
Montre quei < b et finalement b = %.

Allez a : Exercice 3 :



Correction exercice 4 :
2n . \ . ..
On pose u,, = Py la suite (u,)nen+ €St a valeur strictement positive

2n+1
u 1 2 —1  2ntl 2
n 20 =15k = <1
Uy, 2 on+l 1 on+l _ 1
2" —1
Donc cette suite est strictement décroissante, on en déduit que
2 _ , 2"
sup(4) = u, = 51" 2 et inf(4) = nl_lgloo T 1
Remarque : A admet un maximum 2 mais pas de minimum.
1_;_,1 = 22_1, par conséquent A = B ces deux ensembles ont les mémes bornes supérieures et
inférieures.
lim— 4
—_—— 0'e)
A 2% — 1]
x#+1

Donc C n’admet pas de borne supérieure.

3
Il est évident que pour tout x € ]0,1[ U ]1, +oo[ x—1| > 0 donc 0 est un minorant de C par conséquent

! |x3_
0 < inf(C)
Puis remarquons que
- x3
MGy
x#0
Donc
inf(C) <0
En conclusion
inf(C) =0

Remarque : 0 n’est pas un minimum.
Remarque : on aurait pu étudier la fonction
10,1[U 1,40 - R
X

|3 — 1
En faisant attention a distinguer les cas x € ]0,1[ (ot x3 — 1 < 0) et x € |1, +o[ (ou x> — 1 > 0).
Pour I’ensemble D on fait strictement le méme raisonnement que pour I’ensemble C. D n’a pas de borne
supérieure et sa borne inférieure est 0.

Allez a : Exercice 4 :

3
X -

Correction exercice 5 :
1. Commep=>1letqg=> 1,0<%§ 1et0<%s 1, on adonc

1 1
0<—+-=<1+1=2
p q

Ce qui montre bien que X est majoré et minore.
2. Pourp=g=1,0na

1 1
—+-=2
b q

Donc 2 est le maximum, par consequent sa borne supérieure.

0 est un minorant de X donc 0 < inf(X)

Et

p—+0oo
q—>+o



Donc inf(X) < 0 et finalement inf(X) = 0
Allez a : Exercice 5 :

Correction exercice 6 :

Ly . . L —1)"+2
1. La premiere idée serait de montrer que la suite (u,,),en+ de terme général u,, = ( 31 est

croissante ou décroissante mais cela ne marche pas, verifions le tout de méme

" = (-1 +2 3 -D"+2 (D" +2)n—((—D"+2)(n+ 1)

n+1 n nn+1)
B n((-D)""1+2-(-D"=-2)—((-1D)"+ 2) B 2D 1n—- (-1 -2
B nn+1) B nn+1)
(=D™'2n+1) -2
B nn+1)

Selon la parité de n cette expression est positive ou négative, la suite (u,),en* n’est pas monotone,
il faut faire autrement.
Pour voir ce qu’il se passe on va calculer les premiers termes de cette suite

3 1 3 1 1
u; =1 u =5 Us T o Uy T 5 Us T pilUg T
Cela donne I’idée d’étudier les deux sous-suites (v,,)en+ et (W,),en de terme général :
3 1

Up = Upp = et Wy = Uppyq =

2n 2n+1
Ces deux suites sont manifestement positive, décroissante et tende vers 0, on en conclut que

3
0 < u, < max(vy,wp) = 2
2. D’apres I’étude précédente S = Uy est le plus grand élément (le maximum)

3 . -
3. > estun maximum et donc la borne supérieure.

lim u, =0
n—-+o

Donc inf(X) < 0,
Et comme pour tout n € N, u,, = 0, 0 est un minorant donc on a inf(X) > 0 et finalement
inf(X) =0
Allez a : Exercice 6 :

Correction exercice 7 :
Nous allons étudier la fonction
f: ]—OO‘ _3] - R
x+1
x+2
f est définie, continue et dérivable sur |—oo, —3] (le seul probleme de f est x = —2 qui est en dehors de
I’intervalle d’étude)

xX

IXx+2)—(x+1)x1 1
fy = XD DX .
(x + 2)2 (x + 2)?
f est strictement croissante sur ]—oco, —3], sa borne inférieure est
oo x+1
m= lim =1
x>—o X + 2
Et sa borne supérieure (qui est aussi un maximum) est
m=f(-3)=2

Allez a : Exercice 7 ;

Correction exercice 8 :



1. Pour tout x € R* et pour tout y € R*,

2xy
xZ+y

(x+y)Pz0ex’+y’+2xy20e —(x*+y?)) <2xy o -1< : D

On peut diviser car x (et y est non nul).
Ce qui signifie que X est une partie de R minorée et évidemment non vide, donc X admet une borne

inférieure.
(1) montre que —1 est un minorant de X, la borne inférieure étant le plus petit des majorants donc
inf(X) > -1
Sionposey = —x
2xy  —2x®
x2+y2  2x2 -1
Cela montre que
inf(X) <1
Par conséquent
inf(X) = -1
Il s’agit d’'un minimum car cette borne inférieure est dans X.
2. Pour tout x € R* et pour tout y € R*
2 2 2 2 2 ny
x—y)yr=z0ex‘+y*—-2xy=20ex“+y 22xy<:>12ﬁy2 (2)
Ce qui signifie que X est une partie de R majorée et évidemment non vide, donc X admet une borne
supérieure.
(2) montre que 1 est un majorant de X, la borne supérieure étant le plus petit des majorants donc
sup(X) <1
Sionposey =x
2xy  2x*
x2+y2  2x2 1
Cela montre que
sup(X) =1
Par conséquent
sup(X) =1

Il s’agit d’un maximum car cette borne supérieure est dans X.
Allez a : Exercice 8 :

Correction exercice 9 :
Onpose f(x) = |x — 1] + [x — 2|
Pourx<1,x—1<0etx—2<-1<0donc
fX)=—(x—-1)—(x—2)=—-2x+3
Pourl1<x<2,x—1=>0etx—2<0donc
f=lx—-1+|x-2|=x-1-(x-2)=1
Pourx >2,x—1>1>0etx—2=>0donc
f)=Ix—1l+|x—-2|=x—-14+x—-2=2x-3
Puis on va résoudre f(x) = 2 sur chacun des trois intervalles.

{f(x)=2®{—2x+3=2@ x =
x<1 x<1 x

IA
RN R

N =

1 .
< 1donc > est solution.

{f(x)zZ@{ 1=2

1<x<?2 1<x<?2



Il n’y a pas de solution dans cet intervalle.

{f(x)zZ@{Zx—SzZ@

2<x 2<x

N R
IA I
R N

2< g donc g est solution.
Les réels qui vérifient |x — 1| + |x — 2| = 2 sont {%;}
Allez a : Exercice 9:

Correction exercice 10 :
Comme ces deux expressions sont positives on a

2
Vil —x+V4l+x =10 (VA1 —x+ V41 +x) =100 & 41 —x + 2V41 — x\/41 + x + 41 + x = 100
©82+2/412 —x2 =100 © 2412 —x2 = 18 © /412 —x2 = 9 & 41% — x? = 92
©41°-92=x? x> =(41-9)(41+9) ©x? =32x50 =16 X100 = (4 x 10)? © x
= +40
Allez a : Exercice 10 :

Correction exercice 11 :

1. Onpose f(u) =lu—1|+ |u+ 1|

Siu<—-l,u—1<0etu+1<O0alorsf(u)=—(u—-1)—(u+1) =-2u
vu<-1,flu) =4 2u=4ou=-2
Si—-1<u<1,u—1<0etu+1>0alorsf(u)=—(u—-1)+w+1) =2
f(u) = 4 n’a pas de solution
Siu>1l,u—1>0etu+1>0alorsf(u)=(u—1)+w+1) =2u
vu>1,flu)=402u=4su=2

Il y a deux solutions —2 et 2.

2. D’apres la premiere question il faut et il suffit de résoudre

Vi+1=-2 et Vx+1=2

Vx + 1 = —2n’apas de solution réelle et vVx + 1 = 2 équivaut a x + 1 = 4, c’est-a-dire a x = 3.

2
x+2-2Vx+1=x+1-2Vx+1+1=(Vx+1-1)
Et

— 2
x+2+2Vx+1=x+1FVx+1+1=(x+1+1)
Par conséquent
2 2
Vxe]R,\/x+2—2\/x+1+\/x+2+2\/x+1=4<:>\/(\/x+1—1) +J(x/x+1+1) =4
eVx+1-1+[Vx+1+1|=4ox=3

Allez a : Exercice 11 :

Correction exercice 12 :
1.
2p 2p 1

<
2pq+3 2pq q

Donc X est majoré.
2
—p > O
2pq + 3
Donc X est minoré.

2. Fixons g = 1 et faisons tendre p vers I’infini.



I 2p y 2p
n—l>r-|1-loo 2pq + 3 B n—l>Too 2p +3 -

Donc
sup(X) =1
D’autre part
2
P <1
2pq + 3

Donc sup(X) < 1 et finalement sup(X) = 1.
Allez a : Exercice 12 :

Correction exercice 13 :

Supposons que /3 + 2v/6 soit un nombre rationnel, il existe p € Z et q € Z*, on peut supposer qu’il

sont positifs tous les deux
3
f3 +2V6 =

tels que
3 3 1 3
3+2v6=o3+26=Love=-(2 -3
q° q° 2\q?

QT

On éléve au cube

Ce qui signifie que V6 € Q, il existe p; € N et g, € N* tel que

V6 ="
q1
On peut supposer que p, et g; ne sont pas tous les deux pairs sinon on peut simplifier par 2.
p1

\/5=q—<=6qf=p12 (1)

1
Si p; est impair, sont carré est aussi impair ce qui est impossible d’aprés (1) donc p,est pair et donc g

est impair, il existe p, tel que p; = 2p, et g, tel que q; = 2q, + 1, ce que I’on remplace dan (1)
6(2q, + 1)? = 4p? © 3(4q95 + 4q, + 1) = 2p2 © 3 = 2p2 — 12q5 — 12q,
Ce qui est impossible, donc V3 + 26 nest pas un nombre rationnel.
Allez a : Exercice 13 :

Correction exercice 14 :
. - [z 1 - - - gz . A
Manifestement la suite de terme général u,, = (—1)™ + - est ni croissante ni décroissante, elle est méme

de signe alterné. Nous allons considérer les deux sous-suites (v,,),,»1 €t (Wy)nso de nombres réels
définies par

Vp =Uyp =1+— et Wy = Upper = —1+

2n 2n+1

(1+ 1)_2n—2(n+1)_ -1
2(n+1) 2n) 2n(n+1)  nn+1
Donc la suite (v,,),>; est décroissante

<0

vn=1vp41 v, =1+

3
v1=3 et nl_i)rPOOUn =1

1 2n+1—-—(2n+3)
vn=>1,wy —w,=-1 >—

+2(n+1)+1_(_1+2n+1 T 2n+3)(2n+1)
T 2n+3)@n+ 1)

wo=0 et Ilim w,=-1
n—+oo

<0




1 1
X—{1+%;nEN}U{—1+2n+1

1 1 3 3
sup(X) = max(sup ({1 + 7 EN }),sup ({—1 +2n—+1,n € m})) = max(E,O) =5

;nEIm}

Remarque : sup(X) = max(X)

1 1
inf(X) = min(inf ({1 +—;n€ N*}),inf({—l +—:;n€ 1111})) =min(1,-1) = -1
2n 2n+1
Allez a : Exercice 14 :

Correction exercice 15 :

a2=<J7+4\/§+\/7—4\/§>2=7+4\/§+2\/7+4\/§\/7—4\/§+7—4\/§

=14+2\/(7+4\/§)(7—4\/§)=14+2 72 — 42 x 3 = 14 + 21/49 — 48

=14+2%x1=16
Les deux valeurs possibles de a sonta = —4 eta = 4, comme a > 0,0n a
a=4€Z
Allez a : Exercice 15 :

Correction exercice 16 :

az=4—2\/§+2\/4—2\/§\/4+2\/§+4+2\/§=8+2\/42—22>< =8+2V4=12

Donca =2V3cara >0et2 €N
Allez a : Exercice 16 :

Correction exercice 17 :
1. Onpose pourtoutp >1:

-1)P 2
b= C 2
p p
Cette suite est ni croissante ni décroissante (a vérifier)
On pose
Vp=1,v, = —1+2—3 t Vvp=>0,w, = = 1-|-2—1
Pl =ty =y Ty Ty & P E e T e T T T T w1 2p+ 1
Les suites (vp)p21 et (Wp)pzo sont décroissantes, ¢’est ¢vident.
3 :
121 =3 et pl_l)rpoovp =0

wo=1 et p1—1>I-Il:loon =0

3 3
sup(X) = max(vp; p=1Lwyp= 0) = max (§,1> =5

Remarque cette borne supérieure est un maximum.
inf(X) = min(vp; p=1Lwyp2 0) =min(0;0) =0
Remarque : cette borne inférieure n’est pas un minimum.

sup(Y) = sup ({(_;)p;p € N*}) + sup ({3; q€ N*})

En distinguant p pair et p impair, on voit que :

—1)P 1?2 1
N




Comme la suite de terme général de terme général 3 est décroissante donc
({Faen]) -
sup|i—;q =
q

1 5
sup(Y)=§+2=E

On en déduit que

Remarque : cette borne supérieure est un maximum.

inf(Y) = inf <{(_;)p;p € N*}) + inf ({2, q € N*})

En allant un peu vite et en distinguant p pair et p impair

inf<{(_;)p;p € N*}) = (_11)1 =-1

Comme la suite de terme général de terme général 2 est décroissant et tend vers 0 donc
e ) =o
inf|i—;q =
q
. ([(=D)P _((2
inf(Y) = inf » ;p €EN* +1nf<{a;qEN*}>=—1+0=—1

Remarque : cette borne inférieure n’est pas un minimum.
Allez a : Exercice 17 :

Correction exercice 18 :
1. Si « est rationnel alors

a—©6
2 =
V2 4
Est rationnel, ce qui est faux d’apres le cours.
Si f est rationnel alors
p—6
2=—
V2 —4

Est rationnel, ce qui est faux d’apres le cours.
Donc a et B sont irrationnel.

\/a_ﬁ=\/(6+4\/§)(6—4\/§)=w/62—42x =V36-32=V4=2€Q

(Va+B) =a+2 af+B=6+4V2+4+6—4/Z=16
Comme Va + /B > 0,Va+./f=4€Q.

Allez a : Exercice 18 :

Correction exercice 19 :
1. SivV2++/3 € Qalorsil existe p € Z et ¢ € N* tel que

ﬁ+@=§
Ce qui entraine que

Vz=2_y3

QT

Puis on éléve au carré



qZ
On isole v3
2
q p
=——|-=- 1
V3 2p ( q° )
Ce qui montre que V3 € Q, il y a donc une contradiction, par conséquent
V2+/3¢Q

Je rappelle que le raisonnement suivant est faux

V2¢Q et V3¢Q=2V2+V3¢0Q

Si (V2 + \/§)2 € Qalors il existe p € Z et g € N* tel que
(VZ+V3)’ =§

On éléve au carré
2

2+2V6+3 = %
On isole V6
V6 = %(—1 + Z—j)
Ce qui montre que V6 € Q, il y a une contradiction donc
(VZ+V3) ¢ Q

SivV2 + /3 ++/6 € Qalors il existe p € Z et g € N* tel que
x/§+x/§+x/€=§

Ce qui entraine que

VI+V3=_ 6

Puis on éléve au carré

p* 2p
2+2\/§\/§+3=?—?\/8+6

Ce qui équivaut a

2 2
5+2\/€+?p\/€=6+2—2

Soit encore
2
1+2;
Vo=—2
2+—
q
Ce qui montre que v/6 € Q, il y a donc une contradiction par conséquent
V2+V3+v6¢Q

Si (3V2 +2v3 + \/3)2 € Q alors il existe p € Z et g € N* tel que
2
2
(3VZ+2V3 +6) = Z—
On développe le carré avec la formule (a + b + ¢)? = a? + b% + ¢? + 2ab + 2ac + 2bc

2
32><2+22x3+6+2x3x2\/§\/§+2x3\/§\/€+2x2\/§\/6=z_2

Puis



2
36 + 126 + 6V12 + 4V1 =Z—2

En simplifiant et en arrangeant les choses

2
1276 + 64/22 x 3 + 4 32><2=Z—2—36

1 2
12V6 + 123 + 12V/2 = E(%_ 36)

2

@+@+ﬁ=i<”—_36)
24\ q*

Ce qui entraine que V2 + /3 + /6 € Q, ce qui est faux d’aprés la question 3. Il y a une
contradiction donc

(3vZ+2V3+v6) ¢ Q

Allez a : Exercice 19 :

Correction exercice 20 :
1. On
{E(x) <x<Ex)+1
E()<y<E(+1
En faisant la somme
E(X)+EW)<x+y<EX)+EW)+2 (»
Donc
E(x+y)=E(Xx)+E(y) ou E(x+y)=EMX)+E(y)+1
Car ce sont les deux seuls entiers dans I’intervalle
[EC) +E(), E(x) + E(y) + 2]
C’est bien ce que I’on voulait montrer.
Si dans (*) on prend la partie entiere, on obtient
E(EQ)+E(W) <E(x+y) <EE®) +EQ) +2)
On est obligé de changer le « < » en « < » dans la seconde égalité, a moins de préciser que E(x) +
E(y) + 2 est un entier et alors I’inégalité reste stricte.
Puis comme E(x) + E(y) et E(x) + E(y) + 2 sont des entiers
E(Ex)+E(Y)=EX)+E@y) et E(EQ)+E®) +2)=E(Xx)+E(Q)+2
Et on obtient
EX)+E(y) <E(x+y)<EMX)+E(y)+2
Ce qui n’est exactement ce que I’on demandait (mais j’ai mis les points si vous avez fait cela en
vous trompant en laissant I’inégalité stricte au lieu d’une inégalité large).
Beaucoup d’entre vous semble croire que
EE+EM+2)=E(E®)+EE®)+ER)=EX)+E@®)+2
C’est correct uniquement parce que E (x), E(y) et 2 sont des entiers, j’ai eu la désagréable
impression que certain pense que pour tout x et y, E(x + y) = E(x) + E(y) ce qui est faux (enfin
ce n’est pas toujours vrai).
2. Sim + nestpair alors il existe p € Z tel que m + n = 2p alors

m+n n—-m+1 2p 2p—m—-m+1 2p—2m+1
E( 2 )+E< 2 )=E(7>+E( 2 )=E(p)+E( 2 )

1
=p+E(p—m+§>=p+p—m=2p—m=n

Sim 4+ nestimpair alorsilexistep € Ztelquem+n=2p+1



m+n n—m+1 2p+1 2p+1—-m—-m+1
E() e ()= () e ()

1 2p—2m+2
=E(p+z)+E<f>=p+E(p—m+1)=p+p—m+1

=2p—m+1=n

Dans tous les cas on a
m+n n—-m+1
() E(g ) =n

E((Wa+vn+1) )=E(m+2vavn+1+n+1)=E(2n+1+2/n(n+ 1)
=2n+1+E(2{n(n+ 1))

(2 n(n + 1))2 =4n(n+1) = 4n® + 4n
Or
An’ <4n’+4n<4n®+4n+1
Ce qui équivaut a
2n<2Jyn(n+1)<2n+1
Par conséquent

E(2y/n(n+1)) = 2n
On a donc pour toutn € N
E((Wa+Vn+i) )=dn+1

Allez a : Exercice 20 :

Correction exercice 21 :
e Premier cas:

E(x)Sx<E(x)+%(*) et E(y)Sy<E(y)+% (**)

En faisant la somme de ces inégalités
EX)+EQy)<x+y<ExX)+EWy)+1
On en déduit que
E(x+y)=EX)+E()
On multiplie () et (s*) par 2.
2E(x) < 2x <2E(x) + 1= E(2x) = 2E(x)
2E(y) <2y <2E()+ 1> EQy) =2E(y)
Donc
E(X)+EQW)+EMx+y)=EMX)+EWy)+EMX)+E(y) =2E(x)+2E(y) = E2x) + EQQy)
< E(2x) + E(2y)
e Deuxiéme cas:

1 1
E(x)+§£x<E(x)+1(*) et E(y)Sy<E(y)+§ (%)
En faisant la somme de ces inégalités
1 3
E(x)+E(y)+ESx+y <EMX)+E(y) +§

On en déduit que
E(X)4+EW)<Ex+y)<EXx)+E(y)+1
On multiplie () et (**) par 2.
2E(x)+1<2x<2E(x)+2=>EQ@2x) =2E(x)+1
2E(y) <2y <2E(y)+1=EQ2y) = 2E(y)
Donc



EX)+EW)+ExXx+yY)<EX)+EW)+EMX)+EWy)+1=2E(x)+1+2E(y) =EQ2x) + E(2y)
< E(2x) + E(2y)
o Troisiéme cas :
E(x) <x <E(x) +%(*) et E(y) +% SYy<E@W)+1 (x%)
En faisant la somme de ces inégalités
E(x)+E(y)+%Sx+y<E(x)+E(y)+;
On en déduit que
EX)+EQy)<E(x+y)=EX)+E(y)+1
On multiplie (*) et (x*) par 2.
2E(x) < 2x < 2E(x) +1 = E(2x) = 2E(x)
2E()+1<2y<2E(y)+2=EQy)=2E@y)+1
Donc
EX)+EQW)+EXx+yY) <EX)+EW)+EMX)+E(Xy)+1=2E(x)+2E(y)+1=EQx)+EQy)
< E(2x) + E2y)
e quatriéme cas:
E(x)+%£x<E(x)+1(*) et E(y)+%£y<E(y)+1 (*x)
En faisant la somme de ces inégalités
EX)+E(y)+1<x+y<EX)+E(l)+2
On en déduit que
Ex+y)=EX)+E(y)+1
On multiplie (*) et (x*) par 2.
2E()+1<2x<2E(x)+2=EQ2x)=2E(x)+1
2E(p)+1<2y<2E(y)+2=>EQRy)=2E()+1
Donc
EX)+EQW)+Ex+y)=EX)+EQW)+EX)+EW)+1=2E(x)+2E(y)+1<2E(x)+1+E()+1
= EQx) + EQy)
Allez a : Exercice 21 :

Correction exercice 22 :

1. Si B est minoré alors il existe m € R tel que pour tout y € B, m < y alors il existe m € R tel que
pour tout y € B, —y < —m, comme tous les éléments de A sont de la forme —y, y € B, cela montre
qu’il existe —m € R tel que pour tous x € A, x < —m, autrement dit A est majore.

Réciproque :

Si A est majore, il existe M € R tel que pour tous x € A, x < M alors il existe M € R tel que pour
tous x € A, —M < —x, comme tous les éléments de B sont de la forme —x, x € A4, il existe M € R
tel que pour tous y € B, —M < y, autrement dit B est minoré.

2. Si A est majoré, A admet une borne supérieure sup(A) et d’aprés le 1. B est minoré et donc admet
une borne inférieure inf(B).

Pour tout M un majorant de A : sup(4) <M

D’aprés 1. —M est un minorant de B : —M < inf(B)

On en déduit que pour tout M, majorant de A : —inf(B) < M, cela entraine que
—inf(B) < sup(A4)

De méme pour m un minorant de B : m < inf(B)

D’aprés 1. —m est un majorant de 4 : sup(4) < —m

On en déduit que pour tout m, minorant de B : sup(4) < —m, cela entraine que
sup(4) < —inf(B)

Donc

sup(4) = —inf(B) & inf(B) = —sup(4)



Allez a : Exercice 22 :

Correction exercice 23 :
Si n est pair, il existe m > 1 tel que n = 2m
P'(x) =2mx*™ 14+ p et P"(x) =2m(Q2m — 1)x?m2
Comme 2m — 2 est pair pour tout x € R, P""(x) > 0 donc P’ est croissante sur R.
Comme 2m — 1 est impair
lim 2mx?™ 1+ p)=—oc0 et xl_i)rjpoo(mezm"1 +p) =+

X——00
P’ est une bijection de R sur R donc il existe un unique a € R tel que P'(a) = 0 et tel que
x<a=>Px)<0 e x>a=>P(x)>0
lim (x>™ +px +q) =+ et lim (x®™ + px + q) = oo
X—>+00

X——00

Le tableau de variation de P est

X —o0o a 400
P'(x) — 0 +

P(x) | +oo \\ b 7 +o0

Si P(a) > 0 alors P n’a pas de solution.

Si P(a) = 0 alors P n’a qu’une solution : a.

Si P(a) < 0 alors P a deux solutions.

Sin est pair, il existe m > 0 telquen = 2m + 1
PP(x)=0Cm+Dx*™+p et P'(x)=(2m+ 1)2mx?m-1

Comme 2m — 1 est impair :

Six <0alors P""(x) < 0etx > 0alors P""(x) > 0. De plus P'(0) = p. Comme 2m est pair les limites

de P’ en +oo sont +oo.

On en déduit le tableau de variation de P’

X —00 0 +0o0

P"(x) — 0

+
P'(x) | +oo \ , / +00

Sip = 0alorsVvx # 0,P'(x) > 0 et P'(0) = 0 ce qui montre que P est strictement croissante, comme
2m + 1 est impair

lim P(x) = —o et lirP P(x) =+
X—+ 00

X——0co

Cela montre que P est une bijection de R sur R, donc il existe un unique x, € R tel que P(x,) = 0.
Sip < 0 alors il existe deux réels § < 0 ety > 0 tels que P'(B) = P'(y) = 0 et tels que le signe de P’
soit strictement positif sur |—oo, B[ U ]y, +oo| et strictement négatif sur |8, y[. comme 2m + 1 est

impair
lim P(x) =—oc0 et lim P(x) =4
X—>—00 X—+00
On en déduit le tableau de variation de P
x — B )4 +
P'(x) 0 +

+ 0 -
P(x) /P(ﬁ) \‘P( )/ 400
o y

Si P(B) et P(B) sont strictement positifs ou strictement négatifs (P(8)P(y) > 0) alors P n’a qu’une
racine.

Si P(B) ou P(B) est nul (P(B)P(y) = 0), remarque les deux ne peuvent pas étre nul en méme temps
alors P a deux racines.

Si P(a) > 0 et P(B) < 0 alors P atrois racines.




Allez a : Exercice 23 :

Correction exercice 24 :
1. E c [0,1], ce qui signifie que E est une partie de R bornée par 1 et nonvidecara =0 X (b —a) €
E donc E admet une borne supérieure.
2. Sia+T(b—a)€ Aalors il existe e > 0 tel que
la+T(hb—a)—€a+T(b—a)+e[€A
Car A est un ouvert.
Ce qui entraine que

€
a+T(b—a)+§EA

Or
+T(b )+ +T(b )+1>< (b ) = +(T+1>< >b
a a)+5=a a) + 5 X a)=a 5 X5 (b—a)
Donc
<T+1x )b-a)ea
27— “
Et par définition de E :
T+-X7——€E
Ce qui n’est pas possible car
T<T+-=
<hH 2 % b—a

Et T est supposer étre la borne supérieure de E
Par conséquent a + T(b — a) ¢ A.
3. T €]0,1] donc
0<Tbh—-—a)<b-a
Ce qui entraine que
a<a+Tbh—-a)<bhb
a+T(b—a) € [a,b] comme I estun intervalle a + T(b — a) € I, de plus D’apres 2.
a+T(b—a)gAdonca+T(b—a) € Bpuisque AUB =1.
4. Comme B estouvertet que a + T(b — a) € B il existe € tel que
la+T(bh—-a)—€,a+T(b—-a)+e[€B
Ce qui entraine que

a+T(b—a)—§eB

Or
FTM-a)—S=a+Th-a)—2x—5 —(b-a) = +(T 1€ )b
a a =a a > X5 a a > %5 "4 ( a)
Donc
1 €
( —= ) (b—a)€EB
2 —
Ce qui entraine que
1
( E ) (b - Cl) ¢ A
CommeT — = >< < T<1T- % X —E€ [0 1] (quitte a diminuer € pour que T — = >< — reste

2
positif) et par deflnltlon de E :

Ce qui n’est pas possible car



1
T —=X

<T
2 b-
Comme pour toute’ > 0, T — €' € E, en prenant
, 1>< €
€ ==
2 b—a

Il y a une contradiction. Elle se situe dans I’implication

)(b—a)EB:>a+(T—1>< d

1
T—=-x =
a+( 2 b—a

2 b—a
C’est-a-dire dans le faitque AN B =@

Allez a : Exercice 24 :

)(b—a)%A





